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Capitulo 1

Numeros complejos. Funciones complejas elementales

1.1. Introduccién

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durantehuos@fios motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a pamolapcreciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser cominmente aceptados, aunque no fuenaobi@rendidos hasta épocas recientes.
Nada hay de extrafio en ello si pensamos que los nUmerosvasgadi fueron plenamente aceptados
hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apagk&mlos trabajos de Cardano (1501-
1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el célculdaderaices de la cubica o ecuacién de
tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirevttigutas ecuaciones algebraicas solo
tienen solucién en nuestra imaginacioyn’acufio el calificativdimaginarias” para referirse a ellas.
Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nimerosmaejos o imaginarios son usados
con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando laiéolde un problema resulta ser un na-
mero complejo se interpreta esto como que el problema ne selucion. Para Leibnitzl nimero
imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritwidp, casi un anfibio entre el ser y el no

Ser.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeres negponden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada sinolatos nUmeros complejos. Mientras
los matematicos necesitaron interpretar en término®#sas objetos de estudio, no se avanzé mucho
en la comprension de los numeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nUmeros complejdsisi® a que ellos no se preocuparon
de la“naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;qué es un niamero coniplsjo@ que se
dijeron“a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ell& Gauss quien definitivamente concede
alos numeros complejos un lugar privilegiado dentro de lamaticas al probar en 1799 el resultado
conocido comd@eorema Fundamental del Algelbgae afirma que toda ecuacion polinémica de grado
n con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuentstaates como su ordemyaices que
también son nimeros complej@n este curso veremos varias demostraciones de este tepegm
ya puedes entender lo que significa. Fijate en cada una deuasienes:

x4+3=0, 2x+3=0, x2—2=0, x24+2x+2=0

Cuyas soluciones
Xx=-3, x=-3/2, x=+V2, x=-1+i

tienen sentido cuandoes, respectivamente, un nimero entero, racional, real plegonPodria ocu-
rrir gue este proceso de ampliacién del campo numéricoragenta. ¢, Qué ocurrira si ahora considera-

1



1.2 El cuerpoC de los numeros complejos 2

mos ecuaciones polindmicas con coeficientes complejosgj&oplo:
X+ (L—i* 4 (1/5-ivV2)x2 —8x+3—i/V3=0

¢,Como seran sus soluciones? ¢ Apareceran también nuesd¢ipimeros? El Teorema Fundamen-
tal del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene solucioreaqbiénson nimeros complejos y, por
tanto, que no apareceran ya por este procedimiento nugessdé nimeros.

El término, hoy usado d&nimeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popular la
letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. EBBMVA®@nd interpreta los nimeros
complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 esdsyadia como el nacimiento de la
teoria de funciones de variable compleja, pues se publidacho afio la Memoria sobre la Integracion
Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

Recordemos, finalmente, la afirmaciéon de Hadartfiardamino mas corto entre dos verdades del
andlisis real pasa con frecuencia por el analisis complejo”

1.2. ElcuerpoC de los nUmeros complejos

Consideremos en el conjurii? las operaciones de adicién y producto definidas por

(%Y) + (U,v) = (X+ U,y +V)
(X,¥)(u,v) = (Xu— yv,xv+ yu)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa y corntidatde las operaciones asi definidas y
la distributiva del producto respecto de la suma. El elemanttro de la suma €6,0) y (1,0) es la
unidad del producto. Ademas:x, —y) es el opuesto d&,y), y todo(x,y) # (0,0) tiene inverso

09 (g gz ) = (10

X2+y2’X2+y2

Todas estas propiedades se resumen diciend¢Rfue-, -) (Iéase “el conjunt®? con las operacio-
nes de adiciéon y producto”) es wuerpa Dicho cuerpo se representa simbolicamente@grsus
elementos se llamamimeros complejos

Observaciones

A los elementos d&? se les llama unas vecpares ordenados de nimeros realesasvectore
puntosy tambiénnimeros complejos.a razén de esto es que BA conviven varias estructuras cada
una con su terminologia propia. Por eso a los element® de les llamavectoressi se esta consi-
derando la estructura de espacio vectopahtossi fijamos la atencién en la estructura topolégica o
afin, pares ordenadosuando estamos pensanddRfcomo conjunto sin ninguna estructura particu-
lar y numeros complejosuando se considera la estructura de cuerpo antes defiridere@ue estos
términos se usan a veces en un mismo parrafo lo que puederesuifuso. La regla que debes tener
siempre presente es que todo concepto matematico tieridespnbpio dentro de una determinada
estructura matematica. Por ello, a un elementB#se le llama nimero complejo cuando se va a usar
el producto antes definido que es lo que en realidad distiagpnimeros complejos de los vectores
deR?.

1.2.1. Forma binébmica de un nimero complejo

El simbolo usualx,y) para representar pares ordenados no es conveniente pegsergpr el
namero complejdx,y). Para convencerte calculd, —1)*. Representaremos los nimeros complejos

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.2.1 Forma binémica de un nimero complejo 3

con un simbolismo mas apropiado en el que va a interveniroglymto complejo. Para ello, observa
que:

(Xa O) + (yv 0) = (X+ya O)
(%,0)(y,0) = (xy,0)

esto indica que los nimeros complejos de la fofm@) se comportan respecto a la sumay la mul-
tiplicacion de numeros complejos exactamente de la mismmag@ue lo hacen los nimeros reales
respecto a la suma y multiplicacion propias. En términos pnésisosR x {0} es un subcuerpo de
C isomorfo aR. Por esta razon, en las operaciones con nameros complajesnos sustituir los
complejos del tipdx, 0) por el nimero reak. Es decir, hacemos la identificacifq 0) = x.

Fijate que con dicha identificacion el produgto, v) tiene dos posibles interpretaciones: producto
del escalar reak por el vector(u,V) (estructura vectorial d&?) y producto del complejgx,0) por
el complejo(u,v). Pero ambos coinciden y son iguale&a, xv).

El nimero complejd0, 1) lo representaremos poy lo llamaremosiunidad imaginaria Con ello
tenemos que
i2=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1

Ahora podemos escribir

(Xa y) = (Xa 0)+ (07 y)= (X7 0) + (Oa 1) (ya 0) =x+iy

Se dice qua+iy es laexpresion bindmicdel nimero complejéx,y). Se dice que es laparte reale
y es laparte imaginariadel nimero complej&+ iy. El producto ahora es muy facil de recordar pues

(X4 iy) (U iV) = XU+ I2yV—+ i (XV+ yU) = XU— yV+i (XV+ yu)

Es costumbre representar los nUmeros complejos con las &y w y reservar las letras, y, u,
v para representar nimeros reales. Una expresion de la foemat- iy se interpreta como quees
el nimero complejo cuya parte reabeg cuya parte imaginaria s Se escribe Rg) e Im(z) para
representar las partes real e imaginaria déaturalmente, dos niimeros complejos son iguales cuando
tienen igual parte real e igual parte imaginaria.

Observaciones

Acabamos de ver qué = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni mas, gug—1.
Fijate lo que ocurre si ponemos- v/—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos

acostumbrados:
—1=i?2=ii=v-1V-1=/(-1)(-1)=V1=1
Luego 1= —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aquosecabado.

Naturalmente, el error procede de que estamos haciendwaiep. Fijate que en la expresign 1
no puedes interpretar quel es el nimero reat 1 (porque, como sabes, los nimeros reales negativos
no tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que intarprétcomo el nUmero complejol (espero
que ya tengas clara la diferencia). Resulta asi que estasansloi raices de nimeros complejos
haberlas definido y dando por supuesto que dichas raiceSoarilas mismas propiedades que las de
los nimeros reales positivos

Antesde escribir/—1 hay que definir qué significgz paraze C. Cuando lo hagamos veremos
isorpresa! que la igualdagz,/w = ,/zw, vélida cuanda, weR™, no es cierta en general cuando
zweC.

Todavia més disparatado definir i = /—1 sin ni siquiera haber definido antes los nimeros
complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muekins se define (porque si, sin mas
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1.2.2 Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo 4

explicaciones) = y/—1y a continuacidn se dice que los niumeros de la farmab son los numeros
complejos. No es de extrafiar que luego resulte gque-1.

No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho (te convenceras de eso en este curso) peiértgratidemos
algo. Te recuerdo quR tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambascastas estan
armoniosamente relacionadas. Pues bier; @l hay nada parecido. Podemos definir relaciones de
orden erC, pero no hay ninguna de ellas que sempatible con la estructura algebraidan efecto, si
suponemos qu€ es una relacién de orden €ncompatible con su estructura algebraica, coptd)
habria de ser & i2 = —1 (esto todavia no es contradictorio porque pudiera ocguerla relacion
< no respetara el orden d®). Pero también &< 12 = 1, luego 0< 1+ (—1) = 0 y eso si que es
contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de numero compiagitivo de forma que la sumay
el producto de complejos positivos sea positivo. Por ellgedefine er€ ninglin orden. Asi que ya
sabesjmucho cuidado con no escribir desigualdades entre nunwogplejosNaturalmente, puedes
escribir desigualdades entre las partes reales o imagaginimeros complejos, porque tanto la parte
real como la parte imaginaria de un niimero complejo son nismeales.

1.2.2. Representacion grafica. Complejo conjugado y moédulde un numero
complejo

Es usual interpretar el nUmero complaje- iy como el vector del planéx,y) y, en ese sentido,
se habla deplano complejoEl eje horizontal recibe el nombre ége real y el eje vertical recibe el
nombre deeje imaginario

/
[REF——==-=

N\ .
Az=r—1iy

Figura 1.1: Representacion de un nimero complejo
Siz=x-+1iy es un nimero complejo (corey reales), entonces ebnjugadadez se define como:
Z=X—1ly

y el moduloo valor absolutade z, se define como:

2| = \/*2+y?

Observa qua/x2 +y? esta definido sin ambigliedad; es la raiz cuadrada del nGe&rog negativo
2 \2
X4 ye.
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1.2.2 Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo 5

Geométricamente es sencillamente la reflexion daespecto al eje real, mientras quees la
distancia euclidea del puntg,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vec¢toy)
(ver figural.l). Ladistanciaentre dos nimeros complejpg w se define com¢z— wj|.

Larepresentacion grafica de la suma puede verse en lafigui2os nimeros complejas= X+ iy
y W= u+ iv determinan un paralelogramo cuya diagona-¢sv.

S
\
w ~

8
G+

|
|
|
u x u

Figura 1.2: Suma de nameros complejos
Se comprueba facilmente quezsi w son nimeros complejos se verifica que z, Z+ W= z+W
y ZW= ZW.
Observa que si= x+iy€C, se tiene quez = x> + Y2, y siz+# 0 entonces

1z  x-ly X .Y

> 5 7x2+y2:x2+y27|x2+y2
También son de comprobacion inmediata las desigualdades
méax{|Rez|,|Imz} < |z| < |Rez + |ImZ] (1.1)
Cuyo significado geométrico es evidente. Notese también que
|zl = Rez «—= zcR}.

La igualdad|z|2 = zz que se deduce directamente de la definicion de médulo de uernicomplejo,
y que se ha hecho notar antes, permite utilizar el productptajo para trabajar con médulos y es de
gran utilidad. La usaremos para probar que para cualesqnee C se verifica que

a) 2w =1z[w] y b) [z+w <|z[+ W]
a) Basta observar quew y |z||w| son nimeros no negativos cuyos cuadrados coinciden, pues

lZW? = ZWEW= ZWZW = zZWW = |z|?|w|? = (|z| |w|)?

b) Es suficiente probar que+w|? < (|z| + [w|)2. En efecto:
|24+ W2 = (24 W) (Z+ W) = (24 W)(Z+W) = Z+ W+ 2N+ ZW=
= |2*+ \w|” + 2Re(@W) < |z|* + [w|* + 2|Re(ZW)| <
<2l + Wi+ 2120 = |2+ (Wi + 2|2 [W] = 2] + [w]* + 22| [w] =
2
= (Iz|+ )

Supuesto que # 0 y w # 0, deducimos también que se verifica la igual@adw| = |z| + |w| si, y
so6lo si, R§zZw) = |2w|, esto es, sStWeR™, 0 lo que es lo mismaw = p dondep € R™. Esta igualdad,
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1.2.3 Forma polar de un nimero complejo 6

puede escribirse de forma equivalente, muItipIicandovmcxromoz|W|2 = pw, esto esz= Aw para
algiinA e R™, lo que quiere decir quey w estan en una misma semirrecta a partir del origen.

La desigualdad

|z4+w| < |z|+ |w| (zweC) (1.2)

se llamadesigualdad triangulay se generaliza facilmente por induccién aumandos.
n n
IR
j=1 j=1
Hemos probado también que parave C\ {0} se verifica que:
|z4+wW| = |z| +|w| < z=Aw conA >0 (1.3)

z
|z+w < |Z + |w| = W ZR" (1.4)

1.2.3. Forma polar de un nimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita muchdélesllos con productos de nimeros
complejos. Para cualquier nimero compleje x + iy # 0 podemos escribir

z=|z| <i+il>
z[ [z
y

Como (EXV m) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirtefenma
X
(—,l) = (cosd,send)
2| ||
para algun numerd € R. Resulta asi que
z=z|(cosd +isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombiferde polaro forma mddulo-
argumentacuya interpretacion gréafica vemos en la figlira

Figura 1.3: Forma polar de un nimero complejo

Es claro que, dadac C, z # 0, hay infinitos nUmeros realéss R que verifican la igualdad
z=z|(cost +isert); cualquiera de ellos recibe el nombreatgumentade z. El conjunto de todos
los argumentos de un niumero complejo no n@lse representa por AfD.

Arg(z) = {teR:z=|z|(cost +isert)}
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1.2.3 Forma polar de un nimero complejo 7

Observa que

coqt) = cogs)

SteAg(7) = { sin(t) = sin(s)

} <= s=t+ 2kt para alginkeZ

Por tanto, conocido un argumerige Arg(z) cualquier otro es de la fornta+ 2km para algurke Z,
es decir, Argz) = t, + 21Z.

Es claro que dos nimeros complejos no nuipsy, son iguales si, y solo si, tienen el mismo
mobduloy Argz = Argw.

De entre todos los argumentos de un nimero compkgj0 hay uno Unico que se encuentra en el
intervalo] — 1, 11, se representa por d& y viene dado por

Imz
argz) =2arctg———— Siz¢ R~
qz) Rez+ |z| 4

argz) =1 sizeR™

A dicho argumento se le llanergumento principatiez
La comprobacion de las anteriores afirmaciones es facil.dCemy2 < arctgt < 11/2, se sigue
que—Ti< argz) < Tt Siz=teR"~ es evidente que= |t| (cosmi+isemm). Y paraz¢ R~ se tiene:
cogaryz) = 1-tg*(arg2)/2)  (|z|+Rez?’—(Imz)* 2Rez(|z|+Rez) Rez
 1+tg?(arg2)/2)  (|z| +Rez)2+(Im2)2  2|z|(|z|+Rez)  |z|

2tg(argz)/2) 2lmz(|z| +Rez)  2Imz(|z|+Rez) Imz

Serard2) = i(argz)/2) ~ (2] +Rez? + (m22 ~ 2[z](|z] 1Re2) 2

Donde se ha utilizado que|? = (Rez)2+ (Im2)%.

No es dificil comprobar que el argumento principakde x+ iy # 0 viene también dado por:

arctgy/x) —msiy<0,x<0
—T/2 siy<0,x=0

argz) = < arctgy/x) six>0
/2 siy>0,x=0
arctgy/x)+msiy>0,x<0

Esta ultima forma es la que se usa con mas frecuencia paraltesas.

Observaciones sobre la definicion del argumento principal

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumentipal de un nimero complejo.
La eleccion que hemos hecho supone que medimos angulos-desaia En el semiplano superior
de 0 arty en el semiplano inferior detta 0.

Fijate que si tomas un nimero compleje:- X+ iy que esté situado en el tercer cuadramte: (
0,y < 0) y supones qug es préximo a 0, su argumento principal esta préximeray si tomas un
ndmero complejo que esté situado en el segundo cuadvaate;+iv conx < 0,v > 0, y supones que
es proximo a 0, su argumento principal esta proximoAdemas, la distanciav—z = [v—y| =v—y
es tan pequefia como quieras. Esto nos dice que el argumertipaltiene una discontinuidad en el
eje real negativo: salta derta 1 cuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundantead
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1.2.4 Raices de un numero complejo 8

Peor todavia dir4s. Hasta cierto punto. Primero, la diseoiolad es inevitable. Si queremos elegir
argumentos en un intervalo de longitud, 2igamosja, o + 211, entonces dichos argumentos saltan
dea aa + 2mcuando atravesamos la semirrecta de ecudeign = p(cosa,sem), (p > 0). En par-
ticular, si tomamos argumentos en el interV8l21] (cosa que, a primera vista, parece lo razonable)
Nnos encontramos con que entonces se produce una discdatrdé dichos argumentos elreje real
positiva Bien, sucede quia extension aC de algunas funciones definidas®n (el logaritmo, las
raices) hace intervenir el argumento principal. Naturabeegqueremos que dichas extensiones sigan
siendo continuas €l y ello justifica que tengamos que tomar argumentos prinesdé la forma en
que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una digsogsidad enR~ a perder la continuidad
enR™,

Formula de De Moivre

Veamos como la forma polar permite hacer facilmente pradude niimeros complejos. Conside-
remos dos nimeros complejos no nulos
z=z|(cosY +isend)
w = |w| (cosp +isenp)
Entonces
zw= |z||w| (cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw [(cosd cosp — send send) + i(send cosp + cosd senp)| =
= |zw| (cos(d +¢) +isend +))

Es decir:para multiplicar dos numeros complejos se multiplican sislntos y se suman sus
argumentosPor ejemplo, para calculdf +i)* como|1+i| = v2 y arg1+i) = 1/4, se sigue que
(14i)*= —4.

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geonmérta un giro (pues se suman los
argumentos de los nimeros que estamos multiplicando)dedeaiuna homotecia (el producto de los
maodulos de ambos ndimeros).

Acabamos de ver que Bic Arg(z) y ¢ € Arg(w), entonce® + ¢ € Arg(zw). Es ahora facil demos-
trar mediante induccién la siguiente formula, muy util, goida como férmula dBe Moivre Observa
también que sp € Arg(z) entonces-p € Arg(1/z).

1.1 (Férmula de De Moivre.pi z es un complejo no nuld, es un argumento de z y n es lin
namero entero, se verifica que g Arg(z"), es decir:

2" = |z|" (cosnd +isem?d) (zeC*,9 €Arg(z),n€Z)

1.2.4. Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacidn= z donden es un nimero naturah,> 2, y z# 0 es un
numero complejo conocido. Escribamegn forma polar:

w = |w| (cosp +isenp)
Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir laednw" = zen la forma equivalente:

W' = |w|" (cosnd +isemd) = |z| (cosd +isend)
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1.2.4 Raices de un numero complejo 9

Estaigualdad se da cuanfig” = |z| y np =9 + 2kdondek € Z. Deducimos quén| = {/|z| (ojo: se
trata de la raim—ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora pama,cualquier nimero
¢y de la formapy = (8 + 2ki) /ntenemos un nimero complejo

Wi = {‘/ﬂ(cosq)kJr i senpy)

tal que(wi)" = z. Como una ecuacién polinémica de gradoo puede tener mas desoluciones, se
sigue que distintos valores &aleben dar lugar al mismo nimesg. Veamos:

Wk = Wq < Ok — Og = 2mmm< k—g=nm

Es decirk y gdan el mismo resto al dividirlos por Deducimos que pate=0,1,2,...,n— 1 obtene-
mosw distintos y cualquier otrayg es igual a uno de ellos. Por tanto hayaices n—€simas distintas
dez

De entre todas las raices n—ésimaszdamos a designar con el simboj a laraiz n-ésima

principal, que esta definida por
argz . argz
Vz=z|Y" (cos—g +i sen—g)
n n

Observa que en el caso particular de gusea un namero real positivo, entonces la raiz principal
de z (considerado como nimero complejo) coincide con la raiz (@ensiderado como namero real
positivo).

Hemos obtenido que las raices n—ésimaswenen dadas por

2k . 2k
zZ=|z|¥" (cos%[ﬂsen%v k=0,1,2,....n—1

Observa que definiendo= cog21/n) +iser(2m/n), los numeros® = 1, u, Uu?,...,u""* son las rai-
ces n—ésimas de la unidad. Podemos escribir las raicesmasidiz en la formaz, = zguk. Como
multiplicar poru es un giro de amplitudr2/n, deducimos que lasraices de se obtienen girando la
raiz n—ésima principako, con giros sucesivos de amplitug/2. Es decir, si representamos todas las
raices n—ésimas deobtenemos puntos sobre una circunferencia de cef@®) y radio \”/ﬂ que
forman un poligono regular delados (ver figurd..4).

Figura 1.4: Raices séptimas de la unidad

En general no es cierto que dados dos numeros complgjasentonces el producto de las raices
n-ésimagprincipalesdezy dew sea igual a la raiz n-ésinpaincipal dezw. Lo que si es cierto es que el
producto de dos raices n-ésimas cualesquierydiew es una raiz n-ésima ae. Por tantoJ/z{/w,
esunaraiz n-ésima dew pero no tiene por qué ser la princip@zw. Veamos cuando se verifica la

igualdady/zy/w = {/zw.
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1.2.5 Ejercicios resueltos 10

Como los nimerogyzy/w y {/zw tienen igual méduloy/|zw, la igualdady/zy/w = {/zw equi-
vale a que para algun entétse verifique que
arg(z) n argw)  arg(zw)
n n n

es decir, arfg) + argw) = arg(zw) + 2knrt. Comon > 2 y —21 < arg(z) + argw) < 21, deducimos
que ha de sdt= 0 (pues, en otro cas{Pknr > 41ty no puede darse la igualdad). Luego, debe ocurrir
que ardz) + argw) = arg’zw) lo que equivale a queTi < arg(z) + argw) < 1. Hemos probado que

VZYW = {zWw<= —Ti< arg(z) +argw) < T
Por ejemplo, si los numerasy w estan en el semiplano de la derecha, es deciz,”Re, Rew > 0,
entonces-T/2 < arg(z) < /2y —Ti/2 < argw) < T1/2; por tanto arfg) + arg/w) = arg(zw) por lo

que, en este cas@,zy/w = {/Zw.

Enelcasoenqua=2,z=w= —1, tenemos que
arg—1) +arg—1) = 2n# 0=arg1) = arg((—1)(-1))
y no se cumple la condicion anterior. En este caso
VEIVEI=-1£1=V1=/(-1)(-1)

es deciry/—1y/—1= —1 es unaraiz cuadrada de=1(—1)(—1) pero no es la raiz cuadrada principal
de 1.

+ 2kt

1.2.5. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Calcula la parte real e |mag|nar|aelle3 dondeze C\ {i,—i}.

Solucion.
Todo lo que hay que hacer es realizar las operaciones iradicRdngamos para elfo= x+ iy
conx,yeR. Tenemos que

z  x—iy X—iy C(x—iy)(1+x2—y2—2xyi)
14722 14+(x+iy)?  1+x2—y?+42xyi (L4 x2—y?)2+4ax%y?
X3y +i(—y -3y +y) X+ x3 — 3xy? i —y—3x%y+y®
= (1+X2—y2)2 4 4x%y2 T L y22 1 ax3y2 (1 x2—y2)2+ dax3y?
Luego
Re( 7 > _ X+ X3 — 3xy? Im( Z > I - A A
1+ 22 (1+x2—y?)2 4 4x2y?’ 1+2° (1+x2—y?)2 4 4x?y?

®©

(2+iVB)(1+iV3)3
VB+iv3 '

Ejercicio resuelto Calcula

Solucién.

Como lo que nos piden es el moédulo no es preciso realizar Ersopnes indicadas. Basta tener
en cuenta que el médulo de un producto es el producto de loslosdg, por tanto, el médulo
de un cociente es el cociente de los médulos. En consecuencia

2+iVB)(1+iv3?3| }2+i\/g}|1+i\/§|3,6\/§
VBHivV3 | [VBrivE

®©
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27—

Ejercicio resuelto Calcula los numeros complejastales quew = 5T iz

es

a) Un namero real;
b) Un niimero imaginario puro.
Solucion.
Pongamog = x+ iy conx,y€R. Tenemos que
wo 2 2x+iy-1)  (x+i(y-1)(@2-y—ix) _ 3X+i(—2x2 -2y 4 5y —2)

S 240z 2—y+ix (2—y)2+x2 2—y)2+x2

Por tantow es real si, y s6lo si
—2x?—2y?4+5y—2=0 <= x?>+(y—5/4)>=9/16
Es decirz esta en la circunferencia de cen{f®5/4) y radio 3/4.
Analogamentey es imaginario puro si, y sélo si,= 0, es decirz esta en el eje imaginaric

z—1—i
Z+1+i

Ejercicio resuelto Calcula los numeros complejastales quew =

a) Es un ndmero real,

b) Tiene médulo 1.

Solucion.

Pongamogz = x+ iy conx,y€R. Tenemos que

wo 2oL x=lgily—1) (x—1+i(y—1)(x+1-i(y+1)) _x*+y>—2+i(2y—2x)
Z+1+i x+1+i(y+1) (x+1)2+ (y+1)2 (x+1)2+ (y+1)2

Por tantow es real si, y solo siy = x# —1, es decirz esta en la bisectriz de los cuadrantes
primeroy tercero ¥ # —(1+1).

Es claro queéw| = 1 si, y sélo si
z—1-i|=|z+1+i] &= (x=1)24(y—1)?=(x+1)?+(y+1)? — x+y=0
Es decirz esta en la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto. ©)

Ejercicio resuelto Comprueba que el argumento principalzde x+ iy # 0 viene dado por

arctgy/x) —msiy<0,x<0
—T1/2 siy<0,x=0

9 = arctgy/x) six>0
/2 siy>0,x=0
arctgy/x)+ 1 siy>0,x<0

Solucion.

Teniendo en cuenta que para 0 es—11/2 < arctg < 0y para 0< t es O< arctgt < 11/2, se si-
gue que el numerod definido por las igualdades anteriores verifica que
—Tt< 9 < 1. Por tanto, para probar que= arg(z) bastara que comprobemos la igualdad
z=|z|(cosd +isend), es decir, las igualdades= |z|cos3, y = |z|senS.

Parad = 1,9 = /2 y 9 = —1/2 dichas igualdades son evidentes.
Consideremos > 0 en cuyo cas® = arctg'y/x). En este caso, comer/2 < § < 11/2, tenemos
que tgd = y/x y deducimos

y2 X2 + y2

:1+tgz19:1+ﬁz veanli X2 = (X2 +y?) cod9® — x=|z|cos?

1
cogd
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donde, en la ultima implicacion, hemos tenido en cuentaxgqued y cosd > 0. Deducimos
también que

X
y=xtgd = P send = |z|send

Consideremog < 0 ey > 0. Tenemos que/2 < & = arctgy/X) + 1< T, por lo que—T1/2 <

9 — 1< 0, y deducimos t§ = tg(® — 1) = y/x. Razonando como antes obtenemos xjtie-
(x?2+y?)cog 9. Comox < 0y cos? < 0, se sigue que= |z|cosd. De esta igualdad deducimos,
al igual que antes, que= |z|send.

Consideremog < 0 ey < 0. Tenemos que-t< § = arctgy/x) — 1< —T1/2, por lo que 0<
9+ 1< /2,y deducimost§ = tg(d + 1) = y/x. Razonando como en el caso anterior volvemos
a obtener las igualdad&s= |z| cosY, y = |z| senS. @)

Ejercicio resuelto@ Expresa en forma polar los siguientes niimeros complejos.

—V/3+i 1

a)—1+i b) 10 C)71+i\/§

Solucion.
a) Tenemos que afg1+i) = arctg —1) + 1= 3r/4, por lo que

~1+i=2(cog3m/4) +iser(3m/4))
b) Tenemos que
arg —V/3+i) = arctg —1/v3) + = —arctg1/v/3) + T= —1/6 + 1= 5T11/6

arg1+i) =arctgl) =1/4 = arg(liﬂ) = —Ti/4

. 5m 1w 7m —/3+i
deducimos que6— 2= 1—26Arg ( 1T ) Por tanto
_fi:rl = V2(coq71/12) +iser(71/12))

c) Tenemos que afg 1+iv/3) = arctg —/3) + 1= —arctgv/3) + t= —1/3+ 11= 211/3, por

1
lo que arg ———~= | = —2m/3. Por tanto
a 1+i\/§> /
1 1(cos( 21/3) +iser{(—2m/3))
—1+ivV3 2
©)
o z .
Ejercicio resuelto Calcula argzw) y arg(v—v) supuestos conocidos arg argw.
Solucién.
Sabemos que arg- argwe Arg(zw); ademas-21< argz+ argw < 21t Tenemos las siguientes
posibilidades:

—2n< argz+argw < —1t = 0 < argz+argw+ 2n< 1 = argzw) = argz+ argw+ 21t
—TI< argz+argw < T = arg(zw) = argz+ argw
i< argz+argw < 21 = —TI< argz+ argw — 2n< 0= arg’zw) = argz+ argw — 21t

z p .
Para calcular arév—v) se procede de forma analoga teniendo en cuenta ahora queagyv e

Arg (V—f’) y que—21 < argz— argw < 27t ©)
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L , . 2z—-1
Ejercicio resuelto Calcula los nimeros complejagtales quew = _—

a) Tiene argumento principal igualre2;
b) Tiene argumento principal igual-art/2.

Solucion.
Pongamoz = x+iy conx,yeR. Como

22-1 _ 2x—1+2yi _ (x—-142yi)(x—2—1y) 2x*+ 2y’ —5x+2—3yi

-2 x-2+iy (x—2)2+y? (x—2)2+y?
deducimos que arg = 11/2 si, y s6lo si, 22 +2y2 —5x+2=0 ey < 0. Como
2x2 4+ 2y2 —Bx+2=0 < (x—5/4)>+y2=9/16

deducimos que arg = 11/2 cuandaz esté en la semicircunferencia de ceng4,0) y radio
3/4 que esta contenida en el semiplano inferior. También dedisoque argv = —11/2 cuando
zesta en la semicircunferencia de cerfgp4,0) y radio 3/4 que esta contenida en el semiplano
superior. ©)

Ejercicio resuelto@ Resuelve la ecuacion cuadratia# + bz+c = 0 dondea, b, c, son nimeros
complejos conocidos & # 0.

Solucién.
Tenemos que

b b 2 b2
aZ+bz+c=0 «— 22+52+§:0<:> <z+—> +E

2a a 4aZ2
— z+b 2—Li‘lac—o
2a 432

— Z—i—ﬂ _M Z—i—B _;’_M =0
2a 2a 2a 2a o
—b+\/b2 4ac

=

—b— \/b2 dac

Z=

Las dos soluciones obtenidas suelen abreviarse en la forma

—b++/b?2—4ac
2a

aZ+bz+c=0 « z=

Observa que hemos seguido el mismo procedimiento que es@leal. En general, para re-
solver ecuaciones con nimeros complejos no es buena g&trsdéparar la ecuacién en su parte
real y su parte imaginaria y resolver éstas por separadogsie debes trabajar con la variable
complejaz. No olvides que con los nimeros complejos puedes hacer Emasioperaciones
gue con los numeros reales y algunas mas que no siempre pudgeson los nimeros reales,
como extraer raices y otras que pronto estudiaremos.

Ejercicio resuelto Calcula las soluciones de la ecuacigh+ (1 +i)z2 + 5i = 0.

Ejercicio resuelto Prueba las desigualdades:

a) [|Z - wl| < |z—w|
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4 w
=+

1
b) |z+w| > = (|2 + |w]) —
2 1zl |w

dondez,w son numeros complejos no nulos. Estudia también cuandolsgglaldad en cada
una de dichas desigualdades.

Solucién.Una estrategia basica para probar desigualdadesreattelosde nimeros complejos
consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la detagiial

Ejercicio resuelto Expresa en forma binémica los nimeros

) 24
1+0)%,  (V3+i), <1_+1'f>

L 2n . 21 ,
Ejercicio resuelto SeameN, n>2, yw= cosF +1 senﬁ. Dado un nimero entera)€ Z,
calcula el valor de las expresiones:

a) 1+w"+wm4 ... +w(n-1m:
b) 1—w"w2"— ... (—1)"-Iwn-Dm

Ejercicio resuelto Seax un namero real que no es mltiplo entero deRrueba las igualdades

sen n+i
A2

a) 1+cosx+CoSX+---+COosNX = COS| X X
2
sen(%)
2
<n+1 >
sen[ ——x
n 2
b) Serx+senX+---+semx = sen( ;X) ———g—"—
2 sen(é)

Solucién.SillamamosA a la primera suma B a la segunda, podemos calcufar iB haciendo
uso de la formula de De Moivre.

Ejercicio resuelto Dados dos niumeros complejos distinto$ € C, justifica que para # b el
. z—a . L , L
numeroz— esreal si, y sélo s esta en la recta que pasa jpor porb; y es real negativo si,

y s6lo si,zesta en el segmento que umeonb.

Ejercicio resuelto Dados dos numeros complejash y un nimero positivp # 1, justifica que
el conjunto
z—a
zeC:|——| =
=
representa una circunferencia en el plano cuyo centro g gebes calcular.

Ejercicio resuelto a) Sedz| = |zz| = |z3| = 1. Prueba que,, z,, z3 son vértices de un trian-
gulo equilatero si, y sélo sy +z2 +z3 = 0.

b) Deduce de lo anterior que si el baricentro y el circungede un triangulo coinciden,
dicho triangulo debe ser equilatero.

Ejercicio resuelto Indica condiciones que deben cumplir los nimeros compkejbsy ¢ para
que las raices de la ecuaciéa®’ + bz+ ¢ = 0 formen con el origen un triangulo equilatero.
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1.2.6. Ejercicios propuestos

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultaftoraa bindmica.

) (7-2)(5+3) i) (-1 i) (I+DR+DEB+i) W) E:I:

V) %j;:’") vi) (1+i)72  vii) % viii) - i2(1+1)
2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

a)fi(2=22 b)hz=2 o f3(2)=% d) f4(2)=ﬁ e)fs(z)zz—f:

3. Calcula las siguientes cantidades.

4—3i

) (L=l b |25

O @+ o) |[vV2+i(va+1)
, . 1+z
4. Calcula los numeros complejas# 1 tales quel—Z es:
a) Un namero real; b) Un nimero imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

3 0 1+iv3
V3+i (1+1i)2

6. Expresa los siguientes niumeros complejos en forma binémica

.5 . 6
a)(—1+iv3)! b) (%) c) (11'\(‘@) d) (—v3+i)3

a) —v3—i b)—v3+i 0

7. Supuesto quiz| = 1y z+# +1, prueba que

(z—l) {n/z silmz>0
arg| — | =

z+1 —1/2 silmz< 0
8. Seaz=x+iy. Supuesto qui| =1,z+# 1,z# —i, prueba que
arg<z_;){ WA s 1oxty>0
zZ+i -3m/4  si 1-x+y<O0
9. Representa graficamente el conjunto de nimeros complegosegifican la igualdadz| = i+ argz

10. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)Z=1+i b)Z=i ¢)Z=-1+iv3 d)F=1 e)Z+V32z—61=0
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11. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
|z+ W+ [z—w* = 2(|2% + [w*) (zweC)
y explica su significado geométrico.

12. Dados dos numeros complejagy b, calcula el minimo valor para € C de la cantidadz—
2 _pl2
al“+|z—b|~
Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser (til.

z—a o :
13. Prueba qu%1 52’ <1 si,ysolosi|z|<1lyl|a<1obien|z| >1y|a > 1.

14. Justifica que st1,2, ..., 2z, son nimeros complejos de modulo 1y tales que
|zZ1+ 2+ +2[=n
entonces se verifica que todos son iguales z = - - - = z,.
15. Estudia para cada una de las igualdades siguientes si hay aignero complejae C con
|z =1 que la verifica:
@) |Z2+224+1=3 (b) |Z—2z—i|=4 (c) |2+L+2/=4+]|4+47
16. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) sen® = 3 serp — 4 serfP;
b) cos4 =8 coép —8cod+1;
c) sen® =5 senp — 20 serdd + 16 seRd.

17. Representar graficamente los conjuntos de nimeros cormplgje verifican:

|z—3] <3; 2<|zfi| 3, l|argzl <1/6; [z—i|+|z+i]=4
z—

—1| = |z—2i[; =2, Im(z?) >6; —i| =1 1

|z—1| = |z—2i|; z+2| m(z¢) >6; |z—i|=Imz+

18. Prueba que
|2+ w| =

Sugerencia: la identidad del paralelogramo puede ser (til.

19. a) Prueba porinduccion que

2
> Z\ZJ\ +ZZ Z Re(aZ)
=1

k=1 j=k+1
b) Deduce, a partir de esta igualdad, la identidad de Lagrang
2
& : 2 & 2 2

doaw| = (D lal ) (il - X Wz

j=1 j=1 j=1 1<k<j<n
c) Deduce, a partir de esta igualdad, la desigualdad de @bctwarz

n

n ’ 2 d 2
Yozwi| < X[z [ Do Iwil
=1

=1 =1
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20. Encuentra los vértices de un poligono regulandados si su centro se encuentra en el punto
z= 0y uno de sus vérticeg es conocido.

21. Resuelve la ecuaciofz—1)" = (z+1)", dondeze Cy neN, n > 2.

22. Prueba que tres nimeros complegob, ¢ son los vértices de un triangulo equilatero si, y sélo
si, verifican la igualdada® +b? + c? = ab+bc+ca

23. Indica condiciones que deben cumplir los nimeros compkej$ para que las raices de la
ecuacionz® + az® + bz+ ¢ = 0 formen un triangulo equilatero.

24. SearA, B,C, D nimeros reales tales q#é -+ B® +C? > D?. Prueba que la ecuacion:
A(z+7)+iB(z—2)+C(Zz—1)+D(z+1)=0

en el caso de que s€at D = 0, representa una recta en el plano; mientras q@etsD # 0,
representa una circunferencia cuyo centro y radio se eattoul

1.3. Topologia del plano complejo

Como conjuntoC, no es otra cosa quR?, por tanto, dar una topologia €hes lo mismo que dar
una topologia eiR?. Pues bien, consideraremos@ta topologia usual eR?, es decir, la asociada a
la norma euclidea. Escribiendo la norma en términao8 dista viene dada por

|2 = Vzz

Mientras gue la distancia euclidea@wiene dada pofz,w) — |z—w| zw e C.
EnC suele usarse la siguiente terminologia. DaalasC y r > 0, el conjunto
D(ar)={zeC:|z—al<r}
se llamadisco abiertode centroa y radior. Observa que un disco abierto no puede ser vacio. Por
convenio pondremad(a, +oo) = C.

Dadosac Cyr > 0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—a|<r}

se llamadisco cerradale centraa y radior. Observa qu®(a,0) = {a}.
Representaremos pGfa,r)* = {zeC: |z—a| =r} la circunferencia de centae C y radior > 0.

Se dice que un conjun#C C estdacotadosi esta contenido en algun disco centrado en el origen,
es decir, si exist®! € R tal que|z| < M paratoda € A.

Un conjunto abierto no vacio con la propiedad de que dos puntalesquiera del mismo pueden
unirse por una curva sin salirse del conjunto se llamdaminia Una definicion equivalente aunque
menos intuitiva de dominio es la siguiente. Un dominio esamjunto abierto no vaci@, cuya Unica
descomposicion en la form@ = AUB, dondeA y B son conjuntos abiertos disjuntos, es la trivial, es
decir,{A,B} = {@,Q}. Como ya debes saber, €rtodo conjunto abierto no vacio es unién numerable
de dominios disjuntos (sus componentes conexas).

Un conjuntoK C C se llamacompactasi de todo recubrimiento d€ por abiertos se puede extraer
un subrecubrimiento finito. Esta es la definicion topolédgie@ompacidad aunque para nosotros seran
mas Utiles las siguientes caracterizaciones equivalentes
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1.2 Teorema.Sea KC C. Equivalen:
(a) K es compacto (definicion topoldgica).

(b) Todo subconjunto infinito de puntos de K tiene algin pdetacumulacion en K.

D

(c) Toda sucesion de puntos de K tiene alguna sucesion pauwéaconverge a un punto d
K.

(d) K es cerradoy acotado.

1.3.1. Sucesiones de numeros complejos

Una sucesién de nimeros complejos es una aplicacion deirdorge los nimeros naturales@n
Como de costumbre, representaremos po{z,} la  sucesion dada  por
n+— z, dondez, € C. La definicidn de sucesién convergente es exactamente taawjge para suce-
siones reales.

1.3 Definicion.Se dice que una sucesion de nimeros complagsesconvergentsi hay un nimero
complejoz con la propiedad de que para toglo- 0 existe un numero naturah tal que para todo
n > ng se verifica quéz, — z| < €. En tal caso dicho nimemes Unico y escribimos lifiz,} =z o
{za} — zy se dice que es el limite de la sucesidz,}.

Observa qudz,} — zsi, y solo si,|z, — Z — 0. Teniendo en cuenta la desigualdad) tenemos
que

|Rez, — Rez|
< |zn—7 < |Rezp—Rez +|Imz, — ImZ|

[Imzy —Imz|

Deducimos quéz, — z] — 0 si, y solo si|Rez, — Rez] — 0y |Imz, — Imz — 0. Hemos probado asi

el siguiente resultado.

1.4 Proposicion.Una sucesién de numeros complejag} es convergente si, y sélo si, las suge-
siones de nimeros realéRez,} y {Imz,} son convergentes. Ademas en dicho caso

lim{z,} =z<= Rez=Iim{Rez,} y Imz=Ilim{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de nUcoenptejos se reduce a estudiar la
convergencia de dos sucesiones de numeros reales.

Supongamos qu€z,} es una sucesion tal que para tdtlo- 0 existe un nimero naturah € N
de forma que si > ng entonceszy| > K. En dicho caso diremos que la sucesfan} es divergente o
quedivergey escribiremogz,} — oco. Observa qu§z,} — oo es lo mismo qué |zp|} — +oo.

Los resultados que conoces para sucesiones de nimerassme#is que no interviene el orden son
también validos para sucesiones de nimeros complejosada@sbs entre ellos los mas importantes.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.3.1 Sucesiones de nimeros complejos 19

1.5 (Algebra de limites.)

» Si{zn} -z y {Wn} — W, entonceqz,+Wn} - z+wW y {zZoWn} — zw. Ademas, s
zn #0 paratodoreN y z# 0, entonced1/zp} — 1/z.

= Si{z,} diverge y{wn} estd acotada entonc€g, + wy} diverge.

= Si{z,} diverge y{w,} esta separada dé, esto es, existep > 0y np €N de forma que
para n> ng se cumpléw,| > p, entoncegz, Wy} diverge.

1.6 Definicion.Una sucesién de nimeros complefas} se dice que es déauchysi para cada nu-
meroe > 0 existe un nimero naturay € N de forma que sp,q > ng entonces‘rzp — zq\ <E

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos{@yé es una sucesion de Cauchy si, y s6lo
si, {Rez,} y {Imz,} son sucesiones de Cauchy. PuestoRus completo, ser de Cauchy equivale a
ser convergente, luegofRez, } y {Imz,} son de Cauchy convergeny, por tarfte, } es convergente.

1.7 (Teorema de complitud d€.) Toda sucesion de Cauchy de nimeros complejos es copver-
gente.

Recuerda que urgucesion parciatle una sucesiofe, } es cualquier sucesion de la forfgy }
dondeo : N — N es una aplicacion estrictamente crecientg[zs} — z, entonces cualquier sucesion
parcial de{z,} también converge a

Teniendo en cuenta qyen} es una sucesion acotada si, y soldBezn} y {Imz,} son acotadas
y que toda sucesién acotada de numeros reales tiene unadsupascial convergente, se deduce
facilmente el siguiente resultado.

1.8(Teorema de Bolzano —\Weierstras3gda sucesion acotada de nimeros complejos tien¢ al-
guna sucesién parcial convergente.
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1.3.2. Series de numeros complejos

Dada una sucesitkz,}, podemos formar a partir de ella otra sucesi®,}, cuyos términos se
obtienersumando consecutivamerbs términos d€z,}, es decir:

Sl:Z].; 82:21+227 S?::Zl+22+237a31:21+22++zn,

La sucesion{ S} asi obtenida se llamserie de término generahz/ es costumbre representarla por
> zn 0, mas sencillament§; z,.
n>1

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesidodss los conceptos y resultados estudiados

ya para sucesiones conservan su misma significacién cuama@plgcan a seriesEn particular, es
innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dieaga serie es “convergente”. Si una

o0
seriez Z, es convergente se usa el simb@ z, para representar el limite de la serie que suele
n>1 n=1

[oe]
llamarsesumade la serie. NaturalmenE z, es el nimero complejo definido por
n=1

oo n
>z =limfs) = fim "z
n=1 k=1

Como caso patrticular de la proposicibd, la serieZzn converge si, y solo si, las series
n>1

Re(Zzn) :ZRezn y Im(Zzn) :ZImzn
n>1 n>1 n>1 n>1

son convergentes.

Conviene que recuerdes la condicion basieeesarigara la convergencia de una serie. Si la serie

n n-1
>z, converge entonces la sucesin= Z zj— Z zj es diferencia de dos sucesiones que convergen
j=1 j=1

al mismo limite y por tanto converge a cero.

1.9 Proposicion.Condicion necesaria para que la seiy€ z, converja es quéz,} — O.

Para las series es posible definir otro tipo de convergdaaianvergencia absoluta

1.10 Definicion.Se dice que una serie de nimeros compl@[ys.; z» converge absolutamensela
serie de términos positivds -1 |zn| €s convergente.

1.11 ProposiciénSi una serie de numeros complejos, es absolutamente convergente entpn-
ces dicha serie también es convergente.
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n n

Demostracion.PongamosS, = Y ~z, Ay =Y _|[zj| y supongamos que la sucesiff,} es conver-
j=1 j=1

gente, es decify . z, es absolutamente convergente. Dade 0, la condicion de Cauchy paf#}

nos dice que existap €N tal que

g
Z |z| = |Aq— Ap| <& para cualesquierm,qeN tales que g > p>np
k=p+1

Deducimos que para cualesquigta € N tales quey > p=>n, se verifica que
q
S So| = [zprat Zpiat otz < ) fad <t
k=p+1

Lo que prueba que la sucesidf,}, es decir, la serié_ z, cumple la condicién de Cauchy y, por
tanto, es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una seria@o mas fuerte que el de con-
vergencia como se pone de manifiesto en el siguiente resujteglno demostraremos.

1.12 (Teorema de Riemann.)a serieZzn converge absolutamente si, y solo si, para tqda
n>1
biyecciénmt: N — N la serieZzn(n) es convergente. Ademas, en tal caso se verifica que
n>1

=) )
n=1 n=1

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergenciageaies de nimeros reales positivos,
que ya debes conocer, para estudiar la convergencia abdeluna serie de nimeros complejos. Pero,
¢qué hacer cuando una serie no es absolutamente conv@riyahtealmente, podemos intentar com-
probar si la serie verifica la condicion de Cauchy, pero esiegaimiento con frecuencia es dificil.
Pues bien, los criterios que vamos a estudiar a continuac@porcionan informacion sobre la con-
vergencia no absoluta. Probaremos, en primer lugar, ursddgd de la que se deducen con facilidad
dichos criterios.

1.13 Proposicion((Suma por partespadas dos sucesiones de numeros complgesy {bn},
k
pongamos /A= Zaj. Para todo re N se verifica entonces que:

j=1

Zakbk = ZAk(bk —byi1) +Anbnia (1.5)

k=1 k=1
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Demostracién.Pongamogyy = 0. Para tod&ke N esay = Ax — Ax_1, por lo que

n

n n n n n
dlabe =) (A Ac)be=) Adb— > Acabe=> Ad— Y A1+ Anbni1 =
k=1

kﬁl k=1 k=2 k=1 k=1
=3 Ac(bi—biy1) + Adbia
k=1

1.14(Criterio general de Dirichlet.Sean{an} y {bn} sucesiones de nimeros complejos y [su-
pongamos que:

i) La serieZan tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe un numeroOMal que
n>1
paratodo nEN es|ay +az+---+an| <M.

i) La serieZ|bn —bnt1| es convergente.
n>1
i) {bn} — 0.

Se verifica entonces que la seE:an b, es convergente.
n>1

Demostracion.SeaA, = a; +ax + - - - + ay. Puesto que
‘An’ ’bn - bn+1’ < M‘bn - bn+1|

deducimos, por el criterio de comparacion que la sEeAn(bn —bnt1) converge absolutamente vy,

n>1
n

por tanto, es convergente, es decir, la suce@rﬂ\k(bk— bk.1) es convergente. Como, ademas, la

k=1
sucesic’m{An bn+1} converge a cero por ser producto de una sucesion acotad&@aoavergente a
cero, deducimos, en virtud de la igualddds, que la serieZan b, es convergente.

n>1

1.15(Criterio general de Abel$ean{a,} y {bn} sucesiones de niumeros complejos y supornga-
mos que:

i) Laserie a, es convergente.
n>1

ii) La serie’ |bn—bn,1| es convergente.
n>1

Se verifica entonces que la seEan b, es convergente.
n>1
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Demostracién.La hip6tesis) nos dice que la sucesiqm\n}:z:an es convergente; en particular esta

n>1
n

acotada, por lo que, al igual que antes, deducimosZu@(bk —bx:1) es una sucesion convergente.
k=1
Ademasiii) implica que la serieZ(bn —bnt1) es convergente y, como dicha serie es la sucesion

n>1
n

{Z(bj —bji1)} = {b1—bn1}, obtenemos québ,} es convergente. Resulta asi que la sucesion
j=1
{An bn+1} converge por ser producto de sucesiones convergentes yited de la igualdad.5),
deducimos que la seriEan b, es convergente.
n>1

1.16 ProposicionSi {b,} es una sucesién de nimeros reales monétona y acotada, fieaveri

que la serie) _|bn — by 1| s convergente.
n>1

Demostracion.En efecto, basta tener en cuenta §bg} es convergente y que

n

, Z(bj —Dbj11) =bi1—bnr1, si{bn} es decreciente;

> loj— by = 5
=1 > (bjy1—bj) =bni1—by, si{bn} escreciente.
=1

La proposition anterior permite particularizar los ciibsrde Dirichlet y de Abel de la forma que
sigue.

1.17(Criterio particular de Dirichlet.pea{a,} una sucesién de nimeros complejis,} una
sucesion de nimeros reales y supongamos que:

i) La serieZan tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe un nUmeroOMal que
n>1
paratodo rENes|ai+az+ - +an| <M.

ii) {bn} es mondtona yby} — 0.

Se verifica entonces que la seEan b, es convergente.
n>1
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1.18 (Criterio particular de Abel.pean{a,} una sucesion de nimeros complejfls;} una
sucesion de nimeros reales y supongamos que:

i) Laserie a, es convergente.
n>1

ii) {bn} es monotonay acotada.

Se verifica entonces que la seEan b, es convergente.
n>1

1.3.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea{z,} una sucesion de complejos no nulos y paeaN seap, € Arg(z).
Supongamos qubn} — ¢ v {|zn|} — p. Justifica qugz,} — p(cosp + i send).

n
o - L 2+i3
Ejercicio resuelto Calcula el limite de la sucesiém, = <1+ %) .

Sugerencia: Expresa = |z,| (cospn +isenpy) y usa el ejercicio anterior.

Ejercicio resuelto Prueba que la sucesidm, } dada, paratodneN, por:

o T1(1+}).

tiene como valores de adherencia todos los puntos de una cieunferencia.

Recuerda que, dada una sucesion de numeros comdlgjpsse dice que un niumero complejo,
w, es unvalor de adherenciale dicha sucesion, si hay alguna sucesion parf@|y }, que
converge aw.

Ejercicio resuelto La serieZzn tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas formadas po
n>1
los términos pertenecientes a un mismo cuadrante cerrdgas® convergen. Demuéstrese
gue dicha serie es absolutamente convergente.

Ejercicio resuelto Serie geométricaDadoze C, estudia la convergencia de la seE z".
n>0

Ejercicio resuelto Estudia la convergencia de las series:

(2+i)"
(b) Z (1+2i)n
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1.3.4. Ejercicios propuestos

25. Estudia la convergencia de las sucesiones:

. . . 2" in

i) zn=vn+ina" (acR,|aj<1) i) =t

. 1 . 1 . 1

iy zy=ya+isen-= (a>0) V) zy=nsen- +5i cosﬁ
2 W2 V2

26. Sea{z,} una sucesion de nimeros complejos no nulos que converge anuera complejo
no nuloz, y sea$ € Arg(z). Prueba que hay una sucesif,} tal que para todmeN es

bn € ArG(z1) y {dn} — 9.

Sugerencia: Considera en primer lugar el caso errgtié.

. . m . T
27. Calcula el limite de la sucesiém, = n ({Vﬁ(cos% +i sen%) — 1).

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucee(é%ﬁ— 1) es bien conocido.

28. Seaze C, con|zl =1,z+# 1. Prueba que la sucesién'} no converge (¢,qué pasa si supones que
converge?). Deduce quedses un nimero real que no es un multiplo enteradas sucesiones
{cognd)} y {ser(nd)} no convergen.

29. Prueba quéz,} — oo si, y solo si{z,} no tiene ningln valor de adherencia@n

30. Estudia la convergencia de las series:

. 1 N cosn+isem
) Yk p yeomeiem
[ _ cost +isent
i Zcoan;; sem W) o +iser
n>1 >l
A | . n!
V) Z(cosﬁwsenﬁ) vi) Z(in)”
n>1
3+4| 1+iv3
vii) ZZI a3 viii) ;7< )

31. SeapeR con|p| < 1ydeR. Calculalos IimitesZp“cos(nS) y Zp”ser(nf)).
n=0 n=0

32. Prueba que si la serE:zn converge y hay un nimero9a < — > taI que para todoeN se
n>1
verifica quelarg(z,)| < a, entonces dicha serie converge absolutamente.

33. Supon que las seriezzn y er% son convergentes y que f2g) > 0 para todsm e N. Prueba
n>1  nx1
que "[z:[? es convergente.
n>1
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1.4. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mas que las funciones defigitsubconjuntos d&? con valores
enR? cuando erR? consideramos su estructura compleja. Dado un conjmtaC, a toda funcion
complejaf : A— C se le asocian dos funciones reales: la funaiéa Ref “parte real de f'y la
funciénv = Im f “parte imaginariade f ” definidas para tod¢x,y) = x+ iy € A por:

u(x,y) = Ref(x+1iy), v(x,y)=Imf(x+iy)

Naturalmentef (z) = Ref(z)+iIm f(z).

Lafuncién conjugadale f es la funcionf dada porf(z) = Ref(z) —ilm f(2). Lafuncién médulale
f esla funcior f| dada pot f|(z) = |f(2)|.

1.4.1. Continuidad y limite funcional

1.19 Definicién.Se dice que la funciorf : A — C escontinuaen un puntae A si para cada > 0
existe und > 0O tal que
|Zf§|A< 5 } — [t f(a) <&
Usando una vez mas las desigualdades
méax{|Rez|,|Imz} < |z| < |Rez +|ImZ|

se prueba facilmente que una funcion complegs continua em si, y soélo si, las funciones Rey
Im f son continuas ea.

1.20 Definicion.Dado un punt@ de acumulacion dé, se dicef : A— C tienelimite enasi hay un
ndmero complejd € C con la propiedad de que para cada 0 existe ud > 0 tal que

ze A

O<|z—al <5 }:>|f(z)—L|<s.

Simbdlicamente escribimos lififz) = L.
zZ—a

Usando las desigualdades anteriores y llamangax +i 3, L = A + iy tenemos

lim Ref(xy)=A

”m f Z) = L <= (X,y)%(u,B)
me lim Imf(x,y)=p
(xy)—(or,B)

Se dice quef : A — C tiene limite infinito en un punta de acumulacion dA si para todd > 0
existed > O tal que
zeA

0<|z—al <0 }:>|f(z)|>M

Simbélicamente escribimos lifi{z) = oco.
Z—a

Si A no esta acotado, se dice qfie A — C tiene limite en infinito si hay un nimero complejo
L€ C con la propiedad de que para cada 0 existe unK > 0 tal que size Ay |z| > K entonces
|f(z) — L| < €. Simbdlicamente escribimos lif{z) = L.

Z—

Si A no esté acotado, se dice qfie A — C tiene limite infinito en infinito si para toddl > 0
existeK > 0 tal que szc Ay |z| > K entonces$f(z)| > M. Simbdlicamente escribimos lif{z) = co.
Z—00
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Observa que hay una completa analogia formal entre las defies anteriores y las correspon-
dientes para funciones reales de una variable real. Pollagloeglas de calculo de limites conocidas
para funciones de una variable real son también validadasanismas demostraciones, para funcio-
nes de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

1.21 (Continuidad del argumento principalla funcién argumento principal es continua en
C\ Ry y es discontinua eR .

Demostracion.Como el conjuntdC \ R, es abierto y la restriccion del argumento principal a dicho
conjunto viene dado por

Imz
argz=2arc tgm

deducimos, teniendo en cuenta el caracter local de la eod#éd, que la funcién arcotangente es
continuay que Re+ |z| > 0 paraze C\ Ry, que el argumento principal es continuo@R R .

(="

SeaacR~ y pongamog, = a+iT. Claramentg z,} — a. Como

argzn) = arctg(z—ln) +TT—>T

1) T

arg(zen-1) = arctg(

Concluimos que la sucesidargz,)} no converge y por tanto el argumento principal es discontinu
ena.

De hecho, puedes probar facilmente quasR ™~ se tiene

limarga+it)=m y limarga+it)=—m
t—0 t—0
t>0 t<0

1.4.2. Derivada de una funcion compleja

1.22 Definicién.Seaf : AC C — Cy aec ANA. Se dice qud es derivable e cuando existe el
limite ¢ ¢

im 12 =1@ ¢

zZ—a Z—a

el valor de dicho limite se llam@erivada de f en el punto, & se representa pdr (a).

La Unica novedad de la definicién es que se esta utilizandooelupto complejo y eso, como
veremos, hace que la condicion de derivabilidad en sentidptejo sea mucho mas restrictiva que la
derivabilidad para funciones reales.
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Casos Particulares
= CuandoA C Ry f(A) C R, la definicion dada coincide con la conocida para una fun@ah
de variable real
= Para funciones complejas de una variable real se tienewgénig resultado.
SeaACRYy f:A— C. Entonces la funciéri es de la forma
f(t) =u(t) +iv(t)
dondeu y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

f(t)y—f(a u(t)—u(a) b v(t) —v(a)

t—a t—a t—a
y deducimos qué es derivable em si, y sélo si, las funcioneg y v son derivables en, en

cuyo caso
f'(a) =u'(a)+iv'(a)

Observa que hay una completa analogia formal entre el camdefuncién derivable para funcio-
nes de variable complejay para funciones reales de undlargal. Por ello, las reglas de derivacion
conocidas para funciones de una variable real son tambl&asacon las mismas demostraciones,
para funciones de variable compleja.

1.23(Reglas de derivacion.$ean dos funcionesd: A — C con AC Cy ac ANA. Suponga-
mos que f y g son derivables en a. Entonces:

» f+gesderivableenayf +g)'(a)=f'(a)+9g'(a).
» fgesderivable enagfg)’'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

= Sig(z) #0paratodo z= A, entonces fg es derivable en a

( f )’(a) _ f’(a)g(ag(;;;(a)g’(a)

g

= Regla delacadena. Sean f: A— Cy g: B — C tales que fA) C B, y consideremos la
funcion compuestat go f : A— C. Supongamos que f es derivable enfn A’y g es
derivable en fa) BN B’. entonces h es derivable en a'y

h'(a)=g'(f(a))f'(a)

Probemos la regla de la cadena. Para ello pongamos(a) y consideremos la aplicacidgm: B — C
dada por

pw) = =90y gy ()

Puesto que es derivable efb, ¢ es continua efb. Ahora bien, ndtese que para tode A\ {a} se

tiene que
h(2—h(a _9(f(z)-9(f(@) _ b (1(2) f(Z)z: ;(a)

z—a z—a
de donde se deduce el resultado sin mas que tomar limite pai@a
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1.4.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivadlmbmpleja es mucho mas restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.

1.24 (Relacién ente la derivabilidad compleja y la diferendidbd real.) SeaQ c C un
conjunto abierto, a un punto d® y f: Q — C una funciobn deQ en C. Notemos
a=0o+iB, ux,y) = Ref(x+iy), v(x,y) = Im f (x+iy). Equivalen las siguientes afirmacione

2

i) f es derivable (en sentido complejo) en a.

ii) Las funciones (x,y) = Ref(x+1y), v(x,y) = Im f(x+1y) son diferenciables e(o, ) y
ademas se verifican las condiciones de Cauchy—Riemann:

ou ov
&(Gaﬁ) = @(CLB)
ou ov
@(aaB) :70_)(((143)

En caso de que se cumplani) y ii) se tiene

() = 2o, B) +1 9% a1 B)

Demostracién.Por definicion,f es derivable si, y solo si existe un nUmero complejo, la deiavde
f ena, f’(a) = A +ip que verifica

im /1@ = (@)~ A+ iw(z—a)

=0.
z—a |z— a|

Pongamog = x+iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

A+iw)(z—a)= A+ (X+iy —a—iB) = A(X—0a) — iy —B) +i[lx—a) +A(y—B)]

y el hecho de que el médulo de un complejo coincide con la n@uctidea (visto como vector en
RR?), el limite anterior se escribe como sigue:

fim 1UY) V(% Y)) — (u(a,B),v(a, B)) — A(x—a) — iy —B), px =) +Aly=B))ll _
(xy)~+(.B) 1(x,y) = (@, B)

0 bien, como(A(x—a) — p(y — B), H(X — a) +A(y—B)) = K i\l 7;\1 ) < );/:% ﬂt

| oo - wamvam) - [ (3 N ) (375 )]H
)y 1Y)~ (@B o

La condicion anterior quiere decir que la aplicaciény) — (u(x,y),v(x,y)) de Q ¢ R? enR? es
diferenciable en el punt@, ) y su diferencial es la aplicacion lineal dada por

=[(2 )G
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Por tanto( i\l ;\p ) es la matriz jacobiana de la aplicacipgy) — (u(x,y),v(x,y)) en(a, ), esto

es
ou ou ov ov
&(aaB):}\a W(O"B):—H, &(aaB):ua a/((LB):)\

Finalmente au
f'(a) = f'(a+iB)=A+ip= a(GB) (am

Observaciones

Este resultado explica por qué si eliges dos funciamesy defines una funcion compleja por
la igualdad f (x+1y) = u(x,y) +iv(X,y), lo mas probable es que, a pesar de lo buenas que puedan
ser las funciones y v, la funcién f asi definida no sea derivable pues las funciangs no tienen
por qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Estoaiffdunque esta es una idea dificil de
precisar) que las funciones complejas derivables son fiiaés funciones complejas” en el sentido
de que si la funcién(x,y) +iv(x,y) es derivable entonces la expresion que se obtiene al sustitu
u(x,y) +iv(x,y) la variablex por (z+2)/2 ey por (z— Z)/2i debe depender Unicamente de la variable
z Para formalizar esta idea pongamos

Z2+7 z2—72 . (72+7 z2—12
f<z>—“(7’7)+'v(7’7)

Para que la funciérf(z) definida por esta igualdad dependa solamente geno dependa d& es
necesario que se verifique que

ou  ov
of _lou lou lov 1dov_,  )ox
0z 20x 2idy 20x 2iody ou  ov
dy  ox

que son precisamente las ecuaciones de Cauchy — Riemann.

1.25 Ejemplos.

= f(X+iy) =x no es derivable en ningin punto.

» f(x+iy) = (x+iy)(x2 +Yy?) sblo es derivable en cero.

» f(x+iy) = 2xy+i(y?2 —x?) es derivable en tod@.

= f(x+iy) =€e‘(cosy+isery) es derivable entodB y f'(z) = f(z) paratodaeC.

1.4.4. Primeras propiedades de las funciones holomorfas

1.26 Definicion.SeaQ un abierto no vacio d€. Una funcionf : Q — C se dice que esolomorfaen

Q si f es derivable en todo punto @ En tal caso la funcién definida paza Q por z+— f'(z) se
llamafuncion derivadale f. Notaremos po#{ (Q) el conjunto de todas las funciones holomorfas en
Q. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se lfefmaciones enteras
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Era costumbre hace afos llamar “funciones enteras” a l&sdiues polinémicas. Precisamente, la
palabra “holomorfa” significa “de forma entera”, y veremog @fectivamente las funciones holomor-
fas se comportan en algunos aspectos de forma parecidamtisrfes polinémicas.

1.27 Ejemplos.

= Lasfunciones polindmica®s decir, las funciones de la forma
p(2) = Co+ C1Z+ CZ2 + - + Cn?"
dondecy € C para 0< k < n, son funciones enteras. La funcion derivadadeene dada por

p'(2) = c1+2Coz+3cZ +---+ncZt  (zeQ)

P2
_ . - a(2)
funciones polinédmicas, son holomorfas en su dominio nbtierdefinicionQ = {zc C : q(z) # 0}.
La funcion derivada dR viene dada por

= Lasfunciones racionale®s decir, las funciones de la forrRéz) = dondep(2) y q(z) son

R(2) = p'(Z)Q(Z()](Z)g(Z)Q'(Z) (2€Q)

Como consecuencia de las reglas de derivacion tenemosielrsig resultado.

1.28 Proposicion El conjunto# (Q) de las funciones holomorfas en un abie@@on la suma
y el producto usual de funciones es un algebra.

1.29 ProposicionUna funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nulaogio fpunto
es constante.

Demostracion.SeaQ un dominio, f € #(Q) tal que f’(z) = 0 para todaz € Q. Fijadozg € Q,
definimos
A={zeQ: f(2) = f(z0)}

A es no vacio y, por sef continua, es un cerrado relativo @ Veamos que también es abierto.
Seaa € Ay comoQ es abierto, existe > 0 tal queD(a,r) C Q. Tomamosh € D(a,r) y definimos
$:[0,1] — C por ¢(t) = f((L—t)a+tb). Comof es derivable, la regla de la cadena nos dicefgue
es derivable y

¢'(t)=f'((1-t)a+tb)(b—a)=0

Por serp una funciéon compleja de variable real tenemos

¢'(t) = (Red)’(t) +i(Im¢)’(t) =0 (te[0,1))

Luego(Red)'(t) =0y (Im¢)'(t) = 0 paratodd € [0,1]. Puesto que Ry Im¢ son funciones reales
de variable real definidas €0,1], se sigue que son constantes. Lugges constante y por tanto
$(0) = f(a) =¢(1) = f(b) luegob € A. Hemos probado que(a,r) C A, luegoA es abierto. El hecho

de queQ sea un dominio permite concluir qée= Q, es decir,f es constante eq.
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1.30 Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sabdominio y coin-
ciden en un punto son iguales.

La siguiente proposicién vuelve a poner de manifiesto quenaicién de que una funcion sea
holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidad rea

1.31 ProposiciénSeaQ un dominio y fe #(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:
(a) Ref es constante e@

(b) Imf es constante e@

(c) La funcion compleja conjugada de ff, es holomorfa e

(d) f esconstante e

(e) |f| es constante ef

Demostracién.Pongamods = u+iv, conu = Ref, v=Imf. Es claro que la condiciéfd) implica
todas las demas.

(a)=-(d) Las ecuaciones de Cauchy—Riemann afirman que
ou ou
I _ £/ W) — _i2F — i
F@) = xtly) = 5 xy) —igoxy)  (2=x+iyeQ)
ou

oy
ze€ Q de donde deducimdgl) gracias a la proposicion anterior.

Puesto que Rees constante tenem%(x,y) = —(x,y) =0 lo que implica que’(z) = 0 para todo

(b)=(d) Puesto que Ini = — Re(if ) la implicacion(a)=-(d) ya probada nos dice que la funcién
if es constantey, por lo tantbtambién lo es.

(c)=(d) Comof es holomorfa yf lo es por hipotesis tenemos qtie- f = 2Ref es holomorfa.
Puesto que IifRef) = 0 es constante, deducimos, §bj=-(d), que Ref es constante y pda)=-(d)
concluimos qud es constante.

(e)=(d) Si |f| = a entoncesf (2)T(z) = a?. Sia = 0 entonced es idénticamente nula y hemos
2
acabado. St # 0 entoncesf no se anula en ningtn punto por lo que la funcida) = a es

f(2)

holomorfa erQ y, por(c)=-(d), concluimos qud es constante.

Observemos que estas propiedades de las funciones hotenestin muy lejos de ser ciertas
para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dadduntion deR? enR? diferenciable que
no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos meafudiferenciable cuyo médulo es
constante.

Hasta ahora sélo conocemos como ejemplos de funciones ddbsios polinomios y las fun-
ciones racionales. Si queremos construir mas ejemplos yenoontraremos mas por métodos ele-
mentales. Veamos ahora como construir funciones holomadeno limite uniforme de funciones
polinébmicas.
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1.4.5. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Dadoa €] — 1,1 definamos parae C* arg,(z) = Arg(z) N [a,a + 217, es
decir, arg(z) es el Unico argumento deque esta en el intervalm, o + 217. Prueba que la
funciénz — arg,(z) es continua en el conjunt®)\ {pcosa +ipsem : p > 0}.

Ejercicio resuelto Seaf : C — C la funcién dada por

Y
fg) = (1+X|;+;:z(l i)

siz=x+iy#0, f(0)=0

Estudia la continuidad y la derivabilidad de

Ejercicio resuelto SeaQ un abierto yf € H(Q). SeamQ* ={z:zeQ}y f*: Q* — C lafuncion
definida porf*(z) = ﬁ para todae Q*. Prueba qué* es holomorfa e®*.

Ejercicio resuelto Seaf una funcién compleja definida en un abiefo Pongamosi = Ref,
v=Imf y supongamos quey v son diferenciables en un punta,b) € Q. Seazy = a+ib.
Prueba que si existe el limite

lim
77y

entonced o f es derivable em.

Ejercicio resuelto Calcula una funciorf € H(C) tal que Ref (x+iy) = x* — 6x%y? + y* para
cualesquiera,y € R. Si se exige que selg0) = 0, entonces dicha funcién es Unica.

1.4.6. Ejercicios propuestos

34. Demuestra que $#(z) = agp+a;z+ - -- +anz" es una funcién polinémica de grado> 1, se
verifica que limP(z) =
Z—

35. Estudia la derivabilidad de la funcioh(x +iy) = x3 4 3xy? +i(y3 4 3x?y).

52
36. Consideremos la funcion dada par# 0 por f(z) = z? y f(0) = 0. ¢,En qué puntos verifida

las ecuaciones de Cauchy-Riemann? § Herivable erz = 0?.

37. Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
f(z =U(p,9)+iV(p,9) donde z=p(cosd+isend)
Expresa la derivada depor medio de las derivadas parcialeddg V.

38. SeaQ un dominio yf una funcién holomorfa e®. Supongamos que hay nimema$,cc R
cona?+b? > 0, tales queaRef (z) + b Im f(z) = ¢ para tod@ec Q. Prueba que es constante
enQ.

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.5 Sucesiones y series de funciones 34

39. Encuentra una condicién necesariay suficiente que debepliclms nimeros reales b, ¢ para
que exista una funciohe # (C), verificando que

Ref (x+iy) = & + bxy+ cy?

para cualesquieray € R. Determina, cuando dicha condicién se cumpla, todas lasdoes
enterasf cuya parte real es de la forma indicada.

40. Seaf(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) una funcién holomorfa con derivada no nula. Prueba que las
curvas de niveli(x,y) = ¢, v(x,y) = k son dos familias de trayectorias ortogonales.

1.5. Sucesiones y series de funciones

1.5.1. Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones, como su nombre indica, es ungiénaeiyos elementos son funcio-
nes. Formalmente, es una aplicacién que a cada niumeroldatassggna una funcién, en nuestro caso
una funcion compleja.

Consideremos una sucesion de funciopg con f,: A— C dondeA C C.

Convergencia puntual Decimos que{ f,} converge puntualmengn un punta € A si la sucesion
de nimeros complejdsfn(a)} converge.

Llamamos campo de convergencia puntual de la sucédignal conjunto
C={zeA: {fn(2)} convergé
y llamamodimite puntuala la funcionf : C — C definida por
f(z) =lim{f,(2)}

Convergencia uniforme Se dice que f,} converge uniformemengeuna funciénf en un conjunto
BC Asi
rIlin sup{|fn(2) — f(2)| : zeB} =0

es decir, para tode > 0 existe un numeraog € N tal que para todm > ng se verifica que
|fn(2) — f(2)| < & paratodo =B.

1.32(Criterio de Cauchy para la convergencia unifornung sucesion de funciongs,} con-
verge uniformemente en B si, y sélo si, verifica uniformeenentB la condicion de Cauchy:

Ve>03ng e N: p,g>no=sup(|fp(2) — fq(2)| :z€B} <¢

1.5.2. Series de funciones

Dada una sucesion de funcioné$,}, podemos formar a partir de ella otra sucesidh}, cuyos
términos se obtienen sumando consecutivamente los derernari esto es:

Fi="f, Fo=fi+f, Fa=fi+fot+fs, ..., Fn=fi+fo+--+fn,
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Dicha sucesion de funciones,}, asi obtenida se llangerie de término general fy la representa-

mos pory _ f, 0, mas sencillaments, f.
n>1

Puesto que las series de funciones son sucesiones de fescios conceptos de convergencia
puntual, campo de convergencia puntual y convergencianmé para series de funciones no precisan
de nueva definicién. El siguiente resultado es de comprébatmediata.

1.33 ProposicionCondicién necesaria para que la serE fn converja puntualmente (resp.

n>1
uniformemente) en un conjunto A es que la suce§igh converja puntualmente (resp. unifof
memente) a cero en A.

La seriez fn se dice queconverge absolutamentn un puntoa € A cuando la serie de los
n>1
m(’)dulos,z |fn(a)], converge. Se define ehmpo de convergencia absolwamo el conjunto
n>1

{ze A2 |fa(2)| convergé

n>1
Al igual que para series de niimeros complejos la convergasioluta de una serie de funciones
implica convergencia pero no al contrario.

El siguiente criterio que proporciona condiciones sufiigsipara la convergencia uniforme y ab-
soluta de una serie de funciones sera usado con frecuenoigee sigue.

1.34(Criterio de WeierstrassSeaZ fn una serie de funciones definidas en un conjunfo@.
n>1
Supongamos que hay una sucesidn} de nimeros reales positivos tal que:

(@) |fn(2)] < an paratodo z= A.

(b) La seriez Op es convergente.
n>1
Entonces la serii f, converge absolutamente y uniformemente en A.
n>1

Demostracion.Por el criterio de comparacion para series de términosipas(g) y (b) implican que
la serie | f(2)| converge parac A.
n>1
Para probar la convergencia uniformefeveamos que se cumple la condicion uniforme de Cauchy
enA.
Como la seriez ap converge cumple la condicién de Cauchy. Luego dado0 existeng € N

n>1
tal que parg > g > ng se verifica

Op+0Op 1+ +0g1<E
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Deducimos que parp> q > ng y para todaze A se verifica

p q
Y H@=D i@ =@+ fo12)+ + fgr1(2)| <
j=1 j=1
<@+ fp-a(@)] 4+ | fqr1(2)] <
<Op+0Op1+---+0g1<E€
Como queriamos probar.

Observa que los conceptos de convergencia absoluta y dergemeia uniforme son indepen-
dientes: una serie puede ser uniformemente convergenta eanjuntoA y no ser absolutamente
convergente el. En tales casos se aplican los siguientes criterios de ogeweia no absoluta para
series de funciones (ver ejercicibgy 48).

1.35 ProposicionSea{an} una sucesion numéricaz fn una serie de funciones definidas e¢n
n>1
un conjunto A.
Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
a) {an} es una sucesion de nimeros reales mondétonay convergente a ce
b) La seriez f, tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.
n>1
Entonces la serie de funcionganfn converge uniformemente en A.
n>1
Criterio de Abel. Supongamos que:
a) La serieZan es convergente.
n>1
b) Para cada = A {f,(2)} es una sucesion de nimeros reales monétonay la sucesion-de fu
ciones{ f,} esta uniformemente acotada en A.
Entonces la serie de funcionganfn converge uniformemente en A.
n>1

1.5.3. Series de potencias complejas

Dada una sucesion de nimeros complgjos ner, Y Un nimera € C consideremos la sucesion
de funciones

fo(z) = co
fn(2) = cn(z—a)" n>1

La serie definida por esta sucesion de funciones, es desircEsion
{co+ci(z—a)+coz—a)2+--+ca(z—a)"}
se representa ch cn(z—a)" y se llamaserie de potencias centrada enla sucesiorfc,} recibe

n>0
el nombre de sucesién de coeficientes de la serie.
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1.36(Lema de Abel.)Seap > 0 un nimero positivo tal que la sucesida,p"} esta acotada.

Entonces se verifica que la serE: cn(z—a)" converge absolutamente en el discta) y
n>0

converge uniformemente en compactos B(a, p).

Demostracion.Tomemos un compactd C D(a,p). Llamemos = méax{|z—a| : ze K} < p. Puesto
que{cn,p"} estd acotada existe una constavite- 0 tal que|c,p"| < M para todo nimero natural

Tenemos que
|z—a|" (|za|>” <r>”
=lcp"| ——— <M [ —— ) <(zeK)<M (=
|cnp”| on 5 ( ) 5

(z—a)"
pn

[Ca(z—a)"| = |cap"

Consideramos ahora la sucesifm,} = {M(r/p)"} y aplicamos el criterio de Weierstrass para
dicha sucesion. Ya que la serE Op converge por ser una serie geométrica de razon menor que 1,
n>0
dicho criterio nos dice que la serE: cn(z—a)" converge absolutamente y uniformementd&en
n>0
Como la serie converge absolutamente en cualquier compantenido erD(a,p) se sigue que
converge absolutamente en todo el disco.

El lema anterior conduce de manera natural a considerarefnaidep > 0 tal que la sucesion
{cnp"} esté acotada. Introducimos para ello el conjunto

A= {p=>0:{cp"} estd acotada

y definimosR = sup(A) e RJ U {+oo}. Pueden presentarse los casos:

= R=0. Entonce#\ = {0}, luego siz+# ala sucesior c,(z—a)"} no esté acotada y, en particular,
no converge a cero. Por tanto la serie de potenE’:lsn(z— a)" no converge. En este caso se
n>0
dice quéla serie de potencias es triviglues solamente converge para a.

= 0<R< +o00. SeaK C D(a,R) compacto yr = max{|z—a| : ze K} < R. Por definicion de
supremo existp € Atal quer < p < R. Aplicando el lema de Abel para diclpadeducimos que
la seriez cn(z—a)" converge uniformemente y absolutamentéeilComoK es un compacto
n=>0
arbitrario contenido e (a, R), concluimos que la serie converge absolutament®@R) y
converge uniformemente en compactos contenidos en disho.di

Si|z— al > Rentonces la sucesidie,(z—a)"} no esté acotaday, por tanto, la serie no converge.
Nada puede afirmarse en general del comportamiento dedeeseld frontera del disdd(a, R).

= Si R= 400 el argumento anterior es vélido para cualquier compgctmn lo cual la serie
converge absolutamente €ry uniformemente en compactos.

Al numeroR se le llamaradio de convergenciae la serie. Nétese quR s6lo depende de la
sucesion{cy} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dadaarieade potencias no
trivial, > cn(z—a)", llamaremosiominio de convergencia de la sedkconjuntoD(a, R) dondeR es
el radio de convergencia de la serie (recuerda qRe-si-co entonced(a, +oo) = C).

Los siguientes criterios permiten en muchos casos calelfadio de convergencia.
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1.37 (Criterio del cociente o de D’Alembert[pada una sucesion de nimeros complédjos}
supuesto que

= C, # 0 paratodo n a partir de un indice en adelante, y que

|Cni1]

— LeRS U{+o0}
|Cnl

entonces R= 1/L con los convenios: R 0siL=+ocoy R=+4o00siL=0.

Demostracion.Para obtener este resultado basta aplicar el criterio demie a la serig lcn(z—a)"|.

n>0
Tenemos -
Cnt1(z—a C
[Cna(Z= @™ _ onia lz—a —L|z—4
|Ca(z—a)"| Cn
Deducimos que:
= SiL |z—a| < 1la serie converge.
= SiL |z—a| > 1 la serie no converge.
y concluimos qud&k = 1/L con los convenios anteriores.

De forma analoga se obtiene el siguiente resultado.

1.38(Criterio de la raiz o de Cauchy$i {{/|cn|} — L € R} U{+o0} entonces R= 1/L con
los mismos convenios anteriores.

Los criterios anteriores son en realidad bastante ragtictPor ejemplo ninguno de ellos puede
aplicarse para estudiar la convergencia de una serie dagesecuyos coeficientes vienen dados

por con-1 = 1/2", con = 1/3". El siguiente resultado proporciona un método general galcular

el radio de convergencia. Recuerda quéxsi} es una sucesion de nameros positivos mayorada se

define ellimite superiorde dicha sucesidn, lims{x,}, como el limite de la sucesiofs,} donde
sh = sup{xx : k= n}. Si{xn} no estd mayorada se define su limite superior iguaba.

1.39 (Fé6rmula de Cauchy—Hadamarétl)radio de convergencia R de una serie de poteng
> ca(z—a)" viene dado por

n=>0

1
R— — =
limsup{/|cnl

con los convenios usuales.
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Demostracion.LlamemosL = limsup{ {/|ca|} € Ry U {+o0}.

Supongamos quie = +oo lo que equivale a qué/|c,| no esta acotada. En tal caso veamos que
{cap"} no estd acotada para ningpr> 0. En caso contrario existiriad > 1 y p > 0 tales que
|cn| P < M para todo natural. Luego

VM M
vlenl < \/TP_ < o paratodan € N

y {{/|cnl|} estaria acotada en contra de la hipdtesis. DeducimoR gue.
Supongamos que € RJ. Vamos a probar las implicaciones
pL<l=pcA=pL<1

Supuesto probadas,lsi= 0 cualquiep > 0 cumple lo anterior luegBj C Ay R=+o00.Si0< L <
+oo entonced0,1/L[C AC[0,1/L]) de dondeR=1/L.

Probemos la primera implicacion. Pongantms= sup{{/|cy| : k > n}. Por definicion de limite
superior ed = lim{b,}. Supongamos queL < 1 entonces existey € N tal quepby, < 1 de donde
p{‘/m < 1 para todon > ng, elevando an tenemosp"|cy| < 1 para cada > ng. De lo anterior
concluimos que la sucesidiicy| p"} esta acotada y, por tanto, gpe A.

Veamos la segunda implicacion. Supongamosx@é luego{|cn| p"} esté acotada, esto es, existe
una constante positivd > 1 de forma quéc,|p" < M para toda € N. Extrayendo raices de ordan
se tiene

el < @

Filemosq € N arbitrario, la desigualdad anterior es cierta para caddN, en particular lo es para
cadan > g. Con lo cual
IM

bg=sup{+/|cn| : N> q} < ry

donde hemos usado que pavia> 1 la sucesion{v/M} es decreciente. Acabamos de probar que
pbg < /M para cualquieq. Tomando limite er deducimos queL < 1

El siguiente lema nos dice que derivando término a térmirosenie de potencias obtenemos otra
serie de potencias con el mismo radio de convergencia qegi¢éade partida.

1.40 Lema.Las series de potencias

D a(z—a)" D> ne(z—a)"t

n>0 n>1

tienen igual radio de convergencia.

Demostracion.La serie) _ncy(z—a)" "

n>1

y

(z-a)) ne(z—a)" =) ne(z-a)

n>1 n>1
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convergen para los mismos valoreszgepor tanto, tienen igual radio de convergencia. La forndela
Cauchy—Hadamard nos dice que el radio de convergenciakla scie viene dado por

limsup{{/n|ca|}
Para probar el resultado basta justificar la igualdad
limsup{\/n|ca|} = limsup{v/|cn|}

Llamemos
bn = sup{+/|ck|: k=n} Bn=sup{¥/k|c : k= n}
Teniendo en cuenta que la suces{@h} es decreciente, resulta que

bn < Bn < ¥/nbn

y como lim{/n} = 1, concluimos que lif, = [imb,,.

(5]

1.41(Teorema de derivacion de una serie de potenciea)ae C, ch(zf a)" una serie de
n>0

potencias no trivial \QQ su dominio de convergencia. Sea® — C la funcion suma de la seri€g,

esto es,

f(2) :icn(z—a)” zeQ
n=0

Entonces f es indefinidamente derivableey para cada ke N su derivada k-ésima se obtiene
derivando k veces la serie término a término, esto es:

f(k)(z):in(n_1)...(n_k+1)cn(z_a)n7k 2¢Q
n=k

En particular ¥ (a) = k! ¢k 0, lo que es lo mismo

f (k) (a)
k!

Ck = para todo ke NU {0}

Demostracion.En primer lugar, no es restrictivo suponer cue: 0, puesto que en caso contrario
podemos considerar la funcion

92 => " z€Q-a

n>0

con lo quef(z) = g(z— a). Luego sig es derivable tambiéf es derivable y las derivadas desna
son las derivadas dgen 0.

[

Sea, puesf(z) = chz“ paraz € Q. Tomemos un puntb € Qy paraze Q, z# b sea
n=0
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n
dondepp(z) = anz”*jbjfl. Lo que queremos probar es que dicho cociente tiene limibg esto
j=1
es, quef es derivable eb.
Puesto que es un abierto podemos tomBx(b,8) C Q para algtind > 0. Paraz € D(b,d) se
cumple quez| < |b|+ & y, evidentementeb| < |b| + 8, con lo cual

Ipn(2)| < [cn|N(|b] +8)" 1  paratoda < D(b,d) (1.6)

VVamos a aplicar el criterio de la mayorante de Weierstragsarie de funcioneE pn. Para ello
n>1
R n—1
veamos que la serE n|cn| (|b| +0)"~ " es convergente.
n>1

Pero esto Ultimo es claro ya que sabemos, por el lema ar,mwieE nc,w' ! tiene el mismo
n>1
radio de convergencia ng cwW", y esta Ultima converge &. Como el discd (b, 8) esta contenido
n>0

enQ y en dicho disco hay puntos de mddulo igugbgt 6 (por ejemplowg = b+ 6% sib#0,y

wp = & sib=0) y las series de potencias convergen absolutamente emsnidale convergencia,
concluimos que la serie

> _nleal([b]+3)"*

n>1

es convergente. Ahora, por la desigualda@ el criterio de Weierstrass nos dice que la s@:epn

n>1
converge uniformemente en el disbgb, d) y, por tanto, la funciéon suma de dicha serie es continua
en dicho disco. En particular tenemos que

lim L:)(b) =lim¢(z) = lim i Pn(2) = i pn(b) = i nc,b™t
n=1 n=1 n=1

z—b Z— z—b z—b

es decir, hemos probado g@i@s derivable eb y
f/(b) =) “neb™ !
n=1
Puesto qué es un punto arbitrario d@ obtenemos que
f'(2)=> ncz*'  paratodoze Q
n=1
Una sencilla induccion prueba qfigiene derivadas de todos los 6rdenegen

f®(2)=) nin—1)---(n—k+1)c**  paratodae Q
n=k

En dicha igualdad haciendo= 0 obtenemos

(k)
Ck = f k'(O) para toddke NU {0}
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1.42 Definicién.Seaf una funcion indefinidamente derivable en un abi€ta C y seaac Q. La

serie de potencias
f((a)
Z—n! (z—a)"

n=>0
se llamaserie de Taylode f en el punta.

1.43 Corolario.Las Unicas series de potencias no triviales son series derTade su funcién
suma).

El resultado anterior nos lleva a definir el conceptdudeion analitica

1.44 Definicion.SeaQ C C un abierto, se dice que una funcién complejeQd — C es analitica en
Q cuanddocalmentepuede representarse como la funcién suma de una serie deipsteEs decir,
para cada puntb € Q hay un disco abiert®(b,pp) C Q y una serie de potencias

Zcﬁ,b)(z— b)"

n>0

cuyo dominio de convergencia contienB g, pp) tal que

[

f(z2) = Zcﬁm(z— b)" para toda € D(b, pp)
n=0

En virtud del teorema anterior, deducimos que una funci@litgca f en Q es indefinidamente
derivable emM y todas sus derivadas son también analiticas. Ademas sejien

w _ f(b)
Cn =
n!
Equivalentemente, una funcidnes analitica en un abierf® si es indefinidamente derivable en dicho

abierto y para cada puntoe Q la serie de Taylor dé enb converge y su suma es iguafan algun
disco abierto centrado dny contenido erQ.

El siguiente resultado es muy (til para calcular la suma @esenie de potencias en puntos de la
frontera de su disco de convergencia.

1.45(Continuidad radial.5eay | ¢,z" una serie de potencias con radio de convergefgiaR <
+oo. Sea f: D(0,R) — C la funcion suma de la serie y supongamos que la serie es qemver
en un punto g de la frontera del disco @, R). Entonces se verifica que

qu f(rzo) = gcnzg

O<r<l1

Demostracion.Parar € [0,1] la sucesion{r"} es monotona decreciente y la sucesién de funciones
r — r" esta uniformemente acotada [@nl] y la serie) ¢z es convergente por hipétesis. Por tanto
el criterio de Abel (proposicioh.35 nos dice que la serie

ch(rzo)“ = chr”z%

n>0 n>0
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converge uniformemente para [0,1] y por tanto su suma es una funcién continua en dicho intervalo
Yy, en particular, es continua en= 1, es decir

[oe] (o]
[im ch(rzo)” = chz{}
r—1 o

0<r<1 n=0

como queriamos demaostrar.

1.5.4. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Calcula la funcion limite puntual de la sucesion de funcéone
fn(z) =n(Vz-1)
dondey/zindica la raiz n-ésima principal de
Ejercicio resuelto Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

S FR) e

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

o - . z" :
Ejercicio resuelto Justifica que la seng A—mA—zT converge absoluta y uniforme-
n>1

mente en compactos contenidos2(®, 1) y en compactos contenidos €n\ D(0,1). Calcula
la suma de dicha serie.

L e . 1
Ejercicio resuelto Justifica que la seneZ(—l)”*lm converge puntualmente &h\ Z~.
n>1
Indica conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Ejercicio resuelto Calcula el radio de convergencia de las siguientes seripstdacias:

a) Z <1+(_—r;|_)n>” N b) Z(nJran)Zn c) anognzn

n>1 n>0 n>1

Ejercicio resuelto Los radios de convergencia de las serEsanz“, anz” son respectiva-
n>0 n>0
menteR;, R, con 0< Ry, Ry < +00. ¢ Qué se puede decir de los radios de convergencia de las
series® (an+bn)z"y > anbnz"?

n=>0 n=>0

Ejercicio resuelto Sabiendo que el radio de convergenciade la sEne-nz” esR, 0< R< +o0,
n>0
calcular el radio de convergencia de las series:

a) > k2" (keN) b)Z%z” )Y ckz" (keN) d) > (1+acz" (aeC)

n>0 n>0 n>0 n>0
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Ejercicio resuelto Estudia el comportamiento en la frontera del disco de cgararia de las
series de potencias:

11 1\ 2" 1\ 2"
a)§:<1+4+9+ + = >——n b)§:(1+ +3tote >n

n>1 n>1

. . . 1 -1
Ejercicio resuelto Justifica que la serlganzn dondeag = i ag.3n = R y a, = 0 en otro
n>0

caso, converge en todo punto del conjuAte {exp<2§—:> 'meN, ke Z} y no converge

en ningun punto d& = {exp((ZK;Limlm) 'meN, ke Z}. Justifica queA y B son densos
en la circunferencia unidad.

2:3"
Sugerencia: Calcula en cada c@akzk.

k=1

L 1 . .
Ejercicio resuelto Expresaﬁ como suma de una serie de potencias.

(1-2

Ejercicio resueltom Seaf chz” una funciéninyectivaeb(0,1). Prueba que, paradr < 1,
n=0

el area del conjuntd(r) = f(D(0,r)) es igual anZn|c |2r2n,
n=1

1.5.5. Ejercicios propuestos

e . . z\"
41. Calcula la funcién limite puntual de la sucesion de funcioiigz) = (1+ ﬁ) .
Sugerencia: escribdn(z) = pn(cospn +isenpy).
42. Estudia la convergencia puntual de las sucesiones de fuesfié,} donde:

1 z"

a) fa(2) = i b) fa(z) = i

43. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones
z+i\" .
— ZHIi
>(E) e
n>1
Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
44. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones
1 ey
(z—n)?
n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
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45, Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie deifunes
1/, 1
>3 (2 3)

Zn
46. Justifica que la serig —
o~ 1+2z

contenido erD(0,1) y en todo compacto contenido ¢nc C : |z| > 1}.

converge uniformemente y absolutamente en todo compacto

47. Criterio general de Dirichlet. SeaQ un conjunto no vacid,fn} y {gn} sucesiones de funciones
deQ enC. SeaA un subconjunto no vacio de y supongamos que:

i) La sucesion{F,} de las sumas parciales de la séxief, estd uniformemente acotadan
i) La serie} " |gn — gn+1| converge uniformemente éa

i) La sucesion{gn} converge uniformemente a cero&n

Probar que la serig’ fngn converge uniformemente &

Indicacion:

p p
Z frikOnik = ZFnJrk(gnJrk —Onrkt1) + FnipOnspr1— FnOnta
k=1 k=1

Casos particularesa) Si para cadac Q {gn(X)} esuna sucesion de nimeros reales monétona
entonces la condicion ii) es consecuencia de iii).

b) Si{gn} es una sucesién de funciones constantes, es dgglr= {a,} donde{a,} es una

sucesién mondtona convergente a cero de nimeros reatemnces las condiciones ii) y iii) se
verifican trivialmente en todo subconjunto@e

48. Criterio general de Abel.SeaQ un conjunto no vacid|fn} y {gn} sucesiones de funciones de
Q enC. SeaA un subconjunto no vacio dey supongamos que:

i) La serie} " f, converge uniformemente én

ii) La sucesion de sumas parciales de la sgrie+ Z|gn — On+1| €sta uniformemente acotada
n>1

enA.

Probar que la serig’ fngn converge uniformemente &

Indicacion: se& =5 o ; fny Fn= Z’j‘:l f;, entonces

p

p
Z frikOnik = Z(Fn+k —F)(Onik— Onike) + (Fnop— F)Onipra— (Fn— F)Onta
k=1 k=1

Casos particularesa) Si para cadac Q {gn(X)} es unasucesion de nimeros reales monotona
y la sucesiér{gn} esta uniformemente acotada ereAtonces se verifica la condicion ii).

b) Si>" f, es una serie de funciones constantes, es decfr, = > a, donde) _a, es unaserie
convergente de numeros complegjeatonces la condicion i) se verifica trivialmente en todo
subconjunto d&.

49. Teorema de Picard.Sea{a,} una sucesion de nimeros reales decreciente a cero. Para cada
numerod €]0,1[, seals = {z€ C: |7l < 1, |z— 1] > &}. Justifica que la seri®_anz" conver-
ge uniformemente eAs. Deduce que dicha serie converge en todo punto de la cinandia
unidad salvo, eventualmente, en el punto 1.
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50. Calcula el radio de convergencia de las siguientes seripstéacias:

: 2n+3\" ; n_ z"

i) ;<5n+6> ) glﬁz ii) ;7(1+2i)”

i zn2 nn-n : n2-n

" Lo YL (T i) 3’z
C nnl e (2n)! . _ (2n)in® _
vii) %;2 rd viii ) %%WZ iX) n2072”n!(3n)!z

51. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de cgeretia de las series:
p

a) ) 2" b Zz—: c)Zi—Z d)z(lgsz:ze’”l e)Z(%)z”(peR)

n>1 n>1 n>1 n>2 n>1

52. Seaf(z) = Zz”! (|2 <1). Dadozo=exp(§2ri) (p€Z,qeN), prueba que linf (pzo)| = +o0.
pP—

n=0 p<1
53. Calcula la suma de las series

a)y nz" b)) n*"

n>1 n>1

1 . . A .
54. Expresa- como suma de una serie de potencias centrada en un pghtb e indica en donde
es valida dicha igualdad.

55. SeamQ un abierto erC y f € #(Q). Supongamos quf es analitica e. Justifica que también
f es analitica ef.

56. Justifica que toda funcion analitica tidloealmenteprimitivas.

57. Seaf(z) = Zanz” paraze D(0,p) y supongamos quia| > Zn|an|p”*1. Prueba quéf es
n=0 n=2
inyectiva en el disc®(0,p).
Deduce que una funcién andlitica en un abi€tcuya derivada no se anula en ninglin punto
deQ, eslocalmentéanyectiva enQ. ¢ Puede asegurarse que una tal funcién es inyecti®en

58. Supongamos que la serE cnz" tiene radio de convergencic R, Justifica que la serie
n>0

Z %z” tiene radio de convergenciaco. Seaf (z) = Z %z”. Prueba que para caga]0, 1|
n>0 n=0
hay una constante(p) tal que|f(z)| < M(p)exp(|Z /pR) (zeC).
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1.6. Funciones complejas elementales

1.6.1. Exponencial compleja

Car1l

. " . . .
Consideremos la serE R Aplicando el criterio del cociente obtene i
n

n>0
converge para todpe C. Llamamosexponencial compleja la funcién

— 0, luego la serie

exp(z) = i: %z” (ze €)
n=0

Propiedades

(1) exp/(z) = exp(z) paratodozeC.
(2) exp0)=1

(3) exp(x) paraxe R coincide con la exponencial real, esto es, la exponencimaptaja extiende a la
exponencial real. Esto justifica el uso de la notacion®xp €.

(4) Las propiedades (1) y (2) caracterizan a la funcion egpoial, esto es, g € #(C) es tal que
$'(z) = ¢(2) paracada € Cy ¢(0) = 1 entonce®h(z) = exp(2).

(5) Teorema de adicion exp(z+w) = exp(z) exp(w)

(6) Formula de Euler: Dadot € R se cumple exfit) = cost +isert. En particular tenemos la igual-
dad .
e€"+1=0

(7) Dadoz=Re(z) +ilm(z) € C entonces

& = &% (cogImz) +isen(imz))

Por tantq |€| = eR¢?, Imzec Arg(&?) |.

(8) La exponencial compleja no se anula nunca.

(9) La exponencial compleja es una funcién periddica de operi 21. Concretamente
e =¢€" si, y solo siz—we2m Z.

(10) La exponencial compleja es una funcién analitica.

Demostracion.

(1) Puesto que la exponencial esta definida en términos dearigade potencias convergente basta
derivar término a término la serie para obtener la derivada éxponencial. Asi

0 [ee]

exp'(z) =Y %z‘"l =y (n—ll)! =3 %z” = exp(2)

n=1 n=1 n=0

(2) Evidentemente al hacee= 0 en la serie que define a la exponencial se anulan todos oS
menos el primero que es 1.
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(3) Parax € R sabemos que*e= Z —|x
n=0

(4) Tomemosa € Cy llamemosh(z) = §(a— z)exp(z), luego
h(z)=—-¢'(a—2) expz) + p(a—2z)expz) =0

luegoh es constante, en particulafp) = h(a), es decirp(a) = exp(a). Puesto quaes un nimero
complejo arbitrario la igualdad es valida para tede C

(5) Seaa € C y consideremos la funciéH (z) = exp(a — z) exp(z). Si derivamos resultai’(z) = 0
luegoH es constante ¥ (0) = H(z), esto es, exj@) = exp(a— z) exp(z) para todaz € C. Dados
z,we C, sustituyend@ = z+ w obtenemos que

exp(z+w) = exp(z) exp(w)

(6) De la definicion de la exponencial compleja se sigue que

00 1 2n+1
explit) :;)ﬁ (it) _Amoz (it) _r!moz
n
" (D", - (D an
= —t t =
A <kz @ ! g (2k+ 1)1
= cost +isert

(7) Seaz= Rez+ilmzun nimero complejo cualquiera. Tenemos

expz = exp(Re(z) +ilm(2)) = f¥D exp(iim(2)) = €¥¥? (cogIm2) +iser(imz))

(8) Consecuencia de qlexpz| = €% > 0.
(9) Seaz e C unnumero complejo cualquiera
exp(z-+ 2ri) = eR%% 2 (cosIm(z+ 211) +isenIm(z+ 2mi)) =
= R¥% (cogImz+ 2m) +iser(imz+2m)) =
= ef¥? (cogImz) +iser(imz)) =

=exp(z)
(10) Tomemos € C, por el teorema de adicion efg) = exp(a) exp(z— a), esto es,
0 n 00 ea
exp(z) = exp(a) = > (-
n=0 n=0

paratodaee C

5]
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1.6.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial complejaesa tvaducir, como vamos a ver ense-
guida, en que la ecuaciélf e z, dondezes un nimero complejo no cero, va a tener infinitas soluciones
weC. Como

e = &R (cos(Imw) + i sen(Imw))

Para que ¥ = zes necesario y suficiente que:

1. |€¥| = |z|, esto es,®" = |z|, es decir, R = log|z| (logaritmo natural del nimero real positivo

12[).

2. Arg(e") = Arg(z), esto es, Inme Argzy esto se cumple si, y s6lo si im= arg(z) + 2k, con
keZ.

Hemos probado que
{weC:e" =z} ={log|z| +i(argz) + 2km),ke Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejogue satisfacen la ecuaciofi € z. Cualquiera de ellos
se llamaun logaritmode z. El conjunto de todos ellos lo representaremos pord.og

Logz= {log|z| +i(argz) + 2km),ke Z} = log|z| +iArg(z) (zeC)

De entre todos ellos elegimos uno, llamaolgaritmo principal definido por

logz=log|z|+iargz) (zeC")

Observa que cualquier otro logaritmo zles de la forma log+ i 2kmt para algin enterk. Ademas,
paraze R" el logaritmo principal, log, coincide con el logaritmo natural de

También es importante que observes que la igualdad
logzw=logz+ logw

que es vélida para los logaritmos de los nUmeros realesvassino es siempre cierta para nimeros
complejos. Por ejemplo:

|Og(—1+i\/§)=|092+i2§n, |Og(—\/§+i):|092+i%n
log((—1+iV3)(—V3+i)) = log(—4i) = |og4,ig

5—“:Iog4+i3—1T

. TT .21 :
Iog4—|§7élogz+|§+logz+| 6 >

Lo que esta claro es qxljh)gz+ logw € Log(zw) | es decir, log+ logw esun logaritmo dezw
pero no tiene por qué ser el logaritmoncipal dezw.

1.46 Definicion.Seaf : A— C*, conA C C un subconjunto no vacio de

= Cualquier funciorg: A— C tal queg(z) Log f(z) para todae A se llamaun logaritmo de f
en A Cuandof es la identidad se dice simplemente gres un logaritmo eA.

= Cualquier funciord : A— R tal qued (z) € Arg f (z) para todaze A se llamaun argumento de f
en A Cuandof es la identidad se dice simplemente gues un argumento el
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En este curso estaremos interesados en el siguiente paatiada una funcién holomorfa que
no se anula en un abierf®, ¢existen logaritmos holomorfos deen Q? Respuestas cada vez mas
precisas de este problema se iran obteniendo a lo largo idal.cu

El siguiente resultado nos dice que un logaritmo continuordefuncién holomorfa es autométi-
camente un logaritmo holomorfo.

1.47 ProposiciéonSea f: A— C*, con AC Cy ac ANA'. Seag A— C un logaritmo de f en
A. Supongamos ademas que f es derivable en ay que g es caztinukntonces g es derivable
enay

En consecuencia, si¢ H(Q),0¢ f(Q)y g: Q — C es continua ef y tal queed® = f(2)
f'(2)

para cada z= Q entonces @ #(Q) cond(z) = e

para todo z€ Q.

Demostracion.Llamemosh = g(a) y consideremos la aplicacién

00-S=2  zzb
o(b) =&

Claramenteh es continua eb. Ademas

_ (?) _ eol@) -
(@-f@) _e@-e® _,  09@-0a

z—a  z-a z-a
Puesto que por hipotesises continua em, y ¢ es continua emg(a) = b tenemos queé(g(z)) es
continua ere = ay ¢(g(a)) = €® # 0. Por continuidad exist& > 0 de forma que st € D(a,8) NA,
z+# aentonce®(g(z)) # 0. Despejando de la expresion anterior tenemos
9(2 —9(a) 1 f@9-f(®
= araze D(a,0)NA, z+a
a2 Q@) z-a  Pr@eP@INAZ

Comozirgq)(g(z)) = &” = f(a) deducimos que

.92 -
lzm z—a f(a)

1.48 Corolario. El logaritmo principal es una funcion holomorfa €h\ R, y su derivada viene
1
dada porlog’(z) = ~ para todo 2C\R,.

Demostracion.Basta aplicar el resultado anterior para las funcidifes= z, g(z) = logz. Puesto que
el logaritmo principal es continuo éB\ R, y f € H(C) obtenemos que el logaritmo principal es

/
holomorfo enC\ R, y su derivada viene dada para tade C \ R, por log’(z) = ff ((ZZ)) = %
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=

1.49 Teorema.SeaQ C C un conjunto abiertoy fQ — C* una funcién holomorfa. Equivale
las siguientes afirmaciones:

(a) f tiene argumentos continuos €y es decir, existe una funcién continda Q — R tal que
9(z) € Arg(f(2)) paraze Q.

(b) f tiene logaritmos continuos &, es decir, existe una funcién continua @ — C tal que
0(2) € Logf(z) paraze Q.

(c) f tiene logaritmos holomorfos €®, es decir, existe una funcién holomorfa @ — C tal
que gz) € Log f(z) para ze Q.
f/(2) f'(2)

(d) Lafuncién 2 tiene primitivas e, es decir, exist¢ € #(Q) tal qued’(z) =

todo ze Q.

Demostracion.

(a) = (b) Sid es un argumento continuo entonces la aplicagi@h= log|f(z)| +i9(z) es un loga-
ritmo continuo def.

(b) = (a) Siges unlogaritmo continuo deentonces Ing(z) es un argumento continuo de
(b) = (c) Es consecuencia de la proposicion anterior
(c) = (d) Es consecuencia de la proposicién anterior
(d) = (b) Consideremob(z) = exp(—¢(2)) f(z). Tenemos que
/
e e T R Y 7

f(@)
Yy, en consecuencid es constante en cada componente conex®.d8eak(z) una funcién

constante en cada componente conexa — y por tanto contirQa-ague verifique ¥ = h(z)
para todae Q. Resulta asi que

@D - f(z)  (zeQ)

Hemos probado entonces qpi&) + A(2) es un logaritmo continuo di&z) enQ.

1.50 ProposiciénEn cualquier disco que no contenga al origen hay logaritmoimorfos.
Concretamente, sia C*, entonces en el disco(B, |a|) hay logaritmos holomorfos.

Demostracion.El apartaddd) de la proposicion anterior (cofi{z) = ) nos dice que debemos buscar
una primitiva deE enD(a,|a]). Para ello vamos a expresar la funcigrcomo suma de una serie de
potencias centrada en

z—2

Z_ == = (cuando—_ < 1>

&l
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. . —a - -
La anterior igualdad es vélida cuang%?' <1, esto esze D(a, |a]). Definimos la funcion

00

00=3 "Lz am  zeD(afa)

nl
~(n+1)a

El teorema de derivacién afirma que la funcipes derivable y su derivada se obtiene derivando la
serie término a término, esto d@s(z) = > Por la demostracion de la proposicion anterior sabemos
que, para un valor conveniente ¥lgp(z) + A es un logaritmo holomorfo eR(a, |a|), es decir,

@~z zeD(a la))

Haciendaz = ay teniendo en cuenta q@ga) = O resulta & = a, luego) ha de ser un logaritmo de
Por comodidad podemos tomar el logaritmo principa¥; log(a). En conclusion, la funcion

(="

®(2) :IogaJrzm(z—a)”Jrl zeD(a,|al)
n=0
es un logaritmo holomorfo e(a, |al)

Inevitablemente surge la pregunta de si la funéoincide con el logaritmo principal é¥(a, |a]).
Sabemos que

@(2)=>=log(z) y @(a-=loga)

. 1 ) . . .
La igualdadd’(z) = o= log/(z) es cierta siempre que ambas funcioresy log, sean derivables.
Como sabemos, log es holomorfo@n Ry, lo que nos lleva a distinguir los casos:

= Si Rega) > 0, esto esa se encuentra en el semiplano de la derecha, entonces teqemos
D(a,]a])NR, =@y, por tanto, log es holomorfo en todo el disdd(a, |a|). Puesto que ambas
funciones tienen la misma derivada y coinciden en un puntdaoisma funcion (ya que el
disco es un dominio).

= SiRea<0ya¢ R entonced(a,la)) "R, # D luego log no es continua en todo el disco
D(a,|al) y, evidentemente, las funcion®sy log no pueden coincidir puesto que una es continua
pero la otra no. Aunque en el disco completo es imposible gireciclan no asi en el disco
D(a,|Imal), puesto que dicho disco no cortaRg y el logaritmo principal si es holomorfo
ahi. Es mas, las dos funciones coinciden en una region mayodigho disco, a saber, en
la componente conexa en que queda dividido el d3ta |a|) por el semiejeR, donde se
encuentra el punta (ver figural.5).

Hemos justificado la siguiente igualdad

[ee] _1 n

logz= Iogajtz(nif))anﬂ(z—a)”+1 (1.7)
n=0

paraac C*\R~ yze D(a,pa) con

el siRea>0
Pa= ima] siRea<0

lo que prueba que el logaritmo es una funcion analitic&@ giR .
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D(a,al)

Figura 1.5: Analiticidad del logaritmo

1.51 ProposiciénSea A un subconjuntmonexode C*, y supongamos que hay un argumento
continuo,p, en A. Entonces cualquier otro argumento continuo en A ea fteinad + 2kt para
algun entero k.

$(2-3(2)
21
enAy toma valores enteros. Confoes conexo concluimos que dicha funcién es constante.

Demostracion.Sead : A— R otro argumento continuo ¢k La funcionz— es continua

1.52 ProposicionSea C un subconjunto d&‘ que contiene a una circunferencia centrada jen
cero entonces en C no hay ningin argumento continuo. Encodaitj enC* no hay argumentos
continuos.

Demostracion.Supongamos qué es un argumento continuo €h SeaC(0,p)* una circunferencia
contenida eIt. La restriccion deh aC(0,p)* \ {—p} es un argumento continuo. Como el argumento
principal también es un argumento continuo en dicho conjgoe es conexo deducimos, por la pro-
posicion anterior, que hay un entéetal que argz) = ¢(z) + 2k para todaseC(0,p)* \ {—p}. Como

¢ es continua e@(0,p)*, la igualdad anterior implica que existe el Iimzitﬂeigiamg(z) lo que, a su vez,

N lz|=p
implica que _ _
lim argp€e')= lim t=mn= lim argpe')= lim t=—
t—Tt qp ) t—T1T t—-—1 qpel ) t—-—1 t n
o<t<m o<t<m —T<t<0 —T<t<0
lo que es contradictorio.

1.53 Definicibn.Dados una funcién complejd, definida en un subconjun#® de C y un namero
naturaln > 2, cualquier funcionh: A — C, tal que(h(z))" = f(z) para todoze A, se llama una
(funcién) raiz de orden n de f en. Ana raiz de ordem de la funcion identidad eA se llama,
simplemente, una raiz de ordaren A. Como de costumbre las (funciones) raices de orden 2 se
llaman raices cuadradas. Las expresiones “raiz de erdentinua” o “raiz de orden holomorfa” se
entienden por si mismas.
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1.54 ProposicionSea f unafuncién holomorfay que no se anula en un aber®i f tiene un
logaritmo holomorfo el entonces, para todoalN, f también tiene raices n-ésimas holomorfas
enQ.

Demostracion.Si ge H(Q) es tal que ex(@(z)) = f(z) para todae Q, entonces la funcioh(z)
exp(g(z)/n) es holomorfae® y (h(z))" = f(z) para tod@e Q.

[T

1.6.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros realesO y be R, la potencia de basgy exponenté se
define comaa® = €°'°92, Ahora, dadosa,b € C, cona # 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
dea, todos ellos son de la forma lagr i 2k, conke Z. Por ello, cualquier nimero complejo de la
forma @(°98+120 qondek € 7, esunapotencia de basey exponentd. Representaremos piaP] el
conjunto de todas ellas.

[a°] = exp(bLog(a)) = {exp(bw) : w e Log(a)}

De entre las potencias de basg exponentd se destaca una:

ab _ ebloga

y dicho nimero se llamaalor principalde la potencia de basg/ exponenté. Observaque $i=1/n
dondeneN, entonces

[al/n] = {exp<% (Iog|a| +iarga) +2kTu')> ke Z} =

_ {exp<%|09|a|) exp(i—n (arg(a)+2kn)) ke Z} —

_ { Tl (CosarQa) + 2k11Jr i senarg(a)n+ 2kn) ke Z}

n

Es decir[a'/"] es el conjunto de las raicasésimas de. Ademas

al/n = exp(} Ioga) = exp(Ioﬁl +i%) =|a["/" (Cosarga +1 Senarga)
n n n n n

es el valor principal de la raiz n-ésimaagque antes hemos notado pga.

La definicién anterior da lugar a las funciones exponensiedenplejas de basg z—— a?, defi-
nidas por* = exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcién potencia compleja de exponénts la funciére — z°, dada porz? =
exp(blogz) es holomorfaerC \ Rj,.

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente lddigdia?™" = a?a" pero las funciones
potencias no cumplen, en general como vimos al estudiaaiess, la propiedatzw)® = zPwP. Esta
igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+ blogw)
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equivalentemente, puesto que la funcién exp es periédipaidedo 21, cuando verifique que
blog(zw) = blogz+ blogw+ 2k, para algurk € Z

Como caso particular, cuandg w pertenecen al primer cuadrante sabemos que la igualdamhlog
logz+logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple pgara0. Por los mismos motivos la igualdad
(z°)¢ = 2° no es cierta en general.

1.6.4. Funciones trigopnométricas complejas
Seno y coseno complejos

Sustituyendo en la férmula de Euldre cost +isert, t por—t tenemos
e = cog—t)+iser(—t) = cost —isert

y despejando obtenemos las llamadas “ecuaciones de Euler”:

gt et ot _ gt
cogd = ——, sent = ——
2 ' 2i

Estas igualdades, vélidas para tadoR, también tienen sentido para nimeros complejos. Por ello,
para todaze C definimos el coseno y el seno complejos por:

eiz+e7iz eiz 7e7iz
COZL= ——, Ssele = ———
2 ' 2i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden arlamhes seno y coseno reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos estan definidos amimracion de exponenciales, sus
propiedades se deducen facilmente a partir de las propsdka exponencial.

(1) Identidad fundamental cd&+serfz=1
(2) cog—2z) =coqz), ser(—z) = —sernz)
(3) Férmulas de adicién

ser(z+w) = Serz cosw+ Cosz serw
c0gz+ W) = COSZ COSW — Serzsenw

(4) Las funciones seno y coseno son enteras y analiticBsyen
cos'(z) = —sere cosz= i ﬂz2n sen'(z) = cosz senz=
' — (2n)! '

para toda € C.

(5) Relacién con las funciones hiperbélicas
cogix) = coshx ser(ix) = —isenkx
(6) Paratoda = x-+iy se cumplen las igualdades

serz = serx coshy+icosxsenty
C0SZ = cosx coshy — i serx senty
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(7) Las funciones seno y coseno complejos no estan acotad@saanque si lo estan en bandas
horizontales de anchura acotada.

(8) Las funciones seno y coseno complejas no tienen mas geedss reales, esto es, #ea0 si, y
o . L Tt
sélo si,zes real de la formirt (ke Z), y cosz= 0 si, y sélo sizes real de la forma +kmt(kez).

Demostracién.Las propiedades (1) a (4) son inmediatas a partir de la difimic

(5) Recordemos que el seno y coseno hiperbolico estan defipata todec R por:

e+e* ef—e*
coshx = 5 senx = 5
luego

j (ix) —i(ix) —X

cos(ix):é te :ex+e = coshx
2 2

i(iX) _ oi(iX) _ aX

ser(ix):el 2ie :iex 2e =isentx

(6) Seaz= x+ iy un numero complejo cualquiera. Usando la férmula de adi@$tenemos

serz = ser(x+iy) = serx cogiy) + cosx ser(iy) = (usando las igualdades (5))
= serx coshy +icosx senty

cosz = cogx+iy) = cosx cogiy) + serx ser(iy) = (de nuevo usando (5))
= cox coshy — i serx senhy

(7) Usando la propiedad anterior resulta

serg® = serfx cosiy+ cog x senky =
= serfx(1+senRy) + cogx senify =
= serfx+senRy

|cosz|2 = (de forma analoga) cosx+ senffy

y puesto que senh no esta acotado se sigue que el coseno g &sgoco lo estan. Ahora bien
si acotamos la variablgentonces senhesta acotado y, por tanto, las funciones seno y coseno
estan acotadas en bandas horizontales de anchura acotada.

(8) De las igualdades
|cosz|® = cogx+senfy  |serg? = serfx+senky

se deduce quigosz] = 0 (equivalentemente cas-= 0) si, y solo si, cogs =0y senly = 0. Pero
senhy = 0 so6lo en el caso en qye= 0. Con lo cual el coseno complejo se anula en los puntos
z=x+1iy cony=0,x=T/2+kmconk € Z. El razonamiento para el seno es anélogo.

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcién taegempleja como

tgz:% (zeC\ {/2+km: ke Z})
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Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tarmgempleja es una funcién holomorfa
en su dominio de definiciéB \ {z: cosz= 0} = C\ {1/2+km: ke Z}.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad gedpiedades del seno y el coseno.
Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+tgw

g(z+w) = 1-tgztgw

1.6.5. Funciones trigopnométricas inversas
Arcocoseno complejo

Dado un numero complejpe C se trata de calcular los complej@dales que cos = z

jw —iw . .
ei% =z Ve -22=0
puesto que exw) # 0 para cualquiew, podemos multiplicar pag" la expresion anterior
W _2zé" +1=0
Poniendau = €Y, la ecuacién anterior podemos escribiufa— 2zu+ 1 = 0, cuyas raices son

U=z+vVz2—-1=z+iyV1-22

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho umeeesai de la otra pues su producto es
igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z+iv/1—2? <= iw € Log(z+iV/1—2?) <= cosw=z

Naturalmente, hay infinitos valores deque verifican la igualdad anterior. El conjunto de todossello
se representa por Arccas

1 .
Arccosz = — Log(z+iv1—2?)

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmaipahy le llamamos valor principal de
Arccosz que esta definido por:

arccog = % log(z+iv1—2?)

Veamos que el arccaxtiende al arcocoseno real. En efecto, pataxe [—1, 1] tenemos que:
1 . 1 . . .
i—log(x+| 1-x%) = i—(log‘x+|\/1—x2‘ +iargx+iv1-x?%)) =
1 . . .
= i—(log 1+iargx+ivV1—x?)) =argx+iv1—x?)

Observemos quéx, /1 —x?) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unidaday

medida del &ngulo que forma el nimero complejd /1 — x? con el eje real positivo es precisamente
el arco cuyo coseno es Ademas, parx € [—1,1] se tiene que & arccox < 1. Deducimos que

argx+iv/1—x?) = arccos.

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.6.5 Funciones trigonométricas inversas 58

Teniendo en cuenta qugl—z2 = exp(3log(1—2%)), y que el logaritmo principal es holomorfo
en C\ Ry, deducimos, por la regla de la cadena, que la funeiém /1 —z2 es holomorfa en el

conjunto
Q={zeC:1-Z¢Ry} =C\ (- 00, ~1U[L,+o0|)

Anélogamente lo@+iv/1— %) es derivable en el conjunto
Q= {ze C: z+i\/1722§ZRg}

Comoz+iv1—Zyz—iv1— 72 son inversos, tenemos que

. . zeR™
2+iV1-2cR, = z—iV1-22cR, = , =z€|—o00,—1
© © {\/1—22@[& } J=o0, -]

deducimos qué&; = C\| — co,—1] D Q. Luego el arcocoseno es holomorfo @n La regla de la
cadena nos permite calcular su derivada

-z
Vi-z2 1 1-22—-iz -1
z+iv1—22 V1i-Z2iz—V1-22 V1-2

1+i
1
arccosz= —

Arcoseno complejo

Dado un numero complepqueremos calcular los complejastales que sew = z El conjunto
de tales numeros lo representaremos por Arzs&anque podemos repetir el mismo proceso anterior,
podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

senw = cos(g —w)

. L LT 1 . :
luego semv =z si, y sélo S|,§ —we T Log(zil 1- 22). Es decir

Arcserz = g+ iLog(z+iv1—2?)

El valor principal del arcoseno, que notaremos por argzs@ndefine eligiendo el logaritmo prin-
cipal:

arcserz:g+ilog(z+i\/1fzz) zeC

y es una funciéon holomorfa éB\ (] — oo, —1] U [1, +00]).

Arcotangente compleja

. senw
Dadoze C queremos calcular los complejostales quez = tgw, esto esz = cosw 0, lo que es

lo mismo ,zcosw = senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Axdigcribiendo la
definicién de seno y coseno
eiw o efiw eiW + efiw

. z
2i 2
Si z= =i la ecuacion anterior no tiene solucion por lo que considesag: +i. Multiplicando por
eV = u la expresion anterior resulta

W-1=iz(l’+1) = w?(1-iz)=1+iz
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. - 1+iz
puesto que # —i podemos escribin® = 1+ = esto es,

i 1+iz 1 1+iz .
iw __ -
& =T, e WeES LOg<1—iz> (z# +i)
Por tanto
1 1+iz .
Arctgz= ELog(liz) (z# +i)

Definimos el valor principal de Arcigpor:

1 1+iz :
arctgzﬁlog(l_iz) (z# i)

Puedes probar ahora que la funcion ameg holomorfael©\ {ip : p € R, |p| > 1}

Es facil probar que la funcion arcotangente compleja, aligue ocurre con las demas funciones
trigonométricas complejas, extiende a la funcién arcaategreal.

1.6.6. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Calcula el médulo y el argumento principal de los nimeros
1+6€% 1-€? —ad?
dondel8| < mya> 0.
Ejercicio resuelto Calcula logzy Logz cuandaz es uno de los nimeros siguientes

i, et 14
S . . —1—i
Ejercicio resuelto Calcula log—1—1i)—logi y log <%>

Ejercicio resuelto| 44| Calcula [(—4)'], 3%, ((=i))), (14i)1H.

Ejercicio resuelto a) Estudia, parac C* y neN, las igualdades:
a) loglexp(z)) =z; b) exglog(z)) =z; «¢) Iog(%) = —log(2);

d) log(v/z) = M; e) logz") = nlog(2).

n

b) Prueba que el logaritmo principal establece una biyeceitre los conjunto€\Ry y Q =
{zeC*: —mt<Im(z) < T}.

Ejercicio resuelto Con una interpretacion adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) Log(zw) = Log(2) + Log(w)

Ejercicio resuelto Estudia, interpretandolas convenientemente cuando seaar#, las siguien-
tes igualdades:

a) Loga®] = blLog(a) b) logja’] =blLog(a) c) log(a®) = bloga
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Ejercicio resuelto Seana € C y {z} una sucesion de complejos no nulos verificando que
{|zn]} — +o0. Justifica que

{(1+%)Zn}%exp(a); {zn(a%fl)}%log(a) (a#0)

Ejercicio resuelto Prueba que

[

log(1+2) =

n=1

(_1)n+1

" vzeD(0,1)

a) Deduce que para todoc| — 1, 11 se tiene:

i(_lirznﬂ cognB) =log (2 cosg) ; i (D™ sennB) = g

n
n=1 n=1

b) Cambianda por —z, deduce que para todo<]0, 211 se tiene:

[e9]

Zcosf]ne) — log (ZSeng) ; Zser{ne) _ T[%O

n
n=1 n=1

Ejercicio resuelto Justifica que la funcioérf : C — C dada por:
f(z2) =2z— (1+2)log(1+2)+ (1—2)log(l—2) (z# £1),
y f(1) =2-2log(2) = —f(—1), es holomorfa e = C\ {xe R : |x| > 1} y, para todo

® n4-1
zeD(0,1), se verifica quef(z) = —————. Calcula, en particular, la suma de la serie
€D(0,1) quef (2) n;n(ZnH) p
Z (=" _
n>ln(2n+ 1)
Solucién.

Teniendo en cuenta que la suma, producto y composicién aéofies holomorfas también es
una funcién holomorfa, y que la funcidogaritmo principales holomorfa el \ R, se sigue
qguef es holomorfa en el conjunto

A={zeC:1+z¢R,,1- z¢R}

Como, evidentemente,f1z€ Ry si, y sOlo si,ze Ry z< —1, es decirze]— o, —1]; y
1-zeRy si,y solosize Ry z>1, es decirze [1,+o[; resulta qued = Q.

Como

[

1
=2 ()" (jz] <)
1+z =
Deducimos que la funcion
*® Zn+1
= (2] <1)

n+1
1 - -
es holomorfae®(0,1)y ¢'(z) = 1% Como la funciérz — log(1+ z) también es holomorfa

enD(0,1), tiene la misma derivada qgey ¢(0) =log(1+0) = 0, se sigue qu¢(z) = log(1+2)
para todaze D(0,1). Hemos probado que

. Zn+1 ® (_1)n+1

zZ (Iz| < 1)

log(1+2) = Y (-1 =3
n=0 n=1
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Se sigue que, pata <1, es:

f(zg = 2z— Iog(lnL z) + Iog(l— z) - z(Iog(1+z) +log(l-2) =

- 22+Z Z
© © /1 2 il
- 2n+122n+1+z S ;(ﬁ_ZnJrl)zan:nz;n(ZnJrl)'

Por otra parte, como la serE es convergente, el criterio de Weierstrass implica que

1
n>ln(2n +1)

_ z _ — =
la serlezm converge uniformemente &0, 1) y, por tanto, la funciérh: D(0,1) —

- N Sl _ _
C definida porh(z) = Zm es continua e(0,1). Como para toda< D(0,1) es
n=1

h(z) = f(2), sijustificamos que f es continua 840, 1), se deducira quie(z) = f(z) para todo
6 ( ,1). Ahora bien, puesto que(0,1)\{+1} C Q, bastara probar qukes continuaen 1y
—1. Teniendo en cuenta que

[1-2|[log(1-2)| < [1-2[llog(|1 - z[)| + |1 - z|mt

y que lintlogt = 0, se sigue que lih(z) = f(1). Igualmente I|mf( 2)=f(-1).
& = 22
Finalmente:

- 1, ()P 2i—(1+i)log(1+i)+ (1—i)log(1—i)
Zn(2n+1) B i_n:ln(2n+1)_ i B

n=1
— (1+1i)(logv2+iF)+ (1—i)(logv2—iF) B
i —

—2ilogv2—iJ T
= =2-log2— —.
[ 973

©

Ejercicio resuelto Supongamos que la serE chz" tiene radio de convergendie R*. Seaf
n>0
la funcion suma de la serie. Prueba que para cafia R| se verifica la igualdad

lf rel'[ ‘ dt = Z'C |2 2n

1.6.7. Ejercicios propuestos

59. Expresa los ocho nimerasl+i, +v/3=+i enlaformae?.
60. Calcula logzy Logz cuandaz es uno de los nimeros siguientes

i,—i,e3 e 4 -5e1+i
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61. Calcula log3i) +log(—1+iv/3) y log (3i(—1+iv/3)).

62. Calcula _ _ o _ . .
(=01, 2, (i, 2%, (37) M2, (=) M), (1 =)™
63. Indica el error en los razonamientos siguienfesz)?> = z%; por tanto 2Log—z) = 2Log(2) y,
por consiguiente, Ldg-z) = Log(z).

64. Explica con detalle donde esta el error en las igualdadegesites:
i — (71>l/2 _ ((71>3)1/2 _ (71)3/2 _ i3 — i

65. Seaac C* y B = arga. Prueba que Ree 'P) > 0 para tod@e D(a, |a|). Deduce que en todo
disco que no contiene el origen hay argumentos continuos tapto logaritmos holomorfos.
66. Calcula la imagen por la funcion exponencial de:
i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.
i) Una banda horizontal de anchura menor que 2
iif) Un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados
iv) El conjunto{zeC : |z > r}.
67. ¢ Tiene la funcion exponencial limite en infinito? Dade C con|w| = 1, estudia la existencia
del limite lim exp(rw).
r—-oo
68. Seaf : C — C una funcidn verificando

f(z+w) = f(z)f(w), VzweC.

Probar que sif es derivable en un punto entoncéses entera. Encontrar todas las funciones
enteras que verifiquen la condicion anterior. Dar un ejerdplana funcion que verifique dicha
propiedad y no sea entera.

69. Seaf una funcién holomorfa en un abieffdy supongamos qué tiene argumentos continuos
enQ. Justifica que tiene raices holomorfas énde cualquier orden.

70. Justifica que en ningln conjunfogue contenga a una circunferencia centrada en cero puede
haber (funciones) raices cuadradas continuas.

71. Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjafjtde las potencias de baagy
exponentd sea finito.

72. Estudia qué relacion hay entre los conjuni@®"] y [(a™)¥/"], dondeac C*, mneN,n>2.
¢ Qué puede afirmarse, en particular, cuangon son primos entre si?.

73. Seanp > 0, o < B tales quepa, pB, a, B € [—m, 1. Prueba que — Z° es una biyeccion de
Q1 ={zeC*:a < argz< B} sobreQ, = {zeC* : pa < argz < pB}.

74. Calcula las partes real e imaginaria de los nimeros

sen(l+i), coq1l—i), tg(l+2i)

75. Indica los conjuntos de puntas C donde las funciones’esery, cosz, tgz, arcsen, arctge
toman:

a) Valores reales.
b) Valores imaginarios puros.
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76. Calcula Arcsefil+1i), Arctg(1—i), arcsen, arctg 2.

77. Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:

a)> exp—nz) b)zsegnnz) )Y exp(—nZ) d)) nzexp—nz’)

n>0 n>0 n>0 n>0

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
1+z

78. Consideremos la funcioh definida porf(z) = log (1—2

) Vze C\{1,—1}. Prueba qué es

*® n+1
holomorfaerC\ {xeR:|x| > 1}y, en particular, e®(0,1). Prueba también quz) = sz, vze D(0,1)
n=0

y aplica este resultado para calcular la suma de las series

cog2n+1)6 sen2n+1)6
> oni1 > " onr1 (0<8<m
n>0 n=>0
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Capitulo 2

Teoria de Cauchy Elemental

2.1. Introduccion

En este capitulo estaremos interesados en el problema disteneia de primitivas lo cual esta
estrechamente relacionado, ver teordnd® con la existencia de logaritmos holomorfos.

El Teorema Fundamental del Célculo nos dice que toda funeidinde variable real continua en
un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. La sitifeces muy distinta para funciones complejas
de variable compleja. Ni siquiera el hecho de que una furegarholomorfa en un dominio garantiza
que tenga primitivas en dicho dominio.

2.1 Ejemplo.La funcién f(z) = - es holomorfa en el domini@* y no tiene primitivas en dicho
dominio.

En efecto, en virtud del teorenia49 la existencia de primitivas efi* de la funcionf(z) = > €qui-

vale a la existencia de argumentos continuo£’ély, por la proposiciérl.52 sabemos que no hay
argumentos continuos &.

A pesar de este resultado, en este capitulo probaremos dméutacion holomorfa en un disco
tiene primitivas en dicho disco. Es decir, toda funcion hadofa en un abierto tienelocalmente
primitivas en dicho abierto.

Como ya debes saber, la herramienta que se usa para la coitstrde primitivas es la integracion.
No debe extrafiarte por ello que en este capitulo nuestrarhiemta basica sea la integracion de
funciones complejas. Uno de los resultados mas importgoisbtendremos es la llamada “férmula
de Cauchy para una circunferencia” que permite represkrgtamlores que una funcion holomorfa
toma en un disco por medio de una integral en la que solameteievienen los valores de dicha
funcién en la circunferencia frontera del disco. De dichanfda se deduce sin dificultad uno de los
resultados mas importantes y sorprendentes de la teorimdiefies holomorfas, el teorema de Taylor
gue afirma que toda funcién holomorfa es analitica.

También obtendremos en este capitulo el teorema de Liewsilableciendo que toda funcion
entera y acotada es constante y, como consecuencia, ehn@érendamental del Algebra afirmando
queC es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lo més llamativo de todo es que estos resultados los vamoteaeaskcon facilidad y con una
herramienta muy elemental: la integral de Riemann de furesi@ontinuas.

64
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2.2. Integral de Riemann para funciones de variable real coma-
lores complejos

Diremos que una funciég : [a,b] — C esintegrable Riemanen el intervalda, b}, y escribire-
mos¢ € R ([a,b]), si las funciones R@) y Im(¢) son integrables Riemann éa b] (en el sentido
que conocemos, ya que son funciones reales de variablegfi@tids en un intervalo) en cuyo caso
definimos la integral d¢ en[a,b] como el nUmero complejo

b

K10k :beeqa(t)dt +ifb|m¢(t)dt

a

Es claro que una condicion necesaria para la integrabitidgdes la acotacion. La integrabilidad
se puede caracterizar en los siguientes términos:

2.2 (Criterio de integrabilidad de LebesgueSpa¢ : [a,b] — C una funcion acotada. Entoncegs
¢ € R([a,b]) si, y sblo sip es continua casi por doquier ga,b]. En particular, toda funcion
acotada y continua salvo en un niimero finito de puntos esratiég

En lo sucesivo la expresiorf “es integrable” se entendera confogs integrable Riemann”. Indi-
camos a continuacion las propiedades principales de Igraitde Riemann de funciones de variable
real con valores complejos. Todas ellas se deducen coidfatilie las propiedades correspondientes
de laintegral de Riemann de funciones reales de variabdlguesuponemos conocidas.

2.2.1. Propiedades

b
1. El conjuntoR ([a,b]) es un espacio vectorial complejo y la aplicacin> fq: es una forma

a
lineal. Ademas, el producto de funciones integrables Rieren[a, b] es integrable Riemann
en|[a,bl.

2. Acotacion basicaSi ¢ € R ([a,b]) se verifica qued| € R ([a,b]) y

b b
Jowe| < [lowiet < supfow]:a<t<b)o-a) @)

La segunda desigualdad es conocida. La estrategia parar paqivimera parte de esta desigual-
dad consiste en reducirla a la conocida desigualdad angbrgafunciones reales. Para ello,

b
pongamosa = fq)(t)dt. Sia = 0 no hay nada que probar. Sea, pueg; 0y seay =a/|a].
Tenemos que :

b b b
Jowat| = o =pa=p [ ot = [ ooyt

Esta igualdad nos dice que la tltima integral es un nUmetgoséivo pues es igual |, luego

b b b b b
[Bot)dt = [Re(Bo(1)) dt < [ |Re(B(1)) |t < [B(1)] dt = [ |o(t)] ct
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3. Si{¢n} es una sucesion de funciones integrablesaeb| que converge uniformementega

b b
en [a,b], entoncesp es integrable y I'mfd)n = fd). En particular, siz fn es una serie de
a a n>1

funciones integrables que converge uniformementggs), entonces la funcioh— Z fa(t)

n=1
es integrable efa, b] y

f(i fn(t>> dt = if f(t) dit

a n=1

En efecto, que la funcidh es integrable es consecuencia de que la convergenciameifor
conserva la continuidad y la acotacion. Por la desigualdatth, se tiene que

b b b
[[on®)ydt — [o(t)ct| = | [(on(t) — d()) | < (b—a)sup{|én(t) — ¢(t)| : a< t < b}

a

Y, por definicion de convergencia uniforme, gUpn(t) —¢(t)| :a<t < b} — 0.

4. Aditividad respecto al intervalo. Sia<c< by ¢ € R([a,b]) entoncesp € R ([a,c]) y ¢ €
R([c,b]) y

b c b
[o=[o+]0o

5. Teorema fundamental del calculoSi¢ € R ([a,b]), entonces la funcién dada por

t
G(t) = [o(9)ds (t€ [ab])

es continua. Si, adem&s es continua, entonc&ses una primitiva dé en|a, b.

6. Regla de Barrow. SiF : [a,b] — C es derivable efa,b] y F’ € R ([a, b]), entonces
b
[F't)dt =F(b)~F(a).
a

7. Formula del cambio de variableSeaA : [c,d] — R una funcion estrictamente creciente con
derivada continua. Supongamos dues integrable ef\(c),A(d)]. Entonces

A(d) d
[ o(9)ds = [d(A®)N ()t
A(c) c

2.3. Curvas en el plano

Una curva erC es una aplicacion continua [a,b] — C. Hay que distinguir entre la curva y su
imagen (también llamada traza o soporte), que notaremog*pery([a,b]). Es claro que/* es un
conjunto compacto y conexo. Al punyda) se le llamapunto inicial de la curvay y ay(b) punto
final. Ambos reciben el nombre astremos de la curva
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Se dice quey es una curvaerradacuando sus extremos coinciden, estoy¢a) = y(b).

Diremos que una curva esgular® si la aplicacion que la define es derivable con derivadacoati
esto es, es de clag?.

2.3(Curvas regulares a trozos o caminadsng curvay : [a,b] — C esregular a trozosy la llamaremos
un caming si hay una particid@ =t <t < --- <ty_1 <tn = b de[a,b] de manera qug es
regular para K k< n.

k-1, ]

2.3.1. Operaciones con las curvas

Curva opuesta dey

Llamaremos curva opuesta de una dada, b] — C, y la notaremos pory: [a,b] — C, ala curva
definida por

(—Y)(t)=y(b+a—t)
Se trata de una curva que tiene la misma trazayquero la recorre en sentido contrario, esto es, el

punto inicial de—y es el punto final de y viceversa. Observa que la curva opuesta de un camino es
un camino.

Yuxtaposicion de curvas

Dadas dos curvag: [a,b] - Cy ¢: [c,d] — C cony(b) = a(c), definimos una nueva curva que
llamaremos yuxtaposicién dey ¢ o también suma dgy o, y la notaremos poy-+ o, como

(yio)) = {y(‘)

a<t<b
o(c—b+t) b<t<b+d-c
Geométricamente se trata de “pegar” las trazagyde, de ahi que se exija qugb) = a(c), esto es,
que podamos pegarlas de forma continua. Evidentements poihdos de unién entre una curvay otra
puede que no haya derivabilidad. Es facil probar (wbc)* =y*uo*.
Observa que la yuxtaposicion de dos caminos también es un@am

Caminos mas usuales

= Segmento de origerzy extremow. Es la curvay: [0,1] — C definida por

y(t)=(1-t)z+tw

1En Geometria poturva regularse entiende una curva con derivada contiougo vector derivada no se anula en ningdn
punta
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Notaremos a esta curva come- [z,w]. Resaltemos que no se trata de un interval@ g que
enC no hemos definido ningun orden.

Es facil comprobar que-[z,w] = [w,Z]
= Circunferencia de centroay radio r. Es la curvay: [—11, 1] — C definida por
y(t)=a+re"

La vamos a representar por el simb6i@,r). No hay que confundir a la curva con su imagen,
que en este caso es una circunferenciay que notamosCm* C C.

= Poligonal de vérticeszg, z1, . ..,zn. Es la curva

[20721] "i_ [21722] "I_ e "i_ [anla Zn]

y la representaremos plp, z1, . . . , Zn|. La poligonal es un camino, es decir, es una curva regular
atrozos.

2.4 (Longitud de un camino$i y: [a,b] — C es un camino, entonces esta definida y es continua
en|a,b] excepto en un conjunto finito de puntos|deb| en los cuales tiene limites laterales distintos,
dandole ay’ en cada uno de esos puntos el valor del limite por la izquigngdaque esto es totalmente
irrelevante, podemos darle cualquier valor) es claroyjues acotada efa, b] y tiene un nimero finito
de discontinuidades, luego es integrablézeh]. Se define ldongituddey por

b

() = [ V')

a

2.5 (Curvas equivalentesDos curvasy: [a,b] - C y o: [c,d] — C se dice que sorquivalentes
cuando existe una aplicacidn [c,d] — R cumpliendo

= ¢ e Cl([c.d])
= ¢/(u) >0 paratoda € [c,d]
= ¢(c)=a ¢(d)=b
y tal queyo ¢ = 0. En tal caso se dice también qo@s unaeparametrizaciorey.

Dos curvas equivalentes tienen la misma traza, mismo puoitialiy mismo punto final.

2.4. Integral curvilinea

Seay: [a,b] — C un camino yf : y* — C una aplicacion continua. Definimositgtegral de f a lo
largo del caminoy como el nUmero complejo

Observemos qué— f(y(t))y’(t) es una funcién de variable real con valores complejos que est
acotada y solamente puede tener un nimero finito de discadites, luego la integral de la derecha
es la integral que ya hemos definido antes.
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En lo que sigue notarema@¥y*) el espacio vectorial complejo de las funciones complejasi-co
nuas ery*.

2.4.1. Propiedades

1. Siy:[a,b] = Cy o [c,d] — C son caminos equivalentesfye C(y*) se verifica que
jf(z)dz :ff(z)dz
% o

En efecto, puesto qug = o* la integral def a lo largo deo esta definida. Por hipotesis existe una
aplicaciond € ¢*([c,d]) con derivada positiva que transforrftad] en [a,b] y tal queyo ¢ = o.
Tenemos asi que

> t=0(9
Jf(z)dz = !f(v(t))v (ot = [dt - q)’(s)dS} B
)
S RCENIACCIICES
b ia)

d
= [f(o(s)a’(9)ds = | f(z)dz

2. Dados dos caminog o y una funcion complejd continua ery* Uc* se cumple

[ t@dz=[fzdz+ [ f()d
. y [¢)

y+0o
En efecto, por las definiciones dadas

b+d—c
[t@dz= [ f(y+o)v)(y+o)()d =
" b+d—c

3. f f(z)dz = —f f(z)dz. Es de comprobacion inmediata.
. y
-y

4. Acotacion basica

<max{|f(2)|: zey* }L(y)

[ f@)dz
Y
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En efecto

<

—c

b
[ vy O] < [Fvo)]ly©ld <

f f(z)dz
y

<max{|f(z)|: zey'} | Iy (O] dt =max{|f(z)|: ze y"}L(y)

O—o

5. Linealidad. Se verifica que la aplicacioh— J"y f del espacio vectorial'(y*) enC es una forma
lineal.

6. Permutacion del limite uniforme y la integral. Si { f,} es una sucesion de funciones continuas
eny* que converge uniformemente gha una funcionf, se verifica qud es continua ey* y

Iimf fn(z)dz = j f(z)dz
v

Y

En particular

[ <§: fn(z)> dz = i[ fr(2) dz
n=1

Y n=1y

siempre que la serie converja uniformementg’en
Esto es consecuencia inmediata de la desigualdad

J(h@ - 1(2))dz

Y

<maxX{|fa(2) — f(2)|: z€ Y} E(y)

ffn(z)dszf(z)dz
v v

El céalculo de una integral curvilinea es inmediato si se cenma primitiva de la funcién que
integramos.

2.6(Regla de Barrow para integrales curvilinea88aQ C C un abierto, f una funcién continug
enQ y supongamos que hay una funciére (Q) tal que F(z) = f(z) para todo zc Q. Sea
y: [@,b] — C un camino cualquiera ef (esto esy* C Q), entonces

[ f@dz =F(y(b) = F (v(a)

Y

Demostracion. Supongamos en primer lugar ques un camino regular, es degjrtiene derivada
continua erja, b]. En tal caso la funciéh(t) = (F oy)(t) es derivable efa,b] con

(1) =F'(y®)y' (1) =f(y®)y'(t)  (tefab])

Por lo que

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



2.4.2 Existencia de primitivas 71

Supongamos ahora gyes regular a trozos. Entonces existe una particion delaltea, b, a =ty <
t1 < - <th_1<t,=bde formaquey = Yiit ] esuna aplicacion de clagg. Teniendo en cuenta
lo antes visto resulta que

k—1Tk

n

[t@dz = Zn:j f@)dz=>" (F(v(t) —F (Vi(te-1))) =

Y kilyk k=1
=S (F(v(t) ~ F(v(t1))) = F(v(b)) — F (v(a))
k=1

(5]

como pretendiamos demaostrar.

2.4.2. Existencia de primitivas

De la regla de Barrow se deduce inmediatamente el siguiestétado.

2.7 (Condicion necesaria para la existencia de primitivé&.)una funcion continua f en up
abierto Q admite una primitiva erf2, entonces la integral curvilinea de f es la misma pa
todos los caminos e que tienen los mismos puntos inicial y final. En particulargtodo
camino cerradg/ enQ se verifica qucffy f(w) dw=0.

=

a

2.8 Proposicion.La funciéon suma de una serie de potencias no trivial tienenpivas en el
dominio de convergencia de la serie. En consecuencia, ur@adn analitica en un abierto tien
localmente primitivas.

1%

Demostracion.Supongamos quk_ - Ca(z—a)" es una serie de potencias no trivial. Seau domi-
[oe]

nio de convergenciay pare Q sead(z) = ch(z— a)" la funcion suma. Se deduce del lethd0
n=0

que la serlez n—”l(z— a)"*! tiene también como dominio de convergerRizEl teorema de deri-
n>0
vacion de series de potencias nos dice que la funEi@m = > , F”l(z— a)™? es una primitiva

ded enQ.

Volviendo al ejemplo del principio del capitulo, sé@) = % paraz € C*. Tenemos que

T
1. .
j f(2)dz = j E|e't dt =2m #£0
c(0.1) -
luegof no tiene primitiva erC* (cosa que ya sabiamos). Pero vimos en el Capitulo Feseanalitica

enC* con lo cualf tiene primitivas localmente. Esto pone de manifiestoejyeoblema de existencia
de primitivas es un problema global no local
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El anterior corolario nos dio una condicion necesaria aexistencia de primitiva de una funcion.
Esta condicién es también suficiente. El siguiente lema aseles.

2.9 Lema.Dos puntos cualesquiera de un dominio se pueden unir mediara poligonal con-|
tenida en el dominio.

Demostracién.SeaQ un dominio. Filemos un punte Q y seaW el conjunto de los puntas= Q que
pueden unirse coa por medio de una poligonal €. EvidentementeaeW. SibeW y D(b,r) C Q,
es claro qu®(b,r) Cc W; pues sze D(b,r) podemos afiadir a una poligonal@mue unea con b el
segmentdb, Z] (que esté contenido en el disbgb, r) y, por tanto, e2) y obtenemos asi una poligonal
enQ que unea con z Esto prueba qué/ es abierto. Veamos que también es cerrado relati¥o3ea
ceWnNQ. Comoce Q tiene que haber up > 0 tal queD(c,p) C Q. ComoceW tiene que haber un
puntozp € D(c,p/2) NW. Entonces tenemos qi¥ zy, p/2) C D(c,p) luegoD(z,p/2) C QY, por lo
antes visto, se sigue qEzy,p/2) C W'y, comoce D(z,p/2), concluimos que<W lo que prueba

queW =WnQ, es decirW es cerrado relativo &. Por conexion concluimos qi& = Q.

2.10(Caracterizacion de existencia de primitivaSga f una funcion continua en un abiefo
Se verifica que f tiene primitivas éhsi, y solo si, la integral de f sobre todo camino cerrafo
enQ es nula.

Demostracion.Basta ver la condicién suficiente. Supongamos que la iftdgrasobre todo camino
cerrado e es nula. Podemos suponer sin pérdida de generalida@ gseun dominio.

Fijamos un puntag € Q. Dadoz € Q, seay; cualquier camino eQ cuyo punto inicial se@p y
cuyo punto final sea (dicho camino existe en virtud del lema anterior).

DefinimosF(z) = f f(w)dw. Veamos que esté bien definida, esto es, no depende del cgmino
Yz

Seag, otro camino erf2 con punto iniciakzg y punto finalz. ConsideremoBE = yz{L (ioz) =V o,
I" asi definido es un camino cerrado®@nlLa hipétesis afirma que

j w)dw = j dw+j w)dw = j f(w)dw

Oz
70‘2

conlo cualf w)dw = f w)dw y F esté bien definida.
Yz
Seaa € Q. Dadog > 0, por continuidad dd existed > 0 de forma queD(a,0) C Q y para
w € D(a,0) se cumple quéf (w) — f(a)| < e.

Paraze D(a,d) \ {a} tenemos quéa,Z* € D(a,3) y I =y, + [z,a — ya €S un camino cerrado en
Q porlo quef f(w)dw = 0, de donde se deduce que

)
[ fwydw— [Fw)dw = | f(w)dw

Yz Ya &z

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



2.4.3 Ejercicios resueltos 73

Asi, paraz € D(a,9) \ {a} tenemos que

j dwj w)dw — f(a)(z—a)
F@-F@)-f@@)z-a) v

Z—a Z—a

ff(w)dwff(a)(zfa) ff(w)dwfff(a)dw j(f(w)ff(a))dw

Z—a Z—a Z—a

Y como|a,Z* C D(a,d) deducimos que

f (- t(@) o
_ 4 — <max{|f(w)—f(a)|:welaZ"} <e

Z—a

De lo anterior se sigue quees derivable eay F'(a) = f(a), esto esF es una primitiva dé enQ.

2.4.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto- Calcula f ) dz dondeP(z) es una funcién polinémica no constante.
C(a,R)

Ejercicio resuelto SeaA ={zeC:0<|z—al<r,a<argz—a) <P} (—-m<a <P<Lm. Su-
pongamos quéd es continua e, y que Zirg(zf a)f(z) =L € C. Pongamos para <t < J3,
. zeAr
yvi (t) = a+r €'. Prueba que

lim | f(z)dz=i(B—a)L

r—0
Yr

Ejercicio resuelto Seaf continua en el semiplano superiory tal que [iniz) = 0. Prueba que
Imz>0
siA > 0yIlRreslasemicircunferencia de centro 0 y raRicontenida en el semiplano superior,
entonces _
lim [e*f(z)dz=0

R0
Mr

Ejercicio resuelto Seana € C y g una funcion continua efize C : r < |z— a < R}, donde
0<r <R Sea{r,} = Rconr <r, <R Pruebaque

rmgo g(z)dz = f 0(z) dz.
C(arn) C(aR)

Ejercicio resuelto Integrando la funciér : C — C dada por:

h(z) = ;1 Vze C*, h(0) =i
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a lo largo del camino formado por la yuxtaposicion del segmesr,r] y de la semicircunfe-
renciay, de centro O y radio contenida en el semiplano superior, deduce que parartodd
se verifica que:

fﬂd _

—r

L
< —
r

2.4.4. Ejercicios propuestos

79. Calculaf? dz siendoy: [0,2] — C el camino dado por:
Y
. . 2it og<t«1
a)y(t) —t2 it b)y(t) =2t+it; c)yt) = { Ji44t—1) 1<t<2

80. CalculafRe(z) dz siendoy: [0,1] — C el camino dado por:
v

a)y(t) =t+it; b)y(t) = exp(2mit)
81. Calcula [ 2% dz siendoy = [i, 1+1,3+ 3i].
Y
82. Calculaf |z|zdz siendoy el camino formado por la mitad superior de la circunferenciaad
y
y el segmentd—1,1].

83. Seay: [a,b] —+ C un camino yy el camino conjugado dg Prueba que:
[f@dz= [TRdz (vfecy)
Y y

Deduce que sf es continua en la circunferencia unidad, se verifica que

Tiwa- [

C(0,1)

84. SeanQ c C abierto,f € #(Q) y y un camino cerrado ef. Prueba qu%f(z)f’(z) dz esun
y
ndmero imaginario puro.
log(1
85. Prueba que paraQr < 1, se tiene quej ongrz)
c(oyr)

dz = 0. Deduce que

21
jlog(l—i— r24+2rcosd)d9 =0
0

86. Seaf holomorfa en un abiert® c C y verificando que{f(z) — 1] < 1 Vz € Q. Justifica que

fI .
f f((zz; =0 paratodo camino cerragenQ.
Y
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1
87. SeanQ =C\ {i,—i}y f(2) = 1522 vz e Q. Justifica quef no admite una primitiva ef.

88. Seaf una funcion compleja continua definida en un abi€tdongamosi = Ref yv=Imf.
Supongamos quey Vv son diferenciables en un puna b) € Q. Justifica que es derivable en

I PR §
zo:a+|bS|,ysoI03|,plL%1@ j f(zydz =0.
Cl20.,p)

2.4.5. Version elemental del teorema de Cauchy

La utilidad del teorema anterior para probar la existeneigrimitivas es dudosa puesto que para
justificar que una funcion tiene primitivas en un cierto deimQ seria necesario comprobar que su
integral a lo largo déodocamino cerrado ef) es cero, lo que no parece nada facil en la practica. Afor-
tunadamente, hay teoremas que garantizan que bajo ciendigiones la integral de una funcién a lo
largo de cualquier camino cerrado es nula. Estos teoreroifeneel nombre de teoremas de Cauchy.
En ellos se considera un abiefdoy un camino cerradgenQ. Se suponen hipétesis adicionales sobre

Q o sobrey para concluir qug f(w)dw = 0 para toda funciori € H(Q).
v

2.11(Teorema de Cauchy—Goursat (19043¢a f una funcion holomorfa en un abiefdoaC C
y seal\(a,b,c) un triangulo de vértices.d, c contenido e, esto es,

A(a,b,c) = {pa+Ab+yc:p+A+y=1: pA,y=>0} CQ

Entonces

Demostracion.La demostracion que sigue fue dada por Pringsheim en 1934.

Llamemosy = [a,b,c,a], A=A(a,b,c) e | = f f(w)dw. El objetivo es probar que= 0. Para esto
y
consideremos los puntos medios de los lados

b+c a+c a+b
/I / /
a=— == 2

Podemos escribir en la forma

= [fwdw= [ fwdw+ [ fwdw+ [ fwdw+ [ fw)dw

¥ [a.c’b’a] [c'b,a’c’] [ac,b’a’] b clab']

Esta igualdad es cierta ya que hay caminos (los interioregagfulo) que estan recorridos en direc-
ciones opuestas luego las respectivas integrales se gmatdigura2.l).

Si llamamosl, J, J3,J4 a estas cuatro integralds,a una de las integrales de mayor moédulo de entre
ellas, yy1 = [a1,b1,c1,a1] al camino dd1, tenemos

1< 4l
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b

Figura 2.1: Esquema del camino de integracion

Repitiendo el mismo argumento para el trianglilo= A(ag,b1,c1) obtenemos una sucesiones de
triAangulosAn = A(an, bn, ¢n) y poligonalesy, = [an, bn,Cn, an] con la propiedad de qui, C Ap_1y

diametrdA,) = %diémetrcmn,l) = 2—1ndiémetrq§A)

o) = 0 -1) = 3 Y)

In-1] < 4]ln|

Seaa € (N, &n (existe puesto que estamos considerando la interseccidnadsucesion decre-
ciente de cerrados no vacios con sucesion de didmetrosrgente a cero en un espacio meétrico
completo). Claramente,€A(a,b,c) C Q. Pongamo9(z) = f(a)+ f'(a)(z— a) que es una funcion

polindbmica y por tanto tiene primitiva; Iuegﬁp(z) dz = 0. Podemos escribir por tanto
Yn

In:ff(z)dz:f(f(z)—f(or)—f’(u)(z—a))dz

Yn Yn

Dadoe > 0, por la derivabilidad dé ena existed > 0 de formaqu®(a,d) C Qy paraze D(a, )
se cumple que
1(2)— f(a) — F'(a)(z—a)| <&[z—q

Si diametrdA,) < & entonces\, C D(a,d). Tenemos por tanto
1] < 4% [In] < 4"(yn) maX{|f(2) — f(a) + /(@) (z—0)]: ZE W3} <
<A(yn)emax|z—a|:zeyn} <
< 4"el(yn) diametrgA,) =
1 1 .,
= 4”s%€(y) o diametrgA) =
= g/(y)didmetrdA)

de donde se deduce qll¢= 0 sin méas que hacer tender cero. Por tantd = 0 como queriamos

probar.

Un abiertoQ es undominio estrelladaespecto de un puniy € Q si el segmento que ureg con
cualquier otro punto d@ se queda dentro de, esto es|zp,Z* C Q paratoda € Q. Por ejemplo un
disco es un dominio estrellado respecto cualquiera de sutepu
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Por supuesto, cualquier conjunto convexo es un dominielisto respecto de cualquiera de sus
puntos, pero hay dominios estrellados que no son converogj@mplo el poligono que se muestra
en la figura2.2).

2.12 (Teorema de Cauchy para dominios estrelladd®gla funcion holomorfa en un dominio
estrellado tiene primitivas en dicho dominio.

Demostracion.Seaf € #H(Q) conQ un dominio estrellado respecto d¢ Buscamos una primitiva
de f y la forma mas intuitiva de definirla es

F(2) = f f (w) dw

[ZO$Z]

Vamos a probar qui asi definida es ciertamente una primitivafden Q. Puesto qu€ es un dominio
estrellado erzg la funciénF esta bien definida. Seac Q y p > 0 tal queD(a,p) C Q. Tomemos un
puntoz € D(a,p). Como todos los puntos del segmefd] estan contenidos el el segmento que
unezg con cualquiera de estos puntos también estara conteni@gen ser este estrellado. Por tanto
el trianguloA(zp, a, z) esta totalmente contenido €n(ver figura2.2).

Q

[

s
20

Figura 2.2: Dominio estrellado
Ahora el teorema de Cauchy—Goursat afirma que
[ fwdw=0
[ZOaZaaﬁzo]
Esta integral podemos escribirla como
[ fwdw+ [ fwdw+ [ fw)dw =0
[ZO*Z] [Zaa] [a,Zo]

esto es
F(2)—F(a) = f f (W) dw — f f(w)dw:ff(w)dw

(20,7 [z0.2] (a7

A partir de esta Ultima igualdad, siguiendo el mismo razaeato que utilizamos en la demostra-
cion de la caracterizacion de existencia de primitivas fgerema2.10), se prueba quE es derivable
enay F’(a) = f(a) lo que concluye la demostracion.

El teorema de Cauchy—Goursat y el teorema de Cauchy paranibenaistrellados permanecen
validos si suponemos quk es continua e y es derivable ef2 salvo en algun punta de Q.
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Aunque este resultado pueda parecer una generalizaci®@iatedos teoremas en realidad no es asi,
pues mas adelante probaremos quees continua e y holomorfaemQ \ {a} entonced también
es derivable eq.

2.13 TeoremaSeaQ un abierto,a € Q y f una funcion continua e y holomorfa erQ \ {a}.
Seal\(a,b,c) un triangulo contenido ef, entonces f f(w)dw = 0.

[a,b,c,a]

Demostracion.

Caso 1a ¢ A(a,b,c). En tal casa\(a,b,c) C Q\ {a} y se aplica el teorema de Cauchy—Goursata la
funcion f en el abiertdQ \ {a}.

Caso 2 El puntoa es un vértice del triAngulo. Por comodidad supondremosige@. Tomamos los
puntosc, = (1—p)a+ pb, b, = (1— p)a-+ pcparap €]0,1[. En este caso

[ fwdw= [ fwdw+ [ fwdw+ [ fwdw= [ fwdw

[aa b,c, d] [aﬂ Cps bPe a] [Cpﬁ b,c, CP] [Ca bpa Cps C] [aa Cps bpa a]

ya que las dos ultimas integrales son nulas por el caso 1.M@domaddulos y acotando tenemos

f f(w)dw| = f f(w)dw| <Kp(la—b|+[b—c|+[c—al)

(a,b,c,a [a.¢p. bp. @]

dondeK = max{|f(z)| : z€ A(a,b,c)}. Esta acotacion es valida para topltuego haciend@ — 0
obtenemos el resultado.

Caso 3 a esta en un lado del triangulo. Por comodidad supongamosegercsientra en el lado de
extremosay b. Consideramos los trianguldsa, b, c) y A(a, c,a), ambos se encuentran en el caso 2
luego la integral sobre su frontera es nula y, por tanto,tegial en la frontera del triAnguliya, b, c)

es también nula.

Caso 4 a esta en el interior del triangulo. Unimascon alguno de los vértices y obtenemos dos

triangulos que estan en el caso 3.
C C C
b
1) A7 ;
D ")
a=a €p b a @ b a b
Figura 2.3: Caso 2 Figura 2.4: Caso 3 Figura 2.5: Caso 4

Puesto que el teorema de Cauchy—Goursat es cierto supdionderivabilidad dé en un punto
o y el teorema de Cauchy para dominios estrellados se dedwapiéé podemos enunciar también la
siguiente version del teorema de Cauchy para dominiodlasios.
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2.14 TeoremaSeaQ un dominio estrelladoy un punto deQ y f una funcion continua ef y
holomorfa erQ \ {a}. Entonces f tiene primitivas .

2.15 Lema.Se verifica que

@ Widdw —0 siz¢ D(a,p).
Clap)

(b) f Wi_zdw =21 size D(a,p).
Clap)

Demostracion.Para el apartad@) consideremos un semiplano abigrt@ue contiene ®(a,p) y no

. L 1 . -
contiene al punta. La funciénw— —— es holomorfa el y ademasd es un dominio estrellado.

El teorema de Cauchy para dominios estrellados afirma queitaeion tiene primitivas ehl; luego
su integral a lo largo de un camino cerrado contenidd ecomo es la circunferenc@(a, p), es nula.

(b) Escribimos

1 1 1

1 |z—a]
= =(si——=<1]|=
w-z w-a-(z—a) w-a,;_ 2-2 |w—a
w—a
00

Wi—aé(vzv ) ZW an+1 (2.2

n=|

Fijamos un punta € D(a,p) y tomamosw € C(a,p)* arbitrario. Se cumple por tanto

lz—a |z—al
\w—a p

|z—al|" 1<|za|>n o
_— - _— = n
w—a"t p\ p
y Zan converge por ser una serie geomeétrica de rgzéma| /p < 1, deducimos, por el criterio
n>0

de Weierstrass, que la se@e? converge uniformemente €a,p)*. Podemos permutar por tanto la
integral y la suma de la serie con lo que obtenemos

<1

Puesto que

[ee]

1 n 1
f W—_ZdW:Z(zfa) j 7(W—a)n+1dw

C(a,p) n=0 C(a,p)
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—k+1

Lafunciénw— ——— es holomorfaerT\ {a} y tiene primitiva— (w—a) para cualquier

(w—a) k+1

1
k € Z conk # 1. Luego la integral f W dw = 0 parak > 1. Con lo cual
Clap)

1 - 1 1
| amtw=2ea" | ggmaw= [ gogows
Cap) n= Clap) Clap)
Tt
_ . t _ .
= j arpd a 7ap|e' dt = 2m

—Tt

como queriamos probar.

(5]

2.4.6. Analiticidad de las funciones holomorfas

El siguiente resultado es la clave para probar que todadaormlomorfa es analitica.

2.16(Formula de Cauchy para una circunferenctaga f una funcion holomorfa en un abierto
Q y supongamos que el disco cerrad@a, R) esta contenido ef. Entonces se verifica que

f(z) = %C(.[R) J\f—i")z dw  (zeD(a,R))

Antes de ver la demostracién observemos que esta es unaulBdda representacion” pues re-
presenta los valores de una funcién holomdrn todo un disco mediante una integral que depende
Unicamente de los valores de la funcién en la frontera deisse.destaquemos ademas que el radio
R que tomamos es cualquiera que cumpla la condibi@R) C Q, esto es, la férmula no depende de
la circunferencia que tomemaos.

Demostracion.ComoD(a,R) C Q, podemos tomap > R tal queD(a,p) C Q. Seaz € D(a,R) fijo
en lo que sigue. Definimos la funcign D(a,p) — C por

ow) = W1

92 ="1'(2)

Claramentg es continua ed(a, p) ya quef es derivable em. Ademagy es derivable en todo el disco

D(a,p) salvo quiza en el punta Podemos, pues, aplicageen el dominioD(a,p) la versién gene-

ralizada del teorema de Cauchy para dominios estrelladogrma2.14 con lo que obtenemos que

g tiene primitiva enD(a,p) y, en particular, f g(w)dw = 0. Teniendo en cuenta el lema anterior,
C(a,R)

W £ Z

deducimos que pame D(a,R) es

B flw—-f(2 f(w) 1 B
0= f —— S dw = f S dw (2 j ———dw =
C(a,R) C(a,R) C(a,R)

= | T v — f(2)2m

w—z
C@aR)
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y despejandd (z) en esta igualdad obtenemos la formula de Cauchy.

Observacion

Observa que st ¢ D(a,R) entonces podemos tomar> R tal queD(a,p) C Q y ademas ¢
)

. f -
D(a,p). La funcionw — W—W es holomorfae®(a,p) y el teorema de Cauchy para dominios estre-

llados implica que
fw) 5
f S—dw=0 (z¢D(aR)
C(a,R)

deQ. Sea

Para0 < R < p, definamos

cn:% f #dw (neNU{0})
C(a,R)

Entonces para todoe D(a, p,) se verifica que

f(z) = i:cn(z— a)"
n=0

En consecuencia la funcién f es analitica®@ry

T om w—a)n+l
C(a,R)

donde la integral no depende de R.

2.17(Teorema de Taylor.5eaQ un abierto enC, f una funcién holomorfa e y a un punto

pa=dist(a,C\ Q) =inf{|z—a| : zeC\ Q} (Pa=+00siQ=C)

f"(a) = n f(f&dw (neNU{0})

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Demostracién. Es suficiente probar que se verifica la igualdad(con los coeficientes, dados
por (2.3 en cualquier disc®(a, R) C Q con 0< R< pa. Sea, pues, & R< p; conlo queD(a,R) C Q.

En virtud de la formula de Cauchy para una circunferencierters que

f(2) = — j T Gy zeD(a,R)

T om wW—z
C(a,R)
Tomamog € D(a,R), fijo en lo que sigue, y escribimos
(w) f(w) ) 1 _ (s |z—a|
w-z w-a-(z-a) w-a;_ Z-@a lw—al
w—a
fW) o=/ z—a\" — f(w) N
B w—azo(w—a> :ZO(W—a)““( 3
n= —

<1)

(2.6)
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2.4.6 Analiticidad de las funciones holomorfas 82

SeaK = max{|f(w)| : weC(a,R)*}. Tenemos que
[f (W)l
|W* a|n+1

K o n
lz—a" < B <|2Ra|) =an  paratodov € C(a,R)*

n

Como la seriez (u) es convergente puesto que se trata de una serie geométriaade
n>0 R

menor que 1, el criterio de Weierstrass afirma que la 6eonverge uniformemente &a,R)*,

luego podemos permutar la suma con la integral obteniendo

1 f 1 0 f n
(0= [ aratv—gs | (Zﬁﬁ“”)“:

C(a,R) C(a,R) \n=0

(2 f (w) n
= ori f w—a) dw | (z—a)
n=0 C(a,R)
lo que concluye la demostracion ya quera un punto fijo pero arbitrario é»(a, R).

Observa que el teorema anterior nos dice que la serie dertg/foconverge por lo menos en el
disco mas grande centrado@y contenido erf) y que su suma edicho discaesf. Por tanto, el radio
de convergencid, de la serie de Taylor deena es mayor o igual qup, (R= +o00 Si pa = +00),
pero puede ocurrir quR > pa.

2.18 Corolario. Sea f una funcién entera. Entonces la serie de Taylor de fagaen cualquier
punto converge en tod0 y su suma es igual a f.

El teorema de Taylor pone de manifiesto la gran diferenciahgyeentre la derivabilidad en el
campo real y en el campo complejo. En el campo real podemes tera funcion que sea continua
pero no derivable; derivable pero sin derivada continua;laseC! pero no dos veces derivable, etc.
Esto es, con notacion que se explica por si sola

C)2DY 1) 2 20%(1) 221 2--- 2 (1) 2 FA()
En variable compleja esta cadena de conjuntos se reduce @0y #(Q) = FA(Q).

En particular, este resultado nos dice que si una funtitbene primitiva entonces dicha funcion
f es holomorfa puesto que es la derivada de una funcién hofaniwor tanto, para que una funcién
compleja tenga primitiva debemos exigir que sea holomondaglo continua como ocurria en el caso
real, aunque por supuesto esta condicion no garantiza dued&n tenga primitiva.

El siguiente resultado es un reciproco del teorema de Ca@thyrsat para un triangulo.

2.19(Teorema de Morera.peaQ un abierto y f una funcién compleja continua@nEquiva-
len:

(a) f es holomorfa e@.

(b) f f(w)dw = 0 siempre que el triangulf(a, b, c) esté contenido ef.

(a,b,c,a
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Demostracion.La implicaciéon(a) = (b) es el teorema de Cauchy—Goursat. Veamos entonces que
(b) = ().

Seazp € Qy R> 0 tal queD(zo,R) C Q. El disco es un dominio estrellado y ademas la integral
sobre cualquier triangulo contenido en él es cero. Esto eosife construir una primitiva

F(z)= f f(w) dw paraz € D(zo,R)
(0.4
F es una primitiva dé enD(zp,R), es decirF’(z) = f(z) para toda € D(zp,R) (la prueba de esto
es idéntica a la demostracion de la existencia de primiémadominios estrellados, ver teoreta?).

Luego f es en el discd(zo,R) la derivada de una funcién holomorfa y, por tanto, es ellamais
holomorfa en dicho disco; en particuldres derivable erp. De la arbitrariedad d&, obtenemos que

f es holomorfa eif.

2.4.7. Ejercicios resueltos

L . z+1
Ejercicio resuelto Calcula la integral f z(zz% dz donder >0, r # 2.

c(or) 4
S e’ cosz
Ejercicio resuelto Calcula f 1+ 2 ser

C(2+i,V2)
cosz dz
(@2+1)z—a(2+1)

Ejercicio resuelto DadoacC, |a| # 1, calcula la integralj
c(0,1)

Ejercicio resuelto Calcula las integrales:

€
a) j az—+22dz (a>0)
C(0,2a)

21
b) jlog|a+rét|dt 0<r<|a
0

Ejercicio resuelto Seaf unafuncién holomorfaen un disco de centro ceroy r&tiol. Calcula

1 f(w)
P j —= dw (zeC, |7 #1)
c(0.1)

Ejercicio resuelto Desarrollo limitado de Taylor. Seaf una funcién holomorfa en un abierto
que contengaB(a,r). Prueba que paratode D(a,r) y todoneN es:

dw

f(Z) :Zf(k)(a) (Zfa)k+ (Zia>n+l f f(W)

[ i — _g)n+1
e k! 211 can (W—2z)(w—a)

Ejercicio resuelto Serie binomial de NewtonSeaac C*. Justifica que

(1+z)a:1+ia(a—l)..r.ﬂ(a—n+1)zn (14 <1)
n=1 ’
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Ejercicio resuelto Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado eigehate la funcién
f, y calcular el radio de convergencia de la serie resultantada uno de los siguientes casos:

a) f(2) =log(z?—3z+2).
b) f(z) =arcserm
c) f(z) =log(1+V1+7%).

Ejercicio resuelto Seana,be C, a+# b. Definamosf (z) = log (gi

- b> paratoda e C\{a,b}.

a) Justifica quef es una funcién holomorfa €@ = C\[a, b]*.
b) Justifica que para todo camino cerrgdenQ se verifica que

1 1
f—z_adz = f—z_bdz
y y
c) Sia=i,b=1, calcula la serie de Taylor deenz= 0. Calcula el radio de convergencia de

dicha serie e indica dénde su suma es igual a

Ejercicio resuelto Seaf una funcién holomorfa en un abierfa Dadoac Q, justifica que hay
un discoD(a,p) C Q tal que

2\ (z—a)>l z+a
f)=f@+> g-”(T:*l)' f(Z””)(T) para todoze D(a, p)
n=0

Ejercicio resuelto Integrales tipo Cauchy.Seay un camino enC y ¢ : y* — C una funcion
continua. Prueba que la funcién: C\ y* — C definida por:

f(z) = de (zeC\Y")

w—2Z
%
es analitica y sus derivadas vienen dadas por:

e _ew
(

k! w— z)kt+1

dw  (zeC\y",keN).

2.4.8. Ejercicios propuestos

89. Calculaf%, dondey(t) = cost+lzsert, Yt e [-TL .

90. Seay=C(a,r) y b,ce C\ y*. Calcula todos los posibles valores (Je(z_(;ﬁ depen-
v

diendo de la posicion relativa de los punbog ¢ respecto dg.

91. Calculala integraljzgo—idz, paray =C(0,2), y=C(0,1/2), y=C(i/2,1).
v
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Seanf una funcién entera,b € C cona# by R> max|a|,|b|}. Prueba que

f(2) f(b)—f(a)
I (z—a)(z—h) dz = 2m b-a
COR)

Deduce que toda funcién entera y acotada es constante.

Para todaee C, z+# —i, definamosf (z) = log(i + z) (logaritmo principal).

a) Justifica quef es discontinua en los puntos de la forma i, conp < 0, y holomorfa en
Q=C\{p—i:p<0}

b) Halla la serie de Taylor dé centrada ezg = —1+i. Sead la funcion suma de dicha serie
definida, naturalmente, en su disco de convergencia. lipdicaqué valores dec Q se verifica

quef(2) = ¢(2).
Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado efgehade la funciorf, y calcular el

radio de convergencia de la serie resultante en cada uns dgldentes casos:

52
a) f(z2) = Zr 1
b) f(z) = co<(2).

c) f(z) =arctgz

Seao € C*. Justifica que hay una Unica funciérolomorfa erD(0, 1) tal que

zf'(2)+af(z) = ﬁz’ (zeD(0,1))

Justifica que hay una Unica funciéne #(D(0,1)) tal que exp—zf’(z)) = 1— z para todo
zeD(0,1), y f(0) = 0. Calcula la serie de Taylor decentrada en 0.

.- . 1
Prueba que los coeficienteg de la serie de Taylor def(z) = 1 5 7 centrada erz =
—-7—z
0 satisfacen las igualdadess = ¢1 = 1, Chy2 = Cny1 + Cqy para todon > 0. Calcula dichos

coeficientes de forma explicita descomponiendo la fraatéta en fracciones simples. Calcula

el radio de convergencia de la seE chz". La sucesior{c,} se llama sucesién de Fibonacci.
n>0

En cada uno de los siguientes casos, determinar si hay ug@fuhc H(Q) tal que para
todoneN se tenga qud (" (0) = a,. En caso afirmativo, encontrar todas las funciohesie
verifiqguen las condiciones pedidas.

a) Q=C ap=n

by Q=C ay=(n+1)!

c) Q=D(0,1) a,=2"n!

d) Q=D(0,2) a,=n"
Considera las funciones complejas dadas parazedd\ {—i,i} por:

f(z) = Iog(z—jr:); 0(z) =log(z—i) — log(z+1)

a) Estudia donde son holomorfas las funcioriesg.
b) ¢Donde coincidefi y g?
¢) Calcula el desarrollo de Taylor @ecentrado ez = 1.
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ne1 (140" = (1=0)"

d) Justifica que la seri® (—1) —

n=1

converge (absolutamente) y calcula

Su suma.

2 2
100. DefinimosF(z) = € j e " dw para todaze C. Prueba qué& es una funcion entera 'y que
(0.4
F'(z) = 14 2zF(z) para todaezeC.

101. Paraz # —1 seaf(z) = %<eZ %z) y f(0) =0.

a) Justifica quef es holomorfa en el abiertd\ {—1}.

b) Integra dicha funcién a lo largo de la frontera de la partelgsioD (0, R) que queda en el
primer cuadrante para calcular el valor de la integral

JrooSel”l>(
[ ax
X

102. Seaf una funcién holomorfa en un abie® y supongamos que(a,R) C Q. Prueba que

o ] txydy)
D(a,R)

f(a) =

2.5. Desigualdades de Cauchy. Teoremas de Liouville, de ert
sion de Riemann y de convergencia de Weierstrass

2.20(Desigualdades de CauchySeaQ c C un abierto, f una funciéon holomorfa e@, a un
punto cualquiera d& y R> 0 tal queD(a,R) C Q. Entonces para todo&N U {0} se verifica
que

donde MR) = max{|f (w)| : we C(a, R)*}-

Demostracién.Sabemos que

dw

fl@ 1 f f (w)
K 2m (w—a)k+l
C(a,R)

paraa € Q siempre quéd(a,R) C Q. Pues bien, tomando médulos y usando la acotacion basiaa par
integrales obtenemos

M(R)
Rk

f(w)

(w—a)k+l

TR

: WGC(a,R)*}ZT[R 1 max{|f(w)|: we C(a,R)*} =
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Es interesante comparar este resultado con el teoremaldelwvadio para funciones reales. El
teorema del valor medio nos dice que conociendo unakbtde la derivada de una funciipodemos
acotar el incremento de la funcion, esto es,

[h(x) —h(y)| < M[x—y]|

En el caso complejo, las desigualdades de Cauchy nos diescoquciendo una cota de la funcion
podemos acotar a sus derivadas. Veremos pronto que estasad@gades son las principales responsa-
bles de que la convergencia uniforme de sucesiones de hegimlomorfas implique que la sucesion
de sus derivadas también converja uniformemente.

A partir de las desigualdades de Cauchy es facil probar eiesite resultado conocido como
teorema de Liouville, aunque fue Cauchy el primero en estallo

2.21(Teorema de Liouville.)Toda funcién entera y acotada es constante.

Demostraciéon.Seaf una funcion entera acotada. Entonces existe una conswsitzgM de forma
que|f(z)] < M para todo numero complejoc C. El teorema de Taylor afirma que la serie de Taylor
de f converge & en todoC.

i 4O
f(Z) — Z f |(0)
n=0 ’

n

z paratodae C

n

Puesto que para tod®> 0 el discoD(0,R) esta contenido ef, las desigualdades de Cauchy para
a =0 conR > 0 arbitrario nos dicen que

0] _ur _w
< <o
n! R" R"
Tomando limite ahora cuand®— +oo obtenemosd (" (0) = 0 para cualquien > 1. Con lo cual la

serie de Taylor dé centrada en O se reduce al térmii@). Luegof(z) = f(0) para todae C, esto
es,f es constante.

Este resultado permite demostrar de forma sencilla el qeersece como Teorema Fundamental
del Algebra cuya primera demostracion diera Gauss en 1799.

2.22(Teorema Fundamental del Algebral)es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostracion.Seap(z) un polinomio con coeficientes complejos no constante. Quesever que
p(z) tiene alguna raiz eff. Razonamos por reduccion al absurdo, supongamope# 0 para

cualquierze C. Consideremos en dicho caso la funcida) = @ Dicha funcion es evidentemente
entera y acotada puesto quedim f(z) = 0. En estas condiciones el teorema de Liouville afirma que
f es constante, es decfr,es constante. Esta contradiccion nos dice jgzg tiene que anularse para

algunze C.
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2.23 Teoremala imagen de una funcion entera no constante es densa enra.@ambolica-

mente, si f¢ #H(C) es no constante entonceé&C) = C.

Demostracion.Supongamos que existe un puate C de forma quex ¢ f(C). Por definicion existe
p > 0 de manera quB(a,p) N f(C) = @, o dicho de otra formaf (z) — a| > p para cualquiez € C.

1 o .
T2 _a paraz € C. Es claro quey es una funcion entera'y ademas

f(@)

Construimos la aplicaciog(z) =

esta acotada puesto que

1 1
l9(2)] = 2 —a < 0

para cualquiez € C. El teorema de Liouville afirma quges constante, luego ha de serlo también
en contradiccién con la hipétesis.

2.24 Corolario.Si f es una funcién entera no constante y u, v son sus funcparesreal e
imaginaria, entonces
uC)=R vy v(C) =R

Demostracion. Por el teorema anterior, los conjuntogC) y v(C) no pueden estar mayorados ni
minorados. Puesto que ambos son conexd®,dss decir, intervalos, se sigue que deben ser iguales a

R

2.25(Teorema de extension de RiemanSganQ C C un abierto,a € Q y supongamos que f
es holomorfa e \ {a}. Equivalen:

(a) f tiene una extensién holomorfa(y es decir, existe una funciéng# (Q) tal que gz) =
f(z) para cualquier punto de g Q, z+# a.

(b) f tiene una extension continua €y esto es, existe d C(Q) tal que Hz) = f(z) para cada
ze Q\ {a}. Equivalentemente existe el Iimltg& f(2).

(c) f esta acotada en un entorno reducidoade

(@) lim(z—)f(2) = 0.

Demostracion.Es claro quda) = (b) = (c) = (d). Probemos, por tanto, qyd) = (a). SeaF (z) =
(z—a)?f(2) paraz# a, F(a) = 0. La hipétesis nos dice quiec #(Q\ {a}). Como

Sl UG
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deducimos qué& es derivable ex con lo cualF € #(Q) y F'(a) =0. SeaD(a,p) C Q aplicando el
teorema de Taylor y teniendo en cuenta gie) = F'(a) = 0 tenemos

F("(a) n
F(z) = Z —(z—a) para toda € D(a,p)
Sacando factor comdiz— a)? en la serie anterior, resulta que
F(2)=(z-a)*) ca(z—a)" 2= (z—a)*) cni2(z—a)"
n=2 n=0

F("(a)

igualdad valida parac D(a,p) C Q donde hemos notadp = o

paraze D(a,p),z#a

. De lo anterior se deduce que

f(@ =) cnalz—a)"
n=0
Definimos la funciérg: Q — C de la forma
g2 =12 parazeQ\{a}
g(a) =cz

Evidentementeg es derivable e (a,p), puesg es suma de una serie de potencias convergente en
dicho disco, en particulag es derivable em y, por tanto, es una extension derivable fdeomo

pretendiamos probar.

Por supuesto, este resultado puede enunciarse para unanfalecivable enQ excepto en un
namero finito de puntos de.

Observa que este resultado implica que si una funcién egatdégien un abierto excepto en un
conjunto finito de puntos del mismo, dicha funcién no puedeasetinua en dichos puntos, ni siquiera
puede estar acotada en un entorno de cualquiera de ellos.

2.26 Corolario. Si una funcién compleja es continua en un abidgdty es derivable e@ \ {a}
entonces dicha funcién es holomorfa@n

2.27(Férmula de Cauchy para las derivadaSeanQ c C un abierto, f una funcion holomorfa
enQyD(a,R) C Q. Entonces para cada@N U {0} se verifica que

fz 1 f f (w)
(

= W — Z)n+l
R)

= = ﬁc(a dw paratodo z= D(a,R)

Demostracion.Para cadac D(a,R) y weC(a,R)* tenemos que

1 1 1 1 |z—a|<l_°° 1 (z_a
w-z w-a—(z-a) w-a;_ Z-28 \|jw-a B — (w—a)"tt
w—a a
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Derivandok veces respectozesta serie de potencias y multiplicando pow) tenemos que

gk 1 k! © -1 2 k+1 n—
g (3 = O g = 103 N e

Por un razonamiento ya varias veces repetido, parazaBda, R) fijo, la serie anterior es uniforme-

mente convergente panec C(a, R)* por lo que podemos permutar la integral con la suma obteaiend

1 f(w) 1 — f (w) n
o ) w1 W Fg (zmchWdW) (z—a)""

C(a,R) (aR)

Por otra parte, derivandoveces la serie de Taylor decentrada eatenemos que paratode D(a,R)

es
IR . Y U S [ WA
(2 Z(n—k)! (Zni j (W_a)nﬂdw (z—a)
n=Kk C@aR)
lo que concluye la demostracion.

2.28(Teorema de convergencia de Weierstras®epQ C C un abierto, y{f,} una sucesion
de funciones holomorfas & Supongamos qufn} converge uniformemente en subconjunfos
compactos d€. Sea f: Q — C la funcidn limite puntual

f(z) = lIm{fa(2)} (ze Q)

n—-00

Entonces

(i) f es holomorfa erf2.
(i) Para cada natural k la sucesioén de las derivadas k-ésimﬁ,(k)} converge uniformemente
en subconjuntos compactos @ea la derivada k-ésima ® de la funcién limite.

Demostracion.

(i) Las hipotesis implican quees continua eQ. SeaA(a, b, c) C Q, puesto que la integral respeta
la convergencia uniforme [, b, c,a]* C Q es un compacto

[ f@az— |

(a,b,c,a (a,b,c,a

Ahora bien j fn(z)dz = 0 ya que, por hipétesis, € H(Q) para cualquier natural Luego

la,b.c.a]
[ f@az=0
[a,b,c,a

para cualquier triangul(a, b, c) contenido er. El teorema de Morera nos asegura dues holo-
morfa enQ.
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(i) SeaK C Q un compacto. Elijamos & p < dist(K,FrQ) y sea
H={ze C:dist(zK) < p}

Por la forma de definirlo es claro gtfees un compacto ik € H € Q. Tomemos un punto cualquiera
acK, entonced(a,p) CH C Q.

SeakeN. Aplicando las desigualdades de Cauchy a la funéiér) — f(z) en el discd(a, p) tenemos
ki, x
fa') (@) — f(@)| < g max{|fa(w) — f(w)|: we Clap)} <
ki,
< o max{| fa(w) — f(w)| : we H}

La convergencia uniforme dgfn} enH nos dice que dade > 0 existe un naturahg € N de forma
que paran > ng se cumple ma{ f,(w) — f(w)| : we H} < €. Deducimos que parma ng

£ (@) — f(k)(a)’ < e

Desigualdad que es vdlida para cualquier par&d con lo cual

max{| f¥ (a) — f(k)(a)‘ racK} < %s

De donde se deduce que la sucedié{i’ } converge uniformemente éqa f ).

2.5.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Seaf una funcién entera tal que:
|f(z2)| <A+B|Z° para todaeC con|zl > M

dondeA, B, a, M son constantes no negativas. Prueba fjes una funcion polinémica de grado
menor o igual que!.

Ejercicio resuelto Seaf una funcién entera no constante. Dade C, justifiquese que se cum-
ple alguna de las dos siguientes afirmaciones:

a) La ecuacionf(z) = w tiene solucion.

b) Existe una sucesiokz,} — « tal que {f(z,)} — w.

Ejercicio resuelto ¢ Puede existir una funciére A (C*) tal que| f(z)| > —= paratodae C*?

Vi

Co sen2z)
E I Icul :
jercicio resue to Calcula f -T2 19) dz
Cc(0,1)
o dw
Ejercicio resuelto Calculac(ofr) wW_aw_p" dondemeNy |b| <r < |a].
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Ejercicio resuelto Seaf una funcion entera. Para> 1 se define

dondeM(r) =max{|f(z)| : |z =r}. Demuestra qué es una funcion polindmica si, y sélo &i,
tiene limite finito entoo.

Solucién.

Supongamos qu&lirﬁ(r) =acR}y,yseaB>a. Por definicion de limite, existé >0, tal que

A(r) < B siempre que > K, y por tanto logV(r) < Blogr =log(rP), es deciM(r) <rB. Comof

[

(n)
es una funcidn entera, el teorema de Taylor nos dice quetgaoac C, f(z) = Z f n|(0> ,
n=0 '
. _ f0)] _ M(r) .
y teniendo en cuenta las desigualdades de Ca < o validas, por sef entera,

para toda > 0; deducimos que

B

fM©)| r
(><r—n (r>K)

n!

y, tomando limites para— +oo, se sigue qué("(0) =0 para toda > By, por tanto,f es una
funcién polinémica.

Supongamos ahora gdiees un polinomio de gradg y seaa, #0 su coeficiente lider. Entonces,

f(z . L . .
comozim(—zz =1, se sigue, por definicién de limite, que exikte- 0 tal que, para todee C

1 |f(z] 3 ,
K,es=<|—Z| <2 :
con|z|>K,es= < ‘ < =, de donde se sigue que

log(|an|/2) +nlog|z| < log|f(2)| < log(3[aa|/2) + nlog|Z]
y deducimos que, pata =r >maxK,1}, es
log(]an|/2) 4+ nlogr < logM(r) < log(3|an|/2) + nlogr.
Dividiendo por log > 0, obtenemos:

log(an|/2)
logr

FNn<A(r) < an
logr

lo que implica que limA(r) =n. ©)
r—+o0
Ejercicio resuelto Prueba que la serE e "ser(nz) converge uniformemente en subconjuntos

n>1
compactos d€ = {zeC : |Imz < 1} y calcula su suma.

Ejercicio resuelto Prueba que la serie

1+Z ZZ(ZZ+ 1)([?2+22) . (ZZ+ nz)

112
= n+1)!]

es convergente para todg su suma es una funcién entera.
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2.5.2. Ejercicios propuestos

103.
104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

Prueba que toda funcion entera que no tome valores realesstmote.
Seaf una funcién entera verificando:

f(z) = f(z+1) = f(z+1), vzeC.
Prueba qud es constante.

Seanf y g dos funciones enteras cuya composicion es constante. gQueede afirmar sobre
fyg?.

Seaf € H(D(0,1)) tal que |f(2)| <
todoneN.

1%2' (]2l < 1). Prueba que f(M(0)| < e(n+ 1)! para

Seaf una funcién entera tal qui(z) = f(f(z)) paratodaeC. ¢ Qué puede afirmarse &

Calcula la mtegralj 5 paray=C(1/4,1/2), y=C(1,1/2), y=C(2,3).

e dz
-2
Calculala mtegralji

1

Dadon € N, calcula las siguientes integrales:

f S::Zdz; f ez;neizdz; j IOZ%Zdz

c(0,1) c(0.1) C(1.3)

paray=C(0,1/3), y=C(1,1/3), y=C(0,2).

. - . 1 -
Se considera la sucesion de funciones dada pay = - ser(nz). Justifica qu€ f,} converge
uniformemente efR pero no converge uniformemente en ninglin subconjuntotatderC.

. z" L
Probar que la sen{j T converge e(0,1) y que su suma es una funcion holomorfa.
n>1

Seaz fn una serie de funciones holomorfas en el diB¢6, 1) que converge uniformemente
n>1
en conjuntos compactos. Sea

=Y o  (I4<1)
k=0

Justifica que

i(f}nkzk> Z@Cn,k)zk (<1

n=1 k=0
Prueba que para cada nimero natkral serie de potenciaz Lz” tiene radio de
< kn(n+1)+1

convergencia 1. Sef la funcién suma de dicha serie. Prueba que la sucddignconverge
uniformemente e®(0, 1) y calcula la serie de Taylor centrada en 0 de la funcién limite
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115. SeanQ un abierto erC, {f,} una sucesion de funciones continuagdenC y f una funcion
continua er. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) {fn} converge & uniformemente en subconjuntos compactoQde
b) Paratoda sucesida,} de puntos d€ convergente a un punzaleQ, la sucesiod fn(zn)}
converge & ().

116. SeanQ un abierto erC, {f,} una sucesion de funciones continuastdenC que converge a
una funcionf uniformemente en subconjuntos compacto§2d&eag una funcién continua en
C. Prueba que la sucesidgo f,} converge uniformemente en subconjuntos compactés ae
la funciongo f.

117. SeanQ un abierto erC y { f,} una sucesion de funciones @eenC. Prueba que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) {fn} converge uniformemente en cada compact@de
b) Cada punto d@ posee un entorno en el g§i&,} converge uniformemente.
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Capitulo 3

Propiedades locales de las funciones holomorfas

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a ver que en algunos aspectos lasriesd¢iolomorfas se comportan local-
mente de forma parecida a las funciones polinomicas. Elttebe, naturalmente, a que las funciones
holomorfas son analiticas y, por tanto, localmente, soitd8wniformes de sucesiones de funciones
polinémicas (sus polinomios de Taylor). Los resultadosgipiales de este capitulo son generalizacio-
nes para funciones holomorfas de resultados conocidosyas®nes polinémicas. Por ejemplo, es
sabido que si dos funciones polinébmicas de gradoinciden en un punto junto con sus derivadas has-
ta la de ordem inclusive, entonces dichas funciones son idénticas. Largéimacion para funciones
holomorfas de este resultado afirma que si dos funcionesioofas en un dominio coinciden ellas y
todas sus derivadas en un punto entonces ambas funcionie€rtioas (teorema.1).

El estudio del modulo de una funcion holomorfa lleva de formatural a introducir las funciones
subarmonicas. Los resultados hasta aqui obtenidos pdtmtasnes holomorfas se aplican para pro-
bar con comodidad importantes resultados para funciomedracas y, en particular, para resolver el
problema de Dirichlet para discos.

3.2. Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad

Es sabido que una funcion polindmigéz) tiene un cero de ordek en un puntoac C, si dicha
funcién y todas sus derivadas, hasta la de orklenl inclusive, se anulan ea y la derivada de
ordenk no se anula erm. Ademas, si una funcion polindmiga(z) tiene un cero de ordek en un
puntoa entonces dicha funcion factoriza en la forp@) = (z— a)*q(z) dondeq(z) es una funcion
polinémica que no se anula @nNo es posible extender este conceptodien de un cera funciones
reales no polinémicas.

Por ejemplo, la funcion real de variable real

f(x)=e ¥ Six#0
£(0) =0

es de clas€” enRR. Tantof como todas sus derivadas se anulan en 0. ¢ Debemos deditigne un
cero deforden infinito” ena=07?

Los ceros de una funcién polindmica son, evidentementepnjunto de puntos aislados €h
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3.2 Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad ®

Consideremos la funcion

g(x) =X sen; Six#0
9(0) =

Tenemos qug es de clasg?! enR y se anula en 0y en todos los puntos de la sucesjéal/nr Por
tanto, en cualquier entorno de 0 hay infinitos cerog,des decir el conjunto de los ceros gdiene a
0 como punto de acumulacion.

o

En contraste con esta situacion, vamos a ver que los cer@sdariciones holomorfas pueden
caracterizarse de forma parecida a los ceros de las fursggmi@émicas. El resultado principal es el
siguiente.

3.1 Teorema.SeaQ un dominio erC, f una funcion holomorfa ef® y sea
Z(f)y={zeQ: f(2 =0}

el conjunto de los ceros de f €éh Equivalen:

(a) Elconjunto Zf) tiene un punto de acumulacién &€ es decir, Zf)' NQ # @.

(b) Existe un punto & Q tal que f¥/(a) = 0 para todo ke NU {0}.

(c) f eslafuncién constante cero €n

Demostracion.

(a)=-(b) Por hipétesis hay algun pungoe Z(f)' N Q. Seap > 0 tal queD(a,p) C Q. Existe una
sucesion de puntas € D(a,p) cona, # a para todone Ny {a,} — a. El teorema de Taylor afirma
que

f(z) = f(a)+icn(z—a)” para toda € D(a,p)
n=1

(n
siendoc, = f_(a)
n!

En primer lugar, por la continuidad de tenemos qud (a) = lim{f(an)} = 0.
Volvemos a escribir la serie teniendo en cuenta fjae¢ = 0 y dividimos porz— a con lo que

f(2) _ & _ a1
= c1+ngzcn(z a) paratodaze D(a,p)\ {a}

Pongamosy; (z) = ch(zf a)"1, funcién que es holomorfa @d(a,p) y g1(a) = 0. Con ello
n=2
f(@

Ta c1+01(2)

QD

Evaluando era, obtenemos 6= ¢ + gi(an) y, tomando limites deducimos que

O0=ci+limgi(an) =c1+a1(a) =c1
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3.2 Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad P

Hemos obtenid@; = 0. Razonemos por induccion solkeSupuesto probado qug = 0 paraj =
1,...,k, podemos escribir

f(z '
j=k+2

)jfkfl

De nuevo llamamogy.1(z) = Z cj(z—a , evaluamos la igualdad anterior & a, y toma-

j=k+2
mos limites para obtener
0= Cr1+ lim Ok+1(an) = Cky1
luegock;1 = 0, por induccién, concluimos qug = 0 para todk € NU {0} como queriamos probar.

(b)=(c) LlamemosA = {zc Q: f(z) =0, para todd € NU {0} }. A no es vacio por hipotesis
y es inmediato qué es cerrado relativo @ puesto que es interseccion de cerrados relativos

A= ﬁ{zeQ: fW(z) =0}
k=0

Seaa € Ay tomemo9 > 0 tal queD(a,p) C Q. El teorema de Taylor afirma que

f(2) = i G (z—a)"  paratodaze D(a,p)

luego f(2) = 0 para toda € D(a,p) con lo cualf ¥ (z) = 0 para toda € D(a,p) y para cualquier
k € NU{0}. Esto tltimo implica qu®(a,p) C A, luegoA es abierto. Por conexidh= Q

(c)=(a) Es evidente.

Con frecuencia el resultado anterior no se interpreta ctameente. Considera los siguientes casos.

La funcion sez es entera y tiene infinitos cergs= nmt pero el conjunto de ellos no tiene puntos
de acumulacion.

L, 1 . 1
Lafuncion serJE es holomorfaen el domini@* y sus cerosrﬁ se acumulan en 0 quw pertenece
aCr.
A continuacion enunciamos uno de los resultados mas Uglés doria de funciones holomorfas.
Este resultado afirma, en particular, que los valores de wmadn holomorfa en un dominio estan

determinados de forma Unica por los valores que dicha fartcia en los puntos de una sucesién
que converja a un punto del dominio.

3.2 (Principio de identidad para funciones holomorfaSi)dos funciones holomorfas en un do-
minio Q coinciden en un subconjunto eque tiene algin punto de acumulacion@mntonces
dichas funciones coinciden €.

Demostracion.Seanf,g € H(Q) dondeQ es un dominio. Lliamemds= f — g. La hip6tesis nos dice
queZ(h)' NQ # @y, por el resultado anteridres idénticamente nula, esto €&) = g(z) paraze Q.
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3.2 Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad D

3.3 Corolario. SeaQ C C un dominio, fe #(Q) una funcién no idénticamente nula &n Sea
Z(f)={zeQ: f(2 =0}

el conjunto de los ceros de f €h Entonces:
(i) Todo punto de Zf) es un punto aislado de(Z).
(i) Z(f) es numerable.

Demostracion.

(i) Las hipétesis implican por el resultado anterior @@é) no tiene ningun punto de acumulacién en
Q,lo que implica la afirmaciéfi) del enunciado.

(i) Basta tener en cuenta que todo abiertdCe@s unidén numerable de compactos y qui s un
compacto contenido eR entonces el conjuntd(f) NK es finito.

3.4 (Orden de un ceroJeaf una funcion holomorfa y no idénticamente nula en un domgnip
supongamos quEtiene un cero en un punse Q. Como consecuencia del teorefha sabemos que
alguna derivada dé no se anula ea. Seak = min{n € N : f("(a) # 0}. Decimos entonces que
tiene ena un cero de ordeh.

El siguiente resultado pone de manifiesto que los ceros deunngn holomorfa permiten facto-
rizar dicha funcion de forma analoga a como factorizan lasiines polinémicas.

3.5(Caracterizacion del orden de un cer&¢a f una funcidn holomorfa no idénticamente npla
en un dominid2. Dado ac Q se verifica que f tiene en a un cero de orden k si, y sélo sigexist
una funcién holomorfa e, g, de forma que @) # 0y f(z) = (z— a)*g(z) para todo z= Q.

Demostracion.Supongamos que exisgeholomorfa erQ cong(a) # 0y f(z) = (z— a)kg(z). Toma-
mosp > 0 de tal forma qu®(a,p) C Q. El teorema de Taylor nos permite escripicomo suma de
su serie de Taylor

g(2) = Zan(zfa)“ ze D(a,p)
n=0

Se cumple queg # 0 puesto qug(a) # 0. Con lo cual

[

f(2=) an(z—a)™*  paraze D(a,p)
n=0

Ya que el desarrollo de Taylor de una funcién holomorfa esaiténemos qué(% (a) = 0 para todo
f M (a)

” # 0, esto esf (¥ (a) # 0. Hemos obtenido quétiene ena un cero de

0<qg<k-lyap=
ordenk.

Reciprocamente, seaun cero de ordek de f, es decir,

f(z) = ch(zf a)" paratodee D(a,p) CQ
n=k
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concy # 0. Consideremos la funcidn: Q — C definida por

g(a) = ¢«
f(2)

Q(Z)Zm ze Q\{a}

Claramentgy es holomorfa e \ {a} y como

[

92 =) c(z—a)"*  paratod@e D(a,p)
n=k
deducimos que es holomorfa e (a, p) y, en particular, es derivable @nLuegog es holomorfa en
Q. Ademas se cumple qUéz) = (z— a)kg(z) parazc Q y g(a) # 0.

3.6 (Regla de L'Hopital.) Sean fg dos funciones holomorfas no idénticamente nulas en un
dominioQ. Supongamos queg(d) = g(a) = 0 en un punto & Q. Entonces

f(@)

20hg(z)  2ag(2)

Demostracion.Por el anterior corolario, puesto qéieno es idénticamente nula, existe= N tal que
f(z) = (z—a)™F(z) conF una funcién holomorfa e@® cumpliendoF (a) # 0. Analogamente pamg
existen € Ny una funcion holomorfaef, G, de forma queg(z) = (z—a)"G(z) conG(a) # 0. Ademas
existe un disc®(a,p) C Q tal queg(z) # 0y g’(z) # 0 paraze D(a,p) \ {a}. Paraze D(a,p) \ {a}
tenemos que
m !
@ _(-a"@ @, mn
92 (z—a)"G(z) 9'(2)

Tomando limites para— a obtenemos:

= Sim=nelvalor comdn de ambos limites E$a)/G(a).
= Sim> nambos limites son nulos.

= Sim< nambos limites somo.

3.2.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Seaf una funcién entera verificando que liifz) = co. Prueba quef es
Z—00
una funcion polinémica.

Ejercicio resuelto Seanf y g dos funciones enteras no constantes verificand¢fqag < |g(2)|
paratoda € C. ¢ Qué se puede afirmar solirg g?.

Ejercicio resuelto Seaf una funcién entera no constante verificando gue)| = 1 para todo
ze C con |z = 1. Prueba quef es de la formaf(z) = az" donden es un nimero natural y
o = 1.
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3.2.2. Ejercicios propuestos

118. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe u@fui holomorfa en un entorno
del origen, verificando qu&(1/n) = a, para todo nimero naturalsuficientemente grande:

a) apn=0,an 1=1

1
b) agh=apn_1= —.
) @n = azn-1 on

c) -
& = n+1’

119. Seaf una funcién entera tal qugR) C R. Prueba qud (z) = f(z) para todae C.

120. SeaQ un dominio enC. Justifica que el anill#/(Q) de las funciones holomorfas €hes un
dominio de integridad, es decir, no tiene divisores de cero.

121. Seanf y g funciones holomorfas en un domintd Supongamos que hay una sucesiép}: de
puntos deQ que converge a un punge Q conan # ay f'(an)g(an) = g’(an) f(an) para todo
neN. Prueba que las funcionésy g son linealmente dependientes.

122. Seaf una funcién holomorfa en el disco unidad verificando §(@ = 0. Prueba que la serie
Z f(z") converge en el disco unidad y que su suma es una funcién hderodicho disco.
n>1

123. Da un ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio doajae coincidan en infinitos
puntos del mismo y no sean idénticas. Considera tambiénsel @a que el dominio no sea
acotado.

3.3. Funciones armonicas y subarmoénicas

3.7 Proposicion.Sea f una funcién holomorfa en un abiefdpa un punto d&€) y R> 0 tal que
D(a,R) C Q. Entonces

T
f(a) = %_[f f(a+Re')dt (igualdad de la media)
—T

esto es, el valor que toma f en el centro de una circunfereggia media de los valores qye
toma en la circunferencia. Ademas

T

|f(a)] < %_[f |f(a+Re")] dt (desigualdad de la media)

Demostracion.La férmula de Cauchy para una circunferencia nos dice que
1 f(z22 1 ¢ fa+rRe), _ 1 ¢ "
f(a) = — —~ =— | ——iRe'dt=— | f R
@=55 | 7oa=am) ma Red=5 ] farRE
C(a,R) —T —T

La desigualdad de la media se deduce directamente de laéglahterior.
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3.3.1. Funciones subarmonicas. Principio del maximo

3.8 Definicion.SeaQ C C un abierto. Una funcioh : Q — R continua e se dice que esubar-
monicaenQ si verifica la desigualdad

Tt

%[j(b(a-i— RdY)dt

—Tt

o(a) <

siempre qud(a,R) C Q.

Segun acabamos de ver en la proposi@dhel mddulo de una funcidon holomorfa es una funcion
subarmonica.

3.9 (Principio del maximo para funciones subarmoénicaddna funcién subarmoénica en un do-
minio que alcanza un maximo absoluto es constante.

Demostracion.SeaQ C C un dominioy se@ : Q — R una funcion subarménica €. Supongamos
que existea € Q tal qued(a) > ¢(z) para cualquiez € Q. Definimos

A={z€Q:0(2) = (a)}
Es claro queac Ay queA es cerrado relativo 8. Seab € Ay R> 0 tal queD(b,R) C Q. Podemos
escribir
U ciry
0<r<R

Para probar quB(b,R) C Ay, por tanto, qué es abierto veamos que cada circunfere@glar)* se
queda dentro dA.

Para cualquiera de las circunferendidb, r)* tenemos
1 T
= < = it
0(a) = o(b) < 2n£¢(b+ré )dt

luego
~ [ (6@ —0(b+rd))dk <0

Pero la funcion (real) que estamos integrando verificajqag— ¢ (b+ré'!) > 0 para todd € [T, 11
puesto qué alcanza e un maximo absoluto. Como la integral de una funcidn positvauede ser
un namero negativo, deducimos que

0= f o(b+ré)) qua o(b+reh)| ot

y como la funcion que integramos es continua, esta iguafdptidga que
d(a)—d(b+ré')=0 paratodd e[

Obtenemos asi que+r €' € A para todd € [, 11, escrito de otra form&(b,r)* C A. Concluimos
queA es abierto y, por conexion, qée= Q

Teniendo en cuenta que una funcion real continua en un cdmplanza un maximo absoluto,
del resultado anterior se deduce facilmente el siguierntgao.
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3.3.1 Funciones subarménicas. Principio del maximo 102

3.10 Corolario.SeaQ un dominio acotadod : Q — R continua enQ y subarmoénica eif.

Entonces
max{$(2): zc Q} = max{d(2) : zeFrQ}

esto es, el maximo dese alcanza en la frontera de.

Principios del médulo méaximo y del médulo minimo

3.11(Principio del moédulo méaximo.)Jna funciéon holomorfa en un dominio cuyo médulo g
canza un maximo relativo es constante.

Demostracion.SeaQ un dominio,f € #H(Q). La hip6tesis nos dice que exisies Q, p > 0 tal que
D(a,p) cQy|[f(a)] > [f(2)| paraze D(a,p).

Sabemos quf (z)| es una funcidn subarmonica € Aplicando el teorem8.9a¢(z) = |f(2)| en el
dominioD(a, p) obtenemos quéf (z)| es constante eld(a,p). Por la proposicion.31, sabemos que
si el mddulo de una funcion holomorfa en un dominio es comstantonces la funcion es constante.
Deducimos asi qué es constante eD(a, p). Aplicando el principio de identidad, teorer@&, con-

cluimos quef es constante en todo.

3.12(Principio del médulo minimo.Una funcién holomorfa en un dominio cuyo médulo alcan-
za un minimo relativo distinto de cero es constante.

Demostracion.SeaQ un dominio, f € #(Q). Por hip6tesis existemy € Q y p > 0 de forma que
1
)’
Es claro quey € H(D(zo,p)) puesto que (z) # 0 paraz € D(zo,p). Ademas el modulo dgtiene un
maximo absoluto e®(zp,p) porque

D(zo,p) C Qy0< |f(z0)| < |f(2)| paraz e D(zo,p). Definimosg : D(zg,p) — C comog(z) =

1 1

|g(20)| = |f(ZO)| > m = |g(Z)| IS D(ZOap)

Por el principio del médulo méaximg es constante ed(a,p), luego también lo e$. Por el principio
de identidad se sigue gudees constante eq.
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3.13 Corolario. SeanQ C C un dominio acotado, f Q — C una funcion holomorfa e® y
continua erQ. Entonces se verifica:

(a) |f| alcanza su maximo en la frontera €k es decir,

max{|f(2)|: ze Q} = maxX{|f(2)| : ze FrQ}

(b) Si f no se anula ef@ entonces el minimo dé| también se alcanza en la frontera, es degir,

min{|f(2)|: ze Q} = min{|f(2)| : ze FrQ}

(c) Sif noes constante gy |f| es constante eRrQ entonces f se anula en algin punto fe
Q.

Demostracion.Puesto qu& es compacto yf| es continua y toma valores realés, debe alcanzar
un minimo y un maximo absolutos €h

(a) Si|f| alcanza el méximo en un punto interior, el principio del médoaximo nos asegura que
es constante eQ y, por continuidadf es constante eR, en cuyo caso se verifica la igualdad del
enunciado.

(b) Si|f| no se anulay alcanza el minimo en un punto interior entonaeslprincipio del médulo
minimo f seria constante y volvemos a concluir como en el apartagoiant

(c) Sif no se anula e entonces, segin acabamos de Véralcanza su minimo en la frontera al
igual que su maximo. Puesto que, por hipétedises constante en la frontera, deducimos que
el minimo y el méaximo déf| enQ coinciden y, por tantd,f| es constante. Luegbtambién es

constante en contra de la hipotesis.

3.3.2. Funciones armonicas

3.14 Definicion.SeaQ C R? abierto,¢ : Q — R una funcién de clase€? en Q. Se dice que es
armonica erf) si para toddx,y) € Q se verifica
A
ox2

2
<x7y>+%<x,y>=o

Representaremos pai(Q) al conjunto de todas las funciones armoénicafen

Observa que aungue los nombres “subarmdnica” y “armonigafian parecidos, los conceptos
gue definen son totalmente distintos, puesto que ser “sulvacaf se define por una propiedad global
que involucra un promedio integral, mientras que ser “aiioadres una propiedad local pues viene
expresada por medio de derivadas parciales.

En lo que sigue vamos a considerar y a dar respuesta a lasrgiggicuestiones:

= ¢ Estoda funcién armoénica de clag&?
= ¢ Verifican las funciones armdnicas la igualdad de la media?

= ¢ Es armonica toda funcion continua que verifique la igualdada media?
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Relacién entre funciones arménicas y funciones holomorfas

3.15 ProposiciénSea fe #(Q) y llamemos u= Ref, v=Im f. Entonces w son arménicas e
Qyademasw e C*(Q).

Demostracion.Razonemos por induccion. SBala afirmacion siguientélas partes real e imagina-
ria de toda funcion holomorfa ef son funciones de clag@ enQ” .

P, es cierta porqud es holomorfa eQ y su derivada, gracias a las ecuaciones de Cauchy—
Riemann, viene dada por
ou .dov ov .ou

- + | — = — — | —
ox ox oy oy

Pero, en virtud del teorema de Taylor, sabemosfduielve a ser holomorfa e, luego su parte real
e imaginaria son continuas.

fl=

Supongamos que la propiedad es cierta pafeplicamos la hip6tesis de inducciénfae #(Q),

ou du ov 0 .
entonces—u, —u, —V, il son funciones de clage’(Q), esto esy,ve C"(Q).
ox’ dy’ ox’ dy
De las ecuaciones de Cauchy—Riemann obtenemos
u v
x T~ ay | ooy _o oy 2
ou  ov ox2  ox\ay/) oay\ox/)  0y2
dy  ox
luegou es armadnica. El calculo es analogo para

3.16 ProposicionSea u una funcion arménica €h. Entonces la funcion

. ou .ou .
f(x+iy) = = (xY) —I@(X,y) x+iy € Q

es holomorfa ef2. En consecuencia toda funcion armoénica es de ct&se

Demostracion.Comou tiene derivadas parciales de segundo orden continuasgsuadhs parciales
de primer orden son diferenciables. Ademas se cumplenlesenes de Cauchy—Riemann péara

i @ = g — @ or seru armonica
ox \ox/  ay\ oy P

g (ouy 0 ou 2
5 <&> =-3 ( ay) por seru de claseC

Acabamos de probar que la parte real de cualquier funciéoniatfa es una funcién armaénica.
¢Es cierto el reciproco? Es decir, si tenemos una funciédrdcad en un abiertdQ ¢ existe una
funcién f holomorfa erQ tal qued sea la parte real d&? En general esto no va a ser cierto y el que lo
sea va a depender de las propiedades topologicas del aigfisiguiente resultado es una primera
aproximacion a este problema.
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3.17 Proposicion SeaQ un dominio erC y supongamos que toda funcién holomorfaetiene
primitiva enQ . Entonces toda funcién arménica €nes la parte real de una funcion holomorfa
enQ (la cual es Unica salvo una constante aditiva).

Demostracion.Seau una funcion armoénica e. Por la proposicion anterior la funcién

. ou .ou
f(X+|y) = a/(xay) - Ia/(xay)

es holomorfa e®. Por hipétesis existe € H(Q) tal queF’(z) = f(z) paraze Q.
Llamemosu= ReF, V= ImF. Resulta

FI(@) = G 000) 15 0cy) = T i) = Sy~ 15 0y)

deducimos que = u tiene derivadas parciales nulas en el dom{ip por tanto es constante, es decir,
u= 0+ A para algun\ € R. Concluimos quel = Re(F +A).

Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy para dominiosadt®podemos enunciar.

3.18 Corolario. Toda funcién armonica en un dominio estrellado es la paré de una funcién
holomorfa en dicho dominio.

3.19 Corolario. Una funcién u es arménica en un abiefsi, y sélo si, para todo disco @, R)
contenido er® existe una funcién holomorfa en dicho discoef# (D(a,R)), tal que Ux,y) =
Refa(x+iy) para todo x+iy€D(a,R).

Este resultado implica quecalmentdas funciones arménicas son partes reales de funciones ho-
lomorfas. Esto nos proporciona una herramienta muy Ut pdotener propiedades locales de las
funciones armdnicas. El siguiente resultado es un ejengbstb.

3.20(lgualdad de la media para funciones armonicdsa} funciones armadnicas verifican la
igualdad de la media. Esto es, dados W(Q), ac Q y R> Otal queD(a,R) C Q entonces

u(a) = %[ f u(a+ Ré')dt

Demostraciéon. Tomemosp > 0 tal queD(a,R) C D(a,p) C Q. La funciénu es arménica eB(a, p)
que es un dominio estrellado luego exigte # (D(a, p)) de forma quei(z) = Reg(z) paraze D(a,p).
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Ahora bien las funciones holomorfas verifican la igualdathdeedia

T

g(a) = %{ [ g(a+Re)t

—T

Tomando partes reales en ambos miembros de la igualdadicoosique

Tt I
u(a) = Reg(a) = %{j Reg(a+ Ré')dt = %_[ f u(a+ Ré")dt

Hasta ahora hemos respondido afirmativamente, sin mucheresf a dos de las preguntas que
nos planteamos al definir el concepto de funcién armoénida, &5 hemos visto que toda funcion
armonica es de clagé™ y verifica la igualdad de la media. Responder a la Ultima pregrequerira
un poco mas de trabajo.

3.21(Principio de extremo para funciones armonica8da u una funcion arménica en un dp-
minio Q y supongamos que u alcanza en algun punt@den extremo relativo. Entonces u ¢s
constante ef.

Demostracion.Puesto que si es armonica lo es tambiéru, no es restrictivo suponer que el extremo
deu sea un maximo relativo.

Sea, puesa € Q un maximo relativo del.. Seap > 0 tal queD(a,p) C Qy u(z) < u(a) para todo
zeD(a,p). Acabamos de ver que las funciones armonicas verifican &dgd de la media luego, en
particular, toda funcion arménica es subarménica. Podeplazar, por tanto, el principio del maximo
parafunciones subarmonicas a la funaid@n el discd(a, p) y deducimos qua es constante en dicho

disco. Sed (x+1y) = %(x, y) —ig—;;(x, y) para(x,y) € Q. Puesto que es armdnica, sabemos que la

funcion f asi definida es holomorfa eé@. Lo anterior implica quef (z) = 0 para todaz € D(a,p)

luego, por el principio de identidadl(z) = 0 para toda € Q. Por tantog—g (x,y) = g—;

todo(x,y) € Q, lo que implica quel es una funcidon constante €ncomo queriamos probar.

(x,y) =0 para

La funciénu(x,y) = x? — y? es arménica eiR?, no idénticamente nula, y se anula en las rectas
y = +x. Esto nos indica que no podemos esperar un principio deiddehpara funciones armoénicas
tan bueno como el que conocemos para funciones holomorfas.

3.22 (Principio de identidad para funciones armonicaSean u y v dos funciones armoénicps
definidas sobre un domini@ tales que el conjunto donde coinciden tiene interior no eagi
Entonces ambas funciones coinciden sobre @@do

Demostracion.Consideremos la funcidm—v € 4(Q). La hipotesis afirma que existe algin puato
interior al conjunto
A={zeQ:u(z)=Vv(2)}

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



3.3.3 El problema de Dirichlet para discos 107

Tomamosp > 0 de forma queD(a,p) C A con lo cual se cumple qu&(z) — v(z) = 0 para todo
ze D(a,p), luegou— v es constante (igual a cero) Bxja, p), en particular, todo punto de(a,p) es
un extremo relativo da— v. El resultado anterior afirma entonces guev es constante (igual a cero)

enQ, es decirpy vcoinciden em.

3.23 Corolario. SeaQ un dominio acotado, u una funcién arménica @ny continua enQ.
Entonces u alcanza el maximo y el minimo en la fronter@gdesto es,

max{u(z) : z€ Q} = max{u(z) : z¢ FrQ}
min{u(z) : z€ Q} = min{u(2) : z€ FrQ}

En consecuencia si v es armdnica @ncontinua enQ y coincide con u erfrQ, entonces \
coincide con u en tod@.

Demostracion.Ya queQ es acotadd es compacto. Por sarcontinua e tiene que alcanzar ed
un méaximo valor y un minimo valor.

Si el maximo (o el minimo) se alcanza en la frontera hemosaaltaliEn caso contrario, se alcanza
en un punto interior y, por tanta,es constante luego también se alcanza en la frontera.

Para la segunda afirmacion, tenemosu € 4(Q) N C(Q), por hipétesisy(z) — u(z) = 0 para
cualquierze FrQ. Luego
max{v(z) —u(z):z€ Q} =0
min{v(z) —u(2):ze Q} =0

con lo cualv — u es idénticamente nula &, es deciru(z) = v(z) paraze Q.

3.3.3. El problema de Dirichlet para discos

El corolario anterior afirma que una funcidon armonica estérdeénada de manera Unica por los
valores que toma en la frontera de un dominio acotado. Ssigd Bamadgoroblema de Dirichlet

Dado un dominid distinto deC y dada una funcion continuf: FrQ — R, ¢existe una
funciond armodnica emQ y continua e2 que coincide cop enFrQ?

Para dominios acotados, por lo que acabamos de ver, la &Goldeieste problema, si existe, es
Unica. Por supuesto la existencia de solucién depende de séa® . Vamos a resolver el problema
de Dirichlet para el caso de q@esea un disco.

El siguiente resultado es una sencilla extension de refmdtaonocidos (ver el ejercicio resuel-
to 55).
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3.24 Lema.Sea f una funcién continua & a, R) y holomorfa en Da, R). Entonces

(a) f f(z)dz =
C(a,R)

1 f(w)
(b) Paratodo zD(a,R) se verifica que (z) = 2— j W—
C(a,R

3.25(Integrales tipo Cauchy.Seay un camino er, ¢ : y* — C una funcidn continua. Entonces
se verifica que la funcion hC\ y* — C dada por

o(w)

wW—2z

dw

h(z) =

es holomorfa el \ y*.

Demostracion.Seaa € C\ y* y seap = dist(a,y*) > 0. Probaremos qule admite un desarrollo en
serie de potencias centradaawélido en el discd(a, p). Fijemosze D(a, p). Tenemos que

1 1 1 1 1 O /z—a\"
= = = z—al<|w—a
w—z (w—a)—(z—a) w—ajg_ z—a Wag(wa) (I | < )
w—a B

Usando el criterio de Weierstrass, se prueba facilmentdaggerie

n

Zd) (w— a”Jrl

n>0

. w . .
converge unlformemente\%(—)z cuandow € y*. Permutando la integral con la suma de la serie se
tiene

h(z) = Z (I % dW) (z—a)" ze D(a,p)
v

Hemos probado asi qumees analitica e \ y*.

(5]
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3.26(Férmula de Poisson.pea f: D(0,1) — C una funcién continua eB(0,1) y holomorfa
en D(0,1). Entonces para todoz D(0, 1) se verifica que

f(z) = %{f{Re(gt ii) f(et)dt

En particular, si es (z) = Ref(z), entonces para todoz D(0, 1) se verifica que

u(z) = %{f{ Re(ji +§) u(et)dt (3.1)

Demostracion.Filemosze D(0,1). Por el lem&3.24b) tenemos que
T om
c

f(w)
w—1/z

no se anula e®(0,1). Ademas dicha funcion es continua®(0,1). Por el lema8.24a) tenemos que

1 W)
T om j Wfl/idW
c(0,1)

La aplicaciénw — es holomorfa e®(0,1) porque al sef1/Z = 1/|z| > 1 el denominador

Por tanto podemos escribir:

- () £ (4 )

z Z

<1+eit—_z+eT_z>f(e't)dt o f[1+2Re<étz_z)] fet)dt =

,i z it 7& e't+z it
_ ZT[IHRe< 5 _z) f(&)dt = 2njﬂRe<e.t_z f(&h)dt

Finalmente, basta tomar partes reales en la igualdad enpeia obtener la segunda igualdad del
enunciado.

Q

La igualdad3.1 nos da la clave para resolver el problema de Dirichlet paseodi pues permite
calcular los valores de una funciéon arménica en el intembddco unidad conociendo sus valores en
la frontera.
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3.27 TeoremaDada una funcién continug: C(0,1)* — R, la funciénd : D(0,1) — R definida

por
f (elt+z) (€Y, |7<1
z)

para ze C(0,1)"

62 = o

es armonica en [, 1), continua erD(0, 1), coincide corp en Q0,1)* y es la Gnica funcion que
cumple estas condiciones.

Demostracion.Para probar qu@ es armoénica observamos que porgsena funcién que toma valores
reales podemos escribir pgea< 1

1 r e“+ i 1 +

Para probar qué es arménica e®(0,1) bastara probar que la funcion

211 wW—z W
c(0.1)
es holomorfa e®(0,1). Pero esto es claro pues

j"’ d+ fq’ (2 < 1)

La primera de las integrales es un nimero complejo, la segemtolomorfa por ser del tipo Cauchy.

Probaremos ahora qigees continua en 1. Usaremos que, en virtud de la formula de@omon
f(z) = 1, se verifica que

1 ¢ (el4z 1 ¢ 1—|z2
1= E[LRe(eit —Z> dt = E[Jn et ,Z|2dt (32)
Podemos, por tanto, escribir para< 1

T

o 152
wa¢u>§i[;tfﬁ

(6(e") — (1)) ct (3.3)
SeaM > 0 tal que|¢(z)| < M para todae C(0,1)*. Dadoe > 0, sead > 0 tal que
[6(¢")—o(1)| < 5 siempre quét| <3 (3.4)
En lo que sigue consideraremosD(0, 1) tal que
lz—1] < mm{senﬁ/z ser?é/z} (3.5)
Ahora, para® < [t| < Tttenemos que

. . 3.
@t 2| > [1-d|—[1-7 =2sert/2| — [1-7 >2serb/2— [1-7 > sen5/2  (3.6)
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Teniendo en cuenta la igualdac, tenemos que

1 ¢1-2% ., . 1 1-142 . @9
el U LR i CORCIEE

.ti 2
s<iij<n 1€ 2

(32
2Mdt <

9 2 2
G4 1 f 1-17° ¢ 1 1-1Z
il dt f

Jlet 22 T ) et

Gae M j 1-22  Goe M 1-12?
i < < f

et —z S2'n serfd/2 B

3t/ 3<tj<T
2(m—9%) & 4AM(1-|Z)

seRd/2 ~ 2 serd)2

™
<

=5+ —(1-12d)1+[2d)

N
=

Sea ahorag = € un punto cualquiera de la circunferenCi@, 1)*. Teniendo en cuenta la periodicidad
de la funcion que se integra, pdep< 1 tenemos

1 (€' 4zt A dt=s 4z o

L Re(842) (e LR (e
= = (t+s) _ € +z it
— ZHJSRe(eit —Z> ¢(e )dt = 2T[J]:[Re(eit —Z> ¢(Zoe )dt

Consideremos la funciéh : C(0,1)* — R dada porh(z) = ¢(zoz) para todoze C(0,1)*. Y sea
h:D(0,1) — R definida por

~ 17 glyz ,
h(Z>E[JRe(eit_Z>h(elt)dt, IZ <1

—T

h(z)=h(z)  paraze C(0,1)*

Segtin acabamos de probar se tienehjae= §(z0z) para todae D(0,1). En virtud de lo antes visto,
la funciénh es continua ea = 1, luego:

fim $(2) = lim §(z02) = lim hi(z) = h(1) = 6(z0)

Z—2g
l7<1 |z<1 lz7<1
Lo que prueba qué es continua ed.

Teniendo en cuenta que sies una funcion armdnicag;, b son ndmeros complejos, la funcién
z— u(a+bz) también es armonica, el resultado anterior se extiendefginlthd a un disco arbitrario.
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3.28 TeoremaSea a= C y R> 0. Dada una funcién continug : C(a,R)* — R, la funcién
0 : D(a,R) — R definida por

T

B |
P(z) = %{f Re(ﬁ%ﬁ_z) w(a+ReY)dt, zeD(aR)

=

U(2) =y(2) para ze C(a,R)*

es armoénica en [, R), continua erD(a, R), coincide conp en Oa,R)* y es la Unica funcion
que cumple estas condiciones.

Demostracion.Sea¢ : C(0,1)* — R la funcion definida po¢(z) = Y(a+ R2 para todas C(0,1)*.
Sea : D(0,1) — R la funcién definida en el teorema anterior. Se compruebkféote que la funcion

¢ :D(a,R) — R dada porji(z) = § (%) para todaze D(a,R) verifica todas las condiciones del

enunciado.

Estamos ahora en condiciones de resolver la Gltima cuegi®planteamos al definir las funciones
armonicas.

3.29 Teorema.Toda funcién u Q — R continua y que verifique la igualdad de la media, [es
decir,

u(a) = %{f u(a+Rée")dt

siempre qud(a,R) C Q, es armdnica e .

Demostracion.SeaD(a,r) C Q. Por el teorema anterior existe una funcidarmdnica erD(a,R) y
continua erD(a, R) que coincide com en la frontera del disco, es deditz) = u(z) paraze C(a,R)*.
Veamos quer y U deben ser la misma funcion.

Consideremos las funciongs- uy u— U. Dichas funciones son subarmonicad¥a, R) (puesto
que tantdl comou verifican la igualdad de la media) y continuasi¥a, R). El principio del maximo
para funciones subarmonicas afirma que el maximo lo debanzdc en la frontera. Pero

max{U(z) —u(z) : ze D(a,R)} = max{U(z) —u(z) : ze C(a,R)*} =0

min{U(z) —u(z) : ze D(a,R)} = —max{u(z) —G(z) : ze C(a,R)*} =0

Concluimos quet = G enD(a,R), luegou es armdnica eB(a, R). Como esto es cierto cualquiera sea
el discoD(a,r) C Q, concluimos quel es armonica e ya que ser arménica es un concepto local.
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3.4. Comportamiento local de una funcidon holomorfa: teoreras
de la aplicacion abierta y de la funcion inversa

3.30(Teorema de la aplicacion abiertdJ)na funcion holomorfa y no constante en un domip
es una aplicacion abierta.

(0]

Demostracion.Seaf : Q — C una funcidn holomorfa no constante(y un dominio. Tomemod
abierto erQ. Probaremos qué(U) es abierto.

Seawp € f(U) y seazp € U tal quef(zp) = wp. El puntozg es un cero de la funcién no constante
z+— f(2) —wp y debe ser un cero aislado de dicha funcién. Luego existe orerap > 0 de forma
queD(zo,p) C U y paraz € D(zo,p) \ {zo0} se tiene qué (z) # wpo.

C(ZOa p)*

f(C(z0,p)")

LlamemosA = min{|f(z) —wp| : z€ C(zo,p)*} y veamos quéd(wg,A/2) C f(U). Razonamos
por reduccion al absurdo. Supongamos que existeD (W, A/2) tal quew ¢ f(U). Sea

09 - 13

— zelU
Z)—w

La funciong asi definida es holomorfa éh, ademas
1 1 2

19(z0)| = [Wo—w] > A2 A
Paraz € C(zp,p)* tenemos que
00 = e = :
[f@)—wl  [f(2)—wo— (W—wp)| ~
1 1 1 2
< B < =73
[f(z) —wo| —lw—wo| ~A—|w—wo| A—=A/2 A

Hemos probado que en el centro del diBdao, p) C U el médulo deg toma un valotg(zo)| > 2/A
mientras que en la frontera de dicho disco toma valores mempre ZA. Esto contradice el principio
del médulo méaximo que afirma qugl debe alcanzar su maximo &{z,p) siempre en la frontera.
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3.31 Lema.Dada una funcion £ #(Q), se verifica que la funciéngQ x Q — C dada por

gzw = TETW sy
9(z,2) = f'(2) z=w

es continua e x Q.

Demostracion.SeaG = {(z,w) € Q x Q: z# w} que es un conjunto abierto €nx Q. La restriccion
deg a dicho conjunto es evidentemente continua, lugge continua efs. Los Unicos puntos donde
debemos probar la continuidad geson los de la forméa, a) paraa € Q. Veamos que es continua
también en dichos puntos.

Dadog > 0 por la continuidad dé’ existed > 0 tal queD(a,8) C Q y paraz € D(a,d) se tiene
que|f’(z) — f'(a)| < €. Veamos que dichd cumple la condicion de continuidad payaesto es, si
|lz—al <o

w—a| < 5} = |9(zw) —g(a,a)| = |g(zw) — f'(a)| <€

Siz= wla desigualdad anterior se reduce a la continuidaff dSupongamos entonces g w son
puntos erD(a, d). Escribimos

1

j f/(€ j '(1—t)w+t2)(z—w)dt

w2z
f@-fw) _ (o
con lo cualg(z,w) = Y w ff 1—t)w+tz)dt. Ahora bien
0
1
g(zw)—f'(a) = f(f’((l—t)w+tz) - f’(a)) dt
0

tomando médulos

lgzw) - f'(a |<f|f (L-tw+tz) - /(@) dt <

puesto que el segmenfpw]* C D(a,8) y por tanto| f'((1—t)w+tz) — f'(a)| < & paratodd € [0, 1].

Este lema permite ahora demostrar de forma comoda el siguiesultado.

3.32(Teorema de inversion local$ea f una funcion holomorfa en un abief¥9a un punto de
Q en el que f(a) # 0. Entonces existe un abierto d Q que contiene al punto a verificAndose
que

(1) fesinyectivaen U ylaimager(d) =V es abierto.

(1) Lafunciéng = (fly)~*:V — C es holomorfa en V siendd’(f(z)) f'(z) = 1 para todo
ze U.
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Demostracion.Seag la funcion del lema anterior. Por hipétegi@, a) = f'(a) # 0. Seak = |f'(a)].
Puesto que es continua también lo ¢g, luego exist& > 0 tal queD(a,0) C Q, y paraz,w € D(a, )
se cumplég(z,w)| > A/2 > 0. Esta condicién implica que pazat wenD(a,d) es

@)~ 1w > 5z w @7

lo que prueba la inyectividad deenD(a,8). Ademagy(z z) = f'(z) # 0 para toda@e D(a,d).

Seal = D(a,9). Puesto qué es holomorfay no constante e el teorema de la funcion abierta
nos asegura quees abierta. En consecuendi@) ) =V es un conjunto abierto y, ademas, la funcion
¢ = (flu)~*:V — C es continua (lo que también se deduce inmediatamente dsitudéad 8.7)).

Falta probar la derivabilidad d¢. Seaw € V y tomemos una sucesion de numero complejos
{wn} enV conw, # w que converja av. La sucesiorz, = ¢(wn) € U converge & = ¢(w). Por la
inyectividad se tiene qug # z Ahora bien

OWo)— (W) _  Z-z 1 1
Wow  f@) -2 @)@ (@
Zh—z2
lo que prueba qué’(w) = f'tz) dondew = f(2).

Podemos preguntarnos qué ocurriria en el teorema de iGmdmsial sif’(a) = 0. Por ejemplo,
podemos considerar la funcién polindmit@) = z" cuya derivada se anula en= 0 dondef tiene
un cero de ordeny en cualquier entorno de cero la funcibioma cada valor exactamenteeces.
Este comportamiento de la funcidiiz) = z" en un entorno de cero da una pista de lo que sucede en
el caso general. Necesitaremos el siguiente lema de imgeré&s$ mismo.

3.33 Lema.Toda funcién holomorfa que no se anula en un dominio esttelteene logaritmos
holomorfos en dicho dominio. En particular, tiene raicetonaorfas de cualquier orden.

Demostracion.SeaQ un dominio estrellado y sebe #H (Q) tal que 0¢ f(Q). En tal caso la funcion
f'(2)
f(2)

dicha funcién tiene primitivas eQ. En virtud del teorema.49 sabemos que esto equivale a due
tiene un logaritmo holomorfo eQ. Es decir, existg € #(Q) tal que exgg(z)) = f(2) para todo
ze Q. DadomeN la funciénh(z) = exp(g(z)/m) es holomorfa e® y verifica que

(h(2)" =exp(g(z)/m))" = exp(g(2))) = f(z)  paratodae Q

es decirh es unaraiz m-ésima holomorfa enQ.

es holomorfa e y, en virtud del teorema de Cauchy para dominios estrel|s#osigue que

(5]

3.34(Comportamiento local de una funcién holomorf&¢aQ un dominio, a un punto d@ y
f una funcién holomorfa y no constante @nSea m el orden del cero que tiene en el puntp a
la funcion z— f(z) — f(a). Entonces existed > 0y € > 0 tales que Da,5) C Q y para todo
we D(f(a),e) \ {f(a)} se verifica que hay exactamente m puntos B(a,3), 1 < k < m, tales
que f(z) = w.
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Demostracién.Por la caracterizacion de los ceros de una funcién holonsatiamos que
f(z)—f(a) = (z—a)"p(2)

siendo¢ una funcién holomorfa e@ que no se anula en el purdpd(a) # 0. Tomemop > 0 de
forma queD(a,p) C Qy ¢(z) # 0 paraze D(a,p).

El lema anterior nos asegura gfigiene una raizn-ésima holomorfa en el disdd(a, p), esto
es, existag € H(D(a,p)) de forma quey(2)™ = ¢(z) paraze D(a,p). Llamemosh(z) = (z—a)g(2).
Evidentementé € H(D(a,p)) y verificaf(z) — f(a) =h(2)™.

Puesto quén’(a) = g(a) # 0 aplicamos el teorema de inversion locah & encontramos > 0
de forma queD(a,d) C D(a,p) y h es inyectiva eD(a,d). Ademas, como & h(D(a,d)) que es un
conjunto abierto por sérholomorfa (teorema de la aplicacion abierta), existe0 de forma que

D(0, ¥&) C h(D(a,3))

Tomemos ahorav € D(f(a),e) \ {f(a)} con lo cual O< |w— f(a)| < €. Sean{wy,...,wy} las
raices de ordem del nimero complejov— f(a). Todas ellas se encuentran en el dif@, V).
Puesto qu®(0, {/€) C h(D(a,3)) y hes inyectiva en el discD(a, 8), existen exactamente puntos
z1,...,Z € D(a,0) tales quén(z) = wi para 1< k < m. De todo lo anterior obtenemos

f(z) - f(a) = (h(z))" =w—f(a)
con lo cualf(z) = wparak =1,...,m. Finalmente, es inmediato comprobar que
{zeD(a,d): f(z2) =w} ={z,...,Zm}
es decir, no hay otros puntos Bifa, ) cuya imagen pof seaw.

Observa que el caso particular de este teorema para el caspadeo de orden 1 contiene parte
del teorema de inversion local.

3.35 Corolario. Sea f una funcion holomorfa en un abie€oy a un punto d€2. Equivalen:

(@ f'(a) #£0

(b) f esinyectiva en un entorno de a.

Demostracion.

(a) = (b) Es el teorema de inversién local.

(b) = (a) Sifuesef’(a) =0 entonces la aplicacién— f(z) — f(a) tendria un cero en de orden
al menos 2. El teorema anterior afirma que en estas condicfottena cualquier valor en un

entorno dea al menos dos veces, luego no seria inyectiva en contra deleesto.

En variable real una funcién derivable en un interdaton f’(x) # 0 para todo € | es inyectiva
enl. El reciproco no es cierto como lo prueba la funciés x3. En variable compleja acabamos de
probar que esto ocurre al contrario, una funcion holomaenfadtiva enQ tiene derivada no nula en
todo punto de2, mientras que el reciproco no es cierto como le ocurre a Eidoz — €.
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3.36(Teorema de inversion globaBea f una funcion holomorfa €» e inyectiva. Entonces
es una biyeccion biholomorfa desobre Q).

Demostracion.El corolario anterior nos asegura, gracias a la inyectéjidaef’(z) # 0 para cual-
quierz € Q. Puesto qud es inyectiva existe su inversa. El teorema de inversion loes garantiza
quef es localmente invertible de forma holomorfa, luggd es holomorfa erf(Q).

3.4.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Seaf € #(C) y supongamos que para caaC hay alguna derivada de
gue se anula en Prueba qué es una funcién polinémica.

Ejercicio resuelto Seaf : D(0,1) — C una funcion holomorfa y no constante. Se define

M(r)=maxX{|f(z)|:|z2 =r} (0<r<1).

a) Prueba que la funcidvl es estrictamente creciente.

b) Supuesto que hay un nimero natunatal que para todo €]0,1] esM(r) =r", deduce que
f(z) = az" paratoda@ € D(0,1), donden € C con|a| = 1.

Ejercicio resuelto SeanQ; y Q, dos abiertos del pland, € H(Q1) con f(Q1) C Q2, yu e
A(Q2). Prueba que la composicidr f es armdénica ef;.

Ejercicio resuelto Seau una funcién arménica en todo el plano y supongamos que Bxisie
meros reales positivog, b, tales quau(z) < a|log|z]| +b paratodazeC*. ;Qué puede afirmarse
deu?

Ejercicio resuelto Seaf una funcién continua en el disco unidad cerrado y holomanfate
interior, tal quef(z) = 0 para toda = exp(it) con 0< t < /2. Prueba qué(z) = 0 para todo
ze D(0,1).

Solucion.
La simetria del problema lleva a considerar la funcin) = f(2)f(iz) f (—iz) f(—z). Veamos
gueg se anula en la circunferencia unidad.

Seaz = d!, entonces:

a) Si—m<t < —1/2, esf(—z) = f(+V) =0.

b) Si—T/2 <t <0, esf(iz) = f(d+V2) =0.

€) Sio<t < 11/2, esf(z) =0.

d) Sim/2<t < esf(—iz) = f(€-Y2) =0.

Deducimos quey(z) = 0 para todaz € C(0,1)*. Comog es holomorfa ed(0,1), que es un
dominio acotado, y es continua Bxi0, 1); en virtud del principio del médulo maximo, sabemos

que:
max{|g(z)| : ze D(0,1)} = max{|g(2)| : ze C(0,1)*} =0

y concluimos que(z) = 0 para tode € D(0, 1).
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SeaO< p < 1,yz=+#0tal quelz < p. Puesto queg(z) = 0, se sigue qualguno de los niumeros
f(2),f(iz), f(—iz), f(—2) esigual a ceroy, comptiz| = | £ z| = |z| < p, concluimos quef
se anula en algun punto @0, p)\ {0}, es decir, sZ(f) es el conjunto de los ceros deen
D(0,1), hemos probado qued®(f)' ND(0,1). El principio de identidad implica qui(z) =0
para tode € D(0,1) y, por continuidad, concluimos quéz) = 0 para tode € D(0, 1).

También puede procederse como sigue: supongamos, razguarneduccion al absurdo, gtie
no es idénticamente nula &0, 1). Sabemos que en tal caso, como consecuencia del principio
de identidad, el conjuntd = {zeD(0,1): f(z)= 0} es numerable. Evidentemente:

{zeD(0,1):g(z)=0} = 4aU (i4)u(-A)U(-i4),

y, seguin hemos probadfzcD(0,1): g(z)= 0} = D(0,1). Lo cual lleva a contradiccion porque
D(0,1), que es un conjunto no numerable, no puede ser igual al donfuo (i) U (—4) U
(—i4) el cual es numerable por ser union finita de conjuntos nurterab

Ejercicio resuelto Seaf una funcion no constante, continua en el disco unidad cefrdmblo-
morfa en su interior, tal quéf (z)] = 1 siempre quéz| = 1. Prueba quef (D(0,1)) = D(0,1)

Sugerencia: Se@ = f(D(0,1)). Justifica quetl = UND(0,1).
Solucion.

Comof es holomorfa e®(0,1), que es un dominio acotado, y es continu@®¢@, 1); en virtud
del principio del médulo méximo, sabemos que:

max{|f(2)| : ze D(0,1)} = max{|f (2)| : ze C(0,1)"}

y concluimos quéf(z)| < 1 para todaz € D(0,1), es decit, f(D(0,1)) C D(0,1). Ademas,
como f no es constante, el mismo principio nos dice que ha défgey| <1 siempre que

|71 < 1; es decirid = f(D(0,1)) C D(0,1) (alternativamente: sabemos, en virtud del teorema de
la aplicacién abierta, quél es abierto y, al estar contenido en el disco unidad cerrade de
estar contenido en su interiby0, 1)). Hemos probado quél C 1N D(0,1).

Para probar la inclusién contraria, seee U N D(0,1). Por definicion de adherencia=
lim{wn} dondew, € U, es decirw, = f(z,) paraz, € D(0,1). Como la sucesiéfz,} es aco-
tada, en virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, poslesmgoner sin pérdida de genera-
lidad que es convergente (en otro caso bastaria sustipgrlana parcial suya convergente).
Sea, pues, lifz,} = z. Naturalmenteze D(0,1) y, por continuidad def, es f(z) =w. Ade-
mas, comdw| < 1, se sigue de las hip6tesis hechas, que ha digsefl.. Concluimos asi que
w=f(z)e f(D(0,1))=U.

Hemos probado quél = 1N D(0,1). Se sigue quell es abierto (teorema de la aplicacion
abierta) y cerrado relativo@(0,1) y, por conexion, ha de verificarse gde=D(0,1). Como
f(D(0,1)) es cerrado por ser la imagen continua de un compadty0,1)) > U=D(0,1),
deducimos qué (D(0,1)) 2 D(0,1) y, finalmente, concluimos qu&D(0,1))=D(0,1). ©

Ejercicio resuelto Seaf una funcién entera no constante y supongamos que hay un eaumer
complejoa # 1 tal quef(z) = f(az) para todaze C.

a) Prueba quef(z) = f(a"z) para todonc€Z y todoze C, y deduce que, necesariamente,
lof = 1.
b) Justifica que el conjuntfa” : n€Z} es finito y, por tanto, existme N tal quea™ = 1.

¢) Seam el menor nimero natural tal qu&" = 1. Justifica que hay una funcién entertal
quef(z) = g(z") paratodaeC.
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3.4.2. Ejercicios propuestos

124.

125.

126.

127.
128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Seaf una funcién holomorfa no constante en el diffa, R). Para O< r < R definamos
M(r) =maxX{|f(z)|:|z—a =r} A(r) =méax{Ref(2): |z—a =r}
Prueba que las funciones—» M(r) y r — A(r) son estrictamente crecientes. Si se suponefque

es una funcién entera no constante entonces Mifn) = lim A(r)=+ooc.
r—s+00 r—oo

SeaQ un dominio acotado del planoff,} una sucesion de funciones continuaey holo-
morfas erQ. Prueba que sif,} converge uniformemente en la frontera@¢ambién converge
uniformemente eQ.

SeanQ; y Q; abiertos del planog: Q; — C continua corg(Q1) C Qx y f € H(Qy) tal que
f/(z) # 0 Vze Q,. Prueba que sf o g es holomorfa ei2; también lo eg.

Seaf una funcién entera tal quiz) € R paralz| = 1. Prueba qué es constante.

Seanf,g:D(0,1) — C funciones holomorfas en el disco abierto unidad y contimmasl disco

cerrado unidad. Se supone que pafa= 1 se verifica queg(z) = f(z). Prueba qud y g son
constantes.

Seaf € H(C*) tal que Iiréwf (2) = ZIin f(z) = co. Prueba qué tiene un cero ef*.
z— L

Justifica que no puede existir una funciba #(D(0,1)) tal que para todev con |w| = 1 se
tenga limf(z) = oco.

Z—W
Seaf € #(D(0,1)) y verificando quef(z?)| > |f(z)| para todoze D(0,1). Prueba quef es
constante.

¢Verdadero o falso?

a) Sif e H(C)y Re(f) esta acotada entoncé®s constante.
b) Sife#(D(0,1)) y Re(f) esta acotada entoncé®sta acotada.

Describir las funcione$ holomorfas erC* que verifican Ii(r)n‘(z) =oo Y |f(2)| =1 siempre
z—
que|z =1.

SeaQ = {zc C:|Rez < 1,|Imz <1}, yseaf:Q — C una funcion continua ef@ y holo-
morfa enQ verificando quef (z) = 0 siempre que € Q y Rez= 1. Prueba qué(z) = 0 para
todoze Q.

Sugerencia: considera la funcigfe) = f(2) f (iz) f (—2) f (—iz).

Seaf una funcion polinébmica de grado> 1. Supongamos qué (z)| < 1 siempre quéz| = 1.
Pruébese qui (z)| < |z|" siempre quéz| > 1.

Seaf una funcion entera acotada en el conjunto de pufiResiZ) U (Z +iR). Justifica quef
es constante.

Seaf una funcién entera no constante. Dado un ndnperd0, definamos:
Eo={zeC:[f(9)) <p}, Fo={zeC:[f(9)|<p}

a) Prueba que la adherenciafges igual &.
b) Justifica que en cada componente conexa acotaHg loi@y por lo menos un cero de
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138. SeaQ = {zeC: |7 > 1},y f : Q — C una funcion continua e@, holomorfa erQ y que tiene
limite finito en infinito. Justifica que la funcidii| alcanza un maximo absoluto en un punto de
la circunferencia unidad y que, Bino es constante, la funci@ndefinida para todo > 1 por

o(r) =max{[f(z)|: |z =r}
es estrictamente decreciente.

139. SeaQ un abierto del planof € #(Q) y zp € Q. Prueba que en cualquier entorno zehay
f(b)—f(a)

puntosa, b tales quef’(z) = b a

140. Seaf holomorfa en un abiert®, ac Qy f'(a) # 0. Prueba que, para> 0 suficientemente
pequefio, se verifica que:
21 1
L —
f'(a) . )f(w)ff(a)

ar
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Capitulo 4

Forma general del teorema de Cauchy

4.1. Introduccion

En este capitulo pretendemos dar respuesta a los dos pesbdéguientes:

1. Caracterizar losaminoscerradog en un abiertd tales quef f(z)dz = 0 para toda funcior
y
holomorfa em.
2. Caracterizar logbiertosQ tales quej f(z)dz = 0 para todo camino cerradoen Q y toda

y
funcién holomorfaf enQ. Equivalentemente, caracterizar los abiertos en los quereca que

toda funcion holomorfa tiene primitivas.

Supongamos guges un camino cerrado en un abiefdy se verifica qug f(z)dz = 0 para cualquier

y
funciénf holomorfaer. Entonces, como caso particularzsis un punto que no esta @ra funcion

1 . .
W v— es holomorfa ef?, luego debera cumplirse que

1
——dw =0
w—z

Si ahoraf es una funcion holomorfae@y ze Q, la aplicaciéon

W%{uw)f(z) i

w—2z
f'(2) zZ=w

es holomorfa ei2 (pues es continua é® y holomorfa enQ \ {z} por lo que el teorema de extension
de Riemann nos asegura que es holomorfa en@dodebera ser

[lw=ta,,

w—z
Supuesto que ¢ y* tenemos que

f(w)—f(2 f(w) 1

121
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de donde 1 fw)
w
f(z) | ——dw=| —=dw
el
y y
Para el caso de quesea la circunferencia frontera de un disco contenid@ g1z pertenezca a dicho
. 1 : . . e
disco sabemos quﬁw—zdw = 211 por lo que la igualdad anterior es la conocida férmula de 8auc
y
para una circunferencia. En el caso general, la igualdaiannos proporciona una representacion
integral def conocidos sus valores sobre un cierto camino ceryado
Queda claro, por estas consideraciones, que para respitaeproblemas planteados debemos
. . 1
empezar estudiando la mtegrﬁlw—Z dw dondez & y*.
y

Seay: [a,b] — C una curva regular cerradazy? y*. Pongamos(t) = y(t) — z. Tenemos

1
= dw=
W—2z
Y

Esta igualdad nos indica que debemos buscar un logaritm@besr dec. Para ello es suficiente, por
sero derivable (ver proposiciofh.47), qgue encontremos un argumento continuaydes decir, una
funcién?d : [a,b] — R continua erfa,b] y 8(t) € Arg(a(t)) para todd € [a,b]. Supuesto encontrado
tal argumento continuo, definimgt) = log|o(t)| +i9(t). La funcion¢ asi definida es un logaritmo
derivable deo y

o'(t)

o' = G

lo que nos permite calcular la integral anterior sin mas qpliea la regla de Barrow

j—dw ¢(b) — ¢(a) =log|o(b)| +i9(b) —log|o(a)| —i9(a) =i(8(b) — 3 (a)) = i2km

paratodd < [a,b]

La ultima igualdad es consecuencia de §ge&) y 9(b) son argumentos del mismo nimero complejo
o(a) = o(b) luego su diferencia es un multiplo entero de 2

Hemos justificado la igualdad

1 d _3(b)-3(a)
21 J w— 2n
y
siendod (t) un argumento continuo dgt) — z

El nUmero enter& que aparece es intuitivamente el nUmero de veces que lacuodea al origen
0 equivalentemente el nUmero de vecesyjtaea al punta

Para formalizar nuestro razonamiento lo (inico que necesgigustificar es que la cunatiene
argumentos continuos. De esto nos ocuparemos a contimuacio

4.2. Indice de una curva cerrada respecto de un punto

4.1 Teorema.Toda curvay : [a,b] — C* tiene argumentos continuos. Es decir, exigte
una funcion?d : [a,b] — R continua y que verifica qué(t) € Arg(y(t)) para todo te
[a,b]. Ademas si9i, 9, son dos argumentos continuos geentonces se verifica qu
191(b) —191(&) = 192(b) —32(&).

D
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Demostracion. Definimos p = min{|y(t)| : a <t < b} > 0 y, por continuidad dey, sea
0> 0de formaque §5—t| < dentoncesy(s) —y(t)| < p. Seag=a<t; < --- <ty =bunaparticion
de[a,b] tal quety —tx_1 < 0 para 1< k < n. En cada puntg(tk) de la curva vamos a centrar un disco
Dk = D(y(t),p). Por la definicion d@, 0 ¢ Dy para ningurk y, ademas, por la eleccion dese tiene
quey(t) € Di paratk_1 <t < tx. De esta forma hemos cubierto la curva por una serie de digmnse
cortan dos a dos (ver figusal).

Figura 4.1: Construccion de un argumento continuo

Puesto que el discDy es un dominio estrellado que no contiene al cero existe waritogo ho-
lomorfo de la identidad, equivalentemente hay un argumemntinuo de la identidad, esto es, existe
para cad& una funciénAy : Dy — R continua cumplienddy(z) € Arg(z).

Consideramos ahora para cddd@y : [tk_1,t] — R dada pod(t) = Ac(y(t)) € Arg(y(t)). Defi-
nidad, debemos ajustdy, para que no perdamos la continuidad en el ptntBe la misma forma
debemos ajustdr; para no perder la continuidad enetc.

Para hacer esto llamemor®y = S (tk) — k1 (tk) y definimosd : [a,b] — R como sigue:

19('[)2'31('[) h=ast<ty
19('[) = '32('[) + 21T I <t<t
B(t) = I3(t) + 2r(my + mp) th <t<ts

() =9n(t) +2m(my+mp+---+mh-1) 1 <t<th=b
En general
k-1
B()=%(t)+2my mj  fei<t<t k=1,...n
j=1
Con ello es claro qu@ es un argumento continuo gen|a, bJ.

91(t) —92(1)

Ahora, si9; y 92 son dos argumentos continuosyden [a, b, entonces la funciéﬁT

es continua en el intervala, b] y toma valores enteros, luego debe ser constante, estasigkex Z
tal qued(t) = 92(t) + 2kmtpor lo queds(b) —91(a) = 92(b) —92(a).

Observacion

No hay que confundir un argumento continuo de una cyrean un argumento continuo en el
soporte dey. Asi, siy(t) = €', la funcion9(t) =t para—Tt <t < es un argumento continuo ge
pero en la imagey* = C(0,1)* sabemos que no hay ningun argumento continuo.

Naturalmente, si se conoce un argumento contidu@n un conjunto del plano que contenga al

soporte de una curwg entonces se dispone de un argumento continup dsabert — 9 (y(t)). Por
ejemplo, siy* "R, = @, entonces — arg(y(t)) es un argumento continuo ge
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El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

4.2 Definicion.Seay una curva definida en un intervala,b]. Supongamos que¢ y* y sead un
argumento continuo de la curya- z. Se define lavariacion del argumento de z a lo largo geomo
el numero

By(2) = 9(b) —9(a)

Cuando la curvg es cerrada, se defineiabice de z respecto decomo el nimero entero

Ay(2) _ 9(b)—3(a)

Indy(2) = om 2n

Geométricamented (t) es una medida del angulo que forma con el eje de abscisasneésty
que unez cony(t). Cada vez qugda una vuelta completa alrededoraen sentido contrario al de las
agujas del relop (t) aumenta eny sila vuelta es en el sentido de las agujas del f(bj disminuye
en 2. Por ello, como ya observamos antes, zirepresenta el nimero de veces que la cyregea
al puntoz teniendo en cuenta que vueltas alrededar ele sentido opuesto se cancelan.

El teorema anterior nos asegura que el indice esta biendiefjnno depende del argumento
continuo que escojamos.

4.3 (Propiedades del indiceDada una curva cerradg : [a,b] — C, la funcién definida parg
ze C\ y* por z+— Indy (z) tiene las propiedades:

1. Es continuay por tanto es constante en cada componengxaateC \ y*.

2. Vale cero en la componente no acotadatey*.

Demostracion.

1.Seazg ¢y"y p=min{|y(t) —zo| : a<t < b}. Tenemos que > 0 y D(zg,p) C C\ y*. Sea
z€ D(z0,p) fijo en lo que sigue. Podemos escribir

Observemos que

y(t)—z
‘1\/(0—20

Z— 2o
= <1
‘V(t) -2

b, \;/((:))7_22 € D(1,1), disco que esté contenido en el semiplano de la derecha
—1Z

donde el argumento principal es continuo.

luego para todo< [a,
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Seado un argumento continuo de la curya zg. Definimos

9(t) = o(t) +arg(yy(it>)_zzo>

Tenemos entonces qué asi definida es continua y ademas es un argumento de
y(t) — z Ahora, comod(b) — 9(a) = 9o(b) — do(a), resulta que Ingd(z) = Indy (zo) para todoze
D(zo,p). Hemos probado asi que la funciba: Ind(z) es localmente constante, luego es continua.

2.SeaR > 0 tal quely(t)| < Rparatodd € [a,b] y eljamoszy de modo que Rey < —R. Evidente-
mentezp ¢ y* y luego Rey(t) — zg) > 0. Hemos trasladado la curva al semiplano de la derecha. En
dicha region tenemos un argumento continuo, el argumeimtoipal. Definimos

3(t) =argy(t) — z0)
gue es un argumento continuoye zg y ademast(a) = 9(b), por tanto, Ing(zo) = 0.

Ahora bien,zg € {ze C: Rez< —R} que es un conjunto conexo no acotado contenid® &y*
y por tanto estd contenido en la componente no acotada\dg. Como el indice es constante en
componentes conexas deducimos que(nd= 0 para cualquiezen la componente conexa no acotada

deC\y".

Al comienzo del capitulo obtuvimos una expresién integehfddice de una curva respecto de un
punto, que vamos a recoger en el siguiente resultado.

4.4 Proposicion.Seay : [a,b] — C un camino cerrado y z un punto que no esta en su sopgrte.
Entonces

1 1

Demostracién.Sead un argumento continuo de la curya z. Entonces

o(t) =logly(t) —z[+i3(t)

es un logaritmo continuo dgt) —z Seaa=tp <t; < --- <ty = b, una particion del intervalfa, b]

de forma quey|, es derivable. Entoncés = |, es derivable y

K—11] k-1,

1 <t <tg

Integrando

n

o= > (6t~ ultr) =

b
11 10y 1
ﬁwaz W ﬁ! d =55

— Li®b)-9@)=Ind(2)
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4.2.1. Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminmgsano tiempo por lo que es
conveniente introducir la terminologia de “cadenas”. \dadenaes una combinacion lineal formal
con coeficientes enteros de caminos, es decir, una expiasiarforma

I =rmy1+my2+ - +Mgyq

donde cadg es un camino y caday es un entero. El simbolo+” que hemos escrito en la expresion
anterior no representa a la suma de funciones ni a la ywitafposle caminos, es una manera de decir
que la cadenk esta formada por varios caminos. Por ejemplo, podemosdemasila cadena

M =C(0,1)+C(i,2) — 2C(1+1i,1/2)

que esta formada por tres circunferencias, la Ultima de eltensiderada dos veces y recorrida en
sentido contrario.

Se define ademas sbportedel”, que notaremoB*, como

M =y1UyU---UYq
y lalongituddel” por

q
ory =" Iml ety
j=1

Por definicion, para integrar una funcién sobre una cadeimdesgra la funcion sobre cada uno de
los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales

ff(z)dz:imjff(z)dz

r =1 yj

Dadas dos cadendsy > = ki01 + --- + Kp0p entonces su suma es otra cadena compuesta por
todos los caminos que formany todos los que formah:

I +Z=myi+- - +Mgyg+KiO1+--- +KpOp

Evidentemente se cumple

[ f@dz=[t@dz+ [f(2)az
2z

r+z r

Es cierta también la acotacion basica, esto @4, simax{|f(z)| : ze I' *} entonces

f f(z)dz

r

<//(MHM

Como caso particular de cadenas tenemosildes Un ciclo es una cadena formada por caminos
cerrados. En el ejemplo anteribrera un ciclo pues estaba formado por circunferencias.

SiT es un ciclo se define el indice de un pung I * respecto & como la suma de los indices
del puntoz respecto a cada uno de los caminos que forman el ciclo.

q
Indr(2) =Y _mjIndy, (2)
-1
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4.5 Proposicion.Dado un ciclol, la funcién z— Indr (z) es continua, luego constante en com-
ponentes conexas @&\ I * y valeO en la componente conexa no acotada.

4.6 Definicion.Dos cadenaZ y I' se llamarequivalentesi para toda funcior continua erz* UT*
se verifica qug f (2)dz = [ (2)dz.

> r
4.7 Definicién.Dado un abiert@ c C y un ciclol" enQ, diremos qué esnulhomélogaespecto de
Q si el indice dd” con respecto a todo punto que no est&ers cero:

Indr(z) =0 paratodazec C\ Q

4.3. Forma general del teorema de Cauchy y de la férmula inte-
gral de Cauchy

A continuaciéon demostraremos el teorema principal detokpdue afirma que la integral de toda
funcion holomorfa en un abierto sobre un ciclo nulhomologgpecto de dicho abierto vale cero y
ademas establece una representacion integral de dichiariuhe demostracion que veremos es del
afio 1971y se debe a J. D. Dixon.

4.8 Lema.Dados un abiertd, una cadend y una funcién continua FQ x I'* — C, defina-
mos
h(z) = f F(z,w)dw para ze Q
r

Entonces h es continua €h
Si ademas para cadawT * la funcién K, : Q — C dada por k(z) = F(z,w) es holomorfa en
Q, entonces k& #H(Q).

Demostracion.Seazp € Q y sea sucesiofiz,} una sucesion de puntos feconvergente a@g. Tene-
mos que

Ih(zn) —h(z0)| =

jF(zn,w) —F(zo,w)dw| < (") ma&x{|F(zn,w) — F(zo,W)|: we "}
a

Como el conjuntoK = {{z,: n€ N} U{zp}} x '* es compacto (producto de compactds)es
uniformemente continua €. Dadoe > 0, existed > 0 tal que sjz—Z'| < 8y [w—w’| < d entonces
|[F(zw)—F(Z',w’)| < &. Sea ahora tal que paran > ng es|z, —zp| < 8. Entonces tenemos que
|F(zn,w) — F(zo,wW)| < € para todan > np y para todowve Tl *, por lo que

[h(zn) —h(z0)| < £(M)e

para todm > ng. Luego{h(z,)} — h(zo) lo que prueba la continuidad tieenzp y por ser este punto
arbitrario obtenemos la continuidad @n
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Para la segunda afirmacion apliquemos el teorema de Mormemgerios un trianguld(a,b,c) C Q.
Tenemos

j h(z)dz = j [fF(z,w)dw] *JL szdz] dw = dew 0
I |lab,ca

(a,b,c,a] [ab,c.a] LT

ya queRy(2) = F(z,w) es holomorfa eif2 luego, por el teorema de Cauchy—Goursat, la integral a lo
largo de la frontera de un tridngulo contenidot@es nula.

Resta justificar la permutacion de integrales€n Por la linealidad de la integral basta probarla
para dos caminog: [a,b] — C, 0: [c,d] — C cualesquiera.

J|frmo - f e
J[free

F(o )y’(t)dt} o’(s)ds =

F(o (t))a’(s)ds

O—qa 92—

4.9 (Forma general del Teorema de Cauchy y de la Formula Inteigr&auchy.) SeaQ un
abierto enC, ' un ciclo enQ nulhomologo respecto de. Entonces para toda funcién holomorfa
f enQ se verifica:

) jf(z)dz:o
r

() f(2)Indr(z) = %IJV(—XV)ZdW, paratodo z= Q\TI'*
r

Demostracion.[Demostracion (J. D. Dixon 1971)] Definimés: Q x Q — C como

f(w)—f(2)
F(z,w){ -z 27 W

w
f'(2) z=w

Sabemos quE asi definida es continua €hx Q. Fijadowe Q, es claro qué&y e H (Q\ {w}). Pero
Fw es continua e@ luego, por el teorema de extension de Riem#&res holomorfa ef.

Ahora definimos : Q — C por

h?) = [Fewdw  (zeQ)
r

Por el lema anterioh € #H(Q). Consideremos el conjun@o = {z€ C\T* : Indr(z) = 0} que es

abierto por ser union de componentes conexa& ¢ *. La hipotesis de qu€ es nulhomdlogo
respecto & nos dice qué&C\ Q C Qg y por tantoQ U Qg = C. Sea entonces

FoiQoxr*—>(C

(z,w) — Fo(z,w) = LXV)

N
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Fo esta bien definida ya que— z # 0 por serQoNT* = @ y ademas es continua. Fijadoe I *,
Fow € #(Qo) ya que se trata de una funcién racional.

2) :fFo(z,W)dW ZIJV(—XV)dW
r r

Aplicando el lema anterior obtenemos duwes # (Qop). Por dltimo definimos

8(2) = {h(z) zeQ

Sea

ho(Z) ze Qo

Veamos que esta bien definida, es decir,zsE Q N Qg entonced(z) = h(zp). Pero esto es cierto ya
que size QNQpentoncez ¢ *y

h(z) :dewzr”v(—wldw_ f(z)rjwizdwijw() dw — () Indr (2)21i = ho(2)

yaqueze Qpy portanto Ingt(z) = 0. Concluimos qué es enteraya que es holomorfa@n Qp = C.

SeaR > 0 tal quelw| < Rpara cualquiew e I *. Size C es tal qudz| > R, entonceg esta en la
componente conexa no acotada®el * y, por tanto, esté efq. Luego

0(2) = ho(2) = [ L2

w—2z
7

dw

PoniendoM = max{|f (w)| : w € [ *}, y teniendo en cuenta qU& —z| > |z| — R para todowe T *,
tenemos que
M
7)| <N ——=
4@l <N g
Tomando limite para — oo deducimos qugJim(z) =0, lo cual implica quep esta acotada. El

teorema de Liouville fuerza a quesea constante pero dicha constante debe ser 0. Obtenemos, po
tanto, queh(z) = 0 para toda € Q. Tomemos un puntee€ Q \ I * entonces

ozh(z)=fwdw=fjv(—iv)zdw—f(z)jwiddw=
F r r

w—z
f dw — (2)Indr (2) 2mi
:

despejando obtenemos la formula general de Cauchy:

f(z)lndr(z):zimj\fv(—iv)zdw paratodae Q\I'*
r

Por otra parte si tomamasc Q\TI* y le aplicamos a la funciég(z) = (z—a) f(z), que es
holomorfa e, lo que acabamos de probar pdiran el puntaa obtenemos:

0= g(a)Indr (a) = ifdeZijf(w)dw

2mi w—a 21T 2

5]

Es cdmodo introducir la siguiente terminologia.
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4.10 Definicién.Dos ciclosl™, Z en un abiertd se dicerhomolégicamente equivalentespecto de
Q si se verifica que
Indr (z) = Inds(2) paratodaeC\ Q

El teorema de Cauchy que acabamos de probar afirma gu& sbn ciclos en un abiert@ homo-

I6gicamente equivalentes respectoﬂi@,ntoncesj f(z)dz = j f(z)dz para toda funciori € H(Q).

r s
En lo que sigue vamos a ver cOmo este teorema permite redeéiicalo de integrales de funciones

holomorfas sobre caminos cerrados al calculo de integsala® circunferencias. El siguiente ejemplo
es ilustrativo de esto.

4.11 Ejemplo.Sea el abiert® el plano complejaC al que le hemos quitado tres puntsb y c.
Pretendemos calcular la integral de una funcién holomarfaa lo largo del camind que se presenta

en la figurad.2
0 F

Figura 4.2: Un camino complicado

Teniendo en cuenta que el indice de los puratdsy c respecto dé es el nimero de veces que
I" los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positive sblitea en sentido contrario al de las
agujas del reloj) a la vista de la figura tenemos:

Indr(a) =1, Indr(b) =2, Indr(c)=-1

Consideremos las circunferenc@@, p), C(b,p) y C(c,p) que se presentan en la figura y forme-
mos el ciclo
2= C(a7 p) + 2C(b7 p) - C(Ca p)

El ciclo ~ es homolégicamente equivalente al ci€loespecto d&€. El teorema de Cauchy nos dice
que en estas condiciones para cualquier funcién holomns €, se cumple que

[t@d=[frda= [ f@u+2 [ f@a- [ f@zdu@
r 2

C(ap) C(b,p) C(ep)

De esta forma hemos reducido el calculo de la integral dejaiealfuncion holomorfa sobre el camino

I" a tres integrales sobre circunferencias. Observa, adefuésyodemos tomar las circunferencias

de radio tan pequefio como queramos. Esto nos dice que es pbdamiento def en un entorno

reducido de los puntos, by c el que determina el valor de la integral flesobre cualquier camino

cerrado. Volveremos sobre esta idea al estudiar las sindmdies aisladas de una funcion holomorfa.
O

4.12 Definicién.Un abiertoQ se llamahomoldgicamente conexsdtodo ciclo enQ es nulhomologo
respecto d€.
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Aungue en la definicion se han considerado ciclos podematatimos a caminos cerrados, es
decir, un abiert® es homoldgicamente conexo si todo camino cerrad® es nulhomdlogo respecto
de Q. Intuitivamente, un abierto es homolégicamente conexo sieme “agujeros”. Por ejemplo, un
disco o un semiplano son conjuntos homol6gicamente conexos

El nombre de “homolégicamente conexo” induce a pensar gigecemcepto implica conexion.
Esto no es cierto; por ejemplo, dos discos abiertos disjufttoman un abierto homolégicamente
conexo pero evidentemente no forman un conjunto conexo.

4.13 Teorema.SeaQ un abierto erC. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) Q es homolégicamente conexo.

(b) Laintegral de toda funcion holomorfa éhsobre cualquier ciclo e es nula.

(c) Toda funcién holomorfa e tiene primitivas erQ.

(d) Toda funcién armonica e es la parte real de una funcién holomorfa @n

(e) Toda funcion holomorfa que no se anulattiene logaritmos holomorfos .

Demostracion.

(a)= (b) Es el teorema de Cauchy (teorefh8).

(b)=-(c) Consecuencia de la caracterizacion de existencia de pasteorema.10.

(c)=-(d) Es consecuencia de la proposiciit7.

(d)= (e) Seaf € H(Q) con f(z) # 0 paraze Q. Consideremos un disdd(a,r) C Q. Como
consecuencia del len8a33existeg € #(Q) tal que exf{g(z)) = f(2) paratodae D(a,r). Por tanto
log|f(z)| = Re(exp(g(2))) paratodaeD(a,r) y, por tanto, logf(z)| es arménica eD(a,r). Como

esto es cierto para cualquier disco abierto contenid@ eoncluimos que loff (z)| es armonica en
Q. Por hipétesis existe una funcibre #(Q) tal que lod f(z)| = Reh(z) para todaze Q. Definamos

¢:Q— Cpord(z) = w. Tenemos que
Jexp(n)| _ exp(Reh@) _ exp(loglf(2)]) _
P@= " =@l f@l ¢

lo que, en virtud de la proposicidn31, implica qued es constante en cada componente conexa de
f'(2)
f(2)

Q y por tanto¢’(z) = 0 para todaze Q. Calculandop’(z) obtenemos qué’(z) =

lo que, en
virtud del teoremd..49 implica quef tiene logaritmos holomorfos e®.

(e)= (a) Seaz ¢ Q. La funcionw — w— zes holomorfay no se anula €n por lo que existe una
funciéng € #(Q) tal que exg{g(w)) = w— z para todov € Q. Pero entonceg’(w) = w7 Por lo

1 .
quej w——zdw = 0 para todo camino cerragenQ.
y

Siyes un camino cerrado en un abiefiy lo sometemos a una “pequefia deformacion” obtenien-
do un nuevo camino cerrag@nQ, parece intuitivo que el ciclp—y debe ser nulhomélogo respecto
deQ o, lo que esigual, Indz) = Indy(2) paratod@ ¢ Q. En otras palabras, es razonable pensar que el
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indice es también una funcién continua del canyincos resultados que siguen precisan esta idea. En
la demostracion de estos resultados se aprecia la grarjavdethaber definido el indice para curvas
cerradas cualesquiera y no solamente para caminos cerrados

4.14 Lema.Seary, o : [a,b] — C curvas cerradas y seaezC \ {y* Uo*}. Supongamos que
ly(t)—o(t)| < |y(t)—z| paratodo te[a,b]

Entoncednd,(z) = Inds(2).

Demostracion.

C2= -2 W2 ) - o) —y(®)
Sead un argumento continuo de- zen|[a,b]. Teniendo en cuenta que el niUmero
_ 1,00 -v®
W(t) =1+ W

esta en el disc®(1,1) y, por tanto, esta en el semiplano de la derecha, se sigueadguedion
A :[a,b] — R dada porA(t) = 9(t) + argw(t)) es un argumento continuo @e— z en [a,b]. Como
w(a) = w(b) se sigue que

A(b) —A(a) =8 (b) +argw(b) — 9 (a) —argw(a)) = 9(b) —9(a)

es decir, Ing(2) = Indy(2).

4.15 Definicion.Se dice que dos curvas cerragas : [a,b] — C en un abiertd2 sonhomotdpicas
(como curvas cerradas) €hsi existe una funcién contind4 : [0,1] x [a,b] — Q tal que se verifica:

i) H(O,t) = vy(t) paratodo te[a,b]
ii) H(1,t) = o() paratodo te[a,b]
iii) H(s,a) = H(sb) paratodo se€[0,1]

La idea que subyace en esta definicion es sencilla. Para sad),1] notemos por
Hs: [a,b] — C la funcion dada poHs(t) = H(s,t) para todat € [a,b]. Lo que tenemos entonces es
una familia{Hs : s€ [0, 1]} de curvas ef2. Dichas curvas son cerradas pordiies, a) = H(s,b) y, a
medida que el parametsrecorre el intervald0, 1], las curvas de esta familia se van desplazando de
forma continua sin salirse de desde la curva inicidllp = y hasta la curva findll; = o. Intuitivamen-
te, lo que hace la funcidd es una deformacion contingin salirse deQ de la curva cerradgen la
curva cerrad@ a través de las curvas cerradths

U7

4.16 Lema.Seany, o : [a,b] — C dos caminos cerrados en un abie@que son homotdpico
enQ. Entonceyy o son homologicamente equivalentes respectQde
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Demostracion.Por hipdtesis existe una funcién continda [0, 1] x [a,b] — Q tal que, con las no-
taciones de la definicion anteridp =y, H1 = 0 y Hg(a) = Hg(b) para todose [0,1]. Seaz¢Z Q y
definamop = min{|z— H(s,t)|,(s,t) €[0,1] x [a,b]}. Por la continuidad uniforme dd en el com-
pacto[0,1] x [a,b] existed > O tal que

s,5€[0,1] y |[|s—S|<?d

!
t,t'efab y [t-t'|<d }¢|H(s,t)H(§,t)|<p

Por tanto, para, s €[0,1] con|s— S| < & se tiene que

[Hs(t) —Hg(t)| < p < |Hs(t) —z| paratodd €|a,b]

En estas condiciones el lema anterior nos dice qug,(ap= Indy, (z). Deducimos que la funcion
s— Indp,(2) es localmente constante y por tanto continua en el intef@aldy, como los intervalos
son conjuntos conexos, deducimos que dicha funcién ha deosstante y, en particular, lpd) =

Indk, (2) = Indy, (2) = Indy(2).

De este resultado y de la versién general del teorema de ¢aebeduce enseguida la llamada
version homotdpica del teorema de Cauchy.

4.17 (Version homotopica del teorema de Caucl®ep Q C C un conjunto abierto,

Y, 0: [a,b] — C dos caminos cerrados e que son homotdpicos €. Entonces para todq

funcion, f, holomorfa e@ se verifica quef f(z)dz = f f(z)dz.
y o

El siguiente resultado es de gran utilidad para reconocerabierto es homolégicamente conexo.

4.18 ProposiciénUn abierto cuyo complemento no tienen componentes conexaadas es
homolégicamente conexo.

Demostracion. SeaQ un abierto en las condiciones del enunciado y w&a camino cerrado en
Q. Dadoz ¢ Q, seaC la componente conexa de\ Q que contiene & TomemosR > 0 tal que
y* € D(0,R). SedJ la componente conexa no acotadatey*. Clarament& contiene &€\ D(0,R)
y como, por hipétesisC no esta acotada deducimos dLieU # @. ComoC C C\ Q C C\ y*, se

sigue queC C U y, por tantoze U lo que, seguin sabemos, implica quelfzii= 0.

4.19 Definicién.Una abiertaQ se llamasimplemente conexaando toda curva cerrada &nes ho-
motopica erQ a una curva constante.

Intuitivamente, en un abierto simplemente conexo cuatquie/a cerrada no puede rodear puntos
gue estén fuera del abierto.
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4.20 Corolario. Todo abierto simplemente conexo es homoldgicamente conexo

Demostracién.Evidentemente el indice de cualquier punto respecto de wnva constante es cero.
Por tanto el corolario es consecuencia directa del krha

4.3.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Seap : [-m, 1 — RT una funcién continua tal que(m) = p(—1), y seay:
[~m.1] — C la curva definida, para todoe [Tt 70, por y(t) = p(t)€". Calcula Ing(2) para
cadaze C\y".

Solucién.
Observa que es facil calcular el indice de 0 respectgaes, evidentemente, la funcién:
[-1 1] — R dada pord(t) =t, es un argumento continua yle- 0 =y. Luego Ing(0) = 1.

Probemos ahora qu&)\ y* tiene exactamente dos componentes conexas. Fijate quee gefi-I
nicion dey es inmediato quecy* si, y solo si,|z| = p(argz). Luego si definimos
A={0ju{zeC":|z| < p(argz)}, B={zeC":|z| > p(argz)}

se tiene qué y B son conjuntos disjuntos® \ y* = AUB.

Size A entonces para & A < 1 tambiénAze A por lo queA es estrellado respecto a 0 y por
tanto es conexo. Deducimos queJ(® = 1 para tod@e A

Si ze B entonces para todd > 1 tambiénAze B. Si definimosM = max{p(t) : te[-m 11},
entonces sjz| > M se verifica quec B. Por tanto

B={J({Az: A= 1} U (C\D(0,M)))

zcB

gue es una unioén de conjuntos conexos con interseccion felgague prueba quB es conexo.
Resulta asi quB es la componente conexa no acotadéCdey*, luego Ing(z) = 0 para todo
zeB.

Ejercicio resuelto Justifica que el indice de un punto respecto de una curvaleegsinvariante
por giros, homotecias y traslaciones.

Solucion.

Seag(z) = az+ 3 dondeo € C*. Se trata de probar que i [a,b] — C es una curva cerrada 'y
z¢ y*, entonces se verifica que \{d) = Indg.y(9(2)). Esto justifica que el indice es invariante
por traslacioneso(= 1), por homotecias(> 0,3 = 0) y por giros (o | = 1,3 = 0).

Sead : [a,b] — R un argumento continuo de- z. Como
9(v(t)) —9(2) = a(y(t) - 2)
se sigue queé(t) = 9(t) +arg(a) es un argumento continuo de y— g(z). Por tanto

Indgoy(g(z)) _ ¢(b)2;T¢(a) _ 3(b>2:-[8(a) _ |ndy(Z)

©

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.3.1 Ejercicios resueltos 135

Ejercicio resuelto Consideremos el rectanguwe= [a+ib,c+ib,c+id,a+id,a+ib], donde
a,b,c,d son nimeros reales tales que cy b < d . Calcula Ing(z) para cadac C\y*.

Solucién.
Como el indice es invariante por traslaciones, no es régtrisuponer que el rectangulo esta
centrado en el origen, es decir, es de la forma:

y=|a—ib,a+ib,—a+ib,—a—ib,a—ib] (a>0,b>0)

Pongamosy = a—ib, z =a+ib, z = —a+ib, zz = —a—ib, z = z. Recordemos que
la poligonaly es la yuxtaposicion de los segmeniasz;1] (k= 0,1,2,3), de hechoy es la
aplicaciény: [0,4] — C dada pory(t) = z+ (t —K)(z+1 — z) parak <t < k+1.

Es suficiente calcular el indice de 0 respecyo%ead : [0,4] — R un argumento continuo de
Tenemos que:

Indy(0) = w _
_ 6(4)—8(3)+6(3) —6(2) +6(2) — 6(1) +6(1) —6(0) _
21
_ Dy3(0) +Ay2(0) + Ay (0) +Ayo(0)

21

donde hemos puestyx = [z, z-1], (k= 0,1,2,3). Calcularemos ahora la variacion del argu-
mento a largo de cada uno de dichos segmentos. Como los segmeiik = 0,1,3) estan
contenidos el \ Ry, tenemos quayy(0) = arg(z.1) — arg(z). Por tanto

Ayo(0) 4+ Ay1(0) +Ay3(0) = (argz1) —argz)) + (argzz) —argzi)) + (argzs) —argz)) =
=argz) —argz) = arg(—a-+ib) —arg—a—ib) =
= —arctgb/a) + m— (arctgb/a) — M) =
= —2arctgb/a) + 21

Para obtener la variacion del argumento en el segmemodemos usar un argumento continuo
enC\ R{, por ejemplo (ver ejercici@5) la funcién arg(z). Para los puntos comprendidos en
el semiplano de la izquierda se tiene qugyétg-iy) = T+ arctgy/x). Por tanto

Ay2(0) = argy(z3) — argy(z) = arctgb/a) + m— (— arctgb/a) + 1) = 2arctgb/a)
Deducimos, por tanto, que @) = 1. ©)

Ejercicio resuelto Dados dos nimeros complejos distingog b, seaQ el dominio obtenido al
suprimir en el plano el segmento de extreragsb. Justifica qu& no es simplemente conexo.
Prueba que existe una funciér # (Q) tal que[f(z)]? = (z—a)(z— b) para tod@e Q.

Solucion.

Para probar qu@ no es simplemente conexo basta probar que no es homologitaoumexo.
Pero esto es evidente, puesys®s una circunferencia que deja en su interior al segmento de
extremosa y b entoncesy es un camino cerrado €@, y si z es un punto del segmento de
extremosay b entoncez ¢ Qy Indy(z) = 1.

Hemos visto en el ejercici@5 que la funcidnh(z) = log (%‘) es holomorfa ef) . Por tanto
la funcion f(z) = (z— b) exp(h(z)/2) es holomorfa e® y verifica que(f(2)]2 = (z— a)(z— b)
para todae Q. ©)
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Ejercicio resuelto Seanzi,zp,z3 numeros complejos distintosfy un conexo cerrado que los
contiene. Estudia si la funcion

tiene primitiva en el abiert® = C\ F.

Solucion.

Seay un camino cerrado e. Comoz;, z,, zz estdn en una misma componente conex@ gg*
se tiene que Indz1) = Indy(z2) = Indy(z3).

Tenemos que

2 22 Z3

O e na-ne-n Coa-ne-n oE-uE-2
Por lo que

1 __azlnd(z)  zpIndy(z2) zzIndy(zs)
i) O G e B D EowE T

(a-22)(z-2) (a-2)(2-2) (2-)(22-2)

Como esto se cumple cualquiera sea el camino ceyrad®, deducimos qué tiene primitiva
enQ. Observa qué& no tiene por qué ser homolégicamente conexo. ©)

( 21 Z> Z3

— + ) Indy(z1) =0

Ejercicio resuelto Seay un camino cerrado e@* tal que Ing(z) € {0,1} para todaze C\ y*.
Supongamos que Ip) = 1. Seaf una funcion entera. Calcula el valor de la integral

1 I zf(w)

2mi 7 (z—w)w

cuandoz esta en la componente conexa no acotadd dg* y paraz en la componente conexa
deC\ y* que contiene a 0.

Solucioén.
Observa que la integral pedida puede escribirse de manaréamdiar como

z ¢ f(w)/w
TmJT—z dw.

Esto lleva a considerar la funcidiz) /z. Esta funcidn no esté definida en O pero es facil modi-
, . - - f(z)—f

ficarla para obtener una funcién entera. Para ello definimasiciong(z) = M para
z+#0yg(0) = f'(0). Es claro que es una funcién entera. En virtud de la férmula de Cauchy
se verifica que

= i 9w) dw
21T g wW—2Z

9(2)Indy(2)

Supongamos queesta en la componente conexa no acotad& dg*. Entonces se tiene que
Indy(z) = 0, por lo que

ww—z) 2m )

1 g(w)dW 1j f(w) dw — 1j f(0)

S 2miJ w—z 2mi w(w— 2)
Y Y

Como
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deducimos que

_ f(0) 1 zf(w)
w(w— 2) dW__T@ f(o)_ﬁgw(zw)

2mi

Supongamos queesta en la componente conexaldgy* que contiene a 0. Entonces se tiene
que Inq(z) = 1, por lo que
1
(Z) - M dw

C2miJd w—z
y
Si suponemos que# 0 obtenemos que

f(2) - £(0) 1f fw 1f £(0)

z TomiJ ww—2 2mJ ww-2)

Y

Y

o | s = 22 (1ndy (@) - ()

) w(w=2)
1 f(w)
T omi J w(w—2)
de donde 1 2f(w)
£(0)—f(2) = ﬁj v

Paraz = 0 resulta

00 = o [ L (1D LM,

Tomid ow? 2miJ w2 2 J w2
y y y

Otra forma de hacer este ejercicio es considerar el Eietoy— C(0,R) el cual es nulhomdlogo
respecto d&€* y aplicar el teorema de Cauchy directamente a la fun€id®Razonando de esta
manera no se precisa suponer dues entera sino solamente que es holomorfa@en ©)

4.3.2. Ejercicios propuestos

141. Considera las curvas:
ya(t) =t, Vte[-1,1]; ya(t) =€' V€0, y y=y1+v2.
Calcula Ing(z) para cadac C\y*.

142. Seawe C* y y un camino erC* cuyo origen es 1 y cuyo extremo @s Justifica quef % €
Log(w). '

143. Prueba que €@ es un dominio estrelladd; \ Q no tiene componentes conexas acotadas.

144. Prueba que todo disco abierto es simplemente conexo.

145. Prueba que si dos abiertos son homeomorfos y uno de ellosngéeriente conexo el otro
también lo es.
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146. Seaa : [0,4+oco[— C una funcién continua tal que(0) =0 ytET a(t) = oco. Justifica que el
conjuntoQ = C\{a(t):t >0} es abierto y que existee # (Q) tal que expf(z)) = zpara todo
zeQ.

147. SeaQ un abierto simplemente conexo del plano que no contiengaloeontiene &R ™. Justi-

fica que existef € #(Q) tal quef(x) = X* para todaxe R". ¢ Puede suprimirse la hipétesis de
gueQ sea simplemente conexo?

148. Seay la elipse de centr(0,0) y semiejesy b. Calcula de dos formas distintas la integfa?z—z

2n

y deduce el valor d§ d
0

a?co?t +b?ser?t’

4.4. Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo

Nos proponemos estudiar el comportamiento de una funcitmorfa en un entorno reducido
de un punto, esto es, en un conjunto de la foia,p) \ {a}. En el ejemplo que sigue al teorema
de Cauchy vimos que el valor de la integral de una funcién i@pee los valores de dicha funcion
en conjuntos de la formA(a,p) \ {a} conp arbitrariamente pequefio. Es decir, depende del compor-
tamiento de la funcidn en el pung Observa que el conjunid(a,p) \ {a} es un tipo especial de
anillo. Elanillo (abierto) de centra, radio interiorr y radio exteriolRR, donde O<r < R< +o00, es el
conjunto

AlarR)={zeC:r<|z—a <R}
Clarament®(a,r)\ {a} = A(a;0,p). Sabemos que una funcién holomorfaen un ddar) es igual
a la suma de su serie de Taylor centrada gmue dicha serie converge por lo menos en dicho disco.
Queremos ahora obtener una representacion de una fund@mndréa en un anillo por medio de una
serie convergente en dicho anillo. La consideracion denalgigasos sencillos nos puede dar la pista
del tipo de series apropiadas para tal fin.

[

-n" 1
ser(1/z) = Zﬁm para todaze A(0;0, +o00)
n=0 )
¢
5= Z— -+ Z a)" 9 paratodaeA(a;0,+00)
(z—a) n:On n!
® ® n+1

exp(1/2) +log(1+42) = Zniin Z n+1 "1 paratod@cA(0;0,1)
n=0 n=0

an

Las series anteriores son todas ellas de la foE - -+ an(zf a)", es decir, son suma de

dos series (alguna de ellas puede reducirse a una suma finithuso no tener ninglin término); una
es una serie de potencias centradagnla otra es una serie en potenciegativasde z— a. Tales
series se llamaseries de Laurentvamos a definirlas de manera formal y a introducir la notacio
especial que suele usarse para este tipo de series quee@nsigie, por comodidad de notacion, los
coeficientes de las potencias negativag-dea se notan con subindices negativos de la fooma

Dada una sucesion de nimeros compl€mgnez ¥ un nimerca < C, consideremos la sucesion
de funcioneq f,} definida por

fo(z) = co
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La serie de término gener#, es decir, la sucesion

d @ =3> @ =9c0+> (cnz—a) "+cn(z—a)") p =1 > _ca(z—a)"
k=0 k=1

n>0 k=-n

se llamaserie de Laurent centrada en a con coeficiented€s costumbre representar dicha sucesion

comoz cn(z—a)". Cuando dicha serie converge representaremos su limite por
nez

n +oo

e K . n__ o n
rllmz fn(2) = Am Ch(z—a)" = Z ch(z—a)
n=>0 k=—n n=—o0

Como de costumbre, dicho limite se llama la suma de la serie.

Convergencia de una serie de Laurent

A cada serie de LaurenE cn(z—a)", podemos asociarle dos series de potencias, a saber,
nez

Z cnz" con radio de convergendri”
n>0

Zc,nz” con radio de convergendii’
n>1

Supongamos que/R~ < R y consideremos el anill&(0;a, 3) donde YR~ < a < 3 < R™. Como
B < R" la seried_ |cn| B" converge; y como o < R~ la serie}_ |c_n| o~ " también converge. Para
todoze A(0;a, B) tenemos quel < |z—a| < B3, y por tanto

n

C-nllz—a] " <[c-nla” [cnl|z—a" < |ca| B"

Y, por el criterio de Weierstrass, deducimos que las sériesn(z—a) "y > ci(z—a)" convergen

absoluta y uniformemente &(0;,a,) y lo mismo le pasa a su suma, es decir a la sEe:n(zf

NezZ
a)". Hemos probado asi que la serie converge absolutamenteaaill@lA(0;1/R~,R") y converge

uniformemente en compactos contenidos en dicho anille &stlo se llamanillo de convergencia
de la serie de Laurent. Es facil probar que en el exterior cleodanillo no hay convergencia porque
el término general de la serie no tiende a cero mientras queel érontera nada puede decirse del
comportamiento de la serie. En el caso de glR1> R* el anillo de convergencia es vacio y se dice
que se trata de una serie de Laurent trivial.

En virtud del teorema de convergencia de Weierstrass paesisunes de funciones holomorfas, la
—+00
funcién sumaf (z) = Z an(z—a)" de una serie de Laurent no trivial es holomorfa en el anillo de
N=—o0

convergencid(a;1/R~,R™). Observa que la funcién suma podemos escribirla como:

[ [

- S

n=1 n=0

Hemos probado que las series de Laurent no triviales defureridnes holomorfas en anillos. El si-
guiente resultado nos dice que, reciprocamente, cualgmieion holomorfa en un anillo es la funcion
suma de una cierta serie de Laurent (Unica) y proporcionaxpi@sion para sus coeficientes.
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4.21 Teorema.(Desarrollo en serie de Laure@ean0 <r < R< +o0, a€ Cy f una fun-
cién holomorfa en el anillo f&;r,R). Entonces hay una Unica serie de Laurent centrada enay
con coeficientegc, nez cuyo anillo de convergencia contiene al anilldadr, R) y cuya suma
coincide con f en dicho anillo

+oo

f@= ) c(z-a" zeA@nR)

Nn=—oo

Ademas los coeficientes de la serie vienen dados por

1 f(w)
C(a,p)

siendo r< p < R arbitrario.

Demostracion.En primer lugar veamos que la expresion de los coeficienie®m depende de.
Tomemos < r1 <r2 <R, pongamo€; =C(a,r1),Co =C(a,r2) y consideremos el ciclb = C, — Cy.

Paraz ¢ A(a;r,R) o bien es|lz—a| > R, en cuyo caso Indz) = Indc,(z) — Indc, (z) = 0; o bien es
|z—a <r, en cuyo caso Indz) = Indc,(z) — Indc, (z) = 1— 1= 0. Luego el cicld” es nulhomélogo

respecto del anillo. Como la funciém— es holomorfa e\(a;r,R), el teorema general

(Wf a)n+1
de Cauchy nos dice que

_(__fw _(__fw f(w)

C G
de donde obtenemos la independenciade

Seaz € A(a;r,R), fijo en lo que sigue. Elijamos€r <r; < |z—al <ry <Ry consideremos el
ciclol =C(a,rz) —C(a,r1). Observemos que Ip@z) = 1 puesto quees interior éD(a,ry) y exterior
aD(a,r1). Por la formula integral de Cauchy

B 1 fw) 1 f(w) 1 f(w)
f(2) = f(2)Indr (z) = ﬁrjw—z_ ﬁc(!r | S dw ﬁc(afr | S—dw (40
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Desarrollamos ahora en serie geométrica la funasién —— de dos formas distintas segun que

weC(a,ri1)* oweC(a,r)*. Supongamos quecC(a,rz)*. Entonceﬁ% <1ly

[

f(w) 1 1 1 f(w)
— =fWwW)——rro—— =f(Ww = z—a)"
A ( )Wfaf(zfa) ( )Wfa 1 2—a — (W*&)”*l( )
w—a B
serie que converge uniformemente para C(a,r2)* ya que esta mayorada por
z-a" _ (]z—a]\"
w—a"  \ rp
. L . e o |z—4
serie numérica convergente por ser una serie geometnwde'#r—| < 1.
2
Supongamos ahora que=C(a,rq)*. EntonceH <ly
f(w) 1 —f(w) a)"
—~ 7 _¥ —
—z (W) (w—a)—(z—a) z—-a Z (z— an+1

z-a
serie que converge uniformemente para C(a,r1)* ya que esta mayorada por

w—a" [ rp \"
z—d"  \|z—4
serie numérica convergente por ser una serie geometruazdar—| <1
Sustituyendo los desarrollos anteriores en la iguaddagt permutando la integral con la suma de
las series obtenemos

00 0

f(z):zimz f %d\m (z— )+2imz j f(w)(w—a)"tdw | (z—a)™"

n=0 \C(ary) n=1 \C(ar)
Teniendo en cuenta quees un punto cualquiera del anillo y que
- f(w)
1
C(ar) C(ary)

hemos probado que la serie de Laurent cuyos coeficientessdellenunciado converge en el anillo
dado y su suma en dicho anillo es igual a la funcién

La unicidad de este desarrollo es facil. Supongamos quenetra serie de Laurent que repre-
senta af en el anilloA(a;r,R), es decir,

=Y di(z—a)" zeA@rnR)

N=—o0
entonces para< p < Rlos coeficientes de la serie vienen dados por
+o00

> do(w—a)"

1 W 1 [ i
%= om I (W—a)<1 — 2mi j (W— )L dw = 2T[I Z f (w— ak+l el
C(a,p) C(a,p) n=—coC(g

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.5 Singularidades aisladas de una funcion holomorfa 142

Ahora bien, las funciones — (w— a)"~*~* tienen primitiva salvo en el caso—- k— 1= —1, luego
paran—k—1+# —1, la integral dgw— a)" %~ es cero a lo largo de la circunferen€iéa, p) con lo
cual obtenemos que

ok 1 P
Ck—z—_r[i j W——adW7 2—_‘_['27-“ 7dk
C(a,p)
luegocy = dk para todd € Z y la serie de Laurent dées Unica.

Observemos que en el enunciado queda abierta la posibilelgde el radio interior del anillo sea
r =0, es decir, qud sea holomorfa en un disco “pinchado”, esto es, un disco akque ha quitado
su centro. La importancia de este caso particular se verataaacion.

4.5. Singularidades aisladas de una funcion holomorfa

4.22 Definicion.SeaQ un abiertoa un punto deQ y f una funcion holomorfa e \ {a}.

(a) Se dice qué esregularena o bien quea es unpunto regularde f si es posible definif ena
de manera que sea derivableamo que, en virtud del teorema de extension de Riemann, alguiv
que exista Iig\nc (z)eC.

Z—

(b) Si no es posible definif ena de manera que sea derivable&rse dice que es un punto
singularaislado def o quef presenta unaingularidad aisladaena.

Observa que el concepto de punto regular o de singularidéatiai es un concepto local y que
el abiertoQ en la definicion puede muy bien ser un “pequefio” disco ceatem. Recuerda que el
teorema de extension de Riemann (teor@m28) da varias condiciones equivalentes para@sea un
punto regular dé.

Supongamos qué presenta una singularidad (aislada) en el pant®ara estudiar el comporta-
miento de la funcion en dicho punto tomemos un diB¢a,r) c Q. Puesto qué es holomorfa en
el anilloD(a,r) \ {a} = A(a;0,r) C Q\ {a}, el teoremat.21nos dice que podemos represerftate
manera Gnica como

f(z):z ¢ +ch(zfa)” paratoda@e D(a,r)\ {a} 4.2)

. c_ .
Este desarrollo se llama desarrollo de Laurent daa. La seneZ "_ se llamaparte principal

(z—a)n
n>1
del desarrollo de Laurent deenay la seriez cn(z—a)" se llamaparte regulardel desarrollo de
n=>0
Laurent def ena. Claramente, el “mal’ comportamiento desna procede de la parte principal de su
desarrollo de Laurent.

Observa que sf es regular e entonces, definiendb ena de manera que sea holomorfa@n
se sigue que las integrales

1 f(w)
Cfn = ﬁ j m dW O < p <r
Cla,p)

f(w)
(Wf a)7n+l
el caminoC(a,p) es nulhomologo respecto @ (porqueD(a,p) C Q) luego la parte principal del

son nulas para todo > 1, pues la funcion — es holomorfa eff2 paratodon> 1y
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desarrollo de Laurent de ena es nula y dicho desarrollo coincide con el desarrollo dedrayé f
centrado era. En este sentido el desarrollo de Laurent es una geneiializdel desarrollo de Taylor.

Puesto que la serie de Laurentidena sabemos que es convergente en el adillm 1/R~,R™),
dondeR™ es el radio de convergencia de la se¥ig ; c-nz", y debe ocurrir qué\(a;1/R™,R") 2

[ee]

A(a;0,r), deducimos qu~ = +oo Y, por tanto, la funcion dada pb(z) = Zc,nz” es una funcién

n=1
entera que se anula en 0. Podemos escribir la igudl®ah la forma
1 2 N
f@=h{-—)+> c(z-2a) paratodazeD(a,r)\ {a} (4.3)
z-a) =

Por su parte la serl‘gj@ocnzn tiene radio de convergend®&” > r y, por tanto, la funciéon dada por
d(2) = ch(zfa)n para todae D(a,r)
n=0

es una funcion holomorfa én(a, r). Si definimos

g(z=f(z—h <ia) paratodae Q\ {a}

se tiene qug es holomorfa e \ {a} y, comog coincide corg en el discd(a, r), concluimos que
es holomorfa ef2. Ademas, la descomposicién anterior es Unica, como coaseizude la unicidad
del desarrollo de Laurent . Hemos probado el siguiente teetil

4.23(Descomposicién candnica de una funcién en una singuthesada.) SeaQ un abierto,
a un punto deQ y f una funcién holomorfa e@ \ {a}. Entonces existen funcioneshginicas
tales que:
(a) g es holomorfa e y h es una funcién entera que se anula en cero.

g 1
(b) Para todo zQ\ {a} se verifica que (z) =g(z) +h (ﬂ) .
La igualdad anterior se llama descomposicién canénica de élgunto a.

Conviene destacar una consecuencia importante de estadesu

4.24 Corolario.SeaQ un abierto enC, SC Q un conjunto de puntos aislados €y f una

L, 1 .
funcién holomorfaef \ S. Para cada &S sea (ﬂ) la parte principal del desarrollo de

. L 1
Laurent de f en a. Entonces se verifica que la funcit@) £ hy (ﬂ) es regular en a.

Demostracion.En efecto, sep > O tal queD(a,p)NS= {a} y D(a,p) C Q. Podemos aplicar lo antes
visto a la funcion f en el abierto D(a,p) para obtener que hay una funcion
ga€ #H(D(a,p)) tal que

f(z) =0a(2) + ha <$) para todoze D(a,p) \ {a}
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deducimos de esta igualdad que la funcidm) — h, (%) tiene limite finito ena, es decir, es

regular era.

Dependiendo de que la funcifirsea una funcion polinémica o sea una funcion entera no poliné
mica se distinguen dos tipos de singularidades.

4.25 Definiciébn.Supongamos quétiene una singularidad (aislada) en el puatosea

00 (o]

el desarrollo de Laurent deena. Pongamo#i(z) = » ¢ nz".
n=1

Si la parte principal del desarrollo de Laurent fien a tiene un namero finito de coeficientes
no nulos, equivalente la funcidnes un polinomio, entonces se dice ques unpolode f o quef
tiene un polo en aSe define ebrdende dicho polo como el grado del polinontipesto es, como
max{k € N : c_y # 0}.

Si la parte singular dé tiene infinitos coeficientes no nulos, equivalentememts una funcion
entera no polinémica. Entonces se dice @juene ema unasingularidad esencial

4.26(Caracterizacion de los polo$SgaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcion holomorfg
enQ)\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ftiene un polo en a de orden k.

(b) Existe el Il’mitdzm(zf a)*f(2) y es un nimero complejo no nulo.

(c) Existep € H(Q) cond(a) # O0tal que f(z) = (z¢—(2)k paratodo zQ\ {a}.

Demostracion.Supongamos qu(a,r) C Q.

(a) = (b) Si f tiene un polo de ordekien el punta entonces su desarrollo en serie de Laurent es:

f(2) zgcn(z—a)”Jr (Z(i;)k+---+;;lfi zeD(ar)\ {a}

luego si multiplicamod por (z— a)k llegamos a la expresion

(z—a)f(z) = icn(z— a)" e+ gi(z—a)+---+ca(z—a)kt  zeD(ar)\{a}
n=0

de donde se sigue qlggal(w a)kf(z) = c_x # 0 lo que pruebdb).
(b) = (c) Definimos
0@ =(z-aff(z) paraz#a
d(a) =lim(z—a)kf(2) £0

zZ—a
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la funciéné es continua e® y holomorfa eQ \ {a}. Por el teorema de extension de Riemarnes
holomorfa erQ y evidentemente cumple las condicionegde

(c) = (a) Consideremos el desarrollo en serie de Laurerft dea

f(z):icn(zfa)”wLi:c,n(zfa)’” zeD(a,r)\ {a}
n=0 n=1
Por tanto

[

(z—a)kf(z) = icn(z— ™ +> ca(z—a) ™ zeD(ar)\{a}
n=0

n=1

Como la hipétesis afirma que la funci@m- a)*f (z) es regular e, deducimos que la parte principal
de este desarrollo debe ser nula, luegp= 0 paran > k. En tal caso tenemos, ademas, qua) =
limga(z— a)kf (z) = c_k. Esto nos proporciona el siguiente desarrollo de Laurenat fpa

CN“o(zoans S Gk
f(z)_nz:(:)cn(z Q)+ —+ T —ak
conc_k = §(a) # 0 lo que prueba qué tiene un polo de ordekena.

Esta caracterizacion nos hace ver que existe cierta sith#ihtre los polos de una funcién holo-
morfa y las singularidades de una funcién racional (los gaidbnde se anula el denominador). De
hecho, dada una funcion raciorfdk) = P(z)/Q(z), dondeP y Q son funciones polinémicas sin fac-
tores comunes, es facil probar, que las Unicas singulagddf son los ceros d€ los cuales son
polos def y el orden de cada polo decoincide con el orden de cada cero@eDe hecho, esto es
consecuencia del siguiente sencillo resultado,

4.27 Proposicion SeanQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién holomorfa ef tal que
f(z) # 0 para todo = Q con z# a . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ftiene en a un cero de orden k.

(b) 1/f tiene en a un polo de orden k.

Demostracion.

[(a) = (b)] La hipétesis implica que hay una funcige # (Q) tal queg(a) # 0y f(2) = (z—a)*g(2)
paratodae Q. De aqui se sigue que

| 1 1

PO S A
Iimz=-a '+ = InE-a8" a0z Mz ~ @

luego Y/ f tiene era un polo de ordetk en virtud del puntdb) de la caracterizacion anterior.

[(b) = (a)] La hipdtesis implica, en virtud del punfe) de la caracterizacion anterior, que hay

1 0(2)

una funcionp € H(Q) tal qued(a) #0y HE) = Z-aKx paratodaze Q\ {a}. De aqui se sigue que
$(2) # 0 paratodae Q, por lo que la funciomy(z) = le) es holomorfa e2. Como, evidentemente,
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esf(z) = (z—a)*g(2) se sigue, en virtud de la conocida caracterizacion del odéam cero, qué
tiene ema un cero de ordek.

La siguiente es una caracterizacion descriptiva de lospi#aina funcion.

4.28 ProposicionSeaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcion holomorfa e\ {a}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ftiene un poloen a.

(b) lim f(2) = co.

z—a

Demostracion.
[(a) = (b)] Es consecuencia inmediata del pu¢tpde la caracterizacion de los pole@sZ6).

[(b) = (a)] Por hipotesis existp > 0 tal que siz€ D(a,p) \ {a} entoncesf(z)| > 1, en particular,
f(2) # 0 paraz € D(a,p). Definimos

hz) =~  zeD(@p)\{a)

h esté bien definida y ademas es holomorfd¢a, p) (holomorfa erD(a,p) \ {a} y continua erg).
Ahora bienh(a) = 0, luego, por la proposicién anterior, concluimos duéne un polo er.

De los resultados anteriores se sigue enseguida, por eéxglessiguiente corolario.

4.29 Corolario. SeaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién holomorfa e@ \ {a}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ftiene una singularidad esencial en a.

(b) f no tiene limite finito ni infinito en a.

4.30 Teorema.(de Casorati-WeierstrasSpaQ un abierto, a un punto d® y f una funcion
holomorfa emQ \ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcién f tiene una singularidad esencial en a.

(b) Laimagen por f de todo entorno reducido de a es densa.en

Demostracion.

(a)=(b) Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que hay exgurno dea, D(a,r) C
Q tal quef(D(a,r)\ {a}) no es denso eff. Entonces existewc C y p > 0 tales queD(w,p) N
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f(D(a,r)\{a}) = @. Es deciff(z) —w| > p paratodwe D(a,r) \ {a}. Definimosy(z) = f(z)%w

paratodaeD(a,r)\ {a}. Evidentementey es holomorfaed(a,r) \ {a} y estd acotada, puéxz)| <
1/p, lo que, en virtud del teorema de extension de Riemann, taplie existtzaﬁli‘_ﬂrg(z) = a. Sifuera

o = 0 entonces deducimos que }im f(z) = co lo, que segun sabemos, implica giigienen un
polo ena lo que contradice la hip6tesis. Por tanto debecset 0. Pero en tal caso deducimos que
I’m;l f(z) =w+1/a, y, en consecuencid,seria regular ea lo que también contradice la hipotesis.
z—

(b)=(a) Esta implicacion es clara pues la hipdtesis implica fum tiene limite finito ni infinito en

a

De los coeficientes del desarrollo de Laurent de una funai@mepunto el coeficiente_; tiene
una importancia especial.

4.31 Definicion.SeaQ un abiertoac Qy f e #(Q\ {a}). El nimero
1
c1= 5 [ t@d
C(ap)

se llamaresiduo de f en el puntoylo notaremos por R¢$(z),a).

4.5.1. Calculo del residuo de una funcion en un punto

Puesto que el teorema de Cauchy permite reducir el calcula idéegral de una funcién en un
camino cerrado al célculo de varias integrales en circenfgas, es importante disponer de algun
método que permita calcular el residuo de una funcién en umogin necesidad de calcular la
integral correspondiente

Al igual que ocurre con los desarrollos en serie de Taylog, gueden calcularse muchas veces
sin necesidad de calcular las integrales que nos dan logieoedis del desarrollo, con los desarrollos
de Laurent sucede lo mismo: con frecuencia podemos cdlusiide forma indirecta sin necesidad de
calcular las integrales que nos dan los coeficientes defrddeaSiempre que podamos hacer esto
podremos calcular el residun; y con ello la integral correspondiente. De hecho, este esiebu
procedimiento general para calcular el residuo en una kirigad esencial. Afortunadamente, para
los polos hay un método sistematico de calcular no sélo @luessino todos los coeficientes de la
parte principal del desarrollo de Laurent.

Supongamos quétiene ena un polo de ordelk, esto quiere decir que

c_ c_ 2
= Sy o
n=0

paraz en un cierto anillcA(a; 0,r). Definimos la funcion

92) = (z-a*f(2) =c k+Ca(z—a)+--+ca(z-a)f T+ > c(z-a)™* z#a

n=0

9(a) =c
g es holomorfa donde lo s€fay ademas es continua anObservemos que la expresion anterior es el
desarrollo en serie de Taylor de la funcigly que para < j < k—1, c ;. j es el coeficiente de la
potencia(z— a)! de dicha serie y por tanto viene dado por:

1 dl

Coet) = 57 4799

Z=a
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Para recordar esta igualdad es mas cémodo peker j = —q con lo que 1< g < ky la igualdad

anterior se escribe:
1 dka

Cqg= ——-—0(z
= Geqrazr a9,
En la practica suele aparecer una indeterminacion al evedtia derivada eapor lo que escribimos

1 d<a
Ca= kgt hdAa (z-a)t(2 @9

En particular, parg = 1 obtenemos:

1 i dkfl p
C1= G Mg

Es decir, el residuo en un polo se calcula derivando.

En el caso particular de que exi%ala('m a)f(z) = a € C entonces se verifica que Ré¢z);a) =

a. Pues sbi = 0 entonces, por el teorema de extension de Riemann, sabemdsq regular em y
su residuo es nulo. Y si # 0, la condicidn anterior equivale a qfiegenga era un polo de orden 1 en
cuyo caso, como hemos visto en el teoreh26en la implicacion@a)=-(b), su residuo viene dado por
c_1=Ilimza(z—a)f(z) (también se deduce directamente de lo antes visto).

Polos de cocientes de funciones holomorfas

En muchas ocasiones la funcién que integramos viene dada coorente de dos funciones ho-
lomorfas f(z) = % donde suponemos qu@g h son funciones holomorfas en un abieQoEn tal
caso las Unicas posibles singularidades den los ceros db. Es de comprobacion inmediata que si
h tiene un cero de orddnen un puntay g(a) # 0, entonced tiene un polo de ordekena. En el
caso de que sea un polo simple, es decir, de orden 1, tenemos

—lim(z—a) 99 _ ga)lim 22— 9@
Res(f(z),a) - lzm(z a) h(Z) - g(a) IZILT.]a h(Z) - h/(a)

4.5.2. Comportamiento en infinito de una funcién holomorfa

Mediante el artificio de invertir la variable, podemos e&udl comportamiento eso de una funcién
holomorfaf sin méas que estudiar el comportamiento en 0 de la furciénf(1/z). La utilidad de
este procedimiento nos lleva a establecer la siguienteiciéfin

4.32 Definicion.Seaf una funcion holomorfa en un abierf@»y supongamos que para algBn> 0
se tiene qu& D A(O; R, +o00). Definamos la funciéfr : D(0,1/R)\ {0} — C porF(z) = f(1/z). Se
dice que

a) f esregular emo 0 queoco es un punto regular desi F es regular en 0.

b) f tiene un polo de ordekenoco siF tiene un polo de ordeken 0.

c¢) f tiene una singularidad esencial@n si F tiene una singularidad esencial en O.

SeaF(z)=)» ¢ nz "+ cnZ" el desarrollo de Laurent deen el anilloA(0;0,1/R). Entonces,
n=1 n=0

por definicion, edesarrollo de Laurent de f eso viene dado por

f(2)=F(1/2 =) cn2"+d ez "  z€A(O;R +00)
n=1 n=0

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.5.2 Comportamiento en infinito de una funcién holomorfa 19

. n F —N
La senez@lc,nz se llamaparte principaly Zn>ocnz se llamaparte regulardel desarrollo de
Laurent def enoo.

Teniendo en cuenta, una vez mas, que la serie convergemeifeente en cualquier circunferencia
de centro 0 y radip > R, por lo que podemos permutar su suma con la integral, tengueos

% f f(z)dz = f <Zc nZ +chz ”) dz——mc(f C—Zldz:cl

C(0,p) C( 0.p)

Se define etesiduo de f emo como

Regf(2),00) = —~c1= 5= [ fwdw  dondep>R (4.5)

Observa que; es el coeficiente de ! en el desarrollo de Laurent deenco. La razén del signo~’
en la definicion se debe a que “desde el infinito” las circlerfeias se ven con orientacion opuesta a
como se ven desde el origen. Para calcular el residusda siguiente igualdad es (til.

Regf(z);00) = Res(z—lzf(l/z),o) (4.6)

Para comprobarlo, sea= 1/p. Tenemos

oriRes( & f(1/2),0 L t1/9dz= "f( 't/r) Ireltdt (e et —
Z
C(or) —Tt
:*jnf(peis)ipeiszff(peis)ipeisz j f(z)dz

m - C(0.p)

Como consecuencia inmediata de las definiciones dadas ¢ @atdacterizaciones conocidas de los
polos, asi como del teorema de Casorati-Weierstrassneedisiguiente resultado.
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4.33 ProposiciénSea f una funcién holomorfa en un abiefdoy supongamos que para algdn
R > O se tiene qu& D A(O;R, +o0). Sea

f(@=> cnz"+> cz" zeA(OR +oo)
n=1 n=0

el desarrollo de Laurent de f eo.
1. Equivalen las siguientes afirmaciones

1.a) f tiene un polo epo.
1.b) zli];]o f(z) = oco.

1.c) La parte principal del desarrollo de Laurent de f en es una funcién polinémica.
Es decir el conjuntgneN : c_, # 0} es finito.

2. Equivalen las siguientes afirmaciones

2.a) f esregular erc.
2.b) ZIHJ;]O f(z) =aeC.
2.c) ¢, =0paratodo reN.

3. Equivalen las siguientes afirmaciones

3.a) f tiene una singularidad esencial ea.
3.b) f notienen limite finito ni infinito eso.
3.c) Paratodop > R el conjunto{f(2) : |z| > p} es denso efl’.

4.34 ProposiciénUna funcion entera es una funcion polinémica no constantesilo si, tiene
un polo enco. Una funcién entera es constante si, y sélo si, es regulaxen

Demostracion.Seaf una funcién entera. Representenigsor medio de su serie de Taylor en 0.
f(z=) cnz"  paratodozeC
n=0

Tenemos que
F(2=f(1/2=> ez " paratodozeC"
n=0
La unicidad del desarrollo en serie de Laurent implica qte es el desarrollo de Laurent Been 0.

Por tanto, la serie de Laurent dlenoo coincide con la serie de Taylor deen 0. En consecuencié,
tiene un polo e si, y solo si,f es una funcion polindmica no constante.

Si f es regular emo entoncesHIim‘ (z) = a€C, lo que implica que esta acotada edl y, por el

teorema de Liouvillef es constante.
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4.5.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Seana,be C tales quéal < |b|. Calcula el desarrollo en serie de Laurent de

la funcion 1
fz) = ————
(Z) (Z*ﬁ)(Z* b) ZG(C\{a, b}
en cada uno de los anillo&(0;|al, |b|), A(0;|b|,+o0), A(&;0,|b—al) y A(a;|b—al, +o00).
Solucion.

Basta tener en cuenta que

1 1 1 1
(z—a)(z—Db) “a-b (za_ z— b)

y expresar de forma conveniente en cada caso las fracciotexfoaes como suma de una serie
geomeétrica.

Paraze A(0;|al, |b|) tenemos que:

111 1y_1/1 1 .1 1 )\_
(z—a)(z—b) a-b\z-a z-b) a-b\zl-a/z bl-z/b)

[ [

1 (1 )" N L — 1 N
= b\ 7z @9 Z Z0)") =2 557 "2 e ppi?

n=0 n=0

Paraze A(0; |b|,+o00) tenemos que:

(za)l(z b) - aib (zla_ zE b) - aib (% 11a/z_ %11b/z) -

© © “ a1

(P F ) ey

n=0 n=0 n=1 n=1

* a1_pn-1

:Z a—b >Zn

n=1

Paraze A(a;0,|b— a|) tenemos que:

1 1 1 1 1 1 1 1
(z—a)(z— b) a— b< z—b>a—b(z—a+b—a 1—(z—a)/(b—a))

B aib <21a+ blaZ((z—a)/(b_a))"> -

0

1 - 1 .
— ﬂ(z—a)*l—zm(z—a)

n=0

Paraze A(a; |b—al, +o0) tenemos que:

1 1 1 1 1 1 1 1
(z—a)(z—h) Ta-b (za_ zb) Ta-b (za_ z-al-(b—a)/(z—a) ) -

0 [

"o (zla‘ =) <<b—a>/<z—a>>”> =Y (b-a2z-a)"

n=0 n=2

®©
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Ejercicio resuelto Clasifica las singularidades y calcula los residuos en ttmpopolos de la
funcion
ser(tz) (e™—1)

f@)= 23(z2+1)(z2+3z+2)

Solucion.

Se trata de un cociente de dos funciones enteras por lo queilzss posibles singularidades
hay que buscarlas entre los ceros del denominf@lerl, —2,i, —i} que pueden ser polos de la
funcion.

Enz= 0 el denominador tiene un cero de orden 3y el numerador urdessaden 2, por lo que
f tiene erz = 0 un polo de orden 1. Esta afirmacion se deduce también de que

’ . sen(tz) (€%—1) 1 ™
I f(z) =1 -
2067 @ 20 2 z  (Z24+1)(z2+3z+2) 2

y, por tanto, Ref (2),0) = 1%/ 2.

Enz= —1 el denominadory el numerador tienen un cero de orden lppmprdf es regular en
z= 1. Esta afirmacion se deduce también de que

- 1 Tz*l
Jlim (z+1)f(2) = ziml% 0

Enz=1i el numerador no se anulay el denominador tiene un cero de argmr lo quef tiene
enz=i un polo de orden 1. Esta afirmacién se deduce también de que

sen(mz) (e -1 i) (— [
fim(z—i)f(2) = fim — oV (E“ L) serim(-2) _ _serfim
2-i z-i 23(z+1)(z22+3z+2) —i(2)(3i+1) 1+3i
. oser(im)
y, por tanto, Reldf (2),1) = 113
Observa que tiene sentido considerar el comportamien@fiation erco. Como la sucesion
{f(in)} no es convergente, se sigue queserhay una singularidad esencial. ©)

Ejercicio resuelto Clasifica las singularidades de las siguientes funcionedcyila los residuos
correspondientes (incluyendo el purtoe cuando tenga sentido).

tgz € ser(1/2)
3) 22+z+1 b) z2(z22+1) ©) (z+1/2)3
Solucion.
a) Pongamos
f(2) = tgz serz

T 2217z+1 (Z2+z+1)cox

Se trata de un cociente de dos funciones enteras. El dendonitiane ceros simples en los
puntos{(2n+1)1/2:ne Z} U{—1/2+iv/3/2} y en dichos puntos el numerador no se anula,
por lo que son polos simples. Los residuos se calculan miiyiéate. Pongamos, = (2n+
1)11/2. Tenemos que

y . Z—7n serz 1 senzn)
Reg f = —zn)f(2) =1 I = =
edf(2).z) zlanz]n(z w)f(2) 2% Cosz 28 22+ 24 1 —serz) 3 +z+1
B -1
R+t
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donde hemos aplicado L'Hépital para calcular el primertémAnalogamente, poniendo=
—1/24iv/3/2. Tenemos

. z—a serz 1 sem tga
Reif(z)ﬁ)*lzm(zfa)f()*Izlaazz+z+1|zeacosz 2a+1cosa 2a+1

donde hemos aplicado L'H6pital para calcular el primertémi

No tiene sentido considerar el residuosn

€ : . "
b) f(z) = m Se trata de un cociente de dos funciones enteras. El deadaritiene un
cero doble erz= 0 que es un polo doble dey ceros simples en los puntdsi} que son polos
simples. Los residuos en los polos simples se calculan nuilyi@nte. Tenemos que

i =i : z— & ¢
Regf(z},l):gm(z_l)f()_lzlmzz—i-llzlal Z2 Z

El residuo en el polo doble= 0 viene dado por

d, (B+1)F-228
Reg f(2),0) = im = 2°1(2) = lim &~ = lIm =— 5 = =

Tiene sentido considerar el residuosnque viene dado por

Regf(2),00) = — Res(z_lzf(l/z),o) _ ReS(Zzizinji/Z)ao)

La funciong(z) = tiene una singularidad esencial 2& 0 por lo que para obtener

z2exp(1/2)
22+1

el residuo hay que calcular el coeficiemte, de su desarrollo de Laurent en= 0. Paraze
D(0,1)\ {0} tenemos que

1 n-,2n
NI
1+z e

Z2exp(1/2) = i: 12-a
-2
q=0

e (S )Em)- £ 5 e

g=0 n=0 m=—o00 2—Qg+2n=m
n>0,0>0

Haciendom = —1 obtenemos que el coeficiertte; viene dado por:

(=" )" (=yn
€= Z q' - Z q! :ZO(Zn+3)!

2—q+2n=—1 g=2n+3 ’ n=
n=0,q=0 n>0
y por tanto
® n+1 * (_1)n
Regf(z =—-1+senl
1 ;} 2n+3 z;(2n+1)! *

c) Pongamos
senl/z)  Zsen(1/2)

f(2)= (z+1/2° (2+1)3
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Enz = 0 hay una singularidad esencial pues es facil comprobarf queetiene limite finito ni
finito enz = 0. Basta para ello notar qu€1/n) — 0y f(i/n) — oco. Para obtener el residuo
hay que calcular el coeficiente; de su desarrollo de Laurent en= 0. Paraze D(0,1) \ {0}
tenemos que

1
1+22 Z(,l)nz%

n=0
d 1 - o1 22
R DU it
dzl+z® & (z2+1)
& 1 - -2 822
——— = (-1)"2n(2n—1)z"2=
dz? 1422 Z( yran( ) (22+1)2+ (z2+1)3
n=1
Deducimos que
823 00 (o) 00
—— = —1)"2n(2n—1)z""1— 1)"2nz2"-1 1)"2n(2n—2)z2"1 =
(22+1)3 ngl( ) ( ) nz:;( g )

Por tanto el desarrollo de Laurent ienD(0, 1) \ {0} viene dado por

f(2) = ! > (=)"™n(n—1)z"* i yre 1
2 (20— 1)! z29-1
n=1 g=1

1« et MN= L) n(n—1) 1)l n(n—1)\ _x

= — |z

22( 2 V" G 2Z 2 V" e

m=— *2(n—g)=m — *n—g=k

Comprobamos que en esta serie de Laurent los coeficightgm n € Z impar son nulos, en
particularc_; = 0.
Podriamos haber obtenido este resultado sin necesidaddelbs calculos anteriores pues es

I z
facil justificar que el desarrollo de Taylor e tiene que ser de la formE agn_1z2" 1
4+ 1)3 n>2

y con esto es suficiente para obtener que= 0.

Los puntosz = +i son ceros triples del denominador que no anulan al numeyagor tanto
son polos triples. Em=i el residuo viene dado por

2

2 z-i dz? (22 +1)3 (z+i)3
. 22(2 —iz+7%)cog1/2) + (1— 2z—77°-6i°)senl/z) i
225 z(z+1)5 - l6e

Anélogamente se calcula el residuozes —i.
Tiene sentido considerar el residuo®nque viene dado por

Regf(z),00) = Res(z—lzf(l/z),o) = Res(%,o) =0

., zsere . .
ya que la funcion——=— es holomorfa en el disco unidad. ©)

(1+22)3
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Ejercicio resuelto SeaQ abierto enC, a€ Q y f una funcién holomorfa e@ \ {a}. Prueba
que si la parte real dé estd mayorada o minorada en un entorno reducido elgonces es
regular era. Deduce que si tiene una singularidad erentonces ex ) tiene una singularidad
esencial em.

Solucion.

Supongamos que Reesta mayorada en un entorno reducidoades decir, existen niumeros
M > 0,p > O tales queD(a,p) C Qy para todaze D(a,p) \ {a} se verifica que R&(z) < M.
Sea

f(2) g(z)+h($) vzeQ\ {a}

dondege H(Q) y he #(C) conh(0) = 0, la descomposicién canoénica fiena. Para probar
quef esregular emdebemos probar que= 0. Recordando el teorema de Liouville podriamos
intentar probar qub esta acotada; de hecho, es suficiente probar qheeB& mayorada el
pues entonces la imagen H&o puede ser densa €hy por tantoh deberé ser constante. Sea
K =min{Reg(z) : zeD(a,p) } (para esto hemos tomado el disco cerrado). Tenemos que

Reh <i) =Ref(z) +Reg(z <M—-K  VvzeD(ap)\{a}

es decir R&(w) < M — K para todowe C con|w| > 1/p. De aqui se sigue enseguida que la
funcion Ren esta mayorada el como queriamos probatr.

Supongamos ahora guetiene una singularidad aislada anAcabamos de probar que Re
no puede estar mayorada ni minorada en ningln entorno tideg, lo que implica que hay
sucesione$z,} y {w,} de puntos d& \ {a} tales que(z,} — a, {wn} — ay Ref(z) — +o0,
Ref(wn) — —oco. Por tanto|exp(f(z,))| — +oco y |exp(f(wn))| — O lo que implica que la
funcion exg f) no tiene limite finito ni infinito era 'y, en consecuencia, tiene una singularidad
esencial er. ©)

Ejercicio resuelto SeaQ abierto erC, {a,} una sucesion de puntos distintos@gue converge
a un punto a € Q. Sea f una funcion holomorfa en el abierto
U = Q\({an:neN}u{a}) y que tiene un polo en cada pura@ Prueba que, para caga> 0,
el conjuntof (D(a,p) NU) es denso eff.
Solucion.
Razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que pxist0 tal que el conjunto
f(D(a,p)NU) no es denso efl, es decir, existen> 0y o € C tales qug f(z) —a| >r para
todoze D(a,p) NU. Definamos

VzeD(a,p)NU

Podemos suponer, sin pérdida de generalidadagad®(a, p) C Q. Claramenteg es una fun-
cion holomorfa erD(a, p) NU. Como lim_.4,9(z) = 0 se tiene qug es regular emy; por lo
que definiendg(a,) = 0, obtenemos que la funci@nasi extendida es holomorfa &a,p).
Evidentemente el punta es un punto de acumulacion de ceroggd®or lo que, en virtud del
principio de identidadg debe ser idénticamente nulaBfa, p) lo cual es contradictorio pues,
por su definiciong(z) # 0 para todaeeD(a,p) NU.

Ejercicio resuelto SeaR > 0,acD(0,R)\{0}, y f una funcion holomorfa eB(0,R)\{a} que

. . f(n)
tiene un polo simple ea. Seac,= & Prueba que Iin{ Cn } =a

n Cnt1
Solucion.
Sean = Regf(2),a). La funciénf(z) —a/(z— a) es holomorfa e (0, R) por lo que
u 0
f(z) - — = n D(O,R
@-5— nz:(:)o(nz vzeD(0,R)
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Comof es holomorfa e®(0, |a|) tenemos que
f(=> ez vzeD(0 a))
n=0

Tenemos por tanto:

00 (o) (o) (o) 00
a z" a
ZCnZn:ZTa—F anZn:—GZW—FZGnZn:Z(Gn—F) z" VZGD(0,|a|)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Deducimos que
B o opa"l-a
Cn = 0On— antl an+1

i n n i i ;
Como la sen{jnzoana es convergente tenemos qu@" — 0. Deducimos asi que a partir de
un cierto término en adelantg # 0 y

c  apa"l-a
Chyl  Opp1@™2—a

a—: a.

©

Ejercicio resuelto Seaf una funcion holomorfa e@ excepto en un nimero finito de puntos que
son polos dd . Supongamos, ademas, que bien es regular o tiene un polo en infinito. Prueba
quef es una funcion racional.

Solucién. .
SeaS= {a1, a, a3,...,an} el conjunto de los polos deenC. Seah; (ﬁ) la parte princi-

. 1
pal del desarrollo de Laurent deenaj. Sabemos, por el corolarb24 quef (z) — h; (z : )
—4
es regular era;. Deducimos que la funcién

o) = 1@~ 3y (25 ) 2eC\S ()

" Z—aj
j=1

es regular erC. Definiendog(a;j) = lim,-a; g(2) resulta que la funciog asi extendida es una
funcién entera. La hipétesis de qfieo bien es regular o tiene un polo en infinito implica, en
virtud de la igualdadx), que ag le ocurre igual y, comg es una funcién entera, concluimos,
en virtud de la proposicidd.34 queg es una funcién polinémica. Ademas, como todas las
singularidades; son polos, las funciondg son también polindmicas. La igualdag nos dice
ahora quef es una funcién racional.

Observa que la igualdad

n
1
f(z2) = h;
@9+ ()
es la descomposicién deen fracciones simples con coeficientes complejos. ©)

Ejercicio resuelto SeaQ =C\Z. Justifica que las funciondsy h definidas e por:

™® S|

f(2) = serfz’ h(z) = Z (z—n)2

(zeQ)

son holomorfas e y tienen la misma parte principal en cada enteed..

Dedlzcase que la funci@iz) = f(z) — h(z), (z€ Q), puede extenderse a una funcién entera 'y
acotaday que, por tantges i dénticamente nula.
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Ejercicio resuelto Seaf una funcion holomorfa que no se anula en el am(0;1,2). Prué-

bese que hay un enteroc Z, y una funciébng holomorfa en dicho anillo, tal qué(z) =
Z"exp(g(2)) para todae A(0; 1,2).

4.5.4. Ejercicios propuestos

149.

150.

151.
152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcion
1
f(2) = Z-12 (zeC\{-1,1})
en cada uno de los anillos siguient&s1;0,2) y A(1;2, +o0).

Clasifica las singularidades de las siguientes funcionedcgla los residuos correspondientes
(incluyendo el punteo cuando tenga sentido).

_ /2
! Z(;OSZ b) z"ser(1/z) C) 1 d) z e) ¢

3) Z(1— e?miz) tgTZ z-1

Prueba que una funcion entera e inyectiva es una funcién@ulca de grado uno.

Supongamos quéy g son holomorfas en un entorno de un puaitque f (a) # 0 y queg tiene
un cero de orden 2 em Prueba que

ves(12a) 1) 21009

9”@ 3 (g"(a))’

9(2)

SeaQ un abierto en el plan@c Q y f una funcion holomorfa ef2\ {a}. ¢ Qué relacion existe
entre las posibles singularidadesaete las funcione$ y f'?

Seaf una funcién holomorfa en un entorno reducido de un pamoe no se anula en dicho
entorno. ¢, Qué relacion existe entre las posibles sindaldes er de las funcione$ y 1/f?

Seanf y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un panstidiese el comporta-
miento ena de las funcione$ + gy fg, supuesto conocido el dey g.

La funcionf es holomorfa en un entorno del purty la funcidng tiene un polo de ordem en
el puntof(a). ¢ CoOmo se comporta en el purtda funcion compuestgo f? ¢ Qué ocurre g
tiene una singularidad esencial &h

Justifica que la suma de los residuos de una funcion racimechlyendo el residuo eno, es
igual a 0.

SeaQ un abiertoa un punto deQ y f una funcion holomorfa e@ \ {a} que tiene un polo de
ordenn ena. Prueba que pata/| suficientemente grande la ecuacidm) = wtiene exactamente
n soluciones.

Sea{ fn} una sucesion de funciones holomorfas¥a, R) \ {a} que converge uniformemente
en compactos dB(a,R) \ {a} a una funciérf. Justifica la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

a) Silas funcioned, tienen un polo e tambiénf tiene un polo em.

b) Silas funcioned, tienen una singularidad esencial@&tambiénf tiene una singularidad
esencial er.

c¢) Silas funcioned, son regulares eatambiénf es regular em.
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4.6. Teorema de los residuos

4.35(Teorema de los residuos $eanQ C C un abierto, SC Q un conjunto de puntos aisladg
enQ, es decir, 51 Q = @y sea f una funcion holomorfa éh\ S. Sil" es un ciclo e\ {S}
nulhomaologo respecto de entonces

%2}

(a) Elconjunto{acS: Indr(a) # 0} es finito.

(b) f f(z)dz =2mi Y Regf(2),a)Indr(a)
r

acsS

Demostracion.La demostracion del teorema consiste en construir otro Zidbrmado por circunfe-
rencias centradas en los puntos singularet die forma qué — X sea un ciclo nulhomdlogo respecto
deQ\ Sy en esta situacién aplicar el teorema general de Cauchy.

En primer lugar veamos que la suma anterior es finita, es, diedifa) = 0 salvo para un nimero
finito de puntosae S Consideremos el abierto (uniéon de componentes conex&s\de') Qg =
{ze C\T*: Indr(z) = 0}. Por la hipotesis de que es nulhomdlogo respecto d&tenemos que
Qp 2 C\ Q. Sea

K=C\Qo=T"uU{zeC\TI": Indr(2) # 0}

Tenemos qu& C Qy K es cerrado (como complemento de un abierto) y acotado (pomgeorta a
la componente no acotada @e, I *) luego es compacto. Con lo cu@h K es un conjunto finito, ya
que en otro caso tendria un punto de acumulacién que, poramdaul, deberia quedarseleio que
implicaria queS' N Q # @ en contradiccion con la hipdtesis.

Lo anterior nos asegura que el conjufie S: Indr(a) # 0} = SNK es finito luego podemos
enumerarldsSNK = {az,ay,...,a4} 10 que justifica que la suma en el enunciado es una suma con un
namero finito de términos distintos de cero.

Centremos en cada uno de los purdpen disco contenido ef y que no contenga a otros puntos
deS. Para ello se@ > 0 de forma quéD(ax,p) € Q y D(ax,p) NS= {a} parak =1,...,q. Para
cadak seamy = Indr(ax) Y yk = mkC(ax,p). Consideremos el cicla = ZTzlyj. A continuacion
probaremos que el ciclo— X es nulhomologo respecto €\ S, esto es, parag Q \ Sse verifica que
Indr_5(z) = 0. Distinguimos varios casos:

= Siz¢ Q entonces Ing(z) = 0 por hipdtesis y ademdas¢ D(ax,p) para 1< k < g luego
Indy, (2) =0, 1< k< g, de donde Ingl(z) = 0. Concluimos que Ind_z(z) = 0.
= zc Stenemos dos posibilidades:

e z+# g para 1< k < g, en cuyo caso Indz) = 0y ademag ¢ D(ax,p) para 1< k <
g por construccion, luego también Ip¢z) = 0 para cad&. Concluimos de nuevo que
|ndr,z(Z) =0.

* z=a; paraciertq. Entonces Ind(a;) = m; y, por definicion, Ing, (aj) =m; y Indy, (aj) =
0 parak # j ya quea; ¢ D(ax,p) parak # j. Luego tenemos

Indr_s(z) = Indr (2) — Inds(z) = m;j —Indy, (aj) =m; —m; =0

Hemos justificado asi que el cidlo- X es nulhomélogo respecto del abiefiq S. Aplicamos ahora el
teorema general de Cauchy a dicho abierto para el Eiel@ y a la funcionf € #(Q\ S) y obtenemos
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que

0= [ t@dz=[t@dz- [t@)d

- r >
despejando resulta

jf(z)dz—f dz_zf dz_Zm,j dz—ZWZIndraJ Regf(2),a;)

r j=1yj C(aj,p) j=1

como gueriamos probar.

4.7. Aplicaciones del teorema de los residuos para calculante-
grales reales

Tt
4.7.1. Integrales del tipoj R(cog,sert) dt

Suponemos qu® es una funcién racional de dos variables continua en lariecencia unidad. La
idea para calcular esta integral por el método de residuosregrtirla en una integral sob@0, 1)
de una funcidon compleja que también va a ser racional. Pareeebrdemos que
di—eit ¢t 1 dlret etyl
sen = - = — cost = = -
2i 2igt 2 2¢t

Por tanto, se verifica que

T

2?+1 22-1 .
f R( T )Izdzj R(cog,sint)dt.
c(0,1) -

22+1 22-1
2z 7 2iz
por lo que sus Unicas posibles singularidades son polos.cainular la integral sélo nos interesan los
polos que estan dentro del disco unidad. Supongamos qtmrst{]zl,zz, ce zq}. El teorema de los

residuos nos dice que

m q 2 2
. . zc+1 z2-1\ 1
R(cog,sint)dt = 27 Res| R y— —.Z
;[T (codt, sint) Jz; ( ( 2z ' 2iz )lz J)

En consecuencia, si notamég&) =

1 L .
P Tenemos qué(z) es una funcion racional

4.7.2. Ejercicios resueltos

1

T
Ejercici lto| 101| Calcular laintegral = | ————dit
jercicio resue 0 alcular la integra J,T5+4C°5
Solucion.
1 1.1 1 1 1
5 2
con 542ZtL B g AszE2 g, (224 D)(E42)
z
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Por tanto
1 1 -1 1 2
|==2niRes| —————,— | =2 Iim (z+1/2)—————=_m
i ((22+ D(z12) 2 ) Y D 2~ 3
©
2n 1
Ejercicio resuelto Calcular la integral = J Zseixr b200§xdx dondea>0yb> 0.
Solucion.
1 1 1 4z
| = f —dz=- f dz
> 2 > 2 2(72 2_a2(z22_1)2
con 221 (1)1 IC(O,l)b(Z +1)2—a?(z2-1)
2iz 2z
Como
b%(z2+1)? —a%(z2> — 1)? = (b(z? + 1) +a(z®— 1)) (b(z? + 1) —a(z> — 1))
obtenemos facilmente las raices del denominador
b(z2+ 1) +a(z>— 1) = (a+b)zZ> +b—a=0 cuyas raices som = azb  __.ja=b
- i A= Varo 27 Varob
b(z2+1) —a(z>— 1) = (b—a)z>+b+a=0 cuyas raices som = Z—jLE, 7 =— ZLE

Como|z| = |z2| < 1y|z3| =|z| > 1, calcularemos los residuos &ry z, que son polos simples
de la funcion que integramos. Pongamos

f(2) = 4z _ 4z _
b2(z2+1)2-a2(z22-1)?  (b(z2+1)+a(z2—1))(b(z2+ 1) —a(z2 - 1))
4z
(a+b)(z—z1)(z— 22) (b(z2+1) —a(z?— 1))

Como parg = 1,2 esb(Z + 1) +a(Z — 1) = 0 deducimos que

bZ+1)-aZ-1) :2b(212+1):2ba2—fb (i=12)

Obtenemos ahora facilmente los residuos.
47, 2 1

) @ = ) ®mZ+1)  (arbE1)  2ab

Regf(z),z1)

= |Iim
7—271

., 1
Y también Reéf (2),z2) = 2ab’ Por tanto

S VY (S
0azser?Xerzco§x i 2ab  2ab) ab
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161

4.7.

3. Ejercicios propuestos

160

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172

173

Usando el teorema de los residuos calcula las siguientggraies.

21
I
J 1+ 3cogx

Tt

cos db

5—4cosp
—T

T co23x y
05—3c032<
Tt

1

fidt

5codt+4
-

2 15seldt+1
on 1

f dx (ab,ceR, a®+b?<c?)

3 asernx+bcosx+c

¢ 3codt + 2sertt
2 9codt +4sert

21
fco§”xdx

0

Usando el teorema de los residuos prueba las siguientddégies.

N

T 21

dx dx 21
£a+bcos<_£a+bsem_ 2 _ b2 (0<b<a)
IS

serft 2n
———dt="5(a-va?-P?) (0<b
£a+bcost b2 (a & ) (0<b<a)
21
[ = 2 Al
5 1—-2acos) +a |a? — 1
e om
f = la| <1
J (1+acos})? (1—a?)%/2
1 r cog9 1+820082])

* o = R 1
2T[Jn1+a272acos(87¢) o 2(1-a?) (2R, |3 <1)
- cog(nt) ~ 2" <1

'0 1+r2—2rcog 1-r2
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2n

coL3t a—a+1
174, | —————dt=——— (0 1
01+a2—2ac052t m l1-a (O<a<l)
2n
cognx) n T
175. | ————— =(-1)'"—
5 5 5+3cos<dx (=1) 23 (neN)

2n
176.J(1+32i02$(30;30mtd f(s VB (neN)

2n

2
177. fcos(nt —sert)exp(cost)dt = o
0

TP
4.7.4. Integrales del tipo f o) dx

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. gradqQ) > gradqP) + 2.

3. Q(x) # 0 para todxeR.

En estas condiciones éizl, Z,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfoque estan er
el semiplano superior se verifica que

T P( < P(2)
L Q—);( = 27 ;Res<yi),zj)

. . , . P(z .
Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a ladiurick) = % en el abiertd2 = C. Sea
I" la poligonall (a,B,p) = [-a, B,B+ip,—a +ip,—a] dondea, By p son nUmeros positivos que
tomamos suficientemente grandes para que todos los cenpaidelmio Q que estan en el semiplano

superior queden en el interior del rectangilde modo que Ingq g o) (2)) = 1 para 1< j < g.

—a+ip Y2 lip B+ip
73 71

Figura4.3:T (a,B,p)
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4.7.4 Integrales del tipo [* dx 163

El teorema de los residuos nos dice que
P(2) e (P(z) )
j ——~dz =21 Res| ==~z
r(a,B,p) Q@ =1 @

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independea, B y p. Por tanto, sera
suficiente para nuestros propdsitos probar que cuanfly p tienden haciaroo se verifica que

)

Por la hipotesis sobre los grados de los polinorg se tiene que existen nimends>0y M > 0
tales que
P@

Q)|

En lo que sigue, suponemos quie y p son mayores quis.

Pongamos ahora = [B,B+ip], Y2= [B+ip,—0+ip]yys = [-a+ip,—a] (ver figura4.3) y
notamody = f f(z)dz. Tenemos
Yk

M

> —
2>K=f@)] = e

4.7)

X
X dX+|1+|2+|3

Q;:'m

e P2 _\ P@
2TI]J§1RGS<@7ZJ> f @)

Asi,
< |+ |12] + 15 (4.8)

o (P@ N\ (PR
on J-ZlRes<Q(Z) ) ~) o ®

Acotamos ahordy. Paraze B, +ip]* tenemos que = B+ it parat € [0,p]. Ademés, como es
B> K serdjz| > K por lo que, en virtud de la desiguald4d, se tiene que

1f(2)| =f(B+it)] < W

Por tanto,

p

P t:p
M M t M 1t
< | [F(B+it)|dt < dt = [arctan—] < —=
J' (B+it)] Jsmz 5 5 <B32

Ny = | [ f(B+it)idt

o-——o

M 1t
a2

Por Ultimo, para acotdp se usa que pazE [B+ip, —a +ip]* tenemos, por sgr > K, que|z| > K
. . . M
por lo que, en virtud de la desigualdéd, se tiene quéef(z)| < W Por tanto
z

La integrall; se acota de la misma forma, resultafidp< —

B B

< [lteriplas [ i d @B

|I2|: 2 2
o J 2o

[t

[B+ip,—a+ip]

En vista det.8y de las acotaciones anteriores se tiene que

N P@ _\ _ PX
ZT"J.ZlReS<Q<z> ) J a0
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Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depenad@ada d@ podemos fija y By
tomar limite cuand@ — +oo con lo que obtenemos

(2) P(x) M M
2 R — 4.
w3 e Ga) | e <3 (5 +) @
Tomando ahora limite pa@ — +oco y B — +oo en la expresion de la derecha, se obtiene que la
P . . . .
funcién % es impropiamente integrable &y ademas

+00 q
P(x) - (P(Z> >
——dx = 2mi Res| —=, z;
fm Q) ; QA2
Observa que la acotaciéh9 proporciona una cota del error que se comete al aproximatdgrial

¢ P(X)
Q0 ™

4.36 Ejemplo.Queremos calcular la integral

+o00
f w dx por una “integral parC|aI
2, Q)

+oo 1

= Jm (X2 + a2)(x2 + b?)

dx

donde suponemos qae> 0 y b > 0 son distintos. La funcion que integramos tiene dos potoplsis
en el semiplano superior en los puntasib. Segun acabamos de ver

1 . . 1 .
<z2+a2><z2+b2>"a) em Res( <z2+a2><z2+b2>"b)

| =2m Res(

Tenemos que

. . . 1
Res( 2+ )2+ 12)" a) = i) 2 )
_ lim 1 1
" zoia(z+1a)(22+b?)  2ia(?—a?)

Analogamente
Res 1 Jib) = __r
(Z2+a%)(2+b?) 2ib(a2—b?)

Luego

1

m
| = 2T
n (Zia(bza2

1 J—
) T 2ib(a— bZ)) ~ abatb)

4.7.5. Ejercicios propuestos

Calcula por el método de residuos las siguientes integrales

T x2+3
17
8. I (x2+1) x2+4)dx
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179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

+
b,ceR, b? < 4
fax2+bx+c (8,b,ceR, b” < 4ac)

} x2+x+1
x4+x2+1

+oo

f L dx
(2 =x+1)(x24+x+1)

—+oo
X2

Jm (X241)(X2+2x+2) o

fxidx (a>0)

A (x2+a2)3

Usa el método de los residuos para probar las igualdadeersigs.

+oo

1 1 11 1
LX2+a2(XC)2+b2dX=ﬂ(a+5)m (a>0,b>0,c#0)
" 1 1-3---(2n—3)

!m X T ongen1(n_ 1)1 (a>0,n>2)
I o m(a+ 2b)
,fm T D1 E ~ zabarpg (2> 0P>0
o 3m/2
e =T @0

—+00

- P(X) ja
4.7.6. Integrales deltipo | ——€"*d
_fw Q(x)
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4.7.6 Integrales del tipo j+°° P(x e'}‘x dx 166

Suponemos que
1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunasyoO.
2. gradqQ) > gradqP) + 1.

Q(x) # 0 para todxeR.

En estas condiciones «5'21, Z2,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@oque estan er
el semiplano superior se verifica que

+°°@ i AX _ g \ @ iAZ .
LQ(X)e dxzmjleeS(Q(z)el .,ZJ)

. . e P(z) ; .
Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a ladfiuri¢z) = % €’ en el abiertd = C.
Consideremos la poligon&l(a,B,p) = [—a,B,B+ip,—a +ip,—a] dondea, By p son nimeros
positivos que tomamos suficientemente grandes para qus limsloeros del polinomi® que estan
en el semiplano superior queden en el interior del rectarigale modo que Ingq g o) (2j) = 1 para
1<j<q

—a+1ip Y2 |ip B+ip
73 71
—Q /B

Figura4.4:T (a,B,p)

El teorema de los residuos nos dice que
(Z )\z Z Az .
j Q(z)é ZWZRes 6 e' . Zj
I (a.B,p)

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independea, 3 y p. Por tanto, sera
suficiente para nuestros propdsitos probar que cuanfly p tienden hacia+-oo se verifica que

iz +® JAx
I A
I(a,B.p)
Por la hipotesis sobre los grados de los polinorRigQ se tiene que existen nimeigs>-0yM >0
tales que
M

4.10

2] 2K

Q

En lo que sigue, suponemos que y p son mayores quis.
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Pongamos ahora = [B,B+ip], Y2 = [B+ip,—a+ip]y ys = [—a+ip,—a] (ver figurad.4 y
notamody = f f(z)dz. Tenemos
Yk

d’zp ¢ eMp
2mZRes< z gz j) f Q(z§Z)de Q(X§X>dX+I1+I2+I3
I (a.B,p) —a
Asi,
J AX
ZWZRes( i dh 7 j> féQ(F:(()X> dx| < [11]+ 1] + 13| (4.11)

Acotamos ahordy. Paraze B, +ip]* tenemos que = B+ it parat € [0,p]. Ademés, como es
B> K serdjz| > K por lo que, en virtud de la desigualdad ( se tiene que

P(z)

Q(2)

Ademé#éx(ﬁ+it)‘ = e M. Por tanto,

[3+|t’< M <M
Q Brit)] ~IB+it] T B

D p °M At ]=P A
~Mile Ml-e? M
1= f it)idt| < t)|dt < — |— = — < oo+
ol = | f(B+it)idt| < [|f(B+it) =3 _A] T <@
0 0 0 t=0
La integrall; se acota de la misma forma, resultafido< o
Por Ultimo, para acotdr, se usa que parac [3+ip,—a +ip]* tenemos, por sep > K, que

|z| > K por lo que, en virtud de la desigualddd.Q se tiene quéf(z)| < < o Ademas, para

M
2|

ze[B+ip,—a +ip]* es Imz= p. Por tantoe*?| = e"*P. Deducimos que

B B,
. M P M
=] [ f@d]< [Iftripld < [ F—dt=(a+p)- e
_ _ - B p
[B+ip,—a-+ip] a a

En vista ded.11y de las acotaciones anteriores se tiene que
2mZRes< (2 e z ) - f ¢7PX) dx
2) J Tax

Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depenad@ada de podemos fija y By
tomar limite cuand@ — +oo con lo que, teniendo en cuenta que 0, obtenemos

1/M M
<5 (E - E) (4.12)

M M,
< — N — P
< +a +(a+B)pe

Q(2) Q(x)

q . B i
27 Z Res(@ el)\Z, ZJ) o e P(X) dx
j=1 —a

Tomando ahora limite pa@ — +oo y 3 — +oo en la expresion de la derecha, se obtiene que la
&M P(x)
Q(x)

funcién es impropiamente integrable &y ademas

[
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4.7.7 Ejercicios propuestos 168

Observa que la acotaci@hl2proporciona una cota del error que se comete al aproximatdgrial
B

400 i
eMP(x) . . &M P(x)
dx por una “integral parcial” dx.
J T P gratpareal] T
: : E(Ax
4.37 Ejemplo.Queremos calcular la integraH j > dX. Suponemos que> 0y A > 0. Como

o
e|)\x

O jax

Calcularemos & f dx. Segun acabamos de ver, teniendo en cuenta que la funf&en—a izz

a2 +x?

solamente tiene un polo simple en el semiplano superior pargb ai, se sigue que

ei)\z ei)\z e;)\z ef)\a
J=2miRes| ———,ai | =21 lim (z—ai) —— = 21 lim (z— ai) - — =TI
a+7z2 z-ai a+ 72 z-a (z—ai)(z+ai) a

—Aa

Luego |=T1T

4.7.7. Ejercicios propuestos

Utilizando el método de residuos calcula las integrales.

189.

szen& dx

X2+9
T COS X

190.
—2X+2

dx

+o0
cos &

191, | 7—5—
J x4 +5x24 4 X

—+oo
XSelrnx
192. f mdx

iy xsenx
193. f

x4+1

—+oo

COSX
194. | ———=d
| wr

Utilizando el método de residuos prueba las siguienteddgdas.
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costx L
195. f (x2+a2)2 72_a3(1+at)37at (a>0,t>0)
196f COSX dx — n iafib (a#b,a>0,b>0)
g (@) T b -at\a b o

4.7.8. Integrales del tipo f ))(() ser(Ax) dx

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas con coeficientes reales sinfegtmmunes ¥ > 0.

2. graddQ) > gradqP) + 1.

3. Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real que coincideneras de la funcion s€hx).

En estas condiciones éizl, Z,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfoque estan er
el semiplano superior §x1,%2,...,Xp} €s el conjunto de los ceros del polinon@oque estan er
el eje real, se verifica que

+[OQ—))(()ser()\x dx = Im ZmZRes(Q(é)e"‘Z -)+TUZRes< i '“,xj)

Para aprender el procedimiento que se sigue con este tiptededles es suficiente considerar el caso
en quex= 0 es el inico cero qu@ tiene en el eje real. Supondremos, pues, en lo que sigu@ tiere

un cero simple ex = 0 y Q(x) # 0 parax # 0. La forma de proceder es muy parecida a la anterior
con una pequefia diferencia y es que ahora consideraremamiglacde integracioh(a, 3, p,€) que
puedes ver en la figurd5 (si Q tuviera mas ceros en el eje real habria que rodear cada urlosle e
con una semicircunferencia al igual que se ha hechoxeof).

—a+ip i Y2 B+ip
3 71
-
—Q —€ £ [3

Figura 4.5:T (a,B,p,€)

P@
Q2

Procediendo como en el caso anterior, considerando ladurfdiz) = €??, y teniendo en
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cuenta que Inglg g o) (0) = 0, el teorema de los residuos nos dice que

P . _ miReS P@) g,
r<a,£p,s> Q2 = (Q<z> J)

Las acotaciones que hemos obtenido antes en los segnyemey ys siguen siendo validas por lo
que obtenemos facilmente la siguiente acotacion analagaeotaciort.12del caso anterior:

" ;
2mqu;Res(f(z)7zj)—L f(x)dx—y{f(z)dz—sff(x)dx < % (%Jr%)

Tomando en esta desigualdad limites gara +o0o y B — +oo se deduce que

q —€ +o0
2ri Y "Res(f(2),7) — [ H(2)dz = [ f()dx+ [ F(x)cx (4.13)
i—1 oo C

Ye

Seaw = Regf(2),0) = lim,0z f(2). Teniendo en cuenta el sentido de recorridggdienemos que

y{ f(2)dz + iw = —i[(f(se“) - %) ice dt
Como

‘f(se“)—@‘ = g€ f(e€') —w|

deducimos que

j 2)dz 4+ 1iw| <

U
[ |ee" f(e€") —w| dt < Tmax{|z () —w]: 2| = &}
Ye 0

y como Iirg(zf(z) —w) =0, se sigue que m&kzf(z) —w| : |z] =€} — 0 cuandc — 0.
Z—
Hemos probado asi que Ai f(z)dz = —miw = —1i Reg f(z),0). Teniendo en cuenta la igual-
E—

Ye
dad4.13deducimos que

e—0

nm<j dx+j dx>_2mZRes(f 7))+ TiReg f(2),0) (4.14)

Tomando ahora partes imaginarias y teniendo en cuentR gu@tienen coeficientes reales

m(jsf(x)dx++fof(x ) f iser(}\xderf iser()\x)

senAx)P(x)
Q)

y teniendo en cuenta también que la funcién: es continua exx = 0 sin mas que

definirla en 0 igual a R€$(z),0) por lo que

Ho (I Q—ser()\x )dx + f Q—))((SGTO\X ) f Q—iser{)\x)

concluimos que

j=1

f ))(( senAx)dx = Im (ZTUZRes(f 2),zj) +Tu Reif(z),O))
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4.38 Ejemplo.

+o0 7 "
f ﬂlxdX =Im (Tli ReS(é—,O)> =Im (Tli Iimzel—) =Tr
X z z—0 Z

—00

4.7.9. Integrales del tipo f ))(( cog AXx) dx

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas con coeficientes reales sinfegtmmunes ¥ > 0.

2. graddQ) > gradqP) + 1.

3. Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real que coincidenaras de la funcion cdax).

En estas condiciones éizl, Z,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfoque estan er
el semiplano superior §x1,%2,...,Xp} €s el conjunto de los ceros del polinon@oque estan er
el eje real, se verifica que

T PX (@) e e P@ a2
[OQ—XCOSO\X dx_Re<2mZRes(Q(z) e? ,zj) +W;RGS(@eA ,xj>

La justificacion de esta igualdad es totalmente analogaratésiar.

4.7.10. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales sigsien

+o00
sern(Ax)
197. Of mdx (A>0,a>0)

400
Sernx
198. ,L TR0 dx

199.

1 COSX
f X—T/2)(2+1)

—+oo

X Senmix
200. J 7 5™

+fosen?\x 1

201.
X a2 +bx+c

dx (a>0,b’>—4ac<0)
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+00
Sernx
202. Jm o) &
4.7.11. Integrales con polos simples en el eje real
Integrales del tipo V.P. f X dix

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunasyo0.
2. gradqQ) > gradqP) + 1.

3. Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real.

En estas condiciones éizl, Z2,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfoque estan er
el semiplano superior §x1,%2,...,Xp} €s el conjunto de los ceros del polinon@oque estan er
el eje real, se verifica que

VPTOZ((?()) '“dx_ZTuZRes<g(é) Nz )+mZRes< ie‘“ ) (4.15)

—o00

Las letras V.P.” se leenvalor principal de CauchyExpliqguemos lo que esto significa. Supongamos,
por comodidad, qué tiene un cero simple en= 0y Q(x) # 0 parax# 0. El método que hemos usado
anteriormente se aplica exactamente igual hasta llegagadé&dadd.14 La dificultad ahora es que la

+o00
P(z
( 2 €2 no es continua en los ceros realesygla integral impropia ( ) &M dx

Q) Q)

no existe. Todo lo que podemos obtener en este caso es lo qua ta‘ngualdadl.lét

funcionf(z) =

e—0

nm<f dx+j dx)ZruZRes(f ,zj) +TiReg f(2),0)

El valor de limite de la izquierda de esta igualdad se llamary@incipal de Cauchy de la integral

impropiay se representa pé:P. j X e dx. En consecuencia, podemos afirmar que

P(X)

—+oo
V.P.Jm 500

Naturalmente, 9Q tuviera dos ceros simples reakes: b el valor principal de la integral vendria dado
por el limite siguiente

q
eMdx =2ri ) "Res(f(2),z) + miRegf(2),0)
j=1

Ilm(ff dx+jf dx+jf x>_2TuZRes(f ,zj) +1i(Reg f(2),a) + Regf(2),b))

ate b+e
Observa que tomando parte real o imaginaria en la igualddgbbtenemos respectivamente, en la

—+oo
hipétesis de que los polinomi&$z) y Q(z) tengan coeficientes reales, las integre)fe% cogAx) dx
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j ser{)\x )dx. Ten en cuenta que alguna de estas integrales puede sergantessi los ceros

deQ( ) en el eje real coinciden con ceros de(@es o con ceros de séhx).
PO
No olvides que en las hipétesis hechas la integraé— €™ dx no existe como integral de Lebes-

gue. Pero puede ocurrir que alguna de las mtegr Ieé— cogAx)dx y f ); ser(Ax) dx exista

como integral impropia de Riemann.

P(x)

Integrales del tipo V.P. f Q—x dx

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. graddQ) > graddP) + 2.

3. Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real.

En estas condiciones §'zl, Z2,... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@oque estan er
el semiplano superior yx1,%2, ..., Xp} es el conjunto de los ceros del polinon@ogque estan er
el eje real, se verifica que

V.P. j Q?( dx = ZWZRES(% ZJ)+WZReS(% xj)

=1

El valor principal de Cauchy esta definido como el limite

X1—€& p—1Xj+1—¢€ 400
VPI dX—|Im (J dx+z f X) dx + f f(x)dx)

—00 j=1 xj+¢ Xp+€
+oo

No olvides que en las hip6tesis hechas la |ntega1Q—X dx no existe como integral de Lebesgue ni

como integral impropia de Riemann.

4.7.12. Ejercicios propuestos

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes iaeg por el método de residuos.

Sernx

203. vpjmd
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400

204, VP, [ "
+00 X2

205.V.P. | a7 %

400
XCOSX
206. V.P.Jm a2

COSX

mdx (a>0)

400
207.V.P. j

COSX

dx
X2 — X

400
208. V.P. j

o
209. V.P.Jm e

b
. P(x)

4.7.13. Integrales del tipo| ——= dx
J a9

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. graddQ) > graddP) + 1.

3. Q(x) # 0 para todx < [a, b).

En estas condiciones %'zl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@se verifica
que

? P : P, z-b
!mdx = ZRGS(@IOQE,ZJ)

: ., z—Db o
Para ello, teniendo en cuenta que la funcmnée@g1 es holomorfa erC \ [a,b] (ver ejerciciosl,
ejerciciol5y ejercicio2, ejercicio65), vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funcion
Pz, z-b
f(z) = —log——
en el abiertd) = C\ [a,b]. Consideramos un ciclo formado por dos poligonales (recté@s) recorri-
dos en sentidos opuestos (ver figdré).

F(Re) =[b+R+iR,a—R+iR,a— R—iR,b+R—iR,b+R+iR]

~[b+e+ic,a—e+ic,a—e—ig,b+e—ie b+e+ig
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dondeR, € son nimeros positivos que tomamos de forma que todos los defrpolinomioQ queden
en el interior del rectangulo grande y fuera del pequefio diomae Ing g (z)) =1 para 1< j < g.

iR

i€

a—R| a—¢ b+e [b+R

—i€

—iR
Figura4.6:T (R¢)

Observa que el cicl6(R, €) es nulhomélogo respecto @= C\ [a,b]. El teorema de los residuos

nos dice que
P(z) (2) z—b
f Q 2 Iog—dz ZWZRes( &) log>— )

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independieRtyg €, sera suficiente para nuestros
propositos probar que cuanBo— +oco y € — 0 se verifica que

Qz —dZ—)Z

P(2) j P(x)

Por la hipotesis sobre los grados de los polinorRigQ se tiene que existen nimeigs>0yM >0
tales que

(4.16)

En lo que sigue suponemos gie> K.
Como la funciénQ(z) no se anula effa, b]* podemos fijar un nimero @ p < 1 tal que en el
rectangulo cerrado
R ={x+iyeC:a-p<x<b+p, -p<y<p}
L, - . P(z .
la funcionQ(z) no se anule. Por continuidad y compacidad, la fun(i| (z))|| alcanzara un valor

maximo en®.. Sea

_ iy P
Lmax{|Q(Z)| 1ze Q{} (4.17)

En lo que sigue suponemos gee p/2.

Probaremos en primer lugar que las integrales sobre los latticales de los rectangulos tienden
a 0. Consideremos para ello un segmento de la forma

IJN) =[b+A—iNb+A+iN"  (A>0)

Usando la acotacion bésica para integrales, tenemos que

P(2)

f(z)dz| < 2A méx{ &)

[b+A—i A, b+A+iA]

log g‘ :ZEJ()\)} (4.18)

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.7.13 Integrales del tipojab % dx 176

Naturalmente

por lo que

log——| < |lo z-b + |ar z-b

973 5|9z=a N\z=a
Vamos a calcular el maximo de la funcifing| =—— || cuandaze J(A). Es evidente que paza J(A)
se tiene queZ—2| < 1. por Io qudiog|2=2|| = —1og|2=2|. En consecuencia

Que— P q 923l = 19954l
) z—b|| o z—b|
max{ log EH .ZGJ()\)} mln{log — .ZEJ(?\)}

Teniendo en cuenta que el logaritmo es estrictamente atecgera suficiente calcular el minimo de
z—b

enJ(A). Los puntos dd(A) son de la form#&+ A +it donde|t| < A. Tenemos que

z—a
b+A+it—b|  A+it] A2 412
b+A+it—a| |b—a+A+it] | (b—a+A)2+t2
Para calcular el minimo podemos prescindir de la raiz. Hewxhscido nuestro problema a calcular
. A2+ t? : . -
el minimo de% en[—A,A]. Derivando se comprueba enseguida que el minimo valor se
(b—a+A)2+t

alcanza para= 0. Por tanto

méx{

Acotamos ahor%arg < % >

z—b 1 A2

log

enJ(A). Interesa acotar de forma diferente segin queiseee o

Como el numero complejo

b+A+it—b  A+it  A(b—a)+A2+t2+it(b—a)
b+A+it—a b+Atit—a (b—a+A)2+t2

tiene parte real positiva, tenemos que

. arctgig(bi a_m (A=¢)
arg<7}\Jrlt >‘:arctg<—|t(ba>| < gb—a) 4
brA+it—a Ab—a)+A2+t2) S R(b—a) (b—a)
arcth :arcth A=R)

Haciendo en la desigualdddl8\ = €y teniendo en cuenta 17y 4.19 obtenemos

€

2
j f(z)dz 7(b—a+s)2+g)

[b+e—ig,b+e+tig]

1
< _=
\28L< log

y como limelog(g) = 0, se sigue que lim j f(z)dz=0.
£—0 £—0
[b+e—ie, b+e+ie]
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Anélogamente, haciendo en la desigualdd@\ = Ry teniendo en cuenta16y 4.19 obtenemos

f(z)dz
[b+R-iR,b+R+iR]

M/ 1 R? (b—a)
< _ (= - Nl
<2R ( log ® 7 +arctg )

Como la tltima expresion en esta desigualdad tiende a (Rpara- oo, hemos probado une +I'|m f f(z)dz=
— |00

[b+R—iR,b+R+iR]
0.

Analogamente se prueba que las integrales sobre los otsasedmentos verticales también tien-
denalo.

Consideremos ahora los segmentos horizontales. Es muipfébar que las integrales sobre los
segmentos horizontales del rectangulo grande tienderogeeaR — +oo.

Nos queda considerar las integrales sobre los segmentasthtates del rectangulo pequefio.

P(t ie b
[ oo [ T (D)

[a—e+ig,b+e+ig]

Tenemos que
t+ie—b (t—b)(t—a)+e2+ie(b—a)
t+ie—a (t—a)2+¢€?
Paraa+ ¢ <t < b— ¢ se tiene quét — b)(t —a) + &2 < 0 por lo que

rg(M)arctg(t_E(ba) +1m  (ate<t<b—g)

t+ie—a )(t—a)+¢€?
A partir de aqui se prueba con facilidad que
b
. P(x) b—x .
lmé j j—x <Iogm+m) dx
[a—¢e+ig, b+s+|s] a
Analogamente
"EPt—ie),  [t—ie—b
f =
I l(z)dz I Q(t —ig) log(tisa) a
[a—e—ig,b+e—ig] a—¢

Tenemos que
t—ie—b (t—b)(t—a)+e?—ig(b—a)

t—ie—a (t—a)2+¢2
por lo que
t+ie—b\ e(b—a)
arg(t+is—a> 7arCtg(t—b)(t—a)+527T[ (ate<t<b-—g)

A partir de aqui se prueba con facilidad que

b

P(x)

lim f(zydz=| == (o —fm dx

£—0 j IQ X) 9
[a—e—ig,b+e— |s] a

Teniendo en cuenta la orientacién de los segmentos, herobagw que

gim_ :be(—):( (Iog—+|n) be(_):( (Iog— —m) IbQ(_i

e—0 MR, s)
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La figura siguiente muestra claramente que cuarsdoacerca desde el semiplano superior a un punto
x del segmentda, b[ entonces se tiene qde— 11y ¢ — 0 por lo que

lo ﬂ)%Io E(JriT[
gz—a gx—a

|z—b|

Figura 4.7: IOQE:—Z =log +i(®—¢)

lz—al
Y cuandoz se acerca desde el semiplano inferior a un pumtel segmentda, b| entonces se tiene
9 — —1ty ¢ — 0 porlo que
Iogﬂ) — Iogﬂ—in
z—a X—a
Observa que es precisamente la discontinuidad del argonpeinicipal lo que permite calcular la
integral.

1
dx
4.39Ej lo.Calcul E| 5———7F— A .
39 Ejemplo.Calculemos ! Z— 2xcod 1 donde O< A < Tt
., 1 .
Tenemos que? — 2zcos\ + 1 = (z— cosA)? + serf A por lo que la funcionm——————— tiene

_ / 72 —2zcosh +1
polos simples en los puntas= € y z, = e '*. Por tanto

I—Res( ! Iogz_1 z)+Res( 1 Iogz_1 z)
B (z—21)(z— 22) z 7 (z—271)(z—22) z ?

Calculemos los residuos.

1 z—1 . 1 z—1 1 z71—1
Res lo ,21 | = lim(z—z
(Gaam s a) = e

-7 (Z— 21) (Z— Zz)
Tenemos que; —zp = €* —e A =2isem. Y

zn-1

log =log(e(€" 1)) = log(e M2(* j2— e /2)) = log(e"22i ser(A/2)) =

Z
= log(¢™M/22ser{A/2)) = log(2sem/2)) +i(Tt—\)/2

Donde hemos tenido en cuenta que @ < Ttpor lo que sefh/2) > 0. Por tanto

Res( (2721)1(2—22) log Z; 1’21) = ﬁ (log(2seriA/2)) +i(m—7)/2)

. z—1 . . -1 .
Anélogamente, observando qu%z— es el complejo conjugado egéz— se obtiene
2 1

1 -1 1 1 1 _
Res< Z—2)z-22) log” z ,Zz> b — log 2222 = ST eemn (log(2serfA/2)) —i(Tt—A)/2)
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Deducimos que

fl dx M=
—2xcosh+1  2sem\

4.7.14. Integrales del tipo}w@ dx
S 2 Q(¥)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. gradqQ) > gradqP) + 2.

3. Q(x) # 0 para todo > a.

En estas condiciones §izl,22, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@se verifica
que

400
J (F;())? ZRes( z logy(z—a), ZJ)

donde log es el logaritmo de definido por

logy(z) =log|Z +i8(2) 9(z) €Arg(z) N[0, 21

Para ello, teniendo en cuenta que la funcién,lag- a) es holomorfa erC \ [a, +oc], se aplica el
P(2)
Q(2)

C\ [a,+oc[. Consideramos un ciclo formado por la poligonal (ver figu@.

teorema de los residuos a la funciéfz) = log(z— a) en el abierto simplemente conefo—
NRe)=[a+R+ig,a+R+iR,a—R+iR,a—R—-iR,a+R—iR,a+R—ig,a—e—ic,a—e+ig,a+ R+ig]

dondeR, € son nimeros positivos que tomamos de forma que todos los defrpolinomioQ queden
en el interior de la poligonal de modo que fgl) (zj) = 1 para 1< j < g. El teorema de los residuos
nos dice que

P(2) (2)
f Q(z) Iogz a)d ZNZRGS( ) logy(z— a), ZJ)

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independieRe @, es suficiente para nuestros
propésitos probar que

P(2) (x)
FHM f Qz)Iog(z a)dz = —2m IQX (4.20)

e—0 MN(Re)

lo que se hace de forma andloga al caso antes estudiadodemiercuenta que ahora las integrales
sobre todos los segmentos tienden a cero cuard® y R — +oo con la excepcion de las integrales
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a—R+iR a+ R+iR
a—¢€+ie

a+ R+ ie

a a+ R —ie
a—e¢e—1e

a—R—1iR a+ R—1iR

Figura4.8:T (R¢)

sobre los segmentda— € +ie, a4+ R+ i€] en los cuales se verifica que

lim j P log(z—a)dz = lim r (x+ie) Io (x—a-+ig)dx =
R—--c0 _ Q(2) g Rt Q(x+ig) 9
e—0 [a—e+ig, a+R+ig]
—+00
PX)
= | —=log(x—a)dx
J Qg tostx-a
; P(Z) a+R )
Rle f e log(z—a)dz = ILTWI mlog(x a—ig)dx =
e—-0 [a—e—ig,a+R—ig] €0 a—¢

_ PO (ogix -
- ! o0 (log(x— @) + 2 dx

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de esjoseseos justifica la igualdal2Q Ob-
serva que de nuevo es la discontinuidad del argumento lo@gipermite calcular la integral.

4.7.15. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las siguientes itésgra

210. fm (a>0)
0

+oo

dx
21L J (2x+1)(x+1)

+oo

dx
212. f (8x2+3)(3x2+2)

—+oo
1 dx
213. !mm (a>0,b>0)

—+oo

1 xdx

214. !mm (a>0,b>0)
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215. f 2xcos>\+1) O<A<m)

4.7.16. Integrales del tiponoo 2 PO
5 QX

Suponemos que
1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comun&swp es un nimero entero.
2. A > —1ygraddQ) > graddP) + A+ 1.

Q(x) # 0 para todoc > 0.

En estas condiciones %'zl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@se verifica
que

f X g(())(()) dx = 1 Zezmx Z Res(% exp(Alogy2), ZJ) (4.21)

0

donde log es el logaritmo de definido por

logy(2) =log|Z +i9(2) 9(z) € Arg(z) N[0, 21

Observa que explogyz) € [2']. Para ello, teniendo en cuenta que la funcion ogs holomorfa en
C\ [0,+oc], se aplica el teorema de los residuos a la funcion

f(z) = % exp(Alogyz)

en el abierto simplemente conego= C \ [0,+oo[. Consideramos un ciclo formado por la poligonal
(ver figura4.9).

NRe)=[R+ig,R+IR,—R+IR,—R—IR,R—IR,R—ig, —e —ig,—€+ig,R+ig]

dondeR, € son niimeros positivos que tomamos de forma que todos los @defrpolinomioQ queden
en el interior de la poligonal de modo que #gl)(z)) = 1 para 1< j < g.

El teorema de los residuos nos dice que

q
r(i:s) % eXp(?\ |Ogo z)dz =2 ; RES(% exq}\ |ogo 2)7 ZJ>

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independieRty @, es suficiente para nuestros
propositos probar que

+oo
P(2) imy [ A PO
R?jow f @ exp()\logoz )dz = (1— &™) “0[ o dx (4.22)

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.7.17 Integrales del tlpoj+°° A P(X 5 (logx)™dx 182

—R+iR R+iR
—€ + e

R+ ic

0 R —ie
—€ — 1€

—R—iR R—iR

Figura4.9:T(R€)

lo que se hace de forma analoga al caso antes estudiadodemiercuenta que ahora las integrales
sobre todos los segmentos tienden a cero cuard® y R — +oo con la excepcion de las integrales
sobre los segmentdse€ + i€, R+ig] en los cuales se verifica que

—+00

) P2 x+|s P(x)
R}Tm f e exp(Alogyz) dz = ll)Tooj ok exp(}\ logy(x +i€)) dx IX)\—Q(X) dx
—0 [—e+ig, R+ig] £ 0
[im j &exp(}\log 7)dz = I|m f exp (A logy(x—ig)) dx =
R—+00 (Z 0 Q 0
€0 [—e—ig,R—ig] saO —€

- J % exp(A(logx+ 2mi)) dx = '™ :foxh% dx

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de esjoseseos justifica la igualda¢l22y con
ello la férmula4.21 Observa que de nuevo es la discontinuidad del argumentodags permite
calcular la integral.

-2
. . X
4.40 Ejemplo.Calculemos la mtegraf mdx donde O< A < 1. Tenemos que
0

T x A 2. B exp(#\logoz),i1 _ 2T|ie*”.TA _ . m
) x+1 1-e2im z+1 1-e2m™  serAm)

oo
4.7.17. Integrales del tipoj )‘@(Iogx)mdx
0

Q(x)

Se suponen las mismas hipétesis del caso precedente.istasles se obtienen de las anteriores
derivando respecto al parameko

4.41 Ejemplo.

O A +o A\
IX—Iogxdx:—i jx_dx :_i( n ) _ TPcosA)
5 X1 dA \ g x+1 dA \ sen(Am) serf(Am)

O
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4.7.18. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales sigsien

—+00 X,)\
216.f dx (0O<A<la>0b>0)
3 ax+b
+°°X—)\Iogx
217. dx (0<A<1la>0b>0)
ax+b
+oo X)\
218. Ofmdx (-1<A<la>0)
logx
2109.
9 I\/iera dx (a>0)
+00 A
X
220. £x2+2axc083+a2dx (-1<A<Zla>0)
+00 X)‘
221. f—dx (-1<A<1la>0)
o x2+a
+o X)\
222. !mdx (—1<A<1)

b
4.7.19. Integrales del tipof(x— a)%(b—x)P
a

PO
Q)

dx

Suponemos que

2. a,Bg
3. Q(x) #0 paratoda < x< b.

—11ya+pB=1o0a+p=-1

En estas condiciones §1,2>,...,7} es el conjunto de

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.

los ceros del polinongose verifica que

q

n ZRe

- sen(Bm) i

PX)

P@
W dx

Q2

b
[ (x—a)%(b—x)P

s

1
- 2isen(pm) R~>+oo j Q

(%)B(Z—a)“ﬁlj) -

P@) (Z b) (z—a)"*Pdz (4.23)

Z
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Se entiende que si el polinom@es constante la suma anterior es igual a cero.

La funcion potencia que se integra es el valor principal

ﬂ) P —ex BIO ﬂ)
z—a) P 972
Recuerda que la funcion Iezzg:—z es holomorfa el \ [a,b]. Aplicamos el teorema de los residuos a

N
f(z)% <%’1> (z—a)"+P

en el abiertd2 = C\ [a,b] en el ciclol' (R, €) que se representa en la figu4alQ

la funcion

b+e+ice

b

Figura 4.101 (R¢)
El teorema de los residuos nos dice que
q B
o P(z) (z—b a+B .
f f(2)dz = 2mi ZRes(w (ﬂ) (z—a)""P z
r(Re) =1

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independieRtg @, es suficiente para nuestros
propositos probar que

b
M Y O X Z _ A2\0+B,
RLITOO f(z)dzf2|ser(BT[)j(x a)%(b—x)P ) dquRIL“o Qz< )(z a)""hdz
e—0T(Reg) a

(4.24)
Se comprueba que las integrales sobre los segmentos lestiaden a cero. Sobre los segmentos
horizontaleda— e +ig, b+ e+ i€ se verifica que

b+e b
[m | jb f(_z])dz = lim j f(x+ig) dx = f%exp(ﬁ (|og)t(’—_;+in)) (x—a)*Bx —
a—e+ig, b+e+tie a-¢ a
= e'”p’jb(x a)%(b— X)Bw dx
Q(x)
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b+-e b
[alm?)isjbﬁf(i:) dz = !Ig‘lja,g f(x—ig)dx = ! % exp<B <Iog)t:T:1 — in)> (x—a)% Pdx =
() p PO
—e TB!(X— a) (b—x)Bde

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de esjoseseos justifica la igualdatl 24

El siguiente resultado es til para calcular este tipo degiaties.

4.42 Proposicion.

(a) Supongamos qu;iin zh(z) = 1. Entonces lim f h(z)dz = 2m.

R—+o00
C

(b) Supongamos qu;!r}gzl’(z) =0. EntoncesRILrEoé OfR h(z)dz =0.

(OR)

(c) Si;mz (%z‘”ﬁ) = LeC entonces
B
Jim % (g) (z—a)"Pdz = 2L i
)

Demostracion.

(a). Puesto qugJim h(z) = 1, podemos escribzh(z) = 1+ g(2) conzimg(z) = 0. Tenemos

_ 1 902 o 9(2)
C(0,R) C(0,R) C(0,R) C(0,R)

Y como

j %Zz)dz

< 2T[Rmé\x{M Hzl = R} =2nmmax{|g(2)| : |z] =R}
C(0,R)

2]

i im( 92 g, —
deducimos qugﬁkgofm - dz = 0. Lo que pruebéa).

El punto(b) se prueba de forma analogéc) es consecuencia inmediata@gy (b).

4.43 Ejemplo.

[im

: dx B 1 z—b\ Y% 1
_a[ x—a)jb—x) 2iser(-1/2) Rﬁ+o&6l:R) (ﬁ) z—a
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. - : - : —b\ Y21
Donde hemos aplicado la proposicién anterior para caletilanite pues ponienda(z) = <§—a) T a
es claro queHlinz h(z) = 1. O

Observacion

Si limz (ﬁz‘”ﬁ‘) = 00, el célculo del limite en la féormuka.23puede ser complicado. Una for-

==\ Q2
ma de proceder en estos casos consiste en elegir un kptdrde manera quztilitzfk+1 <%z‘”ﬁ) =
LeC, y tener en cuenta que
b b
P(x)  (x=a)%b-x)P P(x)
—_a)%ph—x)P Y gy =
Jox-aro-xPagr o= in | = —sge o

4.7.20. Ejercicios propuestos

Calcula las siguientes integrales usando el método deuesid
1
dx
223, | ——
J x2(1—x)

1
dx
224. 1[ 3/(X+ 1)2(1_)()

226 (a>0,b>0)
Za (X24+b?)vaZ—x?
b
227. | ! o (a<b<c)
2 X—C/(x—a)(b—x)
b
dx
228. (ac+d>0,bc+d > 0)
!(cx+d) (x—a)(b—x)

b

229. [ \/(x=a)(b—x)dx
b

230. I—V(X;f)((:bfx) (

a<b<c)

La técnica de calcular integrales usando el teorema de $idui@s es mas amplia que los casos
estudiados. En los ejercicios que siguen puedes compoolizanl estos ejercicios se indica por lo
general la funcién que debes integrar y el camino de intéyractt debes realizar las acotaciones
apropiadas para calcular las integrales. No se trata degjigeies una formula sino de que en cada
caso justifiques los célculos necesarios.
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4.7.21. Ejercicios propuestos
231. . -
Integrando una conveniente funciéon com-
pleja a lo largo del caminb(g,R) formado
por la frontera del sector circular (ver figu- By
ra4.11) S i ReiZ
PALS
{ZG(C* re<]7<R O<argz) < F}
con 0< € < 1< R, calcula la integral
o
j dx Figura 4.11Caminor (g,R)
14x0
0
DondeneN,n>3,0cRyn>1+a>0.Paran=1yn= 2 esta integral ya ha sido propues-
ta por otro método en los ejercici@d6y 221 Pero como ese método requiere calcular los
residuos en todos los polos de la funcién no es Util paraesigrandes de. EI camino que se
propone en este ejercicio tiene la ventaja de que soélo sesaieacular el residuo en un polo. La
eleccion del camino se hace ademas de forma que el denomiabiofuncion que se integra
se repita en los dos segmentos y es precisamente eso lo quieepealcular la integral.
232. Prueba, integrando una conveniente funciéon compleja ado e la poligonal cerradaR) =
[-R R, R+ 2m, —R+2m, —R] (R> 0), que
O eax o T
J14+eX T ser(oam
dondea es un parametro real yQa < 1.
Observa que la poligonal se ha elegido de forma que el dermaimirde la funcién que se
integra se repita. Comprueba, con un cambio de variablegsfadentegral puede reducirse a la
del ejercicio216
233. Prueba, integrando una conveniente funciéon compleja ado i&e la poligonal cerradaR) =

[-R, R, R+ 2m,—R+2m,—R] (R>0), que

e m(1—a)
f 5 dx =
1, (eX41) ser{a)
dondea es un pardmetro real tal queOa < 2y a # 1.
Nota: Para calcular el residuo puedes usar la igualdad
F+l=—(¢"1) = (z—imd(2)

[

1 i\n
donded(z) = —gm(z—m) :

234. Prueba, integrando una conveniente funciéon compleja ado e la poligonal cerradaR) =

[-R, R R+mi,—R+T1i,—R] (R> 0), que

e m
j X_| a—X dx = T
e+e 2coqJa)

—00
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dondea es un parametro realyl < o < 1.

235. Prueba, integrando una conveniente funcion compleja ado lde la poligonal cerrada(R) =
[-R, R R+Tmi,—R+T1i,—R] (R> 0), que

T XX - ™ ser(Ja)
Joextex 4 co(Ja)

dondea es un parametro realy1l < a < 1. ¢ Puedes deducir este resultado del ejercicio ante-
rior?.

iz

236. Integrando la funciére — a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo

ZZ
A(0;g,R), Prueba que:
Csertx T
[ ==
X 2
0
. ez _3d2 42 . . .
237. Integrando la funcioérf (z) = —%  a lo largo de la mitad superior del anilg0;¢, R)
deducir que
—+00

fepa-

238. Integrando la funcién _
Z+ie?—i
f(z) = —

alo largo de la frontera de la mitad superior del atfl(0;¢,R), prueba que

+00
J‘ X— Serx Tt

dx = —
x3 4

0

239. Seaa > 1. Integrando a lo largo de la poligorfalm, m, T+ in, —1t+in, -1 (n€N) la funcién

zZ— pymp=-R Prueba que:

X Serx dx—z—nlo 1+a
7n1+a272acos< =299 )

240. Prueba, integrando una conveniente funcion compleja ado I@e la frontera de la mitad supe-
rior del anilloA(0;e,R) (0< e < R), que

o dx = n

o 1+x2 2cog %)

dondea es un parametro realyl < o < 1.

241. Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo del#era de la mitad superior del
anillo A(0,&,R), Prueba que, paral < o < 3,a # 1, se verifica:
o a

| aep

0

Tt ol
dx = Z(lfor)sec7.
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242,

243.

244,

245,

246.

247.

248.

Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo delgera de la mitad superior del
anillo A(0;e,R), 0< € < 1,2 < R, calcula la integral:

o log(x)
f g— dx
q (X2+1)(x2+4)
Prueba que, paraf a < 2, a # 1, se verifica:

tdfl

—+00 —+00 T
e 2 sens(l1—a
[ — y— 2rsens(1-a)
3 1+t+12 Ol exte V3 senmmo

Prueba, integrando una conveniente funcién compleja ado lde la poligonal cerradaR) =
[-R, R R+, —R+T1i, —R] (R>0), que

+eo eX_ g 1 @v2_g T2
——————senXdXx=T—=———
. eZX_i_efZX \/é eT[_i_e*T[
Integrando la funcién
1- €7

)= 55—

@ 72(z° +a?)
alo largo de la frontera de la mitad del anif0;€,R), 0 < € < a< R, que esta contenida en el
semiplano superior, calcular la integral:

Joo
j serfx i

. log(i . . :
Integrando la funciorf (z) = % a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo

A(0;¢,R), 0< e < 1 <R, prueba que

+oo

f log(1+x?)

102 dx = 1tlog2.

Definamos, para cada: C*, h(z) = log(—iz) +i g Dadoa €] — 1,1], integra la funcion

_ expah(z))h(z)

@ 1+ 22

alo largo de la frontera de la mitad del anif0;€,R), 0 < € < 1 < R, que esta contenida en el
semiplano superior para obtener el valor de las integrales

dx

1+x2

+o0 —+00
X% log(x) xa
—-dx vy “0[ v

, : ., logz
Sean un numero natural mayor o igual que 3. Integrando la funcids ngn alolargo de
la frontera del conjunto
{zeC:e< |7 <R, 0<argz)<2m/n}, (0<e<1<R)

calcula las integrales

Va logx |
dx dx
3 1+4+xn !1+X”
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z2log(2)
1+7

{zeC:e<|z]<R 0<argz) <1/2}, (0<e<1l<R)

249. Integrando la funciénz —

alo largo de la frontera del conjunto

calcula las integrales

+00 o +o 2
x“log(x) X
—=d d
T % ! 112
250. Sean = €4y R> 0. Integra la funciérf (z) = cose¢mz) exp(itz?) a lo largo de la poligonal
cerradd (R)=[-1/2—Ra,1/2—Ra,1/2+Ra,—1/2+Ra,—1/2— Ra] para calcular el valor

de la integral
—+oo

j e dx

0
2
251. Integrand@ — 3" a lo largo de la poligondl(R) = [-R R R+iZ2, -R+iZ, —R| (R> 0),
calcula las integrales

+o00 +00
f g ser(bx) dx, j e’ cogbx)dx (a>0,b> 0)

—00 —00

52. : . .
Integrando una conveniente funciébn compleja a lo lar-

go del camind (g,R) que se indica en la figura 12 i fts
calcula la integral //
' serax o
0
0o ¢ R
Figura 4.12: Camind (g, R)
253. : o .
Integrando una conveniente funcién compleja a _r; ; R+i
lo largo del camind (g,R) que se indica en la
figura4.13 calcula la integral
+o00
sent{ax
f $dx (a>0,a#Tm)
- senifrx) -R -] ¢ R
Figura 4.13: Camin® (g, R)
254. Integrando una conveniente funcion compleja a lo largo geligonal cerrad& (n) = [—n, n, n+

2in,—n+ 2in,—n|, calcula la integral

—+oo
dx

j (1+x2)cosh{mx/2)

—00

255. Calcula, haciendo uso del teorema de los residuos, la altegr

+00 e
fmdx (0<a<?2)

—o00
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256. Calcula las integrales

+0o )\I
a) f%‘dx (~1<A<0)
0

+
0 f” cosax— coshx

dx
X2

0

° senhax
cosc xdXx, f
3 coshbx

0 f coshax sercxdx (0 < a< b)

257. Naturalmente, el teorema de los residuos sirve para caictégrales complejas.
€

a) Calcula el limite HIm ) mdz
[1-iR,1+iR]
b) Calculala mtegralf dz
\/ 52+1

258. SeaQ un dominio simplemente conex®un conjunto de puntos aislados@ry f € H(Q\ .5).
Justifica quef tiene una primitiva e \ S si, y sélo si, Re§f (z),w) = 0 para todave S.

259. Sea
cotgTz) = Z anz"

N=—o0
el desarrollo de Laurent de cdi) en el anilloA(0; 1,2). Calcula los coeficientes, paran
entero negativo.

260. Prueba que la funcién

tienen ceros distintogs, 2o, . . . , Z, que verifican la igualdad
n

>4 =0 (2<q<n)
j:lZJ

2K
Sugerencia: considera la |ntegraf ——dz (0<k<n-2).

C(0,R) 2
261. a) Pruebaque hay una unica funciba #(C\ D(0,1)) tal quef(2)? = 2%+ z+ 1 paralz] >
1y f(x) > 0 parax> 1.
b) Calcula la integral
j m % R>1

dondef(z) eslafuncién obtenlda en el apartado anterior.

262. Seaf una funcion holomorfa e inyectiva &t = C\ {0} verificando quef(z) # 0 para todo
ze C*. Pruébese que hay un numero comptejs 0 tal que o bienf(z) = az Vze C*, o bien

f(2) :% vze T,
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4.8. Aplicacion del teorema de los residuos para sumar sege

Las aplicaciones del teorema de los residuos para sumas seribasan en la siguiente idea. Su-
pongamos qué es una funcién holomorfa €@l \ P(f) dondeP(f) es un conjunto finito de puntos
que son polos dé. Admitiremos la posibilidad de que algun polo fisea un numero entero. Sga
una funcién holomorfa eft \ Z que en cada nimero entero tiene un polo simple.lfaa camino
cerrado que rodee a los entefesn,—n+1,...,—1,0,1,....n—1,n} y a los polos dd una sola vez
dejando fuera a los demas enteros. Teniendo en cuentakjes 8n entero que no es un polofdse
verifica que Resf (2)g(z),k) = (k) Regg(2),k), el teorema de los residuos nos dice que

ff( 2)g(z)dz =21 Y~ Regf(2)g(2),k)Indr, (k) + 211 > Regf(2)g(z),w) =

In keZ weP(f)
keP(f)
n
=2m Y f(kRedg(z).k)+2m Y Regf(2)g(2),w)
k=—n weP(f)
keP(f)
Supongamos que
Aiﬂor f(2g(z2dz=0 (4.25)
entonces obtenemos
lim Zf )Reqg(2),k) = — %)Res{f(Z)g(z),M (4.26)
we

k=
k¢P(f)

Las elecciones usuales para la funai@on

92 =

funciones que tienen polos simples en los enteros siendo

Regrcotgnz k) =1, Regmcoseaz k) = (—1)¢ (keZ)

= Ticosequz

Senz = Ticotgry, Z) =
cosrz 9 g( ) senz

Particularizando para estos casos la igualaé supuesto que se cumpla la condicib5 obtene-
mos

lim Z f(k) =-— Z Reqtf (z) cotgrz, w) (4.27)

n—co

k=-n weP(f)
kegP(f)
n
lim > (—1)ff =— > Reqmf(zcoseazw)  (4.28)
k=—n weP(f)

kgP(f)

A continuacion vamos a imponer a la funciérrondiciones suficientes para que se cumpla la condi-
cion 4.25para dichas elecciones de la funcgn

Como camino de integracidr, vamos a tomar la poligonal (es un cuadrado)

M= [(n+%)(71— i),(n+%)(1— i),(n+%)(1+i),(n+%)(71+i),(n+%)(71— i)].

4.44 ProposicionPara todo =T} se verifica quécotgrz] < 2y |cosear] < 2.
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(n+3)(—1+1i) (n+ )1 +4)
r,

—n-1l-n o n+1

(n+3)(—1—1) (n+3)(1—1)

Figura 4.14: Camin®

Demostracion.Supongamos que= n-+ % +iy. Entonces

N N L |

cotg(Tz) =g = gy
2i 2ie®  2jgn(ml/2)-my
COSGQTZ) - @z _g-imz - e2imz _1 = g@n-2ny _1q
por lo que

1-e 2V

|CthTIZ)| = m <

2
=— <2
|cose¢rz)| e <

Anélogamente, = x+i(n+ %) se obtiene que

1+em2D 14 eT
|cotgTz)| < Ep=rprey < 1_en <2
2612 g2

1— e T(2n+1) < l1—eT™

|cose¢mz)| < <1

Teniendo en cuenta que caty cosez son funciones impares, estas cotas también son validas para
los otros dos lados dg,.

4.45 ProposicionSe verifica que

j cotg1z) 4z — j cose¢rz) dz—0

V4 4
M M

- . cotgTz)  cosegTr) .
Demostracién.En efecto, como las funcmnesz— y ————— son pares y tienen un polo de

orden dos en cero, deducimos que su residuo en cero es igulaba siduos en los demas polos se
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anulan dos a dos porque

Res(COti( ),k) = %, Res(cosefﬂz)’k) — (—kl)k

y en consecuencia sus integraledgrson nulas en virtud del teorema de los residuos.

4.46 Proposicion.Supongamos que hay nimerossNy R> O tales que pardz| > R se verifica
que|zf(z)| < M. Entonces se verifica que

n—oo

[im | f(z)cotyg(tz)dz = Mn f f(z)cose¢mz)dz =0
M Mn

f(1/2)
4

D(0,1/R)y, por tantoh es regular en 0. Definiendg0) = Iirrg)h(z), se tiene qué es holomorfaen el
Z—

Demostracion.Pongamo#(z) = . La hipétesis hecha implica qureesta acotada en el disco

discoD(0,1/R) por lo que podemos escribir
h(z =) ez zeD(0,1/R)
n=0

Deducimos que
f(1/2)—coz=2*) "caz™*  zeD(0,1/R)\ {0}
n=1

[ee]

Como la funci()nz cnz" ! es continua e®(0,1/R) deducimos que esta acotada en compactos. Por

n=1
00
>t

n=1

tanto existeK > O tal que < K para todae D(0,1/2R). Deducimos que

K

: Iz > 2R (4.29)

Tenemos, en virtud de la proposiciéi5 que

jcotg(nz) f(zdfz= fcotg(nz) (f(z) _ C_20> dz+c°rjn Coth(TIZ) dz rjncotg(nz) <f(z) - C_Zo) &

Mn Mn

Por la proposiciod.44y la desigualdad.29 deducimos que para> 2R se verifica que
jcotg(nz) f(z2dfz = jcotg(nz) f(z)fﬂ dz| < LB(nJr 1/2)
z (N+1/2)2

Mn Mn

La misma acotacion es valida cambiando ¢ory por cose(rz). De estas acotaciones se sigue ense-
guida la afirmacion del enunciado.
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oo
4.8.1. Series del tipo %

Suponemos que
1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. gradqQ) > gradqP) + 1.

En estas condiciones $t1,22, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@se verifica
que

n q
rllm k;n % = ; Res(ncotg(ﬂz)%,zj) (4.30)
Q(k)#0

Esto es consecuencia directa de los resultados anterioessep las hipoétesis hechas se verifica

. P(z . T .
quezlmz% = LeCy, por tanto, se satisface la hip6tesis de la propositida
Es interesante observar que la existencia del limi#& 8dno implica que la serie sea convergente.
. P(k . . . o
Naturalmente, que la serlez: % sea convergente quiere decir que existe el limite
keZ
Q(k)#0
~ P(k)
9% 2 QK
P—e k=—p
Q(k)#0

Por otra parte, la condicion gra@@) > graddP) + 2 garantiza la convergencia absoluta de la serie.

4.47 Ejemplo.Seaa € R,a # 0.

n
. 1 1 1 .
Am k;nm = - Res(ncotgnzm, i 0(> - Res(ncotgnzm, —Ii a) =

T e e T
T o eam_gam

Como la serlez |(2 es convergente tenemos que
n>1

(o]

n
. 1
rllmk;nm naoozk2 a2 " Z +0(2 a?

de donde se sigue que
i 1 1 (meéTpe T 1
f~m?ta? 2\a é@m-e o o

. o . . 1 .
En virtud del criterio de Weierstrass, la seE Pro? es uniformemente convergente paraR,
n>1
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Q(n)
por lo que
Z—* Z 1 gl merrect 1y @
S a=04~n24+02 a—02\0 Mg g2/ 6
donde el dltimo Ilmlte puede calcularse por la regla de Lit#p O

oo
4.8.2. Series del tipoZ(—l)”%

Suponemos que
1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. graddQ) > graddP) + 1.

En estas condiciones %'zl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinon@se verifica
que

n q
lim k;n (—1)k% — jZ?Qes(ncose(tnz)%,zj) (4.31)
Q(k)#0

Es interesante observar que en este caso las hipotesistyachatizan, por el criterio de Dirichlet,
la convergencia de la serie aunque no necesariamente largemeia absoluta.

4.48 Ejemplo.

2
=— Res(ncoseoﬁnz)z—lz,0> = 7%'2@)%23 <T[coseo§nz)z—12) = 7%

4.8.3. Ejercicios propuestos

263. Justifica que, excepto para ciertos valorea @gue se precisaran en cada caso), se verifican las
siguientes igualdades.

1 1/m 1
Dy <aC°“m— ;>’

L
b) Zm == ﬂ 4 3(Coth[a.+ COthT[a)
n=1
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1 ®
9 2 (n—a)?2  serma’

n=—oo

2 (1" 1 T
d _ = .
) §n2+ az 2a? + 2asenhma’

& () _ 1 m/o1 1
n:1n4—a“'72a“' 4a3 \ senma  senhma /)’

L, TIseraz -
264. Integrando la funciére — ———— a lo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices son

Zsenmz
(£1+i)(n+3), donden€N, calcula la suma de las series

a) Z(innﬂserﬁn

n3
n>1

(="
b) g} (2n+1)3

4.9. Principio del argumento. Teorema de Rouché

En esta seccion vamos a obtener dos importantes conseasieletiteorema de los residuos que
proporcionan herramientas Utiles para el estudio de lassade una funcion holomorfa. En lo que
sigue vamos a considerar funciones cuyas Unicas singatisdson polos.

4.49(Funciones meromorfas.piremos que una funci6h esmeromorfaen un abiertd c C si las
Unicas posibles singularidades fleen Q son polos, es decir, existe un conjufta- Q de puntos
aislados e tal quef es holomorfa e2\ Py f tiene un polo en cada punto & Notaremos por
M (Q) el conjunto de las funciones meromorfasen

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional” pordae funciones meromorfas se com-
portan de forma parecida a las funciones racionales. Deohkxshejemplos mas inmediatos de funcio-
nes meromorfas son las funciones racionales las cualessciofies meromorfas €h Naturalmente,
toda funcién holomorfa es también una funcién meromorfes B, el cocienté/g de dos funciones
holomorfas en un abiertQ, supuesto qug no es idénticamente nula en ninguna componente conexa
deQ, es una funcién meromorfa €h

4.50(Principio de identidad para funciones meromorfasna funcion meromorfa en un domj
nio cuyos ceros tienen algin punto de acumulacion en el doragidénticamente nula.

Demostracion.SeaQ un dominio yf una funcion meromorfa e2. Notemo<Z( f) el conjunto de las
ceros yP(f) el conjunto de los polos deenQ. ComoP(f) es un conjunto de puntos aislados®n

el conjuntoQ; = Q\ P(f) es abierto. Supongamos gzi€f ) tiene algin punto de acumulacion@n
Es evidente que un punto de acumulacién de ceros tambiénasadef por lo que, en la hipétesis
hecha, debera s&i(f)' N Q; # @. Comof es holomorfa elf2;, si probamos que dicho conjunto es
un dominio, el principio de identidad para funciones holdia® implicara quef(z) = 0 para todo
ze Q1, pero entonces es claro que tiene queP¥dn = @ y, por tanto, habremos probado guies
idénticamente nula eq.
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Supongamos qu@; = AUB siendoA y B conjuntos abiertos tales queB=@. La idea es
extender esta particion d& a una particion por abiertos @& Para ello, definimos los conjuntos

A=AU{zeP(f):3r >0,D(zr)\{z} cA}, B=BU{zeP(f):3r >0,D(zr)\{z} c B}

es inmediato que ambos conjuntos son abiertos. Ademas; B{f), por serP(f) un conjunto de
puntos aislados e, hay algarr > 0tal queD(zr) C Qy D(a,r)NP(f) ={z}. El conjuntoD(zr)\

{z} esta contenido ef; y, como dicho conjunto es conexo, deberé ocurrir que o bigncesitenido
enA o bien esta contenido €& En consecuenciAUB = Q y ANB = @. ComoQ es un dominio

alguno de ellos debe ser vacio y, por tanto, alguno de losiotgA o B tiene que ser vacio.

Este resultado permite extender para funciones meromlaggsropiedades de los ceros de las
funciones holomorfas. En particuldws ceros de una funcion meromorfa y no idénticamente nyla, f
en un dominioQ, son un conjunto de puntos aislados@nEn consecuencia, sies un cero dd
existe un discd(a,r) C Q tal quef es holomorfa e (a,r) y, por tanto,el concepto de orden de
un cero para funciones holomorfas (que es un concepto Ie@eagplica con igual significado para
funciones meromorfa&n particular, se verifica el siguiente resultado.

4.51 Corolario.Sea f una funcién meromorfa en un abiefoy supongamos que f tiene en
a€ Q un cero de orden m. Entonces existe una funcién g meromorfa @nyos polos son lo$
mismos de f tal que(g) # 0y f(z) = (z—a)™g(z) para todo =Q que no sea polo de f.

o

4.52 (Principio del argumento generalizad89aQ un dominio, f una funciébn meromorfa n
idénticamente nula ef y g una funciéon holomorfa eQ. Sea Ff) el conjunto de los polos Y
Z(f) el conjunto de los ceros de f €h

Para be P(f) notaremos (b) el orden del polo de fen b, y parasaZ(f) notaremos rta) el
orden del cero de fen a. Sies un ciclo e\ (P(f)UZ(f)) que es nulhomblogo con respegto
a Q se verifica que:

= El conjunto{weZ(f)UP(f) : Indr(w) # O} es finito.

o |t a0tz 3 mdk(@mag(a) - 3 mdr(binblgb) | (432
r

DemostracionPongamo$ = Z(f) UP(f) que es un conjunto de puntos aislado£emplicamos el
Teorema de los residuos a la funcion

h(z) = <592  (zeQ\9
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que es holomorfa e@ \ S. Dicho teorema nos dice que el conjudtec S: Indr (w) # 0} es finito y
ademas

ors | h(@)dz = > Inc(w)Resth(z).w) =
r weS

= Y Indr(a)Regh(z),a)+ Y Indr(b)Regh(z),b)

acZ(f) beP(f)

Calculemos los residuos. 8ic Z(f) hay un discdD(a,r) C Q tal queD(a,r)NS= {a}. Por tanto,
existe una funciop € #(D(a,r)) tal qued(a) # 0y f(2) = (z—a)™ ¢ (z) para todeecD(a,r). Por
tanto

t'(2) =m(a)(z—a)™*'0(2) + (z-a)"¥¢'(2) zeD(ar).
y en consecuencia
m(a)
(z—2)

¢o'(2)
9(2) + e 920 zeD(ar)\{a}

h(z) =
Deducimos queZJLrtzf a)h(z) = m(a)g(a) lo que implica que Rék(z),a) = m(a)g(a).

SibeP, entonces existe un dis&(b,r) C Q tal queD(b,r) N S= {b}. Por la caracterizacion de

V@2
(z—b)n(d)
para todaze D(b,r) \ {b}. Tomanda suficientemente pequefio podemos suponengag+ O para
todoz e D(b,r). Tenemos que

los polos sabemos que hay una funaidholomorfaerD(b,r) cony(b) # 0 tal quef(z) =

por tanto,
02+ "2

V@ uﬁ

y deducimos qugJLmZ— b)h(z) = —n(b)g(b), lo que implica que Rek(z),b) = —n(b)g(b).

Si particularizamos la igualdati32tomando comg la funcion constantg(z) = 1, obtenemos

%rj ff'((zz)> dz= Y Indr(@m@— Y Incr(b)n(b)

acZ(f) beP(f)

Si ahora suponemos que paratad® es Ind (z) =00 Ind- = 1y definimos el conjuntd = {ze Q\ I : Indr (z) = 1},
podemos escribir la igualdad anterior en la forma

1 (2 B
Z—demdzf Z m(a) — Z n(b) =
r acZ(f)nu beP(f)NU
= nUmero de ceros deenU - nimero de polos dé enU

donde cada cero y cada polo se cuenta tantas veces comosundioden.

Veamos que

f '@ dz = Indt.r (0)

1
21 J f(2)
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Es suficiente probar esta igualdad para un camino cewyada,b] — C. Por la definicién de
integral a lo largo de un camino tenemos

1t 1 ¢y, . 1 dz
EJ o o) f(v(t))y(”dt_ﬁf!y?_'ndf”(o)

Hemos probado asi el siguiente teorema.

4.53(Principio del argumentoSeaQ un dominio, f una funcién meromorfa no i dénticamepte
nula enQ y T un ciclo enQ nulhomdlogo con respecto@y que no pasa por ningn polo ni pd
ningun cero de f. Supongamos, ademas, que para tadd\d * se verifica quéndr (z) € {0,1}
y definamos U= {z€ Q\ " :Indr(z) = 1}. Entonces

=

1 (2
Indror (0) = 5— r[ f =N N (4.33)

donde N es el nimero de ceros de f en U y &6 el nimero de polos de f en U contando cada
cero y cada polo tantas veces como su orden.
En particular, si f es holomorfae y I es un camino cerrado, se tiene que

Indsor (0) = % | ff/((zz)) dz = No (4.34)
r

Es decir, el nUmero de ceros (contando cada cero tantas vam®@® su orden) de f en U (e
“interior” de I") es igual al nimero de veces que el camind frodea al origen.

4.9.1. Ceros de un polinomio en una region angular

4.54 ProposiciénSea P una funcién polindmica con coeficientes complejos akdogn> 2, y
sea U la region angular

U={zeC":a<argz< B}.

donde—mt< a < B < 1, y supongamos que el polinomio P no se anula en la frontera d
Entonces el nimero de ceros de P en U, contando cada cercstaatas como su orden, viene
dado por

1%
C

No(U) = n(BZ]—Ta) 4 %{ (tLiTOOS(t) tgmwsa)) (4.35)

donded : R — R es un argumento continuo de la funci¢n R — C dada por

P(-teéP) parat<0
(te®) parat>0
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DemostracionSeaK > 0 tal queP(z) # 0 para/z| > K. Consideremos, paf> K, el camino cerrado
(ver figura4.15 g = yr+ Or donde

yr:[0,B] = C, Yr(t)=Re",

—tdP para —R<t<0

or:|[-RR —=C, ogr(t)= .
Ri | = R {te’“ para 0<t<R

Observa que, por s&> K, los ceros d& enU estan todos edr = U ND(0,R). Por el principio del

/
iBt
Re'Bt/

TR
Ur

Figura 4.15: Camindr

Argumento tenemos que

1 (P, 1 ¢P(2 1
No(U) = —_r{ o dz_ﬁy{ = dzjuﬁcfR

/
F;(Z) 4

z (4.36)

Calcularemos el limite par® — +oo de las dos Ultimas integrales en esta igualdad. Teniendo en
cuenta qué® es un polinomio de gradn podemos escribir

dondePy y Qo son polinomios verificando que gra@g - gradoP, > 2.

Por tanto, existen nimerds > 0, Ry > 0O tales que

Po(Z) M .
< —5 siempre quelz| > Ry
Por tanto, par&® > Ry se tiene que
Po(Z) M
j dz| <RB-0a)=
YR QO(Z) R
Ademas, para todR > 0
B.o it
L (Dg_ L [REy N9
2TIjVR z 2mi ) Re' - 2n
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Deducimos que

lim —f P(z)dz: (B—a)

R—>-+o0 2T (2) 2m

Calcularemos ahora el limite palRa— +oo de la Ultima integral de la igualdati36 Observa que
parat € [-R R se tiene qué(t) = P(or(t)), por lo que la funcién

L(t) = log|P(or(t))| +i8(t) te[-RR)

es un logaritmo continuo (y, por tanto, derivable)Rieor. Tenemos que

{ P/(0R(t)0R()
2Tu f

/ o 1 B
P(or(t)) * = Z_TdeLR(t dt = o <[L(R) ~L(-R)] =

2T|1 P 2)
(or(R) | . P(REY)
=1 9r(R) —3Rr(—R)) =1 . 3R —3(—R
0g (O'R(—R)) +|( R( ) R( )) 0g P(Re’B) +|( ( ) ( ))
Evaluandd® en los puntoRe®, ReP se tiene
R P(Re“
im P(Re?) e'(“méllmlog(e.'):o
R+ P(ReP) R+ - | P(REP)
Deducimos que
o | — 2 lim (3(R)—9(~R))
R+ 210 J P(2) © 2TR+w
OR
Por tanto, tomando limites en la iguald&®6 deducimos que el nimero de cerosRlenU viene
dado por
_nB-a) 1
No = 2n +2nRILToo(8(R) 9(=R)

4.55(Ciclo que rodea a un compactoSeaQ un abierto y K un subconjunto compacto Qe
entonces existe un cicloverificando:

@rcQ\K.

(b) ' es nulhomélogo con respectda

(c)Indr(z)€{0,1} paratodo ZQ\T*.

(d) Indr (z) = 1 para todo =K.

Demostracion.Si Q = C podemos tomaR suficientemente grande para dGe- D(0,R) con lo cual

I = C(0,R) verifica las cuatro propiedades del enunciado. Supondrgraes, qu& # C. Tomemos
&> 0 tal quev/25 sea menor que la distancialdel complemento d€. Consideremos las familias de
rectas verticalegs = md, y horizontaley = nd, dondem, n€Z, y la cuadricula en el plano formada por
los cuadrados de ladobtenidos como interseccion de dichas familias de recexdd\iigura4.16).
NotaremosQy,) al cuadrado (cerrado) cuyo vertice inferior izquierdor@st- ind.

Qmn) ={zeC:md < Rez< (M+1)8, nd < Imz< (n+1)3}

Si Qmn) NK # @ entonces, como el diametro @&, es igual a\/25 se tiene, por la eleccion
hecha de&d, que Qi C Q. ComoK es compacto s6lo hay un nimero finito de cuadra@@s,

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.9.1 Ceros de un polinomio en una regién angular 203

Figura 4.16: Ciclo gue rodea un compacto

cuya interseccion coK no es vacia. Sean éstQs, Qz, ..., Qp dondeQ; = Qm Es claro que dos
cuadrados o bien son disjuntos o bien se cortan en la fropbegaie tienen un Iado comun o un vértice
comun. Pongamos

[M;d+in;d, (mj +1)d+in;d]
[(Mj+1)0+in;d, (m; +1)8+i(n;+ 1))
[(m; +1)8+i(nj+1)d,m;jd+i(nj + 1)J]
[M;d+i(nj+1)8,m;d+in;d

j,1
Yij,2
Y3
Yj.a4

Yi=ViitViz+vizs+Via
p
Observa qug; es la poligonal formada por la frontera @g. Pongamo$ = Zyj.
j=1
Usaremos en lo que sigue que J{d) = 1 siz esta en el interior d®; y Indy,(z) =0 sizno
pertenece &; (ver ejercicio88). El ciclo I'g tiene las propiedades siguientes.

@)rgcQ
(b’) Mo es nulhomologo respecto e Pues sz ¢ Q se tiene que ¢ Ujp:1 Qj. Porloque Ing (z) =
0 paratodoj =1,2..., plo que implica que Ing,(z) = 0.

(c) Size Q\ I'§ entonces st ¢ Ujp:le se tiene que Ing(z) =0; y size Ujplej se tiene que
zesta en el interior de un Uni&; en cuyo caso es Irg(z) = 1. Por tanto se verifica que Indz) €
{0,1} paratodae Q\ Io.

Observa que si dos cuadrados tienen un lado comun, el segfeemado por dicho lado esta
recorrido en un sentido en un cuadrado y en sentido opuesgtiootio.

p p 4
Podemos escribifo = » "yj = > > yjk. Eliminemos delo aquellos intervalog; x cuyos
j=1 j=1k=1
opuestos también pertenecefi@y seal el ciclo asi obtenido. Observa que los ciclasy I son
equivalentes en el sentido de la definicith Comprobemos quie verifica las cuatro propiedades del
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enunciado.

(a) Tenemos quE* C I'§ C Q. Ademas, si un segmento @g corta aK dicho segmento pertenece a
dos cuadrados que cortarikgoor lo que dicho segmento y su opuesto pertenedgypor lo que
se han eliminado y no perteneceh.e&Es decil * NK = @. Por tantd * € Q\ K.

(b) Siz¢ Q tenemos, por sef y g ciclos equivalentes, que Iatk) = Indr,(z) = 0. Luegol es
nulhomaologo respecto de.

(c) Seaze Q\I'*. Probaremos que Indz) € {0,1}. Consideremos varios casos.

) z¢ U}, Q. Entoncegze Q\ I3y Indr (2) = Indr, (2) = 0.
I1) zestéen el interior de uno de los cuadra@psEntoncegc Q\ 'y y Indr (2) = Indr,(2) = 1.

) zestaen lafronterade alguno de los cuadr&ioes decirzesta en alguno de los segmentos
que se han suprimido dry. Sea, por ejempla< FrQx. Entonces como Indw) = 1 para
todow en el interior deQy y el indice es una funcion continua, deducimos que (no= 1.

(d) Finalmente, st K entonceze UF:]_QJ' por lo que no puede darsgy, por tanto, Ind(z) = 1.

4.56(Teorema de Rouch&eaQ un dominio acotado, f y g funciones holomorfagewn conti-
nuas erQ). Supongamos que

f(2 -9 <@ +19(2)]  (2eFrQ) (4.37)

para todo z en la frontera d@. Entonces, contando cada cero tantas veces como su orden, se
verifica que f y g tienen el mismo nimero de ceroQen

Demostracion.Observa que la desigualddcB7implica que nif ni g pueden anularse en la frontera de
Q. Dicha desigualdad, y la continuidad Bl§ g enQ, implican que nif ni g pueden ser idénticamente
nulas erQ. Por el principio de identidad y por s@rcompacto, deducimos que el nimero de ceros de
f ydegenQ es finito.

SeaK el conjunto B
K={zeQ:[f(9-9(@)| =t D|+]9(2)[}
Observa qu& es un conjunto cerrado y acotado y por tanto es compacto. Aslezn virtud de la

desigualdad.37, se tiene qu& C Q. Es evidente que los ceros flgy deg estan erkK. Seal el ciclo
que nos proporciona el lema anterior para el compidaao el abiertdQ.

SeaU = {ze€ Q\T* :Indr(2) = 1}. Sabemos qui C U por lo que los ceros déy degenQ
estan todos ed. Por el principio del argumento deducimos que

No(f) = ) T dz (namero de ceros deenQ contando multiplicidades)
/
No(g) = % %((zz)) dz (nimero de ceros dpenQ contando multiplicidades)

Paraze Q\ K se verifica que
112 -9@)| < [f@)|+]0(2)|

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.9.1 Ceros de un polinomio en una regién angular 205

f(2)

lo que, seguin sabemos, en virtud de la desigualdgequivale a quega ¢ Ry . En consecuencia la
funcion¢ : Q\ K — C definida por

_ f(2)
¢(Z)—|09(@) ze Q\K
es holomorfa e® \ K. Puesto que
(I)/(Z) _ (f'(Z)g(Z) — f(Z)g’(z))g(z) _ f'(z) B g’(z)
F21(2) flz 92’
2 d'®

resulta quep es una primitiva el \ K de la funcion

f2 9@

funcién en cualquier ciclo e@ \ K es cero. En particular
!/ !
j<f @ g (z)) -
J\T@ 9

es decirNo(f) = No(g).

y, por tanto, la integral de dicha

Observacion

Es frecuente en las aplicaciones del teorema de Rouché geefigue la desigualdad siguiente
|f(2) —9(z)| < |9(2)] paratodoz € FrQ (4.38)

Naturalmente si se verifica la desigualda88también se verifica la desigualda@?. Con frecuencia
es facil comprobar la desigualddd38lo que permite aplicar dicho teorema. No obstante, puede
ocurrir que la desigualdati38no se verifique y si se verifique la desigualdagir.

El teorema de Rouché permite dar otra demostracion sedeilldeorema Fundamental del Alge-
bra.

4.57(Teorema Fundamental del AlgebraTpdo polinomio, P, de grado n con coeficientes cgm-
plejos tiene n ceros €.

DemostracionPodemos suponer que el coeficiente del térmihes 1. Sea
P(2) =2"+cn 12" 14 +c1z4 0

Aplicaremos el Teorema de Rouché cbfz) = P(z) y g(z) = z". Debemos elegir un domini@
apropiado para comprobar la desigualde@B Observa que paf@> 1y |z = R se verifica que

P2 -9(z)| <MR™
dondeM = |cp_1|+ - +]c1]| +|co|. SeaQ = D(0,R) dondeR > M. Entonces
IP(2) —g(2)| <MR" < R"=g(2)| para todoze C(0,R)*

El teorema de Rouché nos dice que, contando cada cero t@u@s eomo su ordef, tiene en el
discoD(0, R) tantos ceros como la funci@iz) = z", esto esn ceros.
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4.58 Corolario. SeaQ un dominio acotado ¥ f,} una sucesion de funciones continuasr
gue ademas son holomorfas@nSupongamos que la sucesion converge uniformemeifeaen

una funcion f y que
f(z) #0, paratodo = FrQ

entonces existe un natural m tal que param se verifica quenfy f tienen el mismo numerp
finito de ceros e (0 enQ).

DemostracionEn virtud de las hipétesis, EY es un compacto ¥ es una funcion continua e y
holomorfa erQ. Sea

p=min{|f(2)| : ze FrQ}
Comof(z) # 0 paraze FrQ, tenemos que > 0. Por definicion de convergencia uniforme, existe un
nimerome N tal que para toda > mes|fy(2) — f(2)| < p para todaze Q. En particular, para todo
zeFrQy todon > mtenemos

(2 = f@) <p <T@ <[F D[+ (2)]

por tanto, en vista del Teorema de Rouché, las funcifingd tienen el mismo ndmero finito de ceros
enQ. Ademas la desigualdad anterior implica dyey f no se anulan en la frontera €& por tanto,
también tienen el mismo nimero de cero<en

4.59 (Teorema de Hurwitz.)SeaQ un dominio y{f,} una sucesion de funciones holomorias
enQ que no se anulan en ningun punto@ees decir, f(z) # 0 para todo Ny todo z= Q.
Suponemos ademas q{&} converge uniformemente en subconjuntos compact@s aena
funcién f. Entonces se verifica que o bien f es idénticameriéeamQ, o bien f no se anula en
ningun punto de.

Demostracion.Por el Teorema de convergencia de Weierstrass, sabemdsegibolomorfa ef.
Supongamos qué no es idénticamente nula €. Entonces, sif(a) = 0 en algun puntae Q,
como los ceros dé son puntos aislados €, existira un discd(a,d) C Q tal quef(z) # 0 para
todoze D(a,d) \ {a}. El corolario anterior aplicado a la sucesipfy} en el dominio formado por el
discoD(a,d) nos dice que pamsuficientemente grandé, y f tienen el mismo ndmero de ceros en
D(a,d). Deducimos asi qué, tiene al menos un cero &, lo cual contradice las hipdtesis hechas.
Hemos probado, pues, quefano es idénticamente nula €nentonced no se puede anular en ningin

punto deQ.

4.60 Corolario. SeaQ un dominio y{ f,} una sucesion de funciones holomorfas e inyectivas en
Q que converge uniformemente en compacto® @euna funcién f. Entonces f esinyectiva g f
es constante ef.

Demostracion.Supongamos qué no es inyectiva y probemos que es constante. Sean, @lesQ
cona# btales quef(a) = f(b). Consideramos el domini@ \ {a}. Definimos las funciones

on(2) = fn(2) — fn(a) para todoze Q\ {a}
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Como suponemos que cafjges inyectiva, entonceg(z) no se anulaef®\ {a}. Como{ f,} converge
uniformemente en compactos ea f, la sucesion{g,} converge uniformemente sobre compactos
deQ\ {a} a la funciéng dada por

g2 =f(2)— f(a) paratodoze Q\ {a}

Sabemos, por el Teorema de Hurwitz, @ues idénticamante cero o no se anula en ningdn punto de
Q\ {a}. Comog(b) = 0, concluimos que idénticamente nula y, por tanté(z) = f(a) para todo

ze€ Q)\ {a}, esto esf es constante e, como queriamos probar.

4.9.2. Ejercicios propuestos

265. Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha denadle los siguientes polinomios:
a)P(z) = 24 + 22 — 22+ 10;
b) P(2) = 2 + 22 — 22— 10;
C)P(z2) =2 -7 —4z+6;
d)P(z2) = 24528+ 112 + 42+ 1;
e)P(2) =2+ 2+ 64 +52+82+4z+1;
f) P(2) =2 - 32+ 22 +5.

266. Seaf una funciéon continua ed(0, 1) y holomorfa enD(0,1) tal que|f(z)| < 1 siempre que
|z| = 1. Prueba qué tiene exactamente un punto fijo Bxf0, 1).

267. Calcula la distribucién por cuadrantes de los ceros dehpotiio
Pl =2 +2-2+32+62+2z2+5.

268. Dados un numero naturaly dos numeros reales distintos de canpb, determinese el nimero
de ceros del polinomia® 4 aZ"~! 4 b? situados en el semiplano de la derecha.

269. Calcula el nimero de ceros del polinonfgz) = 22 + 22 + 422 +2 en cada uno de los discos
D(0,3), D(0,1) y D(0,2).

270. Justifica que paracR, a > e, la ecuaciore?= aZ', tienen soluciones distintas en(0, 1).
271. Prueba que la ecuacida+ 1)e * = 2z— 2 tiene solucion Unica en el semiplano de la derecha.

272. Sea 0< |a < 1y pe N. Prueba que la ecuacida— 1)P = ae ? tiene exactamentp ceros
simples erD(1,1) y si|a] < 1/2P dichos ceros estan én(1,1/2).

273. Prueba que los ceros del polinongb+iz3 + 1 pertenecen al disd(0, %) y determina cuantos
de ellos se hallan en el primer cuadrante.

274. Prueba que todos los ceros del polinonafot- 322 + 7z + 5 se hallan situados en el anillo
A(O, %, %) y que exactamente dos de ellos estan en el primer cuadrante.

275. Prueba que todos los ceros del polinorRi@) = 22 — 32° 4 272+ 6 pertenecen al anillé\(0; 1, %)
y determinar cuantos de ellos se hallan en el semiplano daréida.

276. Determina el namero de ceros del polinonit(z) = 22° — 22 + 4z+ 1 en el semiplano de la
derecha.

277. Determina el niamero de ceros del polinonzo+ 52° + 1122 + 4z+ 1 en el semiplano de la
derechay en el disco unidad.
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278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.
288.

289.

Determina el nimero de ceros del polinordie- 42° 4 72 — 2.

a) En el anilloA(0;1,2).
b) En el semiplano de la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinomi@) = 22° + 4z — 1.
a) en el anilloA(0; 1,2);
b) en el semiplano de la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinorRi@) = 2* — 72+ 2z+ 4.
a) en el disco unidad;
b) en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinorRi@) = 2 — 22 — 4z+ 6 pertenecen al anillé\(0;1,2)
y determinese cuantos de ellos se hallan en el semiplanaiéedaha.

Dado 0< p < 1, prueba que, para N suficientemente grande, el polinomio
Pn(2) =1+42z+32+---+nZ"1
no se anula en el disd®(0,p).

Dadop > 0, prueba que, para N suficientemente grande, todos los ceros de la funcién

1 1 1
fa(z) =1+ = N P
n(2) tr TRt T

se hallan en el discD (0, p).

SeaQ un dominio yf una funcién holomorfa e inyectiva éd. SeaD(a,r) C Q. Justifica que
para todav € f(D(a,r)) se verifica que

C(ar)

Calcula, usando el principio de argumento generalizaddantagrales

dz

j coste j senmz/2)(3z2 —4z—1)

f ze'tg(mz) dz >
c(0,1) c(0,1) tgz c(0.3) B_272_7472

Calcula, usando el principio de argumento generalizaddntagrales

f dz 3(z-1)2-1
B_3721 472
cioz) B+1 L5 B—32°+4z-2

Demuestra el teorema de la aplicacion abierta a partir datipfo del argumento.

Demuestra el teorema del comportamiento local de una farteddomorfa (teorem&.34) a
partir del principio del argumento.

SeaQ un dominio enC y {fy} una sucesién de funciones holomorfagerSupongamos que
{fn} converge uniformemente en subconjuntos compactoQ @euna funcionf que no es
idénticamente nula ef. Seaac Q tal que f(a) = 0. Prueba que hay una sucesifiy} de
puntos deQ tal que{z,} — ay unmeN tal quefy(z,) = 0 para toda > m.
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290. Seaf una funcion meromorfa e@ y regular erno tal quezl'lmf(z) = 1y las Unicas singulari-
—500

dades def son los puntog = —1 dondef tiene un polo de orden unoy Rd$z),—1) =1,y
z=2 dondef tiene un polo de orden 2 y R@gz),2) = —2. Calculaf.

291. Seaf una funcion meromorfa e@ cuyas Unicas singularidades sos —1 dondef tiene un
polode ordenunoy Ré§(z), —1) = 1, yz= 2 dondef tiene un polo de orden 2y Rggz),2) =
2. Ademasf (0) =7/4y f(1) =5/2. Calculaf y su desarrollo de Laurent &{0; 1,2).
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Capitulo 5

Representacion conforme

5.1. Introduccion

Aunque no es posible visualizar la grafica de una funcion ¢ejaya que tal grafica es un subcon-
junto deR*, podemos conseguir informacion sobre la funcién consittir como una transforma-
cion de un plano en otro plano. Estudiando la forma en quewma@dn compleja transforma algunas
regiones o curvas podemos obtener cierta intuicion gedsadétwbre el comportamiento de dicha fun-
cion. Este punto de vista “geométrico” sera importante é& espitulo. Veremos que las funciones
holomorfas cuya derivada no se anula pueden caracterizamse las aplicaciones diferenciables de
R? enR? que conservan angulos orientados entre curvas. Por eétaadales funciones se les llama
conformesLas funciones holomorfas e inyectivas son, en este semicaciones conformes; pues
sabemos que i es una funciéon holomorfa e inyectiva en un abigdtoentonces su derivadd no
se anula en ningdn punto d& Ademas, la funcién invers&! es holomorfa en el abiertb(Q).
Dos abiertos del plano entre los que existe una biyeccid@nhmifa diremos que sasomorfos Tales
abiertos son esencialmente indistinguibles en la teorfiardgones holomorfas. Un resultado principal
de este capitulo sera la caracterizacion de los abiertgsate que son isomorfos al disco unidad. De
ello se ocupa el llamado “Teorema Fundamental de la repasgén conforme”. La demostracion de
este resultado nos llevara a introducir una topologia espel@o de las funciones holomorfag Q)

y a caracterizar los subconjuntos compactos en dicha tgf@lBreviamente a ello estudiaremos la
clase méas elemental de transformaciones conformes emel: fid& transformaciones de Mdébius.

Podras apreciar en este capitulo que aunque los resultaddaminterpretarse geométricamente
las técnicas de demostracién son puramente analiticasegsh mi parecer, uno de los aspectos mas
hermosos de la teoria de funciones holomorfas.

5.2. Aplicaciones conformes

En lo que sigue interpretaremos los elemento€ @emo nimeros complejos 0 como vectores de
R? seglin convenga.

5.1 Definicion.Seay : [a,b] — C una curva. Diremos qugtiene tangente en un punice= y(t) (en
rigor habria que hacer referencia al valatel parametro) cuando es derivableteny’(t) # 0. El
vector (o el nimero complejg) (t) se llamavector tangentayenz=y(t).

Dadas dos curvag o : [a,b] — C que se cortan en un purze- y(t) = o(s) y que tienen tangente

210



5.2 Aplicaciones conformes 211

en dicho punto, se define el angulo de la cyrean la curvao en el punta como

y'(t)

ﬁ (Z) =Arg O'/(S)

Observa quey, o (2) # 0,Y (2).

5.2 Definicién.SeanQ un abierto en el plano § : Q — C una funcidén continua eQ. Se dice qud

es conforme en un puntode Q si f transforma curvas con tangentezan curvas con tangente en
w = f(z) y conserva angulos entre curvas que se cortar) es decir, sy, 0 : [a,b] — C son curvas
enQ que se cortan emy que tienen tangente en entoncesf oy y f o ¢ tienen tangente ew y

V,0(2)=f cﬁ o (w). Se dice qud es conforme e si es conforme en todo punto e

5.3 Proposicion.SeanQ un abierto, f: Q — C una funcién continua yogzun punto deQ. Su-
pongamos que f es derivable encon f'(zg) # 0. Entonces f es conforme ef z

Demostracion.Seany, o : [a,b] — C curvas e que se cortan en el punyftg) = zo = 0(S) Yy que
tienen tangente en dicho punto. Pongaipesf oy, 0 = f o 0. Observa qug(ty) = 6(s0) = f(2).
Por la regla de la cadena tenemos que

lo que implica quey, 6 (z0) = V, 0 (f(2)), es decir,f es conforme emy.

5.4 Proposicién.SeanQ un abierto, f: Q — C una funcién continua e y 7z un punto deQ.
Pongamos (x,y) = Ref (x+iy), v(x,y) = Im f (x+iy). Supongamos que f es conforme gy 2
que u y v son diferenciables ef Entonces f es derivable ey f'(z) # 0.

Demostracion.Seay(t) = yi(t) +iy2(t) una curva ef2 con tangente em = y(to). La curvay= f oy
es, en virtud de la regla de la cadena, derivabli grsu derivada viene dada por

Mz) M)
W A, /
~ t
V() =Df@y'to)= | & 3 | [V (5.1)
&(ZO) @(20) y'2(to)
. ou ou ov ov
En lo que sigue notaremas= &(zo), b= a—y(zo), c= a—x(zo) yd= a/(zo). Para probar qué es
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5.2 Aplicaciones conformes 212

derivable ergy probaremos qua=d y b = —c. Tenemos que

y'2(to)
= (a+ic)y’'1(to) + (b+id)y’2(to) =

= %(a—l—ic— i(b+id))(y'1(to) +iy’2(to)) + %(a—l—ic—i—i(b—i— id))(y'1(to) —iy’2(to)) =

V'(to) = Df(20)y’(to) = (i 3) (Vll(t°)> =ay'1(to) +by"2(to) +i(cy's(to) +dv'2(t)) =

= %(a+ic— i(b+id))y’(to) + %(a+ic+i(b+id))m

Seao : [a,b] — C otra curva erQ que pasa por el puntwy = 0(S) Y que tiene tangente en dicho
punto. Pongamos = f o g. De lo anterior se sigue que

V(o)  (atic—i(b+id))y'(to) + (a+ic+i(b+id))y(t) 52)
6'(s0) (a+ic—i(b+id))o’(so)+ (a+ic+i(b+id))o’(s) '

Dado un vectow < R? con ||w|| = 1, la curva dada pok(t) = z +tw, dondet € [r,r], esta erQ
sin méas que tomar suficientemente pequefio. Puesto §lg) = w y, por hipétesisf es conforme
en 79, debe verificarse quB f(z)(w) # 0. Deducimos que el determinante jacobianofden z,
ad—bc+# 0. Ademas la aplicacion linedl : R? — R? dada por

(2 9

debe conservar angulos. Deducimos que los vecib(gD) = (a,c) y T(0,1) = (b,d) han de ser
ortogonales. También han de ser ortogonales los vecideq) = (a+b,c+d)y T(1,—1) = (a—
b,c—d). Resulta asi que

ab+cd=0, a’—b’=c?—d?

y deducimos quéa+ib)? = (d —ic)?, lo que implica quea+ib = +(d —ic).

La igualdada+ib = —(d —ic) implica quea= —d y b= cy, por tanto,a+ic —i(b+id) =
a+d+i(c—b)=0. Ademés, debe sert-ic+i(b+id) = 2(a+ic) # 0. Deducimos pob.2que

Y'(to) — Arg yit) _ Y ()
/

Arg 5 (s0) 0'/(80) O'/(So)

lo que contradice la hipotesis de qties conforme em.

Deducimos por tanto que debe verificarse queib = d — ic igualdad que equivale a las con-
diciones de Cauchy—Riemann pafraen el puntozy. Lo que implica quef es derivable ery y

f'(z) =a+ic#0.

5.5 Corolario. SeanQ un abierto y f una funcion d@ enC. Pongamos
u(x,y) = Ref(x—+iy) v(x,y) = Imf(x+iy).

Equivalen las afirmaciones
(a) f es holomorfae y f'(z) # 0 para todo = Q.
(b) f es conforme e y las funciones u y v son diferenciables@n

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



5.2.1 Automorfismos deC 213

5.6 Definicién.SeanQ; y Q, dominios enC. Se dice qud : Q1 — Q> es unisomorfismo conforme
deQ; sobreQ; si f es holomorfay biyectiva.

Se dice que dos dominid@¥; y Q sonisomorfossi existe un isomorfismo conforme @y sobre
Q. Representaremos por [$&1,Q2) el conjunto de todos los isomorfismos conformeg$Xesobre
Qy.

Un isomorfismo conforme de un domini® sobre si mismo se llama wutomorfismo conforme
de Q. Representaremos por A@) el conjunto de los automorfismos conforme<ile

Recuerda que la derivada de una funcion holomorfa e inyectivse anula nunca. En conse-
cuencia, sif es una funcién holomorfa e inyectiva en un domifipentonces es un isomorfismo
conforme deQ sobref (Q).

Si Q1 y Q2 son dominios isomorfos §€1s0(Q1,Q2), la aplicaciong+— go f es una biyeccion de
H(Qy2) sobreH (Q1). De hecho, dicha aplicacion es un isomorfismo en sentiddedg® del lgebra
de funcionesH (Q,) sobre el algebra de funciongs(Q1). En este sentido, desde el punto de vista
de la teoria de funciones holomorfas, dos dominios isors@tm indistinguibles. Con frecuencia es
posible trasladar la solucion de un problema en un dominimadmminio isomorfo a él. Por eso es
muy interesante conocer los dominios isomorfos a los dossmidsillos de todos, a saber, el plano
complejo enter@ y el disco unidad(0, 1).

5.2.1. Automorfismos deC

5.7 Teorema.Las funciones enteras e inyectivas son las funciones puloas de grado uno.

Demostracién.Seaf una funcién entera e inyectiva. $ituviera una singularidad esencial eq,
sabemos, por la proposicidr33 que el conjuntd f(z) : |z| > 1} seria denso e@. Y como, en virtud
del teorema de la aplicacion abierta, el conjufitéz) : |z] < 1} es abierto, se tendria que

{f@:1z| >1n{f(9): 174 <1} #D

lo cual contradice qué es inyectiva. La proposicicf34nos dice ahora que es una funcion poliné-
mica. Pero comd es inyectiva debe ser necesariamente una funcion polimdeigrado 1.

5.8 Corolario. No hay méas dominios isomorfosCaque el propioC. Los automorfismos dé
son las funciones polinémicas de grado uno.

5.2.2. Funciones meromorfas e inyectivas el

El siguiente resultado es la version para funciones merasdel teorem&.34sobre el compor-
tamiento local de una funcion holomorfa.
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5.2.2 Funciones meromorfas e inyectivas el 214

5.9 Proposicion.SeanQ un abierto, a un punto d€2 y f una funciéon holomorfa en
Q\ {a} que tiene un polo de orden m en a. Entonces existen nimero8,® > 0 tales que
para todo we C con|w| > R se verifica que hay m puntos distintgg D(a,d) \ {a} tales que
f(z;) =w.

Demostracion.Como se trata de un resultado local no es restrictivo supppref(z) # 0 para todo
ze Q\ {a}. Definimosg: Q — C porg(z) = 1/f(2) y g(a) = 0. La funciéng es holomorfa er
Yy, por la caracterizacién de los polos, se deduce enseguilg tiene un cero de ordem ena. El
teoremaB.34nos dice que hay nimeros- 0y 6 > 0 tales que para @ |w| < r la ecuaciorg(z) =w
tienem soluciones distintas eD(a,d) \ {a}. Equivalentemente, poniend®= 1/r, paralw| > R la

ecuacion 1 f(z) = 1/wtienemsoluciones distintas db(a, o) \ {a}.

5.10 Teoremal.as funciones meromorfas e inyectivas&gaon las funciones de la forma

_az+b
" cz+d

$(2) a,b,c,deC y ad—bc#0 (5.3)

Demostracién.Sead una funcibn meromorfa e inyectiva €éh En el caso de que dicha funcion sea
holomorfa enC, sabemos que debe ser una funcién polinémica de grado utas. fdaciones son las
que se obtienen eén3parac = 0. Descartado este caso, la funcddebe tener algin polo & Pero
como¢ es inyectiva, por la proposicion anterior, se deduce quersamte puede tener un Gnico polo
simple. Seap dicho polo y sea = Reg¢(z),2). En virtud de la proposicioA.23 sabemos que hay
una funcion enteray, tal que

a

02— 55 =

9(2) para todoz # zy (5.4)

Razonando ahora como se hizo en el teorBrisse deduce, por sérinyectiva, que dicha funcién no
puede tener una singularidad esenciabenlo que, teniendo en cuenta la igualdad, implica queg
tampoco puede tener una singularidad esenciakelY, por serg una funcién entera, deducimos que
g es una funcién polinémica. Pero en tal caso, como

o+ (z—20)9(z
ol = -9
)
y la funciéné no puede tener mas de un cero, se siguegyiebe ser constante. Hemos probado asi

qued es de la forma(z) = i::g

. Finalmente, como

ad—bc

¢/(Z)=m

se sigue quad —bc# 0.
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5.2.3. Esfera de Riemann

La consideracion de las funciones meromorfas lleva de foraaral a ampliar el plano complejo
afiadiéndole un “punto del infinitoko, y a definir en dicho “plano complejo ampliadd”,U {oc},
una topologia que haga que dichas funciones sean continaad@se les asigna el vales en cada
polo. Notaremo& = CU{oo} y le llamaremos el plano complejo ampliado.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacion
D(oc0,R) ={zeC: |z| > R}U{oco}

y llamaremos & (oo, R) el disco abierto de centrso 0y radioR > 0. EnC definimos una topologia por
el siguiente convenio. Se dice que un conjudta C es abierto (en@) si es union de discos abiertos
de la formaD(a,p) conac C. Es inmediato que si un conjurilbc C es abierto el entonces) NC
es abierto ef. Ademas, en el caso de qaecU, se verifica quéj\U es compacto efl. Se deduce
facilmente qu@ es un espacio topolégico compacto. Dicho espacio topadgicibe el nombre de
esfera de Riemaniha razén de tan sonoro nombre es el siguiente artificio quraifevisualizarC y
que, al parecer, fue ideado por Riemann.

Consideremos el plano complejbsumergido en el espacio euclidg® de modo que

C={(xy,0): x,yeR}

SeaS = { X,Y,2) ER® 1 X2 4 y2 472 = 1} la esfera unidad eR®. Notaremos\N = (0,0,1) y llamare-
mos a dicho punto gdolo nortede la esfera. Dado un punte= x+iy € C, calculemos la interseccion
con la esfer® de la recta que pasa por dicho punto y por el polo norte de éaigesf

Z

Distancia Cordal x(z,w)

Figura 5.1: Proyeccién estereogréafica
Dicha recta es el conjunto de puntos de la forma
A((x,y,0) = (0,0,1)) + (0,0,1) = (AX,Ay,1—A) dondeA R

y para hallar su interseccién c8rdebe seh A0y

2

AX2HNY2 4+ (1N =1le= A= 55—
FAYHA=Y x2+y?+1

por lo que la interseccién buscada es el punto
( 2x 2y x2+y2—1)_ z+7 i(z—2) |z)*-1
x2+y2+1'x2+y2+1'x2+y2+1 Z2+1 2P +1 22+ 1
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5.3 Transformaciones de Mdbius 216

La aplicacionm: C — S dada por

n(z):< 247 i(z—2) z|21>

z)?+1" |22+ 17 |z)P+1
m(co) = (0,0,1)

se llamaproyeccion estereografic®icha aplicacion es una biyeccion. Es evidente que laicegin
dermtaC es continua y también es continua®sn pueszlimn(z) = (0,0,1). Es facil comprobar que
500

la aplicacion inversa también es continua, es decir, lagmogn estereografica es un homeomorfismo
entre los espacios topolégic@sy S.

Podemos trasladar parla distancia euclidea de la esfera al plano ampliado detiniena distan-
cia enC llamada, por razones evidentes (ver fighr3, distancia cordaljue viene dada por:

X(zw) = ||T(2) — r(w)||, para todosz,we C
donde]|-||, indica la norma euclidea é®. Un calculo explicito proporciona

2|z—w| 2
X(Z,W) = 2 27 X(OO,Z) = 72
V14214 ] 1+ 7]

Es evidente quet es una isometria del espacio métr(@; X) en la esfera con la distancia euclidea
(S.||Il2) . por tanto,(C,X) es un espacio métrico completo. Ademas, camtambién era un ho-

meomorfismo entre los espacios topolégiéby S, se deduce que la topologia definida(félpor la
distancia cordal coincide con la topologia antes definid@.en

Es claro que sif es una funcion meromorfa en un abief@oc C, podemos considerdr como
aplicacion deQ en C definiendo el valor dé en cada polo igual ao y la funcién asi obtenida es
continua.

5.3. Transformaciones de Mobius

En el teorem&.10hemos descrito las transformaciones meromorfas e inysainC. Es natural
extender tales aplicaciones a la esfera de Rierfiaire hecho, como se prueba en el teorema referido
(véase tambien el ejercic@B) tales aplicaciones son las Unicas funciones meromorfageetivas en
C.

5.11 Definicion.Dados cuatro numeros complejad,c,d tales quead — bc # 0, la aplicaciond :
C — C definida por

az+b
62 = cz+d

para todaze C tal quecz+d # 0, con los convenios

= Sic=0, definimos$(co) = oo;

= Sic#0, definimosp(co) = = y ¢ (—d> — o]

c

se llamatransformacion de Mdbiude parametroa, b, ¢,d. NotaremosM el conjunto de todas ellas.
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5.3.1. Propiedades de las transformaciones de Mobius

(M 1) Las transformaciones de M&bius son biyeccione@debre@.

Se comprueba facilmente que la transformacion de Mdbiusadéngetrosd, —b, —c, a, es
decir, la aplicacionp: C — C definida por

dz—b
®2) = —cz+a

con los correspondientes convenios, es la inverga de
(M 2) Las transformaciones de Mdbius son homeomorfismds de

(M 3) SiQ c C esundominio ¥ es una transformacion de Mobius que es holomorfReas decir,
¢ 1(o0) € Q, entonces la restriccion dig a Q, es decir la aplicacionp|q es un isomorfismo
conforme de sobred(Q). En particular, las transformaciones de Mobius conservagudos
entre curvas.

(M 4) 9 tiene estructura de grupo con la composicion de aplicacsone
Seanp, Y las transformaciones de Mobius dadas por

+b +
00 =22 yig-22tE
Se comprueba facilmente que
_ (aa+Bc)z+ (ab+Bd)
W) = (ya+dc)z+ (yb+dd)

igualdad que tiene sentido paraC \ {oo, ¢ 1(c0),¢ 1 (w~(c0)) }. Puesto que

a B\ a b\ [oaa+pc ab+pd
y o8/\c d/  \ya+d6c yb+dd
y el determinante de un producto de matrices es el produdtsdieterminantes, se sigue que

la transformacién de Mdbius definida por

(aa+pBc)z+ (ab+Bd)
(ya+6c)z+ (yb+dd)

X(2) =

coincide conyo ¢ en el conjuntdC \ {oo, ¢~ 1(c0),¢ (Y 1(c0))} y, como dicho conjunto
es denso eft, deducimos, por continuidad, quéz) = (Yo ¢)(z) para todaze C.

(M 5) Subgrupos importantes d& son:

= Los giros que son las transformaciones de Mdbius de la fofnf® = Az dondeA € C

confA| =1.

= Lashomoteciagjue son las transformaciones de Mobius de la fofn(® = pz donde
peRT.

= Lastraslacioneqjue son las transformaciones de Mébius de la fo¢rtm = z+ b donde
beC.

= El subgrupo formado por la identidad yilversionque es la transformacion de Mébius
dada porl(z) = 1/z J(0) = oo, J(co) = 0. Observa qué—* = J.
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(M 6) Toda transformacion de Mobius puede expresarse como cacijposle giros, homotecias,
traslacionesy la inversion.

Sea¢ la transformacién de Mobius de parametagis, ¢, d.

= Sic=0, entonces la igualdadl(z) = gz+g = peiBz+ P dondep = |a/d|, B es un

argumento de/d y B = b/d, expresa como compaosicion de un giro, una homotecia y
una traslacion.

= Sic#0, entonces la igualdad

T T e d) o

6(2) = az+b7a a bc—ad a
- \cz+d ¢

expresap como composicion de giros, homotecias, traslaciones y iwéasion.

(M 7) La Unica transformacion de Mébius que deja fip4, oo es la identidad.

Pues sip es la transformacion de Mobius de pardmetids c,d, la condiciond(oo) = oo
implica quec = 0. Luego ¢(z) = (a/d)z+ b/d. La condiciéon$(0) = 0 implica queb = 0.
Luego¢(z) = (a/d)z. Finalmente, la condiciof(1) = 1 implica quea/d = 1, luegod(z) = z

~

para todazeC.

5.3.2. Conservacion de las rectas—circunferencias

Vamos a probar que las transformaciones de Mobius consetveonjunto de las rectas y circun-
ferencias del plano. En lo que sigue representaremo%parfamilia de subconjuntos dé cuyos
elementos son las circunferencias@wy los conjuntos de la formaU {oc} dondelL es una recta en

C. Queremos probar queBie € y ¢ € M entoncesh(') € €. Teniendo en cuenta la propieday

que, como se comprueba facilmente, los giros, homoteciesslationes conservan rectas y circun-
ferencias, sera suficiente probar qué€ &4 entoncesl(I") € 4. Para ello es cémodo representar el
conjunto de todos los elementos demediante una sola ecuacion. La forma de hacerlo consiste en
considerar los elementos de la famitfacomo proyecciones estereograficas de circunferencias sobr
la esferas.

Una circunferencia efi viene dada como interseccién de un plano
N ={(uv,w)eR?: Au+Bv+Cw+D =0}

conS. Para que dicha interseccion no sea vacia debe verificaesk glistancia dé€1 al origen sea

menor que 1, estoes
Dl

VAZ4+B24C2

Supongamos que esta condicion se cumple, Ysear!:S — Cla proyeccion estereogréfica de la
esfera sobr€. Sabemos que(0,0,1) = oo y para todaze C

z2+7 i(z—-2) |zJ*-1
T(2) = 2 1192, 1 152
|z|°4+1 |z]°+1 |z|°+1

P(MNS) =P({(u,v,w) €S : Au+bv+Cw-+D=0})

<1l<=A?24+B24+C2>D?2

Tenemos que

Distinguiremos dos casos
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= (0,0,1)eMNSlo que ocurre si, y sélo sSG+D = 0. En tal cas@o € P(NMNS), y paraze C se
tiene queze P(MNS) si, y sélo si,n(z) €M, es decir:

A(z+2) +iB(Z-2)+C(|z]*~1)+D(|z?+1) =0<= (C+D=0) (5.5)
A(z+2)+iB(z—2)+D—-C=0<= (z=x+1y)
2Ax+2By+D-C=0
Por tanto
P(MNS)={z=x+iyeC:2Ax+2By+D—-C=0}U{oc}
Observa que se trata de una recta en el plano a la que se hagmgetgunto del infinito.

= (0,0,1) £ NMNS. Razonando igual que antes, en este caso se tienscq®(MNS), por lo que
P(MNS) es el conjunto de loge C que verifican

A(z+2) +iB(Z-2)+C(|z]°~1)+D(|z?+1) =0<= (C+D #0) (5.6)
A-iB_. A+iB_ D-C

7 z Z = z—d| =R
Zteip?tciplicyp 0z a

A+iB__ \/A?1B24C2-D?
cip’"" |IC+D|
es una circunferencia.

dondea = — . Como puedes ver, en este caso, la proyeccion

Dados cuatro nimeros realesB,C, D tales queA? + B2+ C2— D2 > 0, definimos
M(AB,C,D) = {zec ' A(z+32)+iB(Z—2)+C(|z|° - 1)+ D(|z]*+1) = o} (5.7)

con el convenio de que 81+ D = 0 entoncesco €' (A, B,C,D).

Hemos probado eB.5y en5.6 que siC+ D = 0 entonce$.7representa una recta a la que se ha
agregado el punteo; y siC+ D # 0 entonce$.7 representa una circunferencia. Reciprocamente, es
muy facil comprobar que la ecuacion de cualquier recta asfiErencia en el plano puede escribirse
comol (A,B,C,D) para una conveniente eleccion de los parametrBsC, D.

Probaremos ahora quél" (A,B,C,D)) =T (A,—B,—C,D). En efecto, parac C* tenemos que:

2eT(A,B,C,D) < A(z+2) +iB(Z—2) +C(|z]*— 1) +D(|z]?+1) = 0=
( poniendow = J(2) y dividiendo por zz)
AW+ w) +iB(w—w)+C(1—ww)+D(1+ww) =0< w=J(z)elN(A,—B,—C.,D)

Ademas
0elNAB,C,D)&D-C=0&D+(-C)=0< oc0o=J(0)elN(A,—B,—C,D)
el (AB,C,D)&C+D=0<D—-(-C)=0<0=J(co0)elN(A,—B,—C,D)

Un dltimo detalle A2+ B2 +C?—D? > 0 <= A%+ (—B)?+ (—C)2— D2 > 0. Hemos probado asi el
siguiente resultado.

(M 8) Las transformaciones de Mdbius conservan el conjunto dasgccircunferencias. Es decir, si
Freé¢yéecM,entonceh(l) €.

Es claro que sp es una transformacion de Mdbius, las imagenesme las rectas y circunfe-
rencias que pasan pdri(oco) han de contenerso, luego deben ser rectas, y las imagenes por
¢ de las rectas y circunferencias que no pasarppéfoo) no contienen ac y, por tanto, son
circunferencias.

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



5.3.3 Raz6n doble 220

Transformaciones de discos y semiplanos

Puesto que las transformaciones de Mdbius son homeomosfised) las componentes conexas
de la imagenp(Q) de un conjuntdQ C C por ¢ € M son justamente las imagenes gode las
componentes conexas e Este resultado es de gran utilidad cuatde @\ I conl €%. Sea, pues,
€% y consideremos los dos casos posibles:

= [ ={zeC:|z—a] = R}. Definimos entonces

r- ={zeC:|z—a > R}U{oco} (el exterior del discoD(a,R))
M~ ={zeC:|z—4a <R} (el interior del discoD(a,R))
m [ =42zeC: % = )\ER} U{oo}, es decir[” es la recta que pasa payy z;. Definimos
L
entonces
z—2 . N
r~ = {ZG(C tIm 77 > O} (el semiplano de la izquierda al avanzar
L
sobre la recta desdg az;)
r- = {ZG(C tIm zzfz;O < O} (el semiplano de la derecha al avanzar
1

sobre la recta desdg az;)

En cualquier caso tenemos qié y [~ son abiertos conexos y disjuntos @ry C \F=rtur-.
Por tantol " y '™ son las componentes conexas@el . En consecuencia, $i€ M se tendra que
2~ =¢(I') €% y deberé ocurrir una de las dos posibilidades siguientes

o) =3y o )=3"

0 bien
o=z y o )==x"
Por ejemplo, consideremos la transformacién de Mobius gdada

o z-1

b(2) = 1

Como|§(it)| = 1 para todad € R, resulta quep aplica el eje imaginarid = iRU {co} en la cir-
cunferencia unida€(0,1)*. Como$(1) = 0 deducimos qu& lleva el semiplano de la derecha,
H = {ze C: Rez> 0}, al disco unidad(0,1). Como todo disco es isomorfo, mediante una homote-
cia y una traslacion, al disdd(0,1) y todo semiplano es isomorfo, mediante una traslacion y i gi
al semiplandH, deducimos que todo semiplano y todo disco son isomorfagnves mas adelante
que los Unicos isomorfismos entre este tipo de dominios midados por medio de transformaciones
de Mdbius.

5.3.3. Raz6n doble

(M 9) Dados tres puntos distintos,z3,z, € C, existe una Gnica transformacion de Mobigsyveri-
ficando que

b(z2) =0, ¢(z)=1, ¢(z)=o0.
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En efecto, dicha transformacién viene dada por

b(2) = i:Z 2:2 Sizp,23,2z4 € C
zz— .

$(2) = 237;:‘ Si zp =00
z—z .

¢(Z):z—zj Si z3 =00
-2 .

c|)(z):ﬁ Si 3 =00

La unicidad es inmediata puesges otra transformacioén de Mobius cumpliendo lo anterior,
d o ¢! dejaria fijos el cero, el unogo luego, por(M 7) seria la identidad, esto &= .

Notaremos pofz z,,73,21) a esta aplicacion y la llamaremoazon doble de zp, 73,74, esto

es:
I—70 73— 14
ZZ = z C
(222,73, 24) EEe 2,23,24 €
3— 24
z = C
(2,00,73,24) 2= B%E
z—7
(222,00,24) = 2 2,24 C
Z—7
Z— 2o
2,20,73,00) = 2,23 C
( e

(M 10) Larazon doble se conserva por transformaciones de Mobius.

En efecto, dadog z,,73,24 € C y U € M debemos probar que
(z222,23,24) = (V(2), Y(22), Y(z3), W(z))
Pongamo®(2) = (z,22,23,2), Y X(2) = (¢ op~1)(2). Tenemos que:
X(W(22) =0(z) =0, X(W(z))=1 Xx(W(z@)) =00
Deducimos qug(z) = (z Y(z), (zs), W(z4)), y por tanto
0(2) =X(W(2) = (V(2),V(22),V(z3), W(z))

como queriamos probar.

(M 11) Dadas dos ternas de puntos distintos@,rzl, 22,73 Y Wi, W2, W3, existe una Unica transforma-
cion de Mdbiusyp, que lleva la primera terna a la segunda de manera @ig) = w; para
j =1,2,3. Ademés dicha transformacién queda definida implicitameot la igualdad:

(221,22,23) = (Y(2), W1, W2, W3) (5.8)

En efecto, sea(2) = (z.z1,2,23) y X(2) = (z, w1,W2,Ws). La transformacionp = x "t o ¢
verifica quey(zj) = w;j paraj = 1,2, 3. Dicha transformacion es Gnica como consecuencia de
(M 7). Finalmente, observa que la igualdg@y(z)) = ¢(z) es precisamente la igualdad del
enunciado.

(M 12) Dados tres puntos distintos,z3,z; € C existe una Unica recta o circunferendiaque los
contiene.

En efecto, sip(2) = (z,2,23,2) se tiene quej €~ L(RU{oo}) paraj = 1,2,3. Por tanto
I =¢~Y(RU{oo}) es una recta o circunferencia que contiene a dichos puntos.
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SiT’ es otra recta o circunferencia conteniendo los tres puntosiees
O(M) =RU{oo} =¢(I)
Puesto qué es una biyeccion tenemés = I, lo que prueba la unicidad.

(M 13) Cuatro puntos distintos del plano ampliado son concicli(estan sobre una misma recta o
circunferencia) si, y solo si, su razén doble es un nimerb rea

En efecto, seam, 2,23,4 € C puntos distintos tales quei, 22,23, 4) €R. Seah () = (2, 22,23, 74)
y T =¢"L(RU{oo}). Como, por hipdtesish(z;) € RU {oo}, deducimos que;j € I para
j =1,2,3,4. El reciproco es inmediato.

Puesto que un namero complejo es real cuando coincide conrgugado, deducimos que la
ecuacion de la recta que pasa por dos puntas viene dada por

(222,z3,00) = (2,22, 23,00)

es decir

e _m2 (5.9)

. VAN )
0, lo que es igualk; =AeR.
32

Anélogamente, la ecuacion de la circunferencia que pasgigsopuntoz,, 3,74 viene dada por

(2,22,23,24) = (222,23, 7a)

Observa que di es la recta o circunferencia determinada por los puntas, z, las componentes
conexas d€\ I que hemos definido anteriormente deben coincidir con lopiotws

{ze@ Im(z,z2,23,24) > 0}, {ze@ Im(zz,23,24) < 0}

Esto proporciona el siguiente procedimiento para transforsemiplanos en discos. Elegimos tres
puntosz, z3,co en la recta frontera del semiplano y un pumie@n el semiplano. Supongamos que
Im(z1,2,23,00) > 0. Entonces elegimos un punitg en el disco y tres puntosy,ws,wy en la cir-
cunferencia frontera del disco de manera quéaitwe, ws,wa) > 0. La transformacion de Mobius
dada implicitamente por la igualdad

(2,22,23,00) = (¢(2), W2, W3, Wz)

aplica el semiplano dado en el disco.

5.3.4. Simetria respecto de una recta o circunferencia

Las transformaciones de Mdbius permiten extender el caackpsimetria respecto de una recta
a la simetria respecto de una circunferencia.

Dadal’ € ¢, diremos que dos puntasw € C sonsimétricosrespecto dé€ si existe una transfor-
macion de Mobiusgp, tal que¢(l) = RU{oo} y que transforma,w en puntos simétricos respecto
del eje real, esto e§(z) = dp(w).

5.12 Proposicion Seay una transformacion de Mobius que deja invariante el eje.reEatonces
Y conserva la simetria respecto del eje real, estalgg) = Y(2).
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Demostracion.Seax, = Y~1(0), x3 = W~1(1) y x4 = W~ 1(co). Deducimos, pofM 11), quey(z) =
(z,%2,X3,%4). Por hipotesis, x3, x4 € R. Tomando conjugados:

P(2) = (Z,%2,X3,X4) = (Z,%2,X3,%4) = Y(2)
como queriamos probar.

5.13 ProposiciénDados un puntoe@ y unarecta o circunferenci € ¢ existe un tnico puntg
z' € C que es simétrico de z respectolde

Demostracion. Sead € M con ¢(I') = RU {oco}. Definimosz' = ¢(¢(2)). Es claro quez* es

simétrico dez respecto d€ puesto que por la forma de definigdz) = ¢(z).

Siw es simétrico de respecto d€ existirax € M de forma que(lN) = RU{oo} y X(2) = X(w).
En dicho cas o ¢ 1€ M y deja invariante al eje real, en consecuencia deja invariansimetria
respecto al eje real como afirma la proposicion anteriao, st

X(Z)=(xo¢")(9@) = (xo071) ((2) =X =x(W)
Con lo cualz = w por serx una biyeccion.

5.14(Ecuacion de la simetria.peal” € ¢, tomemoszzs,z €[ tres puntos distintos. Entonces
Z,Z* son simétricos respecto diesi, y sélo si

(7,22, 3,24) = (222,23, 24) (5.10)

En particular, =T si, y s6lo si, z= z".

Demostracion.Llamemos)(z) = (z,22,23,24). Tenemos qué (') = RU{oo}. En virtud de la uni-

cidad del simétrico, sabemos gziez son simétricos respecto desi, y solo si,¢p(z") = ¢(z). Escri-
biendo esta igualdad en términos de razén doble obtenenmslalad del enunciado.

Observa que la iguald&l10determina implicitament® como funcion dey que la relacion que
hay entrezy z* es de laforma" = ¢(z) donde es una transformacion de Mobius. En consecuencia, la
simetria conserva angulos en valor absoluto pero inviersestido: es una transformaci&ogonal
aunque no es conforme. Observa también que, a diferenciasdeahsformaciones de Mobius, la
simetria tiene siempre infinitos puntos fijos: lodde

También es importante observar que, como consecuenci@alite las definiciones dadas y por
ser las transformaciones de Mdbius aplicaciones confgreedene el siguiente resultado.

5.15 ProposiciénSi z z* son puntos simétricos respecto de una recta o circunfeagna@nton-
ces cualquier recta o circunferencid que pase por z y*zorta ortogonalmente &.
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Simetria respecto de una recta

Veamos a continuacion que el concepto de simetria respectoalrecta que acabamos de definir
no es otro que el concepto de simetria de la geometria elam@ed” una recta. Pongamas = oo
y seanz,zz € \ {oo} dos puntos cualesquiera distintos. La caracterizacidriannos dice que un
puntozy su simétricaz* respecto d€ deben cumplir:

Z'—7 72—
tT2_2 (5.11)
B2 B

Deducimos quez‘ — z| = |z— 2|, dondez es un punto cualquiera de Esto nos dice que dos
puntos simétricos respecto una recta equidistan de ceaiqdé sus puntos. Ademas, de la igualdad

es decir, si un punto esta en uno de los dos semiplanos definidida recta el simétrico se encuentra
en el otro semiplano. Concluimos que la rectas la mediatriz del segmento que une los purtzs

Comparando la ecuacid@llcon la5.9 resulta que la ecuacion de la simetria respecto de una
recta se obtiene sin mas que sustiaor z* en la ecuacion de la recta.

Simetria respecto de una circunferencia
Supongamos ahora qliees una circunferencia que viene dada por
N={zeC:|z—a =R}
En este caseo ¢ I'. Tomemosz, 73,24 € " distintos. Teniendo en cuenta que la razén doble es inva-

riante por transformaciones de Mobius, los purtgsz* son simétricos respecto fesi y, solo si, se
verifica que

(Z.22,23,24) = (22, 73,24) = (Z-a—-aZz—-au—-a) = =

(RZ =2 =2 R2>

Z-a —-azz-—-aznu-—a
R2 2
= <ﬁ522a523a524a> = (ﬁ+a522523524)
Como la razén doble es una biyeccion obtenemos
RZ
Z* =——+a
Z—a

Observa que s = a entonces se obtiene qaé= oo. De forma equivalente
(z' —a)(z—a) =R, a' = oo

Tomando médulos obtenemias — a| |z— a| = R, es decir, si un punto esta dentro de la circunferencia
el simétrico esta fuera. Ademas ambos puztpg* estan en una misma semirrecta con origen en el
centro de la circunferencia.

Aligual gue antes, la ecuacion de la simetria respecto deitswnferencia se obtiene sin mas que
sustituirz por z* en la ecuacion de la circunferencia.

Observa que la inversion respecto de una circunferé@gR)* transforma rectas que no pasan
por el centro de la circunferencia (que recibe el nombreatdro de inversionen circunferencias
que pasan por él (ya qus pertenece a cualquier recta y es el simétrico respecto dabdgy las
circunferencias que pasan por el centro las transformacgasrgue no pasan por el centro de inversion.
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Construccion geométrica del simétrico de un punto respectde una circunferencia

Consideremos una circunferen€léO, R)*. Distinguiremos dos casos: que el punto esté o no esté
en el interior del disc® (O, R).

El punto z esté dentro del discdD(O,R) En este caso dibujamos la recta que contiene al centro de la
circunferencia y al punta pues sabemos que el simétricozie®, se encuentra en dicha recta.
A continuacion trazamos la perpendicular a la r&tor el puntaz. Esta recta nos da el punto
A al cortar a la circunferencia. Por Ultimo trazamos la pedparar a la recta@DA por el punto
Ay calculamos el punto de corte con la reCt& este serd* (ver figura5.2).

Esto es cierto puesto que el teorema del cateto nos asegutasgdos puntos asi construidos
cumplen
R _ |04

|0z R

de dondeR? = |Oz‘| |OZ. Puesto que el simétrico es tnico debezser
A A
z* z

Figura 5.2z es interior al disc®(0,R) Figura 5.3z es exterior al disc®(0,R)

El punto z esté fuera del discdD(O,R) De nuevo dibujamos la recta que une el centro con el punto
z Encontramos el punto medio @, B, y trazamos un arco de cenfoy radio|OB| que corta
a la circunferencia eA. Dibujamos la perpendicular@z de forma que corte A. El pie de la
perpendicular es el simétrico dez*.

5.16(Principio de simetria.)Las transformaciones de Mdbius conservan la simetria. Es,de
sil € ¢, zz € C son simétricos respecto dey ¢ € M, entonces(z) y ¢(z") son simétricos
respecto de&(I).

Demostracion. Puesto quez, z* son simétricos respecto deexistex € M de forma quex(l') =

RU{oco} y x(2) = x(z*). Consideremos la transformacion de Mébyusp ~—* Tenemos que
X001 (¢(T)) =RU {oo}

Ademas|(xo071) (¢(2)) =x(2) =x(z) = (X0 $ 1) (d(z)). Luego, por definiciond(z) y ¢(z*) son
simétricos respecto digI").

Transformaciones de Mobius que llevan el semiplano superni@l disco unidad

Supongamos qué € M transforma el semiplano superior en el disco unidad. Enqringar,
por conexiong transforma el eje real en la circunferencia unidad. Gea el semiplano superior tal
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qued(a) = 0. El simétrico dex respecto el eje real, es ded@r,debe transformarse en el simétrico de
¢(a) = 0 respecto la circunferencia unidad, es de(f]) = co.

Si escribimosp(z) = 2::2

las condiciones anteriores implican que

¢(a)=0=ao+b=0=b=—aa
d(0)=co=c0+d=0=d=—ca

conlo cualp(z) = % j—a. Ademas debe sé¢p(0)| = E‘ =1,es decir% = €% con lo cual deducimos

qued debe ser de la forma

0(2) =é9%, (@eC,Ima >0,0€R)

Reciprocamente, es facil ver que cualquier transforma@la forma indicada aplica el semiplano
superior en el disco unidad.

5.4. Lema de Schwarz. Automorfismos conformes del disco uni-
dad

El siguiente resultado, a pesar de que sus hipotesis paragerestrictivas, es extraordinariamente
util como tendremos ocasioén de ver en lo que sigue.

5.17(Lema de Schwarz.)Sea f una funcién holomorfa en el disco unida@®Il) verificando
que|f(z)| < 1paratodo zD(0,1), y f(0) = 0. Entonces:

(@) |f(2)] < |7 paratodo z= D(0,1)
(b) [f'(0)] <1

Ademas, si existe un punto del disco unidad no nulo para dlssuda la igualdad erfa) o bien
si |f/(0)] = 1, entonces f es un giro, es decir, exiate C con|A| = 1 tal que f(z) = Az para
todo z=D(0,1).

Demostracion.Definimosg : D(0,1) — C como

Puesto que Iiorg(z) = Iirralzz) = f/(0) = g(0), tenemos qug es continua en 0. El teorema de exten-
z— Z—
sion de Riemann nos dice qges holomorfa en el disco unidad.
Seaze D(0,1) un punto cualquiera fijo. Tomemos> 0 de forma quéz| < r < 1. Tenemos
l9(2)| < max{|g(w)| : [w| < r} = (principio del médulo méximo)
f f o1
= méx{% D w = r} = {|(r_W)| Dlw = r} < (por hipotesisx :

Haciendor — 1, obtenemosg(z)| < 1 y esta desigualdad es valida para tadoD(0,1). Hemos
probado asi las condicionés) y (b) del enunciado.
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Si se da la igualdad efa) para alging € D(0,1) \ {0} tenemos quéf(z)| = |z, es decir,
|g(z0)| = 1y |g| alcanza el m&ximo en un punto interior luego, por el prirecgel médulo maximog
es constante eD(0,1) y debera seg(z) = A con |A| = 1y, portanto,f(z) = Azparatodaee D(0,1)
y f es un giro.

En el caso de qud’(0)| = 1 tenemosg(0)| = 1 y razonando igual que antes volvemos a obtener
que f es un giro.

Automorfismos conformes del disco unidad

Para cadacD(0,1) definimos

Entoncesp, es una transformacion de Mobius y

Wa(2)| < 1 |z—a’ < |1-78% < |7+ |a]* — 2Rg7a) < 1+ |z84*> — 2Re7a) <
sl +laf—1-zd* <0< (ja*—1)(1-7%) <0 1-|7°>0< |7 <1

Deducimos qu@J, es un automorfismo dg(0,1). Es facil comprobar qués;* = @_a.

5.18 ProposicionLos automorfismos conformes del disco unidad son las tremsftiones de
Mobius de la forma

Ma(2) = Alz_f‘ (A, acC, A =1, [a] < 1) (5.12)

Demostracion.Seay € M un automorfismo del disco unidad. Esto implica dueonserva la circun-
ferencia unidady(C(0,1)*) = C(0,1)*.

SeaacD(0,1) tal quey(a) = 0. Como el simétrico da respecto a la circunferencia unidad es

1/adebera sed(1/a) = co. Puesto que es de la formap(z) = 3:15

, deducimos que

Y@ =0=aa+pB=0=P=-0a
Y(1l/a) =oo :y%+6=0:>y: -oa
az—a . . a .
de donday(z) = 31 & Ademas debe ocurrir que |Y(1)| = ‘S‘ Hemos obtenido qug es de
la formaindicada e6.12 Veamos que son los Unicos.

Seaf € Aut (D(0,1)). Llamemosa = f~%(0) € D(0,1) y consideremos el automorfismo del disco
unidady = f o ;1. Comox(0) = 0, estamos en condiciones de aplicar el lema de Schwgrz a
Deducimos que

X@I<ld  [4<1

Por el mismo razonamiento payal = (a0 f~ tenemos

X'@l<ld  d<1
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Obtenemos asi que para tag®D(0,1) es

2= x"'x@)| < x@)| < 2

es deciX(z)| = |z para todae D(0,1). El lema de Schwarz implica qyges un giro, esto es, existe
AeCcon|A| =1de formaqug(z) = Az Luegof(z) = Aga(2).

5.19 Corolario.SeanQ; y Qo dominios enC que son semiplanos o discos. Entonces dichos
dominios son isomorfos y los isomorfismogtesobreQ, son las transformaciones de Mébiyis
que aplicanQ1 sobreQs.

150(Q1, Q) = {10, : €M, §(Q1) = Q2}

Demostracion.Por lo visto al estudiar las transformaciones de discos ypganos, sabemaQ; y Q»
son isomorfos y también sabemos que entre discos y semipieyaisomorfismos que vienen dados
por transformaciones de Mobius. Séa I1so(Q1,Q). Seand, P € M tales quep(D(0,1)) = Q1 y
W(Q2) =D(0,1). Entoncespo f o € Aut(D(0,1)), por tantoo f o € M, lo que implica quef es
una transformacion de Mébius.

Observaciones sobre el lema de Schwarz

El lema de Schwarz puede aplicarse en condiciones mas tEnere las consideradas hasta
ahora. Supongamos q@g y Q, son dominios isomorfos al disco unidad y sea H (Q1,Q5). En
estas condiciones el lema de Schwarz puede aplicarse pr@eolinformacion no trivial sobré.
Para ello tomamos un punge Q; e isomorfismosp €1so(D(0,1),Q1) y ¢ €1s0(Q2,D(0,1)) tales

quey(0) =ay ¢(f(a)) =0.

acQ Q2> f(a)

0€D(0,1)

La aplicaciong = ¢ o f o verifica las hipétesis del lema de Schwarz vy, por tdgte)| < |z] ¥
|g’(0)] < 1 desigualdades que deben ser estrictas en todo punto deluhigladz # 0 y, en caso
contrariog es un giro. Si se da esta Ultima condicién tenemos practicnteterminada &. Un
ejemplo de esta forma de proceder es el siguiente resultado.
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5.20(Lema de Schwarz-Pick.Bea fe #(D(0,1)) con|f(z)| < 1 para todo zD(0,1). Enton-
ces, para todo 2 D(0,1) se verifica que

2| +1f(0)

| 1-|f(@)?
1-[ZIf Q)

f(2)] <
(@) -

If'@) <

Ademas, si en alguna de las desigualdades anteriores decads igualdad para un puntoz 0,
entonces f es un automorfismo del disco unidad.

Demostracion.Seaac D(0,1), a # 0, fijo en lo que sigue. Componiendocon convenientes auto-
morfismos del disco podemos obtener una funcién que fije el &ara ello consideramos los auto-
morfismos del disco unidad dados por

_zZ+a ~z—f(a)
lIJ(Z) - TEZ, ¢(Z) - 17@2

Podemos ahora aplicar el lema de Schwarz a la fungiérp o f o P para obtener quig’(0)| < 1. Por
laregla de la cadergi{(0) = @’(0)f'(a)$’(f(a)). Es inmediato que
1

W(0)=1-a ¢/(f(a))zm

Por tanto
1-[f(a)f?
1-lal?

(@) <

Sise dalaigualdad, entondg$(0)| = 1, por tantog es un giro yf = ¢ ~ogoy~* es un automorfismo
del disco unidad.

Supongamos ahora qae= 0 en cuyo cas@ es la identidad. De nuevo por el Lema de Schwarz
tenemodg(z)| < |z paratodaze D(0,1), esto es,

de donde
@)= T0)|<[f(9—f(0) <|Z|1-fO)f ()] < |z[(1+][F(O)] [f(2)])

lo que implica que

2| +[f(0)|
f(g)) < -———F4
M IO
Si se da la igualdad en un punib# 0, entonces|g(z)| = |z] por tantog es un giro y
f = -LogeAut(D(0,1)).

Otros ejemplos de isomorfismos conformes

La exponencial complejarestringida a una banda horizdetamplitud menor quertes inyectiva,
por tanto es un isomorfismo conforme de dicha banda sobreagyeim Sia, 3 son reales verificando
oa<B<a+2ny

Q1 ={zeC:a<Imz<B}
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entonces ex21) = Q2 = {z€ C* : Arg(z)n|a, B[# D}. Es decir, la exponencial transforma bandas
horizontales en sectores angulares.

Toda banda es isomorfal¥0,1). En efecto, mediante un giro, una traslacion y una homosecia
puede transformar cualquier banda en la banda horizontal

{zeC: —/2<Imz< 11/2}

La exponencial transforma esta banda en el semiplano dedalde el cual sabemos que es isomorfo
aD(0,1).

Para establecer isomorfismos conformes entre sectoretasegyde distinta amplitud, podemos
usar potencias. Searn< o < B < 1ty seap > 0 tal que—1t< pa < pp < 1 La funcion

f(2) = z° = eP1°9?)
es un isomorfismo conforme de
Q1={zeC*:a<argz) < B}

sobre
Q,={ze C*: pa < argz) < pB}

Observa que aunqugz) = z° no es (salvo sp = 1) conforme en 0 (porque, gi=# 1, o bienf no es
derivable en 0 o su derivada en 0 es nula) perg @, !. EnQ; f es derivable e inyectiva.

Por ejemplo, la aplicaciém+— Z° es un isomorfismo del sectzc C* : 0 < argz < 11/3} sobre el
semiplano superior.

5.4.1. Ejercicios propuestos

292. Las circunferencias maximas de la esfera son los corté$ @ los planos que pasan por
el origen. Prueba que la proyeccion estereogréfica de uoanéarenciaC(a,R)* C C es una
circunferencia maxima d@si, y s6lo si,R? = 1+ |a|°.

293. Calcula la circunferencia del plano cuya proyeccion esgpdica es la circunferencia maxima
de la esfera que pasa por los punt®sl3 —4/13,12/13)y (-2/3,2/3,1/3).

294. Encuentra la relacion entre las proyecciones en la esfdmsdgguientes pares de puntos:
a)z -z b)zz c)zl/z d) z1/z

295. Prueba que dos puntaswe C se proyectan en puntos diametralmente opuestos de la sgfera
y so6lo si,zw = —1.

296. Dados dos puntog y z, halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya mcge
estereografica es el conjunto de puntos de la esfera questgnide las proyecciones dgy
2. Interpreta el resultado obtenido.

297. SeanQ;, i = 1,2,3 dominios isomorfos. Supongamos que conocemos un isomorfpsc
Iso(Q1,Q5). Prueba que

1s0(Q1,Q3) ={fod: felso(Qz,Q3)}

En particular, puede s€X, = Q3. Es decir, si conocemos Ai@22) y conocemosinisomorfismo
particulard € 1so(Q1,Qy), entonces conocemasdoslos isomorfismos d&1 sobreQo.
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298.

299.

300.

301.

302.

308.

3009.

310.

311.

312.

313.

314.

Prueba que toda transformacion de Mobius, distinta de Heittted, tiene uno o dos puntos fijos
enC. Determina todas las las transformaciones de Mébius quoertie

a) co como Unico punto fijo,
b) 0 eco como puntos fijos.
Dados dos numeros complejos distingog b, halla la ecuacién general de todas las circunfe-

rencias respecto de las cuadeghb son simétricos. Prueba que cualquier circunferencia gse pa
poray b es ortogonal a cualquier circunferencia respecto de laacyélson simétricos.

Determina todos los isomorfismos conformes del primer @aradrsobre el disco unidad.

Determina un isomorfismo conforme del primer cuadranteestdbmitad superior del disco
unidad.

Determina, en cada uno de los siguientes casos, la imageoméhioQ por la transformacion

0.

a) Q= {zeC:Rez>0,Imz> 0}, ¢(Z):§—J_r:
b) Q={zeC:|z <1, Imz>0}, ¢(2) = 2|
= : . ' 24z
s 4
0) Q={zeC:0<argz< 7}, $(9) ==
d) Q={zeC:0<Rez< 1}, ¢(Z):g
e) Q={zeC:1< |7 <2}, ¢(Z):—Zfl

Encuéntrese una transformacion de Mébius que apliquedardierencia unidad en una recta
vertical, el punto 4 en 0Oy la circunferencia de centro 0 yoaden si misma.

Encuéntrese una transformacion de Mobius que aplique dardierencia unidad sobre la de
centro 1 y radio 2, deje fijo el puntel y lleve el punto O al.

Prueba que el domini@ = {ze C : Rez> 0, |z— 2| > 1} es isomorfo al anillcA(0;p, 1) para
conveniente valor dp con O< p < 1.

Prueba que el domini@ = {ze C: |7 < 5, |z— 2| > 2} es isomorfo al anillA(0;p, 1) para
conveniente valor dp con O< p < 1.

Sead una transformacién de Mdbius con dos puntos fidse C. Prueba qué puede expre-
sarse de la forma:
q)(Z) —a =

z—a
¢(z)—b “z-b
para conveniente valor dec C*. DeduUzcase que:

a) Toda recta o circunferencia que pase @gtb se aplica poth en si misma si, y sélo sk es
real.

b) Toda recta o circunferencia respecto de la ewab sean puntos simétricos se aplica por
en si misma si, y solo siA| = 1.

Halla una transformacion de Mébius que deje invarianterizuciferencia de centro 0 y radio 5
y tenga 5 como Unico punto fijo.

Construye un isomorfismo conforme Qg sobreQ, en cada uno de los siguientes casos:

a) Q1 ={zeC*:|argz < /4}, Q2 =D(0,1)
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b) Q1={zeC:|z—1 < V2 |z+1 <2}, Q,=D(0,1)
c) Q1 ={zeC:Rez>0,|z—1| <2}, Q,=D(0,1)
d) Q1={zeC:|7 <1,Imz>0}, Q2={zeC:Imz> 0}
e) A ={zeC:0<argz< §,0< |7 <1}, Q2=D(0,1)
f) Q1 =D(0,1)N{zeC:|z+iV3|>2}, Qx={zeC:Imz> 0}
g) Q1 =C\{xeR:x<1}, Q>=D(0,1)
h) Q; =C\{xeR:|x >1}, Q,=D(0,1)
i) Q1={zeC:|7 <1,|2z—1| > 1}, Q,=D(0,1)
324. Seaf unafuncion holomorfa en el disco unidad, verificando 6@ =1,f'(0)=2iyRef(2 >
iz

0 paratoda@enD(0,1). Prueba que (z) = %IZ para todaee D(0,1).

325.Sean < r < R, 0 < s< Sy a,b dos nimeros complejos. Prueba que para que exista una

transformacion de Mdbius que aplique el anfi@; r,R) sobre el anillcA(b; s,S) es condicion
necesaria y suficiente qiR'r = S/s.

326. ¢ Puede existir un isomorfismo conforme entre los anil®;0,1) y A(0;1,2)? Justifica la
respuesta.

327. Seanf y g transformaciones de Mobius ninguna de ellas igual a laiidat Estudia la relacion
existente entre las afirmaciones siguientes:

a) f y g conmutan, es decif,(g(2)) = g(f(2)) para todze C.
b) f y g tienen los mismos puntos fijos.

328. Prueba que una funcién holomorfa del disco unidad en si mgumediene dos puntos fijos es
igual a la identidad.

329. Construye un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|z—-1<1, |z—i|<1}
sobre el disco unidad.
330. Prueba que, para conveniente valopdmn 0< p < 1, el dominio
Q={zeC:Rez>0,|z—1|>p}

es isomorfo al anillcA(0; 1,2) y describe todas las transformaciones de Mobius que aflcan
sobreA(0; 1, 2).

331. Construye un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|4>2 |z— V2 <V2}
sobre la mitad del disco unidad abierto que esté contenigasamiplano superior.

332. Construye un isomorfismo conforme del dominio

1-i 1
Q=4¢zeC:Im(2) <0, |z——| > —
{ @ 2‘ \@}

sobre el disco unidad abierto.
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333. Construye un isomorfismo conforme del dominio
5
z+ i

3
4 4

sobre la mitad del disco unidad abierto que esté contenigasamiplano superior.

Q{ze(C:|z|<1,

334. Construye un isomorfismo conforngg,del dominio

Q= {ze(C* Dargz)] < g

—

sobre el disco unidad, verificando q@i€l) =0y ¢(2) =
dnico.

olw

. Justifica que tal isomorfismo es

335. Seaf € #(D(0,1)) tal que|f(z)| < 1 para todaze D(0,1). Seanas,ay,...,a, ceros def en
D(0,1). Prueba que:
n
f@I<]]

k=1

Z—aK
1-az

(zeD(0,1))

336. Sea f : D(0,1) — C una funcién meromorfa no constante en el difx@, 1), continua en
D(0,1)\ P, donde? es el conjunto de los polos dey tal que|f(z)| = 1 si|z] = 1. Describe
como esf.

337. Seanay, ay, ...,an y b puntos del disc®(0,1). Prueba que la ecuacion

n .
i
=17

tienen soluciones e (0, 1).

5.5. Espacios de funciones holomorfas

5.5.1. Topologia de la convergencia uniforme en compactos

Hasta ahora la Unica estructura que hemos considerad@®nha sido la algebraica. Queremos
definir ahora una topologia &f(Q) de forma que la convergencia de una sucesion en dicha tdpolog
sea lo mismo que la convergencia uniforme sobre compactfs @e hecho, vamos a definir dicha
topologia en el conjuntg’(Q) de las funciones complejas continuaseren lo que sigué€ sera un
subconjunto abierto d€.

Dadosf € C(Q), € > 0y un conjunto compactd C Q, definimos el conjunto
U(f.K.g) = {ge C(Q):|g(2) - (2] <&, VzeK}

5.21 Proposicién Existe una Unica topologi& enC(Q) tal que paratoda £ H(Q), la familia
de conjuntos
{U(f,K,g): K C Q compactoe > 0}

es una base de entornos abiertos de f.
Ademas, la convergencia de una sucesion en la topolggis lo mismo que la convergencja
uniforme sobre compactos @&

La topologia.7 se llama topologia de la convergencia uniforme en compactos
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Demostracion.Diremos que un conjuntd C C(Q) es abierto, es decke .7, si para todd € A existe
un conjuntdJ (f,K, &) C A. Naturalmente, el compactoy el nimerce > 0 pueden depender de
Convenimos también en qued?” .

Es facil comprobar que la famili& de subconjuntos d€(Q) que acabamos de definir es una
topologia. Puesto que los elementosdeson uniones de conjuntos de la fortaf, K, €) es claro
que .7 es estable por uniones arbitrarias. S@am, € .7 y seaf € AjNAy. Por definicién, existen
conjuntos compactds§;, Ko y nUmeros positivos,, € tales quéJ (f,Kq,€1) C A1y U(f,Kp,€2) C Ao
TomanddK = K3 UKz y € = min{g1, €2}, tenemos que

U(f,K,e) cU(f,Ki,&) i=1,2=U(f,K,e) CAINA2

Falta ver que los conjuntdd(f,K,€) son abiertos. Para ello, sgae U (f,K,¢), y definamop =
max{|f(z) —g(2)| : ze K}. Es claro que & p < €. Comprobemos qué(g,K,e—p) C U(f,K,¢€). En
efecto

heU(g,K,e—p)=1|h(2) —9(2)| < €—p, paratodameK
= |h(z) - f(2)| < |h(z) —9(2)| +|9(2) — f(z)| <e—p+p=¢, paratodweK
= heU(f,K,g)

Por definicion de convergencia de una sucesiéon de puntos espacio topolégico, una sucesion
{fn} de funciones continuas eR converge af € C(Q) en la topologiaZ, si para cada entorno
U (K, f,€) existeng tal que para toda > ng se tiene qud, €U (f,K,€). Equivalentemente, para cada
compactK C Qy para cada > 0, existeng tal que paratoda > ng se verifica quéfy(z) — f(2)| < ¢
paratodameK, esto es{ f,} converge & uniformemente sobre compactos@e

5.22 Definicion.Diremos que(Kn} es una sucesion exhaustiva de compactd? diepara cadac N,

Knh C Q es un compactds,, esta contenido en el interior g1y Q = U Kn.
neN

En todo abierto hay sucesiones exhaustivas de compactosjdpaplo, supuesto qu2 # C, la
definida porKn = {z€ C: |z] < n,dist(z,C\ Q) > 1/n}. SiQ = C basta considerdt, = D(0,n). Es
claro que si{K,} es una sucesion exhaustiva de compactd3,dmtonces para cada compakta Q
se tiene qu& C Ky para algimeN.

Si {Kn} es una sucesion exhaustiva de compactd3,dss facil ver que la familigU (f,K,,1/n) :
n € N} es una base de entornosflen la topologia de la convergencia uniforme en compactos.

Vamos a probar que la topologia de la convergencia unifoaimessompactos puede definirse por
medio de una distancia, es decir, se trata de una topologizaide.

5.23 Proposicién SeanQ un abierto deC y {Kn} una sucesién exhaustiva de compactofde
Para cada re Ny cada fe C(Q), definimos

On(f) =max{|f(2)| : zeKn}

Entonces la aplicacion dC(Q) x C(Q) — R dada por

0-3 Fively  (tecc@)

es una distancia ed’(Q).
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Demostracion.Es inmediato qué(f,g) =d(g, f) y qued(f,g) =0 si, y solo sif = g. Probaremos

. . . X . i
la desigualdad triangular. Para ello, usaremos que lazagidic X — Tox es creciente para> 0. Si

f,g,h son elementos edi(Q), es claro que

On(f —9) <on(f —h)+n(f —9)

de donde

on(f—0) < On(f —h)+dn(h—0) < on(f—h) 4 ¢n(h—0g)
14+0n(f—g) = 1+¢n(f—h)+dn(h—g) ~ 1+0n(f—h)  1+¢n(h—g)

. 1 .
Multiplicando por% y sumando la serie resulta qdéf,g) < d(f,h)+d(h,g).

5.24 Lema.

i) Dados un compacto K Qy € > 0, existed > Otal que

f,geC(Q), d(f,g) <d=geU(f,K,e)

i) Dadod > 0 existen un compacto K Qy € > Otales que

f.geC(Q), geU(f,K,e)=d(f,g)<d

Como consecuencia, la topologia de la convergencia ungaabre compactos coincide con |a
topologia definida ex’(Q) por la distancia d.

Demostracion.

i) Dados el compact y € > 0, elegimosntal queK C Kp,. Tomemos > 0 verificando 0< 1 —2™3
m

Y T omg <& Entonces sil(f,g) < d, se tiene que
dm(g— 1) m m
— = < 2"d(f,g) < 2"
1+ ém(g—f) (f.9)
y por tanto
m
¢m(f*9)<1_72n16<8:>g€U(f7K78),

i) Dadod > 0, elegimosm tal que /2™ < §/2. TomemoK = K, y € = §/2. Entonces parg €
U(f,K,¢), tenemos quém(f —g) < 6/2. Deducimos que

1l da(f-g) | - 1 ( ~ 1
d(f,g)—n;lﬁlwn(f_gﬁnzzz— rw 22 Z—n*

5.3 .5 3

BT

Hemos probado que cada entorno basico de un punto en la gdpale la convergencia uniforme
en compactos contiene un entorno basico de dicho punto epddogia definida por la distancia y
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reciprocamente, por tanto ambas coinciden.

El hecho de que la topologia de la convergencia uniforme eipeaotos coincida con la definida
por la distancia nos dice que la convergencia de una sucesion en el espatriooT(éfL(Q),d) eslo
mismo que la convergencia de dicha sucesién en el espactbipEo (C(Q),ﬂ). Como la condi-
cion de Cauchy con la distanaibes, como puede comprobarse facilmente, la condicion deh@auc
uniforme en compactos, lo cual, segin sabemos, implicaecgancia er(C(Q), 9) deducimos, por
lo antes dicho, que la distanalaes completa.

La razoén de introducir primero la topologia y después laadigt es que la definiciéon de la to-
pologia esntrinseca mientras que la distancia depende de la sucesion exhadsti;|ompactos que
usemos para definirla. Por ello resulta més clarificadogfeaulirectamente con la topologia en vez
de hacerlo con la distancia. No obstante, el hecho de queddomia sea metrizable ser4 usado mas
adelante para caracterizar los subconjuntos compact(ﬁ(db), 7).

En el contexto actual, el teorema de convergencia de Weissspara sucesiones de funciones
holomorfas puede enunciarse como sigue.

5.25 Teorema.
i) #(Q) es un conjunto cerrado efi(Q).

ii) Laaplicacion f— f/ de H(Q) en#(Q) es continua.

5.5.2. Conjuntos compactos de funciones continuas. Teorande Ascoli-Arzela

Teniendo en cuenta que la topologia de la convergenciaramf@n compactos es metrizable,
podemos caracterizar la compacidad en dicha topologiayp@ssnes al igual que se hace en los
espacios métricos.

5.26 Definicién.Sea¥ C C(Q).

a) Se dice quef esrelativamente compacti cualquier sucesion de puntos fietiene una sucesion
parcial convergente efi(Q); equivalentementef es compacto.

b) Se dicef estédpuntualmente acotadsi para cadac Q el conjunto{ f(z) : f € ¥ } esta acotado.

c) Se dicef estaacotado en compactas para cada compackoC Q hay un nimerd/x > 0 tal que
paratodaeK ytodaf € ¥ se verifica quef(z)| < Mk.

d) Se dice queF espuntualmente equicontinug para cadac Q y para cada > 0 existe und > 0
tal queD(a,d) C Q y paratodae D(a,d) y paratodaf € ¥ se verifica quef(z) — f(a)| < €.

5.27 Proposicion.Supongamos qué es relativamente compacto Q). Entones? esta
acotado en compactos y es puntualmente equicontinuo.
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Demostracién.Dado un compact& C Q la familia de abierto{U (f,K,1): fe?} es un recubri-
miento por abiertos del compacto, luego tiene que haber un namero finito de funciof]@?, 1<

p
j < pdemaneraqué C | JU(f;,K,1). SeaVlj =max{|fj(z)|: zeK} yM =max{M; : 1< j < p}.

j=1
Entonces, dadé< 7 hay algunj tal quef U (fj,K, 1)y, por tanto, para todpc K tenemos que

1@ <]f@ - @] +]Hi@| <1+M <1+ M

Lo que prueba qug esta uniformemente acotado en compactos.

Fijemos ahoracQyr > 0 tal queD(a,r) C Q. PongamoX = D(a,r). Dadoe > 0, la familia
{U(f,K,g): f€ ¥} esunrecubrimiento por abiertos @fle Por la compacidad d€, existe un nimero
n

finito de elementogy,--- ,g, de F tal queF C U U(g;,K,g). Por la continuidad de cada una de las
funcionesy; podemos encontrar un nl]mer@:(g:i r tal que

z-a <3=gi(9-g@l<e j=12--.n
Dadaf € ¥, entonces para algtjnse tiene qud < U(g;,K,¢). Por tanto sjz— a| < 4 obtenemos

1f(@) - f@ < (2 -9i(D|+19i(2) —gi(@)| +gj(@) —g(a)| < 3¢

Hemos probado asi qug es puntualmente equicontinuo.

5.28(Teorema de Ascoli-ArzeldJn subconjuntaf C C(Q) es relativamente compacto si,|y
sélo si, es puntualmente acotado y puntualmente equiagmntin

DemostracionSupongamos qug¢ es puntualmente acotado y puntualmente equicontinuo. Drzala
sucesion de funcionef,} de F, por la acotacion puntual dg, se tiene que para cades Q la
sucesion f,(a)} es acotada y, por tanto, tiene una parcial convergente.

Fijamos un conjunto numerable= {ax : k € N} que sea denso €. Empezamos probando que
hay una parcial de {f,} que converge puntualmente erE. Para cada jeN
la sucesion {fn(aj)}nGN estd acotada. Sed fs,(n(a1)ney una parcial convergente de
{fn(a1) }nen- Como la sucesioh fg, (ny(a2) jnen €Sta acotada tiene una parcfdl, .q,n)(a2)} con-
vergente. Naturalmente, la sucesiiig, .q,(n) (a1) } también converge por ser parcial de una sucesion
convergente. De esta forma, por induccion, obtenemos queresucesion{o,}, de aplicaciones
deN enN estrictamente crecientes de manera que, definiepeoo; ooz 0--- o 0k se verifica que
{ foem) (@) fnew converge para £ j < k.

La aplicacion dada pas(n) = T(n) es estrictamente creciente. Veamos que la sucdsigp }
converge puntualmente & Pongamos, por comodidad de notacian= fs(,). Parak fijo, tenemos
que

gn+k(ak) = fo(n+k) (ak) = an+k(n+k) (ak) = foloozo---oon+k(n+k)(ak) = frko(0k+1o---oon+k)(n+k) (ak)7

lo que nos dice quggn k(ak)},cy €S una parcial d¢ fy, ;) (ak)tn, y por tanto converge, lo que,
evidentemente, implica qu@n (ax) },cy converge.

Usando la densidad dg y la equicontinuidad d¢F, probaremos quég,} converge uniforme-
mente en compactos. Fijemos un compacto Q y comprobemos quégn} verifica la condicion de
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Cauchy uniforme efK. Como ¥ es puntualmente equicontinua, dedds 0 y a€ K, existed; > 0
verificando
|z—a] < da=|f(2) - f(a)] <& paratodaf € F

Por la compacidad de¢, existenby, by, --- by € K tal queK C U;-\I:]_D(bj,ébj). Por densidad dE en
Q, podemos conseguir para cagdan elemente; € E tal quee;j € D(bj,ébj ). Sabemos quégn(ej)}
converge paratodp Usamos la condicion de Cauchy para estas sucesiones. G@nag un nimero
finito, podemos encontranc N tal que

p.d>m=[gp(ej) —gg(ej)| <&  (1<j<N)
Un element@ deK ha de estar en algun disBxdbj, dp;). Se tendra entonces
19p(2) — 94(2)] <[9p(2) — gp(bj)| +[9p(bj) — gp(ej)| + 9p(e)) — a(e))[+
+19q(€j) — ga(bj)[ + |9a(bj) — ga(2)| < 5e
Hemos probado la condicion de Cauchy uniforme sobre corapgetra la sucesidfgn } o que, segin

sabemos, equivale a que dicha sucesion es convergegigxn

Veamos que para funciones holomorfas los compactad (@) tienen una caracterizacién mas
sencilla que la que proporciona el Teorema de Ascoli-Areifserva que, por séf(Q) un subespa-
cio cerrado de”(Q), un conjuntof C H(Q) es relativamente compacto A(Q) si, y sélo si, T es
relativamente compacto enQ).

5.5.3. Conjuntos compactos de funciones holomorfas. Teonas de Montel y
Vitali

5.29(Teorema de Montel.)Un conjuntof C H(Q) es relativamente compacto si, y s6lo‘si,
esté acotado en compactos.

Demostracién.Sabemos, por la proposici@n?27, que la condicidén es necesaria. Probaremos que es
suficiente.

Supongamos qué esta acotado en compactos. Para probargues relativamente compacto,
sera suficiente, en virtud del teorema de Ascoli-Arzeldy@rquef es puntualmente equicontinuo.
Dado un punt@ € Q, elegimosk > 0 tal queD(a,2R) C Q. Por hipotesis, existe una constakteal
que

[f(2)| <M, paratodae D(a,2R) ytodafe F

Supongamos quig— a| < R. Usando la formula de Cauchy se tiene

fiw) — f(w) 1
[ (- o) e -

C(a,2R)

(2~ f(a)] = o

| g O
oo W-2W-2)
Comoze D(a,R), paraw € C(a,2R)* se tiene

(w—2z)(w—a)| > (lw—a|]— |a—Z)2R> (2R— R)2R= 2R?

Por tanto, | |
M|z—a
f(z)—f(a)| <
1@ - @) < =5
La condicidn anterior, vélida para todee ¥ y para todae D(a, R) claramente implica la equiconti-
nuidad def .
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5.30(Teorema de Vitali.) SeanQ un dominio y{ f,} una sucesion de funciones holomorfas|en
Q. Supongamos que el conjunfo = { f,: neN} esté acotado en compactos Qey que{ f,}
converge puntualmente en los puntos de un subconjuat@Ayue verifica ANQ # @. Entonces|
{fn} converge uniformemente en compactos a una funcioén holarant®.

DemostraciénPor el Teorema de Montel, el conjunfo es relativamente compacto. Por tanto, cada
parcial de la sucesion admite una parcial convergente. ts esndiciones, para probar q{i&}
converge, basta ver que todas las parciales convergesries &l mismo limite.

Si dos parciales déf,} convergen uniformemente sobre compactos a dos funcionesibdas,
entonces, por hipotesis, éstas han de coincidiAgn por el Principio de identidad, ambas seran
iguales. Como consecuendi&,} converge uniformemente sobre compactos a una funcion foofam

enQ.

5.5.4. Ejercicios propuestos

338. Seaf C #(D(0,1)) y supongamos qug¢’ = {f’: f € ¥} es un conjunto relativamente com-
pacto enH(D(0,1)) y que el conjuntd f(0) : f € 7} estéd acotado. Prueba qtiees relativa-
mente compacto.

339. Sea¥ un conjunto de funciones holomorfase(0, 1) verificando que:

a) Ref(z) > 0 paratod@eD(0,1) y para todaf € 7;
b) El conjuntof f (0) : f € ¥ }esta acotado.
Prueba quéf es relativamente compacto 0(D(0,1)).

340. Sea¥ = {f e H(D(0,1)): f(0) =0, |f(W(0)| < (n+1)! ¥YneN}. Prueba queF es compacto
en#(D(0,1)).

341. ¢ Es AutD(0,1)) relativamente compacto et (D(0,1))?

342. SeaQ un dominio y{ f,} una sucesion de elementosHéQ). Supongamos que hay un nimero
M > 0 tal que

H Ifa(x,y)|?d(x,y) <M  paratodoneN
o

Prueba quef = { f, : neN} es relativamente compacto ((Q).

5.5.5. Teorema de Riemann de la representacion conforme

5.31(Teorema de Riemann de la representacion conforr8eaQ un dominio deC distinto de
C tal que toda funcién holomorfa y que no se anul&€eadmite una raiz cuadrada holomorfa
enQ. Entoncex) es isomorfo al disco unidad.
Ademds, dado un punto a deexiste un Unico isomorfismo F deen el disco unidad tal que
F(a)=0yF'(a)eR™.
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Demostracién.Probaremos en primer lugar la unicidad. Dado un pa@®, supongamos que; y
F» son isomorfismos conformes feenD(0, 1) tales queri(a) = F»(a) =0,F’1(a) >0y F'z(a) > 0.
La aplicacionG = R0 Fl’l es un automorfismo del disco unidad que deja invariante a @ryapto,
es un giro, esto es, exishe R tal queG(z) = €9z Deducimos qué(z) = €°F;(z). ComoF';(a) =
€9F’;(a) y ambas derivadas son positivas, se sigue fie &, es decirF, = Fo.

Una vez probada la unicidad queda el trabajo mas dificil gyz@bar la existencia de un isomor-
fismo conforme en las condiciones del enunciado. La esteapega la demostracion es la siguiente.
Consideraremos la familia

F={feH(Q): fes inyectiva,f(Q) c D(0,1), f(a)=0, f'(a)cR"} (5.13)

En primer lugar probaremos que dicha familia no es vaciahblesto, el teorema de Montel permitira
probar que existe una funciéhen la familia¥ tal queF’(a) > f’(a) para todaf € F. Finalmente,
probaremos que dicha funciénes sobreyectiva y, por tanto, es la solucién buscada.

Probemosya qug # @. ComoQ # C, seabe C\ Q. Como la funciére— z—b es holomorfay no
se anula e, existe, por hipétesis, una funcigre #(Q) tal queg(z)? = z— b para todee Q. Puesto
que la funciére — g(2)? es inyectiva, tambiémy es inyectiva. Pongamosg(Q) = {—g(2) : ze Q}.
Veamos quegy(Q) N —g(Q) = @. Si hubiera puntog;, z enQ tales quey(z1) = —g(z), se tendria
queg(z1)? = g(z)? y, por tantoz; = 2, lo que implica queg(z1) = g(z), luegog(z1) = 0 lo que
no es posible pues la funci@no se anula ef). Sabemos, en virtud del teorema de la aplicacion
abierta, queg(Q) es un conjunto abierto. Por tanto existe 0 y z € C tales queD(z,r) C g(Q).
ComoD(—2y,r) C —g(Q), se tiene qu®(—2zy,r)NQ(Q) = B, es decir|g(z) + zo| > r paratodae Q.
Definimos la funcién ;

h(z) 0<% (zeQ)
Es claro que la funcioh es holomorfa e inyectiva e y su imagenh(Q), esté contenida en el disco
unidad. Usaremos ahora un automorfismo del disco unidachpaddicar el valor de dicha funciény
de su derivada en el punt

Sea S
¥@=ui—=  (@€D(0.1),u/=1) (5.14)
Derivando tenemos que
1
/ —
¢'(a) = uli ap? (5.15)

Haciendo erb.14a =h(a), u= |h’(a)|/h’(a) y notandod al correspondiente automorfismo, tenemos
que la aplicaciéonf = ¢ o h, es decir, la aplicacién dada por
Ih'(a)] h(z) —h(a)

&= 1 rahg Y

es una funcién holomorfa d@ en el disco unidad, inyectiva, que se anulazey, teniendo en cuen-
ta5.15 su derivada em viene dada por

1A\ — b/ oy Ih'(a)| 1 I(q) — h'(a)]
M@ = ¢ (@@ = e e @ = T e

y por tantof’(a) > 0. Luegof € .

Una vez probado que la familia definida erb.13no es vacia, probaremos que hay una funcién
F e ¥ talqueF’(a) > f'(a) para todaf € F .

Puesto que toda funciohc ¥ verifica que|f(z)| < 1 para todoze Q, se sigue, por el Teorema
de Montel, quef es un conjunto compacto et (Q). Como la aplicacion d&/(Q) enC dada por
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f — f’(a) es continua y toma valores positivos €n se tiene quef’(a) > 0 para todaf € 7. En
consecuencia la aplicacion

F—RE
f— f'(a)

es continua, toma valores reales y esta definida en un compactio que tiene que alcanzar un
maximo absoluto, es decir, existec ¥ tal queF’(a) > f’(a) para todaf € . Observa que debe
serF’(a) > 0 porque sabemos quE # @. Todavia queda probar qlfec F. Lo que es seguro es
que hay una sucesiofif,}, de funciones d&F que converge puntualmenteFay la convergencia es

uniforme en compactos de. Como las funcioned, toman valores e®(0, 1) se sigue que para todo
zeQ esF(z) =lim{fn(2)} €D(0,1), es decir]F(z)| < 1. ComoF no es constante (pu€s(a) > 0),

el principio del médulo méximo implica qU& (z)| < 1 para todaze Q. Finalmente, el teorema de
Hurwitz nos dice qud= es inyectiva. Por supuesto(a) = 0. En resumeir € F.

Solo resta probar que la aplicacién es sobreyectiva. Para ello probaremos que si una funcién
de la familia# no es sobreyectiva, entonces hay otra funcidifecuya derivada ea es mayor que
la derivada era de dicha funcién. Probado esto, se tendrd que necesariaiffé@) = D(0,1) y la
demostracion habra concluido.
Sea, puesf, € ¥ talquef(Q) # D(0,1). Seawe D(0,1) un punto que no esta Q) y definimos
la aplicacion\ por
f(z) —w
&= 1
1-wf(2
Observa que\ se obtiene componiendo cdnel automorfismo del disco unidad que se obtiene ha-
ciendoerb.14u=1ya =w. Se sigue qué es holomorfa e inyectiva @y conimagen contenida en
el disco unidad. Observa que, adem¥aso se anula ef. Por hipotesis, existe una funcidre #H(Q)
tal que(2)?> = A\(2) para todoze Q. La funcionys es inyectiva por serla (y, por tanto, su derivada
no se anula), toma valores en el disco unidad y no se anulaagimpunto. Definimos ahora

f\(Z) — |LIJ/(a)| l-IJ(Z) - l-IJ(a) (ZG Q)
V(@ 1-y@u()
La funcionf se obtiene componiendo canel automorfismo del disco unidad que se obtienb.&d

haciendoa = y(a) y u = |@/(a)|/P/(a). En consecuencid es holomorfa e inyectiva e, con
imagen contenida en el disco unidad, se anulagn

f'(a) = % >0
Luegof € 7. Calculemosf’(a). Como)(2)2 = A(2), tenemos que
f'(2(1-wf(2)) +Wf'(2)(f(z2) —w)
(1-wf(2))?
Comof(a) = 0, se obtiene quey®a)y’(a) = f'(a)(1— |w|?); y como y(a)® = A(a) = —w, resulta
que

(zeQ)

20(29¥'(2) =N (2) =

t'(a)(1— wi?)
W@ =——F7=—
2/ ||
Finalmente, usando que<0(1— /|w|)? = 1+ |w| — 2,/]w]|, obtenemos que
l _ 2 /
S [E S W G TE S ) B

2¢/|wl(1—|wl) 2/ |wi

lo que concluye la demostracion.
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5.5.6. Caracterizaciones de los dominios simplemente coms

Recogemos en el siguiente teorema algunas caracterieaaierlos dominios simplemente cone-
xo0s. Algunas de estas caracterizaciones son topolégiessnas que otras son de naturaleza analitica.
Todas ellas ponen de manifiesto el lugar destacado que emiade funciones holomorfas desempefia
este tipo de dominios.

5.32 Teorema.SeaQ C C un dominio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) Q=C 6bienQ esisomorfo a [0,1).
i) Q es homeomorfoa(®,1).
iii) Q es simplemente conexo.
iv) Q es homolégicamente conexo.
v) Laintegral de toda funcion holomorfa €éhsobre cualquier ciclo e es nula.
vi) Toda funcién holomorfa e tiene primitivas erQ.
vii) Toda funcién armonica e es la parte real de una funcién holomorfa@n
viii) Toda funcién holomorfa que no se anula@riene logaritmos holomorfos €.
ix) Toda funcidn holomorfa que no se anula®iiiene una raiz cuadrada holomorfa €n
x) C\ Q es conexo eff.
xi) C\ Q no tiene componentes conexas acotadas.

Si solamente suponemos dues un abierto entonces las afirmacionesdiki) son equivalentes|

Demostracion.

i) = ii) SiQ = C, basta tener en cuenta que la aplicacién es un homeomorfismo dé

_z
1+z|
sobreD(0,1). SiQ es isomorfo al disco unidad entonces también es homeomiatisca unidad.

ii) = iii) Seay un homeomorfismo d@ sobreD(0,1). Siy: [0,1] — C es una curva cerrada €h
definamos

H:[0,1] % [0,1] — Q
H(st) =W (sw(y(t))

EntoncesH es continuaH (0,t) = Y~%(0) es una curva constantdj1,t) = y(t) y H(s,0) = H(s,1)
porquey(0) =y(1). Por tantoy es homotopica e@ a una curva constante. Por tadt@s simplemente
conexo.

iii) = iv) Es el corolariot.2Q
iv) = V) = Vi) = vii) = viii) = iv) Es el teoremd.13

viii) = ix) Si f es una funcion holomorfay no nula €y g es un logaritmo holomorfo dé enQ,
entonces la funcioa — exp(g(z)/2) es una raiz cuadrada holomorfa enQ.

ix) = i) Es elteorema de Riemann de la representacién conforme.

Departamento de Andlisis Matematico Prof. Javier Pérez



5.5.6 Caracterizaciones de los dominios simplemente coreex 243

xi) = iv) Es la proposiciod.18

iv) = x) Si @\Q no es conexo, entonces existarB cerrados d&C disjuntos no triviales y tales
queC\ Q = AUB. Supongamos quso € B. Entonces el conjunté es un compacto e@ que esta

contenido en el abiert@ = (E\ B =AU Q. Sabemos entonces, por el leth&5 que existe un ciclo
I enG que no corta al compac#y por tantol” es un ciclo erf, y que verifica que Ind(a) = 1 para
todoa€A, lo que contradice la hipétesis hecha.

X) = xi) Estaimplicacién es un caso particular del segundo lema gpumEmos a continuacion.

5.33 Lema.Sea C una componente conexa de un espacio topolégico de étéusaimpacto
Y ; entonces C es igual a la interseccion de los subconjurthestas y cerrados de Y que Ip
contienen. Equivalentemente, dade X \ C hay un subconjunto abierto y cerrado de Y due
contiene a C y no contiene a x.

Demostracion.Sea ¥ la familia de todos los subconjuntos abiertos y cerradog dee contienen
aC. La familia & no es vacia pueg € ¥. SeaK = (| ¥. Puesto qu€ C K bastara probar quié

es conexo. Nétese que es cerrado. Supongamos, pues, Bug, son cerrados disjuntos tales que
K = K1 UK. Probaremos que uno de ellos es vacio. Las hipétesis heatwttigan la existencia de
abiertos disjuntog\; O K1, y A2 O Ky. La familia TU{Y\ (AlUAz)} es una familia de cerrados
con interseccion vacia. La compacidadWenplica que hay un nimero finito de conjunt@se 7,

i=12,...,n de manera que:
n
(ﬂgi) Y\ (AUA)) =@
i=1
ponienddQ = L, Q;, tenemos qu@ < 7 y QN(Y \ (A UA2)) = @. Veamos qu& NA; es cerrado.
Ello es consecuencia de que:
QNAI CONAI=QN(AIUA) NAL = (QNAINAL) U (QNA2NAL) = QNALL

Anélogamente se prueba q@en A, es cerrado. Puesto q@C K C Q C Aj UAp, y C es conexo,
debera estar contenido éa 0 enA,. Supongamos qué C A;. Entonces el conjunt@ NA; esta en
la familia F por lo queK C QN A; lo que implica que

Ko=KNKo CONAINA =0

esto esKy, = @.

5.34 Lema.Sea X un espacio topologico conexo, compacto y de Hausdarff;punto de X
C una componente conexa d& }, entonces xC.

Demostracion.Si x ¢ C, existe un entorno abiert de x tal queV NC = @ (los entornos cerrados
son una base de entornos). Yea X\V. ComoC CY C X\ {x}, se sigue qu€ es una componente
conexa del espacio compacto de HausdbrfPodemos aplicar el lenta33para obtener que para todo
yeFr(V) existeQy abierto y cerrado d¥ tal queC C Qy ey ¢ Q, (n6tese que sie Fr(V) =V\V,
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entoncey ¢ C). La familia{Fr(V)} U{Qy:yeFr(V)} es unafamilia de cerrados decon interseccion
vacia, luego existen elementpss Fr(V), k=1,2,...,n tales que:

Pongamos2 = Qy, N---NQy,. Se tiene qu€ C Q C X\V, y Q es abierto y cerrado €Yi luego
también es cerrado efi Ademas:

X\Q = (YUV)\Q = (Y\Q) UV

de donde se sigue qu es abierto erX. La conexién deX implica queQ = X 0 Q = @, lo que es
contradictorio.

Para probar qur) = xi) aplicamos el lem&.34con X = C\Q, x= oo, para obtener que € es
una componente conexa @& Q entonceso €C y, por tantoC no esta acotada.
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