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Capitulo

El cuerpo de los nUmeros complejos

El camino mas corto entre dos verdades del andlisis
real pasa con frecuencia por el analisis complejo.
Jaques Hadamard

Un poco de historia

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durantehosi@fios motivo de po-
[émicas y controversias entre la comunidad cientifica. Rgooco, por la creciente evidencia
de su utilidad, acabaron por ser cominmente aceptadogjeandgueron bien comprendidos
hasta épocas recientes. Nada hay de extrafio en ello si pensae los nimeros negativos no
fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apa&emlos trabajos de Cardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con etwal de las raices de la cubica o
ecuacion de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1680)afirmé queciertas ecuacio-
nes algebraicas solo tienen solucion en nuestra imagimécidacuio el calificativdimagi-
narias” para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales dgb s{VIII los nimeros
complejos o imaginarios son usados con recelo, con desopafi€on frecuencia, cuando la
solucion de un problema resulta ser un nimero complejo sgneta esto como que el pro-
blema no tiene solucion. Para Leibried nUmero imaginario es un recurso sutil y maravilloso
del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no ser”

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeres resbonden al problema
bien cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nadsion los nimeros complejos.
Mientras los matematicos necesitaron interpretar en bérsrfisicos sus objetos de estudio, no
se avanz6 mucho en la comprension de los numeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nimeros complejateb& a que ellos no se

1



Operaciones basicas con numeros complejos 2

preocuparon de l&naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;,qué es un nimero com-
plejo?”, sino que se dijerota ver, para qué sirven, qué puede hacerse con elldsS Gauss
quien definitivamente concede a los nimeros complejos @ fuiyilegiado dentro de las ma-
tematicas al probar en 1799 el resultado conocido cbeerema Fundamental del algebgae
afirma que toda ecuacion polindmica de gradmn coeficientes complejos tiene, si cada raiz
Se cuenta tantas veces como su ordemjces quéambién son nimeros complejdderece la
pena que entiendas bien lo que afirma este resultado. Fijada una de las ecuaciones:

X+3=0, 2x+3=0, x*—2=0, X*+2x+2=0

Cuyas soluciones
Xx=-3, x=-3/2, x=4V2 x=-1+i

tienen sentido cuandoes, respectivamente, un nimero entero, racional, real plemPo-
dria ocurrir que este proceso de ampliacion del campo namédntinuara. ¢Qué ocurrira si
ahora consideramos ecuaciones polindmicas con coefisieateplejos? Por ejemplo:

XX+ (1—i)x* + (1/5-iv2)x* —8x+3—i/v/3=0

¢,COmo seran sus soluciones? ¢ Apareceran también nuesddipimeros? El Teorema Fun-
damental del algebra nos dice que esa ecuacion tiene sodscauetambiénson nimeros
complejos y, por tanto, que no apareceran ya por este proido nuevos tipos de nimeros.

El término, hoy usado d@umeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popu-
lar la letra i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. EhAI®@nd interpreta
los numeros complejos como vectores en el plano. La fech82& és considerada como el
nacimiento de la teoria de funciones de variable complejas e publica en dicho afio la
Memoria sobre la Integracion Compleja que Cauchy habidt@seren 1814.

Los numeros complejos son una herramienta basica de caf®ooespecialmente Utiles
para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se lmreanstante de ellos siempre
gue representamos una sefial por medio de dichas funciomeshgy que olvidar que ése
es el proposito basico de Idmétodos de Fourier! La Transformada de Fourier Discreta
una herramienta fundamental en el tratamiento digital fales, toma valores complejos. Las
transformadas de Fourier y de Laplasen funciones complejas. lteansformada zal igual
que otras transformadas de uso frecuente, se define comeereals nimeros complejos.
La funcion exponencial compleja desempefia un papel funciainen el estudio de los siste-
mas LTI (sistemas lineales invariantes en el tiempo) y témken la teoria de las ecuaciones
diferenciales lineales.

1.1. Operaciones basicas con numeros complejos

Los nimeros de la forma+ iy, dondex e y son nimeros reales, con las operaciones de
adicion y producto definidas por:

(X+iy)+ (u+iv) = X+u+i(y+v) (1.1)
(X+iy)(u+iv) = Xu—yv+i(xv+yu) (1.2)

se llaman nimeros complejos.
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Representacion cartesiana. Complejo conjugado y médulo 3

Se dice que es laparte realey la parte imaginariadel nimero complejx + iy. Dos
nameros complejos son iguales cuando tienen igual parteengaal parte imaginaria. Los
nuameros complejos con parte imaginaria cere; X+ i0, son nimeros reales. Los numeros
complejos con parte real celig,= 0+ iy, se llamarimaginarios puros

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, cortivaitadistributiva de las opera-
ciones asi definidas. El elemento neutro de la suma es 0 ydadidel producto es 1. Ademas,
—X— iy es el opuesto de+ iy, y todo nimerx+ iy # 0 tiene inverso:

: X Y
_ =1
(x+1y) <x2+y2 |x2+y2>
Estas propiedades se expresan diciendo que el conjuntcsd&iiberos complejos con las

operaciones adiciéri (1) y producto (.2) es uncuerpa Dicho cuerpo se representa oy se
llamacuerpo de los nimeros complejos

Convenio de notacion.En lo que sigue usaremos las letrag w para representar nUmeros
complejos y las letrag, y, u, v para representar nimeros reales. Una expresion de la forma
Z= X+ iy se interpreta como quees el nUmero complejo cuya parte realxeg cuya parte
imaginaria ey. Se escribe Re) e Im(z) para representar las partes real e imaginaria de

No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica

Como veremos en este curso, al ampkaa C ganamos mucho pero también perdemos
algo. Te recuerdo quR tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambascastas
estan armoniosamente relacionadas. Pues bief, mm hay nada parecido. Podemos definir
relaciones de orden &, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible con la estuc
algebraica. Es decir, es imposible definir un concepto deendimomplejo positivo de forma
gue la suma y el producto de complejos positivos sea posieo ello no se define e@
ningan orden. Asi que ya sabgeunca escribas desigualdades entre nimeros complejos!
Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre lesspaales o imaginarias de nimeros
complejos, porque tanto la parte real como la parte imaigirde un nimero complejo son
nameros reales. En lo que sigue, una expresion delxipo0 debera entenderse €s un
namero real mayor o igual que 0.

1.1.1. Representacion cartesiana. Complejo conjugado y rddlo

Es usual representar el numero complejox+iy como el vector del plangx,y) y, en ese
sentido, se habla dglano complejoEl eje horizontal recibe el nombre ége real y el eje
vertical recibe el nombre dgje imaginario

Siz=x+1y es un nimero complejo (corey reales), entonces ebnjugadodez se define
como:
Z=X—ly
Geométricamentg,es la reflexion o simétrico derespecto al eje real.

Es muy facil comprobar (jhazlo!) que conjugado de una suma es la suma de los conju-
gadosy que elconjugado de un producto es el producto de los conjugados

Z+W=Z+W, ZW=2ZW. (1.3)

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Representacion cartesiana. Complejo conjugado y médulo 4

/7
XEF————===

*sz—iy

Figura 1.1. Representacion de un nimero complejo

Ademas, evidentemente, se verifica quez

El médulo o valor absoluto dez = x+ iy, se define como:

2= VY

Observa que,/x2 +Yy2 esta definido sin ambigtiedad: es la raiz cuadrada del nimaroe
negativox? + y~.

Recuerda que lnorma euclideade un vectorx,y) € R? se define por:

I = V3 +y?

Y la distancia euclideaentre dos puntogx,y), (u,v) del plano viene dada por:

1Y) — (W) =/ (x— w2+ (y—v)?2

En particular,|(x,y)| es la distancia del punt,y) al origen(0,0).

Por tanto, el médulo de un complejo= x+ iy coincide con la norma euclidea del vector
(x,y) y es la distancia euclidea del puritoy) a (0,0) (ver figural.1). La distancia entre dos
numeros complejog = x+iy y w = u+ iv se define comdz—w| y es la distancia euclidea
entre los puntos del plana,y) y (u,v):

[z—w|=[|(xy) = (uV)|
Teniendo en cuenta g+ iy)(x—iy) = x? 4+ y? obtenemos la igualdad:
2° =2z

gue permite utilizar el producto complejo para trabajar mdulos y es de gran utilidad como
veremos enseguida.

Conviene recordar que:
5 _ _ 1
|7 =1 |7 :1<:>zz:1<:>z:E

Es decir, los numeros complejos de médulo 1 son aquellosiougso es igual a su conjugado.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Representacion cartesiana. Complejo conjugado y médulo 5

Para expresar un cociente de nimeros complejos en la formahais ib se multiplica
numerador y denominador por el conjugado del denominador:
u+iv - (U+iv)(x—iy)  ux+vy | VX—uy
X+|y_ X2+y2 _X2+y2 X2+y2'

La representacion gréfica de la suma es la usual para la sureciees. Dos nimeros
complejosz = x+iy y w= u+iv determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figuga
esz+ w (la otra diagonal ez— w).

X u x+u
Figura 1.2. Suma de nimeros complejos

Son de comprobacién inmediata las desigualdades (recgaedsiac R entonces/a2 =

al):

max{|Rez,|Imz} < |z| < |Rez +|ImZ (1.4)

Cuyo significado geométrico es evidente. Notese también que
|zZ = Rez < zeR}.

El siguiente resultado establece las principales prodesidel médulo de un nimero complejo.
Como veras son muy parecidas a las propiedades del valoluttb§osu demostracion es
practicamente la misma.

1.1 Proposicion. Cualesquiera sean los numeros complejag @ C se verifica que:

1. Elmddulo de un producto es igual al producto de los médykeisnddulo de un cociente
es igual al cociente de los médulos.

=z, [ = o 15)
2. El médulo de una suma es menor o igual que la suma de los osddul
|z+w| < |Z]+ |w] (desigualdad triangular) (1.6)
Ademas, para,ave C\ {0} se verifica que:
|z4+w| = |z| +|w| <= z=Aw conA >0 @.7)
24w < |2+ W] = = ¢ R* (1.8)
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Representacion cartesiana. Complejo conjugado y médulo 6

Es decir, la desigualdad triangular es una igualdad si, yaseénte si, alguno de los
numeros es cero o uno de ellos es un mdltiplo positivo dej etjoivalentemente, estan
en una misma semirrecta a partir del origen.

Demostraciéon Recuerda que si > 0 y b > 0 se verifica quea=b < a =b? y
a<b<=a’ <

b) Como|zw| > 0y |z||w| > 0O, para probar quew = |Z||w| basta probar que sus cuadrados
son iguales. En efecto:

20?2 = ZWZW = ZWaW = ZZWiW = |Z)2|w|? = (|Z]|w])?

De la igualdadzw| = |7||w|, que acabamos de probar, se deduce enseguida que el médulo de
un cociente es igual al cociente de los médulos.

c) Probaremos quig+w|? < (|7 + |w|)?. En efecto:

|Z+ W2 = (24+W)(Z4+ W) = (Z+W)(Z+ W) = Z+WW+ 2N+ ZW=
= 2%+ |W|* + 2Re(zW) < (7% + [w|* + 2|Re(zwW)| <
<122+ (W + 22w = (2% + [w|* + 2/Z][W] = [2* + [w|* + 2/Z]|w] =
= (17 + |w))?

Evidentemente, si= 0 o siw = 0, se verifica la igualdad. Supongamos que0 y w # 0. De
lo anterior deducimos que se verifica la igualdzé w| = |z| + |w| si, y s6lo si, Rew = |zw]|,
esto es, stwe R ™, o lo que es lo mismaw = p dondep € R". Esta igualdad, puede escribirse
de forma equivalente, multiplicando pw;, comozw|?> = pw; y dividiendo ahora poiw|?,
obtenemosz = Aw para algun\ € R", lo que quiere decir que y w estan en una misma
semirrecta a partir del origen. O

Comentarios a la definicién de nimero complejo

A un elemento(x,y) € R? se le llama a veces “par ordenado”, o “punto”, o “vector” o
“ndmero complejo” (cuando se identifica con el compbejpiy). Esto puede resultar bastante
confuso pero tiene su explicacion. No debes olvidar que cadeepto matemético tiene senti-
do dentro de una determinada estructura. Con frecuene@agdowsobre un mismo conjunto hay
definidas varias estructuras, la terminologia que se usezaifal estructura a la que nos referi-
mos. Eso pasa €R? donde conviven varias estructuras cada una con su terrginofwopia.
Usualmente eiR? se consideran las siguientes estructuras.

¢ Ninguna. Es decir, solamente consideramosRities un conjunto. En tal caso llamamos
a sus elementgsares ordenados de nimeros reales

e La estructura de espacio vectorial. Esto es, veRfosomo un espacio vectorial real. En
tal caso a sus elementos los llamarnaestores

e La estructura de espacio euclideo que se obtiene afiadieladestructura de espacio
vectorial la distancia euclidea definida por el productekescusual. Esto es, vemos
R? como el plano euclideo de la geometria elemental. En esteaasis elementos

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Representacion cartesiana. Complejo conjugado y médulo 7

los llamamospuntos La misma terminologia se emplea cuando se considef®’da
estructura de espacio afin o de espacio topolégico.

e La estructura de cuerpo definida por las operaciodel ¢ (1.2). En tal caso, a los
elementos d&? se les llamantimeros complejos

Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo parcafe puede resultar confuso.
Laregla que debes tener siempre presente es que todo apnepmatico tiene sentido propio
dentro de una determinada estructura matematica. Poraelln,elemento d&2 se le llama
namero complejo cuando se va a usar el producto definidd.@hque es lo que en realidad
distingue a los nimeros complejos de los vectoréR4de

Comentarios a la definicién usuali = v/—1

Se verifica qué® = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin Mas ni Mas, gug—1.
Fijate lo que ocurre si ponemos= /—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que
estamos acostumbrados:

~1=i?=ii=v-1V/-1=/(-1)(-1) =v1=1

Luego 1= —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aquos@cebado.

Naturalmente, el error procede de que estamos haciendaraliep. Fijate que en la ex-
presiény/—1 no puedes interpretar que 1 es el nimero real-1 (porque, como sabes, los
nameros reales negativos no tienen raiz cuadrada sgab)gue tienes que interpretarl co-
mo el nimero compleje-1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta agisiamos
usando raices de numeros complejos haberlas definido y dando por supuesto que dichas
raices verifican las mismas propiedades que las de los n@meabes positivas

Antesde escribiry/—1 hay que definir qué significg’z paraze C. Cuando lo hagamos
veremos jsorpresa! que igualdad \/z,/w = ,/zw, vélida cuand@,w € R, no es cierta en
general cuando,av € C.

Todavia mas disparatadodsfinir i = v/—1 sin ni siquiera haber definido antes los nimeros
complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muektos se define (porque si, sin
mas explicaciones)= /-1y a continuacion se dice que los nimeros de la fami son los
nameros complejos. No es de extrafiar que luego resulte gue I Todavia pueden hacerse
peor las cosas. Recientemente he encontrado en un textcadedtituciéon de educacion a
distancia escrito por varios profesores la siguiente asosalbdefinicioni = ++/—1.
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Ejercicios propuestos

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultaldof@max + iy.

) (7—-2))(5+30) i) (i—13 i) A+ (2+1)B+i) iv) 2::
V) —(4‘_ii(+1;3i) vi) (141i)72  vii) lZL_ZI' viii)  i2(1+1)°

2. Supuesto que = X+ iy es un nimero complejo, calcula la parte real e imaginariasle |
nameros:
1 1 zZ+i

aw=7Z byw=7 w="> d)w:m e)w="_—

3. Calcula el médulo de los siguientes nimeros complejos.

4-3i : : (2+iV5)(1+iv3)3
a b) (1+1)%° d)v2+i(vV2+1) ¢
)5 e D) Va2 o2
. . . . 1+iz
4. Calcula los numeros complejas= x+ iy tales que el nUmera = T es:

a) Un namero real; b) Un nimero imaginario puro; ¢) Un nimeronddulo 1.

5. Dado un numero compleja+ ib € C*, calcula los nUmeros complejes= u+ iv que
verifican quen? = a+ib.

6. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
z+ w4 z—w?=2(2? + wW?) (zweC)
y explica su significado geométrico.

Z—w
1-wz
Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigealdattrenddulosde nimeros
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembraesdissigualdad.

7. Prueba qu% <1 si|lz <1ly|w|<1lytambiénsiz >1y|w| > 1.

8. Prueba que para todo+# O se verifica que |z— 1| < ||z — 1] + |Z]|arg(2)|. Interpreta
geométricamente esta desigualdad.

9. Justifica que sk, 2, ..., 2z, son nimeros complejos de modulo 1y tales que
2+2+ 42| =n
entonces se verifica que todos son iguales z = --- = z,.
10. Estudia para cada una de las igualdades siguientes si hay mlgnero complejac C

con |zl = 1 que la verifica:

@) [Z2+Z2+1=3 (b) |Z—2z—i|=4 (c) |[P+Z+2 =4+]|4+47|
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1.1.2. Forma polar y argumentos de un niumero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita muchodigsilos con productos de
nameros complejos. Para cualquier nimero compejo+ iy # 0 podemos escribir

z=|Z 1+il
17 |7

X . : . -
Como <7, —) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirteferma
(i,l> = (cosd,send)
2" |2
para algun nimerf € R. Resulta asi que
z=|z|(cosd +isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombi@rme polar, cuya interpre-
tacion grafica vemos en la figura. §).

AY

Figura 1.3. Forma polar de un numero complejo

Para distinguirla de la forma polar, la representacion aeand complejo coma = x+ iy
conx,y€ R se llamaforma binémica o cartesiana

Dadoze C, z# 0, hay infinitos nimerose R que verifican la igualdad= |z|(cost, sert)
cualquiera de ellos recibe el nombreatgumento dez. El conjunto de todos los argumentos
de un namero complejo no nulo se representa pofz\Jrg

Arg(z) = {teR:z=|z(cost +iser)}

Observa que

coqt) = coys)

s, teArg(z) < { sin(t) = sin(s)

} <= s=t+ 2k para alginke Z

Por tanto, conocido un argumerigee Arg(z) cualquier otro es de la forntg+ 2kt para algun
keZ, es decir, Ardz) = to + 21Z.

De entre todos los argumentos de un nimero complkgjd hay uno Unico que se encuentra
en el intervald — 1, 11, se representa por d@ y se llamaargumento principal dez
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I
| arg(z) = arctgy/x) +n| 2
w=a+ib
T | arg(z) = arctg'y/x) |
—T
z=a+ic
| arg(z) = arctgy/x) 7n| -
2

Figura 1.4. Argumento principal

En el ejercicioll te propongo que pruebes que el argumento principa-dex+ iy # 0
viene dado por:

arctgy/x) —m siy<0,x<0
—T1/2 siy<0,x=0
arg(z) = ¢ arctgy/x) six>0

/2 siy>0,x=0
Larctgly/x) + 1 siy>0,x<0

Conviene observar que los nimeros complejos de médulo bsonimeros de la forma:
z=cos tisert (teR)

También es claro que todos los niimeros complejos que estimaanisma semirrecta a partir
del origen tienen los mismos argumentos.

Igualdad de dos niumeros complejos en forma polar

Para que dos nimeros complejos escritos en forma potar|z/(cosd + isend) y
w = |w|(cosp +isend), sean iguales es condicidon necesaria y suficiente que loslasdskan
iguales|z| = |w|, y los argumentos sean iguales, Arg—= Arg(w), y ésta condicion equivale a
gued — ¢ sea un multiplo entero da2

2= W

|z|(coss+isen9):|w|(cos¢+iser¢)<:>{ 9—¢ — 2mm (mez)

Observaciones a la definicion de argumento principal

Puede parecer un poco extrafa la forma de elegir el argunpeinicipal de un ndamero
complejo. La eleccién que hemos hecho supone que medimakaran el semiplano superior
de 0 arty en el semiplano inferior de O-artsin llegar a—T1t
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Fijate (ver figural.4) que si tomas un numero complejo que esté situado en el wraer
drantez=a+ic cona < 0,c < 0 y supones que es proximo a 0, su argumento principal esta
proximo a—Tt Si ahora consideramos el nUmeve= a+ib conb > 0, que esta situado en el
segundo cuadrante, y supones fues proximo a 0, su argumento principal esta proxinmo a
Ademaés, la distanciav—z| = |b— c| = b— c es tan pequefia como quieras. Esto nos dice que
el argumento principal tiene una discontinuidad en el ggenregativo: salta de rtacuando
atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia, dirds. Hasta cierto punto. Primero, la dismgidad es inevitable. Si quere-
mos elegir argumentos en un intervalo de longitatl digamos[a, o + 211, entonces dichos
argumentos saltan de a o + 2t cuando atravesamos la semirre¢tay) = p(cosa, sem),
(p > 0). En particular, si tomamos argumentos en el inter{f@&l2rt (cosa que, a primera vista,
parece lo razonable) nos encontramos con que entoncescee@rona discontinuidad de di-
chos argumentos & eje real positivoBien, sucede quia extension aC de algunas funciones
definidas eR ™" (el logaritmo, las raices) hace intervenir el argumentogipal. Naturalmente,
gueremos que dichas extensiones sigan siendo continu&s grello justifica que tengamos
gue tomar argumentos principales de la forma en que lo heew®hporque preferimos in-
troducir una discontinuidad ek~ a perder la continuidad eR.

Férmula de De Moivre

Veamos coémo la forma polar permite hacer facilmente pradudé nimeros complejos.

1.2 Proposicion. Sean z, w complejos no nulase Arg(z) y ¢ € Arg(w). Entonces se verifica
qued + ¢ € Arg(zw) y —9 € Arg(1/z) = Arg(2).

Demostracién Tenemos que

z=Z|(cosd +isend)
w = |w|(cosp +isenp)

zw= |Z||w|(cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw{[(cosd cosp — send send) +i(send cosp + cosd sen)| =
= |zZw(cos(d + ) +isend +¢))

Lo que nos dice qué + ¢ € Arg(zw).

1 1_ , _ , . . . .
ComoE = b los nimeros Az y Z estdn en una misma semirrecta a partir del origen,

por lo que Ard1/z) = Arg(z). Ademas:
Z=|Z(cosd —isend) = |z|(cog —9) +isen(—3))
Por lo que—9 € Arg(2). O

Hemos probado queara multiplicar dos nUmeros complejos se multiplican sdslafos y
Se suman sus argumentos.
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Asi pues, el producto de dos niumeros complejos es geonméénita un giro (pues se
suman los argumentos de los nimeros que estamos multgdicarguido de una homotecia
(el producto de los médulos de ambos nimeros).

Observa que, como consecuencia de la proposicléd), (tenemos que amH argw €
Arg(zw); es decir, arg+ argw es un argumento dew, pero lo que no podemos afirmar es
gue arg+ argw sea igual al argumento principal de. Naturalmente, esto ocurrird cuando
—Ti< argz+ argw < T.

argz+ argw = arg(zw) <= —T< argz+ argw < Tt (1.9)

La siguiente igualdad, muy util, conocida cofdomula de De Moivrese demuestra facil-
mente por induccion a partir de la proposicidnj.

1.3 Proposicion(Férmula de De Moivre). Si z es un complejo no nuld,es un argumento de
z y n es un numero entero, se verifica quecrg(z"), es decir:

7" = (|7|(cosd +i senﬁ))n = |z]"(cosn® +isemd), 9 €Arg(z), neZ (1.10)

1.1.3. Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacidh= z donden es un nimero naturah > 2,yz#0
es un namero complejo conocido. Escribamasn forma polar:

w = |w|(cosp +isenp)

Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir lzaeidnw" = z en la forma
equivalente:
w" = |w|"(cosnd +isemd) = |z|(cosd +isend)

Donded = argz. Esta igualdad se da cuan@g" = |z y np =9 + 2krtdondek € Z. Deducimos
que|w| = /|7 (ojo: se trata de la raiz-ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora
bien, para cualquier nUmedg de la formapy = (9 + 2km) /n tenemos un numero complejo

wi = {/]Z| (cospx + i senp)

tal que(wk)" = z. Como una ecuacion polindmica de gradoo puede tener mas desolucio-
nes, se sigue que distintos valoreskdieben dar lugar al mismo nimesg. Veamos:

Wk = Wq < Ok — Pq = 2mmn< K—g=nm

Es decir, sky g dan el mismo resto al dividirlos porentoncesw, = wq. Deducimos que para
k=0,1,2,...,n—1 obtenemosv distintos y cualquier otravg es igual a uno de ellos. Por
tanto hayn raices n—ésimas distintas zle

Hemos obtenido que lasraices n—ésimas devienen dadas por

2= |7/ (cos@ﬂsen@) k=012, .. n-1 (1.11)
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Observa que definiendo= cog2r/n) +isen2m/n), los nimerosip = 1, u, u?,...,u""* son
las raices n—ésimas de la unidad. Podemos escribir las ésimas de en la formaz, =
ZoU¥. Como multiplicar powu es un giro de amplitudr®/n, deducimos que lasraices de se
obtienen girando la raiz n—ésima principml, con giros sucesivos de amplitud/2. Es decir,

si representamos todas las raices n—ésimasotdéenemos puntos sobre una circunferencia
de centro(0,0) y radio\"/ﬂ que forman un poligono regular déados.

Figura 1.5. Raices novenas de la unidad

De entre todas las raices n—ésimaszdemos a designar con el simboj& a la raiz
n-ésima principal, que esta definida por

Vz=|z*" <cos%gz+isen%gz) (1.12)

argz

Observa que argyz) = ——y.en consecuencia:

(1.13)

o ) |

T arg(9) <

Ademas, la raiz n-ésima principal de z es la Unica de las gsafeésimas de z cuyo argumento
principal esta en el intervald— 1t/n, 1t/n|. Dicho de otra forma, la raiz n-ésima principal de
un numero complejo esta situada en una regién angular,rgimébn respecto al eje real y de
amplitud 21/n, que incluye a su borde superior pero no incluye a su boreéeianf

Notacion de las raices complejas

Observa que en el caso particular de gusea un nimero real positivo, entonces la raiz
principal dez (considerado como numero complejo) coincide con la raiz @nsiderado
como numero real positivo). Es decir, acabamogxtendera funcién raiz n-ésima dé* a
todo C conservando el significado que esa funcion teni@enObserva, sin embargo, que si
x € R~ y nes impar, la raiz real de ordende x no coincide con el valor principal de la raiz
de ordem de x considerado como nimero complejo. Este pequefio incomteni® es tal si
tenemos claro donde estamos trabajando $ erenC; esto es, si cuandoes impar estamos
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considerando funciones raices n-ésimas definiddy, esi estamos considerando dichas fun-
ciones definidas e@. Observa que pamapar no hay confusion alguna, solamente cuamde
impar yx es un nimero real negativo hay que tener cuidado. Por ejeRiplé = —1 cuando
consideramos a la raiz ctbica como una funcion redf1 = cog1/3) +isen1/3) cuando
consideramos a la raiz cubica como funcién compleja. Pnoggale calculo simbdlico, como
Mathematicao Maxima siguen precisamente este convenio y usan la notggpara el valor
principal de la raiz n-ésima del numero complejo

En muchos textos se representa con el simp@e! conjunto formado por todas las raices
n-ésimas del numero complejoEsto presenta bastantes problemas porque, digo yo, sishemo
de ser coherentes, habra que entender ¥leya no vale 1 sino que es un conjunto formado
por 27 nimeros complejos. Y las reglas que conocemos paraits reales ya ni siquiera
pueden formularse. ¢ Qué sentido tiene ahora escribi/@¥él = v/27? ¢ Es una igualdad entre
conjuntos? ¢Debemos multiplicar cada elemento del canji{@tpor cada elemento del con-
junto v/1 y comprobar que de esa forma obtenemos todos los elementp@a¢, Como hay
que sumar ahorg'2 + v/3? Porque?2 debe entenderse como un conjunto de 3 elementos y
v/3 como un conjunto de 7 elementos. Los autores que hacemestoretan la “raiz n-ésima”
compleja como un&uncién multivaluadaYa la propia expresion “funcién multivaluada” es
muy desafortunada pues propiamente se trata de una cardesymia: la que a cada complejo
z # 0 hace corresponder el conjunto formado por sus n raicesnagsomplejas. Natural-
mente, en estos libros cuando se usa el simp@para hacer operaciones como, por ejemplo,

lim {n(\”/i— 1)} 0 f v/zdz debe entenderse que en dichas expresiones se ha seleacionad
e C(0,1)

uno solo de los valores dgz. Con lo cual sigue la confusion pues el mismo simbgia,
puede significar distintas cosas segun el contexto en gemmest Pese a todo, hay razones que
pueden justificar esta forma de proceder pero las mismasriasites de exponer en un curso
basico de variable compleja. Volveremos sobre este asuidadelante.

En este curso, para nosotros, el simbgi@,representara siempre el valor principal de la
raiz n-ésima de antes definido. Mas adelante, cuando estudiemos las paseimiroducire-
mos un simbolo que permitira representar todas las raiésgmas de. Finalmente, observa
que en la definicion1(12) de {/z interviene el argumento principal, &my. Por la definicion
dada de argumento principal, tenemos gue< argz < 1y, como ya hemos visto anterior-
mente, se produce una discontinuidad del argumento paheip el eje real negativo y, en
consecuencia, la funcian— y/z es discontinua en el eje real negativo. Te informo que no hay
gue preocuparse mucho por esta discontinuidad, de hechayestiiny, entre otras cosas, sir-
ve para contar ceros de funciones. Lo que quiero es llamadéshcion sobre lo que ocurre
cuando se elige el argumento principal en en el interf@@r]. Cuando se hace asi, la funcién
z— y/zresulta ser discontinua en el eje real positivo. Mala casiagsa eleccion para el argu-
mento principal, una funcién que era continualen al extenderla & ya no es continua en
R*.

La igualdad /zy/w = y/zw
En general, no es cierto que, dados dos nimeros complgjas el producto de las raices

n-ésimasrincipalesdezy dew sea igual a la raiz n-ésinpincipal de zw. Lo que, evidente-
mente, si es cierto es que el producto de dos raices n-ésiralesquiera dey dew es una
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raiz n-ésima dew. Por tanto,y/zy/w, esunaraiz n-ésima dew pero no tiene por qué ser la
principal. Vamos a ver qué condiciones deben cumplirse parajq{gw sea la raiz n-ésima
principal dezw. Para ello, bastara con exigir que el argumento principgfzigw esté en el in-

tervalo] — 11/n, 11/n]. Como suponemos quees un numero natural > 2, tenemos que-Tt<
argz argw . argz argw  argz+ argw
Tg +% < 1y, por (1.9, deducimos que arfgyzyw) = 9, g _ &9 T] .
Tenemos que:

argz+argw _
n

arg(Y/20W) =

Hemos probado que

T TT
]_ﬁ’ﬁ] < —T< argz+argw < Tt

VZYW = {/zZW<= —T< arg(z) + argw) < Tt

Por ejemplo, si los nUmeray w estan en el semiplano de la derecha, es deczR& Rew >
0, entonces-T/2 < arg(z) < /2 y —T1/2 < arg(w) < T1/2; por tanto en este caso &+
arg(w) = arg(zw) por lo que/zy/w = y/zw. En particular, esto es cierto cuarda € R*. Por
tanto,no perdemos ninguna de las propiedades de las raices real#tvas al extender las
raices aC.

Enelcasoenquae=2,z=w= —1, tenemos que afg-1) +arg(—1) = 21, y no se cumple
la condicion anterior. En este caso

VIV=1=—-1#£1=V1=/(-1)(-])

es deciry/—1y/—1= —1 es una raiz cuadrada de=1(—1)(—1) pero no es la raiz cuadrada
principal de 1. Ahora ya sabes donde esté el error en lo que:sig

—1=i?=ii=v-1V-1=/(-1)(-1) =V1=1

Ejercicios propuestos

11. Comprueba que el argumento principalzde x+ iy # 0 viene dado por

arctgy/x) —m siy<0,x<0
—T/2 siy<0,x=0

9 =< arctgy/x) six>0

/2 siy>0,x=0
Larctgly/x) + 1 siy>0,x<0

12. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

3 df“ﬁ
V3+ (1+10)?

a) —V3—i b) —v3+i 0
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13. Expresa los siguientes nameros en forma bindmica:

.5 \/— 6
a) (—1+iv3)t b) <1+'> c) (“'. ) d) (—vV3+i)*3

1—i 1—i
14. Calcula argzw) y arg(v—i) supuestos conocidos arg argw.
15. Supuesto quéz| = 1, prueba que
(z— 1) {n/z si Imz>0
argl — | =

z+1 —T/2 silmz<0

16. Seaz=x+1iy. Supuesto que| = 1,z+# 1,z+# —i, prueba que

arg<z_1>:{ /4 SI. 1-x+y>0

Z+i -3m/4  si 1-x4+y<0

17. Resuelve la ecuacion cuadratia + bz+c = 0 dondea, b, ¢, son nimeros complejos
conocidos ya # 0.

18. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)Z=1+i b)Z=i ¢)Z2=-1+iV3 d)FP=1 e)Z+2z-V3i=0

19. Prueba que si una ecuacion polinémica con coeficientessradiaite una raiz compleja,
Z, entonces también admite como raiz Ba un ejemplo de una ecuacion polinémica de
grado mayor que 1 que tenga como raiz compleja frero no admita como raiz a-i.

20. Calcula las soluciones de las ecuaciones siguientes ysatpséen forma cartesiana.

a)Z—4iz—4+2 =0, b)Z+42+16=0, c)Z—iV3Z—-1=0

21. Seaw = cost +isert un nimero complejo de médulo 1. Utiliza el nimero complejo
u=cogt/2)+isert/2) para expresar los nimeras- 1y w+ 1 en forma polar.

22. Seax un namero real que no es multiplo entero d@e Rrueba las igualdades

n )SGI’](T >

a) 1+CoX+COoSX—+---+Ccosnx = cos(—x X
sen(é)

2

n+1

b) serk+senX+---+semx = sen(ﬂx)ﬁ
=0

2
Sugerencia: Sillamamo& a la primera suma B a la segunda, calcula+ iB haciendo
uso de la férmula de De Moivre y simplifica usando el ejercaiterior.
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23. Haciendo uso de la formula de De Moivre prueba que:

a) sen® =3semp —4sertp, b) cos4 =8codp—8cosh+1

24. Representa graficamente los conjuntos de nimeros complgjesverifican:

|z—3| < 3; 2<|z—i|<3; |argzl < 1/6; |z—i|+|z+i|=4
lz—1| = |z—2i|; Z—I_':Z; Im(Z2) >6; |z—i|=Imz+1
z+2i

25. Encuentra los vértices de un poligono regulandados si su centro se encuentra en el
puntoz= 0y uno de sus vértices es conocido.

26. Resuelve la ecuaciofe—1)" = (z+1)", dondeze CyneN,n> 2.

1.2. Topologia del plano complejo

Como conjunto{, no es otra cosa que?, por tanto, dar una topologia éhes lo mismo
que dar una topologia é¥. Pues bien, consideraremos@ia topologia usual eR?, es decir,
la asociada a la norma euclidea. Escribiendo la norma elmigsrdeC, ésta viene dada por

2 =Vzz

Mientras que la distancia euclidea@wviene dada pofz,w) — |z—w| zw € C.

EnC suele usarse la siguiente terminologia. DaalasC y r > 0, el conjunto
D(ar)={zeC:|z—a <r}
se llamadisco abiertode centroay radior. Observa que un disco abierto no puede ser vacio.

Por convenio pondremd3(a, +oo) = C.

Dadosac Cyr > 0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—a <r}

se llamadisco cerradade centraay radior. Observa qu®(a,0) = {a}.

Representaremos p@(a,r)* = {zeC: |z—a| =r} la circunferencia de centrac C y
radior > 0.

Se dice que un conjuntd C C estdacotadosi esta contenido en algun disco centrado en
el origen, es decir, si existd € R" tal que|zl < M para todaz € A.

Un conjuntoC C C se dice que es conexo si la Unica particiorCdeor abiertos relativos
es la trivial. Esto quiere decir queGi= AUB dondeAy B son conjuntos abiertos relativos de
C disjuntos, entonces debe q&, B} = {J,C}. Las curvas en el plano son conjuntos conexos.
Los Unicos conexos en la recta real son los intervalos.
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En este curso vamos a trabajar con frecuencia con cierta®isjuintos abiertos d€ que
se llamandominios. Un dominio es un conjunto abierto y conexo. La idea intaitiue debes
tener es que un dominio & es un conjunto abierto €k’ que no se puede expresar como
union de subconjuntos abiertos disjuntos no vacios. Pategsi, un dominio es un abierto de
“un solo trozo”. Observa que §) es un conjunto abiertd y B son subconjuntos abiertos de
Q tales queQ = AUBy ANB = @ entoncedA y B son también conjuntos cerrados relativos
deQ (porque cada uno es el complemento del otr@rEl siguiente resultado caracteriza los
dominios erC.

1.4 Proposicion. SeaQ un subconjunto abierto no vacio d& Equivalen las siguientes pro-
piedades:

1. LaUnica descompaosicion @een la formaQ = AUB, donde Ay B son conjuntos abiertos
disjuntos, es la trivial, es decifA,B} = {3,Q}.

2. Los unicos subconjuntos @eque son abiertos y cerrados relativogiason el @ yQ.

3. Dos puntos cualesquiera @epueden unirse por una curva contenida@n

De estas propiedades la tercera es la mas intuitiva peremeartambién con frecuencia la
segunda propiedad. Te recuerdo también que todo conjuigdabo vacio erC es uniéon nu-
merable de dominios disjuntos (st@mponentes coneXa&n la recta real los Uinicos dominios
son los intervalos abiertos. Por convenio, en lo que sigplamente consideraremos dominios
distintos del vacio

Con frecuencia trabajaremos con otro tipo especial de ntogulos conjuntosompactos
Naturalmente, los compactos @eson los subconjuntos compactos @& Te recuerdo que
la compacidad es una propiedad topoldgica, es decir, pugulesarse exclusivamente en tér-
minos de abiertos. Concretamente, un conjuita C se llama compacto si dada una familia
cualquiera,G, de conjuntos abiertos éhcuya union contiene i, K C U G, se verifica que

Geg
hay un nimero finito de conjuntos abiertos de dicha far@ligs,, . .., Gy, cuya unién también

contiene &K. Esta definicion es ldefinicion topolégicade compacidad en la que solamente
intervienen los abiertos de la topologia. Es la mas general po es la mas cémoda de usar.
Afortunadamente, los conjuntos compactos(enen caracterizaciones muy faciles que se
recogen en el siguiente resultado que ya debes conocer.

1.5 Teorema. Sea KC C. Equivalen:

(a) K es compacto (definicién topoldgica).
(b) Todo subconjunto infinito de puntos de K tiene algun pdetacumulacién en K.

(c) Toda sucesion de puntos de K tiene alguna sucesion parogaconverge a un punto de
K.

(d) K es cerrado y acotado.

El siguiente resultado contiene importantes propiedaddagifunciones continuas que ya
debes conocer.
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1.6 Teorema. e Toda funcién continua que toma valores reales definida enoampacto
alcanza en dicho compacto un valor maximo y un valor mininsolaitos.

e Toda funcion continua que toma valores reales o complejéisida en un compacto es
uniformemente continua.

e Las funciones continuas transforman conexos en conexaspanios en compactos.

1.2.1. Sucesiones de numeros complejos

Una sucesion de numeros complejos es una aplicacion delrtorgle los nUmeros natu-
rales enC. Como de costumbre, representaremos{@g} la sucesion dada por— z, donde
z, € C. La definicién de sucesién convergente es exactamente faargsie para sucesiones
reales.

1.7 Definicion. Se dice que una sucesion de nimeros complggsesconvergentei hay un
namero compleja con la propiedad de que para togle 0 existe un nimero natureg tal que
para todon > ng se verifica quéz, — z| < €. En tal caso dicho nUmemes Unico y escribimos
lim{z,} =z 0 {z3} — zy se dice queaes el limite de la sucesidfz,}.

Observa qugz,} — zsi, y solo si,|zy—2Z — 0. Teniendo en cuenta la desigualdad)
tenemos que
|Rez, — Rez|
<|zy—7 < |Rez, — Rez + [Imz, — ImZ| (1.14)
[Imz, —Imz|
Deducimos quéz, — z| — 0 si, y solo si,|Rez,—Rezl — 0y [Imz,—Imz — 0. Hemos pro-
bado asi el siguiente resultado.

1.8 Proposicién. Una sucesion de numeros complefag} es convergente si, y solo si, las
sucesiones de nimeros reald®ez,} y {Imz,} son convergentes. Ademas en dicho caso

lim{z,} =z<= Rez=Iim{Rez,} y Imz=Ilim{Imz}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de nlrnerpkejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de numeros reales.

Supongamos quéz,} es una sucesion tal que para tddo- O existe un nUmero natural
no € N de forma que sih > ng entoncesz,| > K. En dicho caso diremos que la suces{an}
es divergente o qudivergey escribiremos{z,} — oo. Observa qu€z,} — oo es o mismo
que{|zy|} — +oo.

Los resultados que conoces para sucesiones de nimerasarades que no interviene el
orden son también validos para sucesiones de numeros gomidestacamos entre ellos los
mas importantes.
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1.9 Proposicion(Algebra de limites)

» Si{z,} -z y {wn} — w, entoncegz,+wn} - z+w y {zwn} — zw. Ademas, si
z,#0 paratodo reN y z#0, entonceg1/z,} — 1/z.

» Si{z,} diverge y{w,} esti acotada entonc€g, + wn} diverge.

» Si{z} diverge y{w,} esta separada dé, esto es, existep > 0y npe N de forma que
para n> ny se cumpléw,| > p, entoncegz,w,} diverge.

1.10 Definicion. Una sucesion de numeros complefas} se dice que es d€auchysi pa-
ra cada numer@ > 0 existe un numero naturah € N de forma que sp,q > ng entonces

1Zp— 2| <€

\olviendo a utilizar las desigualdade$.14), deducimos qu€z,} es una sucesion de
Cauchy si, y solo s{Rez,} y {Imz,} son sucesiones de Cauchy. Por el teorema de complitud
deR, si{Rez,} y {Imz,} son de Cauchy convergen y, por tan{a,} es convergente.

1.11 Teorema(Teorema de complitud d&). Toda sucesiéon de Cauchy de nimeros complejos
es convergente.

Recuerda que urgucesion parciatle una sucesiofiz, } es cualquier sucesion de la forma
{Zs(n)} dondeo : N — N es una aplicacion estrictamente creciente{%&} — z, entonces
cualquier sucesion parcial de,} también converge a

Teniendo en cuenta qu&,} es una sucesion acotada si, y solo{8lez,} y {Imz,} son
acotadas y que toda sucesion acotada de nimeros realasiiesgcesion parcial convergente,
se deduce facilmente el siguiente resultado.

1.12 Teorema(Teorema de Bolzano —WeierstrassIpda sucesion acotada de nimeros com-
plejos tiene alguna sucesién parcial convergente.

1.2.2. Series de numeros complejos

Dada una sucesitfz, }, podemos formar a partir de ella otra sucesi@,}, cuyos térmi-
nos se obtieneaumando consecutivamens términos d€z,}, es decir:

S=2,9=20+2,S=0++2%,....S=a+2++2Z,...

n
La sucesion S} = {sz} asi obtenida se llarrserie de término genera} ¥ es costumbre
k=1
representarla poz:zn 0, més sencillamentd, z,*
n>1
Ni que decir tiene que, siendo las series sucesidndss los conceptos y resultados es-
tudiados ya para sucesiones conservan su misma significaciéndo se aplican a serieEn

1El concepto de serie se estudia con mucho mas detalle en ekuloapd de mi libro
Célculo diferencial e integral de funciones de una variaple puedes descargar de mi pagina Web. Alli tam-
bién se demuestran algunos resultados que aqui solamgraeswnoinciar.
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particular, es innecesario volver a definir qué se entiendado se dice que una serie es “con-
[o0]

vergente”. Si una serigzn es convergente se usa el simb@zn para representar el limite

n>1 n=1
[o0)

de la serie que suele llamarsemade la serie. Naturalmenthn es el nimero complejo

n=1
definido por
n

nz_;zn:hm{&}:r[ggo Z

k=1

Como caso particular de la proposicifrg, la serieZ:zn converge si, y solo si, las series
n>1

Re( Y ) = Renn y (X ) = Fma
n>1 n>1 n>1 n>1
son convergentes.

Conviene que recuerdes la condicion basieeesarigoara la convergencia de una serie. Si

n n—1
la serie>" z, converge entonces la sucesizn= Z zj— Z z; es diferencia de dos sucesiones
j=1 j=1

gue convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

1.13 Proposicion. Condicién necesaria para que la sefj€ z, converja es quéz,} — 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergelacianvergencia absoluta

1.14 Definicion. Se dice que una serie de nimeros compl®ps ; z, converge absolutamente
si la serie de términos positivds, .., |z,| es convergente.

1.15 Proposicion. Si una serie de numeros complepsz, es absolutamente convergente en-
tonces dicha serie también es convergente.

n n
Demostracion Pongamos$, = » "z, Ay= > _|z| y supongamos que la sucesifA,} es
j=1 j=1
convergente, es decly, z, es absolutamente convergente. Dade0, la condicion de Cauchy
para{An} nos dice que existap €N tal que

q
Z |z| = |Aq —Ap\ < & para cualesquierg,qeN tales que q> p=ng
k=p+1

Deducimos que para cualesquigra < N tales queg > p>n, se verifica que

q
S - So| = [Zpratzprat 2l < ) lal<e
k=p+1

Lo que prueba que la sucesidf,}, es decir, la seri§  z, cumple la condicién de Cauchy vy,
por tanto, es convergente. O
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Para estudiar la convergencia absoluta de una serie de oglig@mnplejos se usan los cri-
terios de convergencia para series de nimeros positiiterj@s que ya debes conocer. Pero,
¢ qué hacer cuando una serie no es absolutamente conv@rggmtal caso, para estudiar si
la serie es convergente podemos intentar comprobar siceel#ficondicién de Cauchy, pero
este procedimiento con frecuencia es dificil. Pues bienctierios siguientes proporcionan
informacion sobre la convergencia no absoluta en alguremsague ocurren con frecuencia.

1.16 Teorema. Sea{a,} una sucesion de numeros reale§z} una sucesion de niumeros
complejos.

Criterio de Dirichlet. Si{a,} es mondtona y converge a cero y la seyiez, tiene sumas
parciales acotadas, entonces a,z, converge.

Criterio de Abel. Si{a,} es mondétona y acotada y la sefj€ z, converge, entonces_ anz,
es convergente.

Demostracién Son, respectivamente, los corolarios 9.43 y 9.44 de no kit Célculo dife-
rencial antes citado.

Ejercicios propuestos

27. SeanF C C un cerrado K C un compacto no vacios tales gae K = @. Prueba que
hay puntosacF, beK tales que

la—b| =inf{|z—w| : ze F,weK}.

28. Sea{z,} una sucesion de complejos no nulos y pardN sead, € Arg(z,). Supongamos
que{dn} — ¢y {|zn|} — p. Justifica quez,} — p(cosp +isend).

29. Estudia la convergencia de las sucesiones:

, , N 2" in
) zy=yn+ina" (acR,lal<1) ii) Th=—to
.1 . 1 _ 1
iy zy=ya+isen- (a>0) iV) Z, =nsen- + 5icos—
N n on
2 V2 V2

ﬁ+ig>n
5

30. Calcula el limite de la sucesién, = <1+
Sugerencia: Expresa = |z,|(cospn + isenpy) y usa el ejercici®8.

. . n m . 1
31. Calcula el limite de la sucesior, = n <\/§(cos% +i sen—n) - 1).

2
Sugerencia: recuerda que el limite de la sucesi@&@— 1) es bien conocido.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

La serieZ:zn tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas formadbspérminos
n>1

pertenecientes a un mismo cuadrante cerrado del planorgenvédemuestra que dicha

serie es absolutamente convergente.

Dadoze C, estudia la convergencia de la seEzn (serie geométrica.
n=0

Estudia la convergencia de las series:

1 2+ 1
O (Grcr e P e

n>2

Seaze C, con|z =1, z# 1. Prueba que la sucesida"} no converge (¢qué pasa si
supones que converge?). Deduce guees un nimero real que no es un multiplo entero
det, las sucesionescognd)} y {sern(nd)} no convergen.

Estudia la convergencia de las series:
N cosn+isem
i) Z ii) e
n>0 (1+ ) n>1 n
cosn+isem : cost +i sent
i _— —n - n
) D n2 v) n
n>1 n>1 |
: n!
v cos sen— .
) Z( 5> +i n) Vi) i)
n>1 n>1 n
3+4 1 (1+ivV3
vii) Z (3+4) viii) 1 (1+iv3
2|(4+3|) n>l\/ﬁ 2

SeapeR con|p| <1y €R. Calcula los limitesy p"cognd)y > p"ser(nd).
n=0 n=0

: . T

Prueba que sila serE:zn converge y hay un nimero9a < > tal que para todocN
n>1

se verifica quéarg(z,)| < a, entonces dicha serie converge absolutamente.

39. Supon que las seri€s_z,y > 7 son convergentes y que fg) > 0 para todneN.
n>1 n>1
Prueba que) "[z:/? es convergente.
n>1
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Capitulo

Funciones holomorfas. Series de potencias.
Funciones complejas elementales

2.1. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mas que las funciones defieidsubconjuntos d&? con
valores erR?, cuando efiR? consideramos su estructura compleja. Dado un conjumtdC, a
toda funcion complejd : A— C se le asocian dos funciones reales: la funciénRef “parte
real def” y la funcionv = Im f “parte imaginaria dd” definidas para toddx,y) = x+iyc€A
por:

u(x.y) = Ref(x+iy), v(xy) =Imf(x+iy)
Naturalmentef (X+iy) = u(x,y) +iv(x,y).
La funcién conjugadade f es la funcionf dada porf(z) = Ref(z) —ilm f(2). La funcién
madulode f es la funcién f| dada por f|(z) = |f(2)|.

2.1.1. Continuidad y limite funcional
2.1 Definicion. Se dice que la funciérf : A— C escontinuaen un puntaac A si para cada
€ > 0 existe um > 0 tal que

ze A
|lz—al <d

}:> |f(z)— f(a)| <e.

Usando una vez mas las desigualdades

max{|Rez],|Imz} < |7 < |Rez +|ImZ

24
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se prueba facilmente que una funcién compliejgs continua em si, y sélo si, las funciones
Ref y Im f son continuas ea.

2.2 Definicion. Dado un punta de acumulacion dé, se dicef : A— C tienelimite ena si
hay un nimero complejpe C con la propiedad de que para cada 0 existe und > 0 tal que

ze A

O<|z—a <5 }=>yf(z)—L]<s.

Simbdlicamente escribimos lifi{z) = L.
Z—a

Usando las desigualdades anteriores y llamanea + i3, L = A + iy tenemos

lim Ref(x,y)=A

limf(z) =L <= { V7P
z-a lim Imf(xy)=p
(y)—(a,B)

Se dice quef : A— C tiene limite infinito en un punta de acumulacién dA si para todo
M > 0 existed > O tal que

ZeA
0<|z—al<d }:>|f(z)|>M

Simbdlicamente escribimos lif{z) = oco.
Z—a

Si A no esta acotado, se dice qie A — C tiene limite en infinito si hay un ndmero
complejoL € C con la propiedad de que para cada 0 existe unK > 0 tal que size Ay
|zl > K entoncesf(z) —L| < €. Simbdlicamente escribimcﬁ> lif(z) = L.

Si A no esta acotado, se dice glie A — C tiene limite infinito en infinito si para todo
M > 0 existeK > 0 tal que sze Ay |z] > K entoncegf(z)| > M. Simbdlicamente escribimos
[im f(z) = oco.

Z—00

Observa que hay una completa analogia formal entre las defies anteriores y las co-
rrespondientes para funciones reales de una variableReakllo, las reglas de calculo de
limites conocidas para funciones de una variable real sobiém validas, con las mismas
demostraciones, para funciones de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

2.3 Proposicion(Continuidad del argumento principal.)La funcién argumento principal es
continua enC*\R™ y es discontinua eR ™.

Demostracion Probaremos que el argumento principal de un nimero cooptex+ iy # 0

viene dado por

y , _
d=2arctg——— sSiz¢€R
gx+|z| ¢

d=T1 sizeR™
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La comprobacion es facil. Comert/2 < arctgt < 11/2, se sigue que i< 9 < Tt Size R~ es
evidente que = |Z|(cosmi+isenm). Y paraz¢ R~ se tiene:
_1-P(9/2) _ (14+x2-y _ 2(Z+x) _ X

) = THee2) (21020 2d(d i T

292 (4w Aty
o) = TR(5/2) ~ (A1 0212 2d(Hd % |2

Deducimos que = |z|(cogd) +isen®d)), lo que prueba qué = arg(z).

Como el conjuntaC*\R™ es abierto y la restriccion del argumento principal a diche-c
junto, segun acabamaos de probar, viene dado por

argz=2arc tg%]z]

deducimos, teniendo en cuenta que parax+iy € C*\R~ esx+ |z > 0, que la funcién
arcotangente es continua y el caracter local de la con@idyique el argumento principal es
continuo enC*\R™.

(="

Seaac R~ y pongamog, = a+iT. Claramentgz,} — a. Como
arg(zn) = arctg( 1 )J+T— T
2n) — g on

mop) T

arg(zn_1) = arctg(
Concluimos que la sucesidarg(z,)} no converge y por tanto el argumento principal es dis-
continuo era.
De hecho, tenemos queast R~ es

limargla+it) =lim(arctgy/a)+ =1 y limargla+it)=limarctgy/a)—mn= -1
t—0 t—0 t—0 t—0
t>0 t>0 t<0 t<0

2.2. Derivada de una funcién compleja

2.4 Definicion. Seaf : ACC — Cyaec AnA. Se dice qud es derivable ea cuando existe
el limite ; ¢

Iim M cC

Z—a Z—a

el valor de dicho limite se llamderivada de f en el punto, & se representa pdr'(a).

La Unica novedad de la definicién es que se esta utilizandoodupto complejo y eso,
como veremos, hace que la condicion de derivabilidad endeenbmplejo sea mucho mas
restrictiva que la derivabilidad para funciones reales.
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Casos Particulares

= CuanddACRYy f(A) CR, la definicion dada coincide con la conocida para una funcion
real de variable real

= Para funciones complejas de una variable real se tieneuitsig resultado.
SeaAC Ry f: A— C. Entonces la funcior es de la forma
f(t) =u(t) +iv(t)
dondeu y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

(- f(@) _ut)-u@  v(t)-v(a)

t—a t—a t—a
y deducimos qué es derivable ea si, y s6lo si, las funcionesy v son derivables ea,

en cuyo caso
f'(a)=u'(a)+iv/(a)

Observa que hay una completa analogia formal entre el ctinciepfuncion derivable
para funciones de variable compleja y para funciones rafdegna variable real. Por ello,
las reglas de derivacion conocidas para funciones de uigbl@areal son también validas, con
las mismas demostraciones, para funciones de variableleamp

2.5 Teorema(Reglas de derivacion.)Sean dos funcionesg: A— C con AC Cy ac ANA.
Supongamos que f y g son derivables en a. Entonces:
» f+gesderivable enayf +g)'(a) = f'(a)+9d'(a).
» fgesderivable enaffg)’(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
» Sig(z) # 0paratodo zc A, entonces fg es derivable en a
(j)’(a) _ P(ag(@ - f(a)g'(a)
g 9(a)?

» Regladelacadena. Sean f: A— Cyg:B— C tales que fA) C B, y consideremos la
funcién compuesta & go f : A — C. Supongamos que f es derivable enANA'y g
es derivable en () BN B’. entonces h es derivable en ay

h(a)=g'(f(a) f'(a)

Demostracion Probemos la regla de la cadena. Para ello pongérmog$(a) y consideremos
la aplicacion¢ : B— C dada por

pw) = T IOy gy )

Puesto que es derivable eb, ¢ es continua eb. Ahora bien, nétese que para tadoA\ {a}
se tiene que

h(z) —h(a) 9(f(2) —a(f(a))

f(2) - f(a)
= =¢(f(z2)) ———=
z—a z—a ¢(1(2) z—a
de donde se deduce el resultado sin mas que tomar limite paa O
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2.2.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann
El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivatilidompleja es mucho méas
restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.

2.6 Teorema(Relacién ente la derivabilidad compleja y la diferendidbd real.) SeaQ C
C un conjunto abierto, a un punto d@ y f:Q — C una funcién deQ en C. Notemos
a=a+ip, ux,y) =Ref(x+iy), v(x,y) = Im f(x+iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f esderivable (en sentido complejo) en a.

ii) Las funciones (x,y) = Ref(x+iy), v(x,y) = Im f(x+iy) son diferenciables efu,) y
ademas se verifican las condiciones de Cauchy—Riemann:

ou ov
&((LB) = @(078)
ou ov
a_y(a’B) = _a_X(G,B)

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene

f'(a) = (0 B)+ ( B)

Demostracion Por definicion,f es derivable si, y sélo si existe un nimero complejo, la deri-
vada def ena, f'(a) = A + iy que verifica

im @@ -A+imez-a)|_,
z—a |z—a|

Pongamog = x+iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

A +iW(z—a) = A +iw)(x+iy —a—iB) = A(x—a) — ply — B) +i[u(x—a) +A(y —B)]

y el hecho de que el médulo de un complejo coincide con la neumbdea (visto como vector
enR?), el limite anterior se escribe como sigue:

fim 1UY) V(x,y)) — (u(@,B),v(a, B)) — (A(x— o) —ply—B), ux— ) +Ay—B))ll _,

(xy)—(01.B) [(xy) = (a, B) |
R
ey - e pua) - () (52 )]
iy ) 105y) — (@, B)]

La condicién anterior quiere decir que la aplicaci@ry) — (u(x,y),v(x,y)) deQ c R? enR?
es diferenciable en el punta, ) y su diferencial es la aplicacion lineal dada por

()~ )E6)
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Por tanto _}\u > es la matriz jacobiana de la aplicacidqy) — (u(x,y),v(x,y)) en(a,B),
esto es 5 5 5 5
u u v v
&((LB)_)\’ a/(aaB)_—ua a_X(GaB)_p'> E/(O‘,B)—)\
Finalmente au

f'(a) = f'(a+iB) =A+in= a(O(B) (O(B)

Observaciones

Este resultado explica por qué si eliges dos funcianesy defines una funcién compleja
por la igualdadf (x+1iy) = u(x,y) +iv(X,y), lo mas probable es que, a pesar de lo buenas que
puedan ser las funcionesy v, la funcién f asi definida no sea derivable pues las funcianes
y v no tienen por qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Rientzgta indica (aunque esta es
una idea dificil de precisar) que las funciones complejavaldes son “auténticas funciones
complejas” en el sentido de que si la funcidix, y) +iv(X,y) es derivable entonces la expresion
que se obtiene al sustituir erix,y) +iv(x,y) la variablex por (z+2)/2 ey por (z—2z)/2i debe
depender unicamente de la variabl®ara formalizar esta idea pongamos

y z2+72 z2-2 Liv z2+72 z2-2
27 2 22

Para que la funciorf (z) definida por esta igualdad dependa solamente yi@o dependa de
Z es necesario gue se verifigue que

f(z) =

u_ o
of _1ou_tou dov 1ov o Jox By
0z 20dx 2|ay '2 ox 2ioy du_ ov
dy  0Ox
gue son precisamente las ecuaciones de Cauchy — Riemann.
Teniendo en cuenta que
of ou OV of ou Y
X (X+ Iy) X (X> y) +I1 O_X(X’ y)a ay( + Iy) ay (Xa y) + Ia_y(X> y)
Tenemos que:
ou  ov
ax  dy of af
@ B _a_v = i ay (2.2)
dy  ox

2.7 Ejemplos.
= f(X+iy) =X no es derivable en ningln punto.

(x+ Iy)(

( )=
s f(X+iy) = +y ) s6lo es derivable en cero.
w f(X+iy) = 2xy+i(y

(X+1iy) =

—x2) es derivable en tod@.

= f(x+iy) = €(cosy+isery) es derivable entod@ y f'(z) =

f(z) paratodazeC.
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2.2.2. Primeras propiedades de las funciones holomorfas

2.8 Definicién. SeaQ un abierto no vacio d€. Una funciénf : Q — C se dice que ebo-
lomorfaenQ si f es derivable en todo punto @& En tal caso la funcién definida para Q

por z+— f’(z) se llamafuncion derivadade f. Notaremos porH (Q) el conjunto de todas
las funciones holomorfas €. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llama
funciones enteras

Era costumbre hace afios llamar “funciones enteras” a lasoiues polindbmicas. Preci-
samente, la palabra “holomorfa” significa “de forma entesaveremos que, efectivamente,
las funciones holomorfas se comportan en algunos aspeetiosrda parecida a las funciones
polinémicas.

2.9 Ejemplos. = Lasfunciones polinébmicases decir, las funciones de la forma
P(2) = Co+C1Z+ o2 + -+ CuZ’

dondecy € C para 0< k < n, son funciones enteras. La funcion derivadgpdeene dada
por
p'(2) = ¢+ 2602+ 3632 + - - + NGy 2" 2 (zeC)

P2
| . _a@
y q(2) son funciones polinémicas, son holomorfas en su dominioraktle definicion
Q = {zeC:q(z) # 0}. La funcion derivada d& viene dada por

= Lasfunciones racionaleses decir, las funciones de la forniR{z) = dondep(z)

R(z = PRI —p@IE@ o

Como consecuencia de las reglas de derivacion tenemosiirdig resultado.

2.10 Proposicion.El conjunto# (Q) de las funciones holomorfas en un abieft@on la suma
y el producto usual de funciones es un algebra.

2.11 Proposicion.Una funciéon holomorfa en un dominio cuya derivada es nulaodo punto
es constante.

Demostracion SeaQ un dominio,f € #(Q) tal quef’(z) = 0 para toda € Q. Fijadoz € Q,
definimos
A={zeQ: f(z2)=f(2)}

Aes novacioy, por sdrcontinua, es un cerrado relativo @e Veamos que también es abierto.
Seaa € Ay comoQ es abierto, existe > 0 tal queD(a,r) C Q. Tomamosb € D(a,r) y
definimosf : [0,1] — C por ¢(t) = f((1—t)a+tb). Comof es derivable, la regla de la cadena
nos dice que es derivable y

o'(t) = f/((1-t)a+tb)(b—a)=0
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Por serp una funcién compleja de variable real tenemos

¢'(t) = (Rep)'(t) +i(Im¢)'(t) =0  (te[0,1])

Luego(Red)'(t) =0y (Im¢)'(t) = 0 para todd € [0, 1]. Puesto que Riey Im¢ son funciones
reales de variable real definidas [@nl], se sigue que son constantes. Lugges constante y
por tantod (0) = f(a) = ¢(1) = f(b) luegob € A. Hemos probado que(a,r) C A, luegoA es
abierto. El hecho de que sea un dominio permite concluir gée= Q, es decir,f es constante
enQ. a

2.12 Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada en mirdo y coin-
ciden en un punto son iguales.

La siguiente proposicion vuelve a poner de manifiesto querldicion de que una funcion
sea holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidad

2.13 Proposicion. SeanQ un dominio y fe #(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:

(a) Ref es constante ef.

(b) Im f es constante ef.

(c) La funcién compleja conjugada de ff, es holomorfa ef.
(d) f esconstante eq.

(e) | f| es constante ef.

Demostracién Pongamos = u+iv, conu = Ref, v=Imf. Es claro que la condicio(d)
implica todas las demas.

(a)=-(d) Las ecuaciones de Cauchy—Riemann afirman que

ou ou
/ _ / H — _ oy — |
F(2)= f(xtiy) = g (xY) ~igixy)  (z=x+lyeQ)
ou ou .
Puesto que RE es constante tenemﬁ(x,y) = a/(x,y) = 0 lo que implica quef’(z) =0

para todaz € Q de donde deducimdsl) gracias a la proposicién anterior.

(b)=-(d) Puesto que Infi = —Re(if) la implicacion(a)=(d) ya probada nos dice que la
funcionif es constante y, por lo tantb,también lo es.
(c)=(d) Comof es holomorfa yf lo es por hipétesis tenemos qtie- f = 2Ref es holo-

morfa. Puesto que I(Ref) = 0 es constante, deducimos, gbj=(d), que Ref es constante
y por (a)=-(d) concluimos qud es constante.

(e)=(d) Si |f| = a entoncesf(2)T(z) = a®. Sia = 0 entoncesf es idénticamente nula
y hemos acabado. $i # 0 entoncesf no se anula en ningun punto por lo que la funcion
2

f(2) = a es holomorfa e y, por(c)=-(d), concluimos qud es constante. O

f(2
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Observemos que estas propiedades de las funciones hadenestn muy lejos de ser cier-
tas para funciones reales diferenciables. Por ejempl@ dad funcion d&R? enR? diferen-
ciable que no se anule nunca, dividiéndola por su norma ebites una funcién diferenciable
cuyo médulo es constante.

Ejercicios propuestos

40. Estudia la derivabilidad de la funciéh(x4-iy) = x3 + 3xy? +i(y® + 3x?y).

41. Seaf : C — C la funcién dada por

f(2) = x3(1+)2;£(1—i) Siz=x+iy#£0, f(0)=0

Estudia la continuidad y la derivabilidad de

42. SeaQ un abierto yf € H(Q). SeanQ* = {z:ze Q} y f*: Q* — C la funcion definida

por f*(z) = f(2) paratodaze Q*. Prueba qud* es holomorfa ei*.

43. Calcula una funciorf € #(C) tal que Ref (x+iy) = x* —6x%y? +y* para cualesquiera
x,yeR. Si se exige que seig0) = 0, entonces dicha funcion es Unica.

44. Demuestra que $§t(z) = ag+a1z+ - - - +anZ" es una funcion polinémica de grade: 1,
se verifica que linP(z) = co.
Z—00

45. Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
f(z2 =U(p,9) +iV(p,9) donde z=p(cosd+isend)

Expresa la derivada depor medio de las derivadas parcialed tg V.

: : Z
46. Consideremos la funcion dada parg 0 por f(z) = —Y f(0) = 0. ¢En qué puntos
verifica f las ecuaciones de Cauchy-Riemann? § Hsrivable erz = 0?.

47. SeaQ un dominio y f una funcion holomorfa e2. Supongamos que hay nimeros
a,b,ccR cona®+b? > 0, tales queaRef(z) + blm f(z) = ¢ para todaze Q. Prueba
gue f es constante e.

48. Encuentra una condicion necesaria y suficiente que debeplicdos nimeros reales
a,b,c para que exista una funcidre #(C), verificando que

Ref (x+iy) = ax 4 bxy+ cy?

para cualesquienay € R. Determina, cuando dicha condicién se cumpla, todas las fun
ciones enterag cuya parte real es de la forma indicada.
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49. Determinacion de una funcién holomorfa por su parte reab por su parte imagina-
ria. Seaf (x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) una funcion holomorfa en un domin® y seaa un
punto deQ. Prueba que:

Usa este resultado para determinar en cada caso una fumt@ndrfa cuya parte real
viene dada por:

u(x,y) = 4xy(y* —x%)
X2 2

_ -y
U(X,y) - (X2+y2)2
Sugerencia. DefinE(z) =2u <Z+Ta, ?) =d(x,y) +iP(x,y). Comprueba que ve-

rifica las ecuaciones de Cauchy — Riemann ylglg) = f'(2).

50. Seaf (x+iy) =u(x,y)+iv(x,y) una funcién holomorfa con derivada no nula. Prueba que
las curvas de niveli(x,y) = ¢, v(x,y) = k son dos familias de trayectorias ortogonales.

2.3. Sucesiones y series de funciones

Hasta ahora s6lo conocemos como ejemplos de funciones didasrlos polinomios y
las funciones racionales. Si queremos construir mas egenmya no encontraremos mas por
métodos elementales. Por ejemplo ¢como se extiende laengiahreal &C? Claro, podemos
dar una definicion de“gparaze C, seguramente ya la conoces y te habras preguntado cémo se
llega a la misma porque no es natgural. En lo que sigue vamos a ver una formegtural de
extender ciertas funciones reales al cuerpo complejo demaapie la extension sea holomorfa.
Para eso necesitamos estudiar un poco de sucesiones dmésipiorque vamos a construir
funciones holomorfas como limite uniforme de funcionesngohicas!

2.3.1. Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones, como su nombre indica, es ungiGuaelyos elementos son
funciones. Formalmente, es una aplicacion que a cada nimatrcal le asigna una funcion,
en nuestro caso una funcion compleja.

Consideremos una sucesion de funciofgg con f, : A— C dondeA C C.

1Antes de seguir debes leer el capitulo 10 de mi libéatculo diferencial e integral de funciones de una variable
donde se exponen con todo detalle los conceptos que siguit/isyen numerosos ejemplos que ayudan a enten-
derlos y se demuestran algunos resultados que aqui soaw®na citar pero no a demostrar. Ademas, aunque
alli considero solamente funciones reales — lo que haceaguejémplos sean faciles de visualizar — es un buen
ejercicio que compruebes que las demostraciones de ldsadgsien que no intervienen derivadas ni integrales
valen exactamente igual, sin cambiar nada, para sucedienesciones complejas. También puedes bajar de mi
pagina Web unaoleccién de ejercicios resueltos con todo detalle de mmeEsy series de funciones.
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Convergencia puntual Decimos que€ f,} converge puntualmenten un punt@ € A si la su-
cesion de numeros complejé$,(2)} converge.

Llamamoscampo de convergencia puntud la sucesiof f,} al conjunto
C={zeA: {fi(2)} converge
y llamamodimite puntuala la funcionf : C — C definida por

f(z) =lim{f.(2)} (zeC)

Convergencia uniforme Se dice que{f,} converge uniformemente una funciéonf en un
conjuntoB C Asi
r!’lm sup{|fn(z2) — f(2)| : zeB} =0
—>00

es decir, para tode > 0 existe un niUmerap € N tal que para toda > ng se verifica que
|fn(z) — f(2)| < € paratodo z€ B.

2.14 Teorema(Criterio de Cauchy para la convergencia uniforméljia sucesién de funciones
{fn} converge uniformemente en B si, y sélo si, verifica uniforemenen B la condicion de
Cauchy:

Ve>03dnpe N: p,q>ng=sup{|fp(z) — fq(2)| :ze B} <¢

Demostracion Es el teorema 10.10 de mi libro de Célculo diferencial. O

2.15 Teorema(Conservacion de la continuidad. Supongamos qugf,} converge uniforme-
mente a f en un conjunto B. Se& 8 y supongamos que las funciongssbn todas ellas
continuas en a. Se verifica entonces que la funcion f es e¢@ngn a. En particular, si las
funciones { son todas ellas continuas en B. Se verifica entonces qued@furi es continua
en B.

Demostracion Es el teorema 10.15 de mi libro de Célculo diferencial. O

2.16 Teorema(Permutaciéon de la integracién con el limite uniformd. Supongamos que
{fn} converge uniformemente en un intervaéob] y que las funciones,fson todas ellas
continuas ena,b|. Se verifica entonces que:

b b
im | fa(x)cbx = It 1im f(x)) . (2.2)

a a
Demostracion Es el teorema 10.16 de mi libro de Célculo diferencial. O
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2.3.2. Series de funciones

Dada una sucesion de funcioné$; }, podemos formar a partir de ella otra sucesidf,},
cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente lagpdenera, esto es:

Fir="f, Fo=fi+f, FRs=fi+fo4+ 13, ... Fn=fr+fot-- 4+ fy,--

Dicha sucesion de funcione$F,}, asi obtenida se llamserie de término general, fy la

representamos poy _ f, 0, mas sencillamentg, f.
n>1

Puesto que las series de funciones son sucesiones de esdmsmconceptos de convergen-
cia puntual, campo de convergencia puntual y convergemifarme para series de funciones
no precisan de nueva definicién. El siguiente resultado esuprobacion inmediata.

2.17 Proposicién. Condicién necesaria para que la serE: f, converja puntualmente (resp.
n>1

uniformemente) en un conjunto A es que la suce§fgh converja puntualmente (resp. unifor-

memente) a cero en A.

La seriez f, se dice queonverge absolutameném un punta € A cuando la serie de los
n>1

médulos,z |fn(a)], converge. Se define eampo de convergencia absolwamo el conjunto
n>1

{z €AY [fa(2)| converge}

n>1

Al igual que para series de niumeros complejos la convergaitsoluta de una serie de
funciones implica convergencia pero no al contrario.

El siguiente criterio que proporciona condiciones sufigepara la convergencia uniforme
y absoluta de una serie de funciones sera usado con freawEnio que sigue.

2.18 Teorema(Criterio de Weierstrass.)SeaZ fn una serie de funciones definidas en un
n>1
conjunto AC C. Supongamos que hay una sucesjdp} de nimeros reales positivos tal que:

(@) |fn(2)| < an para todo z€ A.

(b) Laseried _an es convergente.
n>1

Entonces la serii fn converge absolutamente y uniformemente en A.
n>1

Demaostracién Por el criterio de comparacion para series de términodiyas(a) y (b) im-

plican que la seri®> | fy(2)| converge para € A.
n>1
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Para probar la convergencia uniforme &reamos que se cumple la condicion uniforme
de Cauchy er\.

Como la seriez o converge cumple la condicion de Cauchy. Luego dadoO existe
n>1 «po
no € N tal que parg > q > ng se verifica

Deducimos que parp> q > ng y para todaze A se verifica

p q
D fi@=)_ fi@ =@+ fo-1(d+- -+ fgra(d| <
=1 =1
<@+ fpa@]+--- +fq11(2)] <
< ap+ap—1+"'+aq+l <€
Como querl'amos probar. O

Observa que los conceptos de convergencia absoluta y dergengia uniforme son inde-
pendientes: una serie puede ser uniformemente convergemnte conjuntdd y no ser absolu-
tamente convergente én En tales casos se aplican los siguientes criterios de m@vea no
absoluta para series de funciones.

2.19 Proposicién. Sea{a,} una sucesion numéricaz fn una serie de funciones definidas
. n>1
en un conjunto A.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:

a) {an} es una sucesién de nimeros reales monétona y convergente. a ce

b) La seriez f, tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.
n>1

Entonces la serie de funcion%janfn converge uniformemente en A.
n>1
Criterio de Abel. Supongamos que:
a) La serie) a, es convergente.
n>1
b) Para cada = A {f,(2)} es una sucesion de nimeros reales monétona y la sucesion de
funciones{ f,} esta uniformemente acotada en A.

Entonces la serie de funcion§:anfn converge uniformemente en A.
n>1

Demostracién Es la proposicién 10.13 de mi libro de Célculo diferencial. O
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2.3.3. Series de potencias complejas. Funciones analisca

Dada una sucesion de nimeros compldjas}nen, Y un nimerca € C consideremos la
sucesion de funciones

fo(2) = co
fn(z2) = cn(z—a)" n>1

La serie definida por esta sucesién de funciones, es desirc&sion
{co+ci(z—a)+Co(z—a)+ - +cn(z— )"}

se representa ch ch(z—a)" y se llamaserie de potencias centrada enla sucesior{c,}
n>0
recibe el nombre de sucesion de coeficientes de la serie.

2.20 Teorema(Lema de Abel) Seap > 0 un nimero positivo tal que la sucesi¢e,p"} esta
acotada. Entonces se verifica que la seE cn(z—a)" converge absolutamente en el disco

n>0
D(a,p) y converge uniformemente en compactos R(a, p).

Demostracion Tomemos un compactd C D(a,p). Llamemos = max{|z—a|: ze K} < p.
Puesto quéc,p"} esté acotada existe una constavite O tal que|c,p"| < M para todo nimero
naturaln. Tenemos que

z—a)"
lea(z—a)" = Cnpn%

|z—al" <|z—a|>n (r)”
=lcp" | ——— <M —) <(zeK)YS<M|[ -
cap"| o 5 (zeK) 5

Consideramos ahora la sucesi@n} = {M(r/p)"} y aplicamos el criterio de Weierstrass

para dicha sucesién. Ya que la seEe:an converge por ser una serie geométrica de razon
n>0
menor que 1, dicho criterio nos dice que la seEacn(z— a)" converge absolutamente y uni-
n=0

formemente eX.

Como la serie converge absolutamente en cualquier compaatenido erD(a, p) se sigue
gue converge absolutamente en todo el disco. O

El lema anterior conduce de manera natural a considerar £lgnaédep > 0 tal que la
sucesion{c,p"} esté acotada. Introducimos para ello el conjunto

A= {p>0:{c,p"} esta acotada

y definimosR = sup(A) e R U{+oo}. Pueden presentarse los casos:

= R=0. EntoncesA = {0}, luego siz+# a la sucesion{c,(z—a)"} no esti acotada y, en

particular, no converge a cero. Por tanto la serie de p@ts@ cn(z—a)" no converge.
n=0
En este caso se dice gleeserie de potencias es triviglues solamente converge para

Z=a.
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» 0<R< +o0.SeaK C D(a,R) compacto y = max{|z—a| : ze K} < R. Por definicion
de supremo existp € A tal quer < p < R. Aplicando el lema de Abel para dichp
deducimos que la seriE: cn(z—a)" converge uniformemente y absolutamenteken
n>0
ComoK es un compacto arbitrario contenido Bfe, R), concluimos que la serie con-
verge absolutamente &1a, R) y converge uniformemente en compactos contenidos en
dicho disco.

Si |z— a] > R entonces la sucesidjt,(z— a)"} no esta acotada y, por tanto, la serie no
converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de éaesela frontera del disco
D(a,R).

= SiR= +oco el argumento anterior es valido para cualquier compEctmn lo cual la
serie converge absolutamente@gy uniformemente en compactos.

Al nimeroR se le llamaradio de convergenciade la serie. Observa guesolo depende
de la sucesior{c,} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dadaareade
potencias no trivial)  cy(z— a)", llamaremosiominio de convergencia de la seakconjunto
D(a,R) dondeR es el radio de convergencia de la serie (recuerda qRe=si-oo entonces
D(a,+o0) = C).

Los siguientes criterios permiten en muchos casos caleltadio de convergencia.

2.21 Proposicion(Criterio del cociente o de D’Alembert) Dada una sucesion de nameros
complejos{cy} supuesto que

= C, # 0 para todo n a partir de un indice en adelante, y que

|Cny1]

— Le Ry U{+oc}

|Cn

entonces R= 1/L con los convenios: R 0siL= 400y R=+o0cosiL=0.

Demostracién Para obtener este resultado basta aplicar el criterio algémte a la serie
> lca(z—a)"|. Tenemos
n=0

Caa(z—a)™ Gy

oz—a)] = |lz—al| — L|z—4

Deducimos que:

» SilL|z—a| <1 la serie converge.

= SiL|z—a| > 1 la serie no converge.

y concluimos quék = 1/L con los convenios anteriores. O

De forma analoga se obtiene el siguiente resultado.
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2.22 Proposicion(Criterio de la raiz o de Cauchy)Si{/|cn|} — L € R§ U{+o0} entonces
R=1/L con los mismos convenios anteriores.

Los criterios anteriores son en realidad bastante régtrictPor ejemplo ninguno de ellos
puede aplicarse para estudiar la convergencia de una sepigehcias cuyos coeficientes vie-
nen dados poty,-1 = 1/2", ¢y = 1/3". El siguiente resultado proporciona un método general
para calcular el radio de convergencia.

Recuerda que Six,} es una sucesion de numeros positivos mayorada se defiimei-el
te superiorde dicha sucesion, limsgxg,}, como el limite de la sucesiofs,} dondes, =
sup{x : k > n}. Si{x,} no estd mayorada se define su limite superior iguaba

2.23 Teorema(Férmula de Cauchy—Hadamard}! radio de convergencia R de una serie de
potenciasy _c,(z—a)" viene dado por
n=0

R_ 1
limsupy/|cx|

con los convenios usuales.

Demostracion Llamemosl = limsup{/|ca|} € Ry U{+oo}.

Supongamos que= +oc lo que equivale a qu¢/|c,| no esta acotada. En tal caso veamos
que{cnp"} no esta acotada para ning@n- 0. En caso contrario existiriav > 1y p > O tales
que|cq|p" < M para todo natural. Luego

VM M
venl < g < E paratodmn e N

y {\{/|cn|} estaria acotada en contra de la hipétesis. DeducimoR gue.

Supongamos quie € R§. Vamos a probar las implicaciones
pL<1l=pecA=pL<1

Supuesto probadas, Isi= 0 cualquierp > 0 cumple lo anterior luegi} C Ay R= +oo. Si
0< L < 400 entonceg0,1/L[C AC[0,1/L] de dondeR=1/L.

Probemos la primera implicacion. Pongantms= sup{/|c] : k > n}. Por definicion de
limite superior e& = lim{b, }. Supongamos qugl < 1 entonces exista, € N tal quepby, < 1
de dondep{/|cn| < 1 para todm > no, elevando a tenemos"|cy| < 1 para cada > ng. De
lo anterior concluimos que la sucesifje,|p"} esta acotada y, por tanto, qoe A.

Veamos la segunda implicacion. SupongamosmuaeA luego{|cy|p"} estéd acotada, esto
es, existe una constante positMe> 1 de forma quéc,|p" < M para todm € N. Extrayendo
raices de orden se tiene

vM
Vvcn| < —
p
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Fijemosq € N arbitrario, la desigualdad anterior es cierta para cadd, en particular lo es
para cada > g. Con lo cual

VM
bg = sup{v/|ca|: N> q} < g

donde hemos usado que pafa> 1 la sucesién{v/M} es decreciente. Acabamos de probar
quepbg < /M para cualquier. Tomando limite em deducimos queL < 1 O

El siguiente lema nos dice que derivando término a térmirsosanie de potencias obtene-
mos otra serie de potencias con el mismo radio de converyqoei la serie de partida.

2.24 Lema. Las series de potencias

D a(z—a)" > ne(z—a)t
n>0 n>1
tienen igual radio de convergencia.

Demostracion 2 La serie) _ncy,(z—a)™ 'y
n>1

(z—a)) ne(z—a)" =) ne(z—a)

n>1 n>1

convergen para los mismos valoreszig por tanto, tienen igual radio de convergencia. La
férmula de Cauchy—Hadamard nos dice que el radio de comveiegde dicha serie viene dado

por
limsup{\/n|cn|}
Para probar el resultado basta justificar la igualdad
limsup{+/n|cn|} = limsup{~v/|cnl}

Llamemos
bn=sup{+/|ck| : k= n} Bn=sup{/klck|: k=>n}

Teniendo en cuenta que la suces{@n} es decreciente, resulta que

bn < Bn < V/nby
y como lim{y/n} = 1, concluimos que lifi, = limby. ]

2Una demostracién que no utiliza la férmula de Cauchy-Haddmaedes verla en mi libro de Céalculo diferen-
cial - Lema 10.26. También debes leer las observacionesrguegen a ese resultado donde indico algunos trucos
para calcular el radio de convergencia

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Series de potencias complejas. Funciones analiticas 41

2.25 Teorema(Teorema de derivacion de una serie de potenci&en & C, ch(z— a)"

n>0
una serie de potencias no trivialQ su dominio de convergencia. Sea ® — C la funcion

suma de la serie, esto es,
f(2=) c(z—a" zeQ
n=0

Entonces f es indefinidamente derivable (&ry, para cada ke N su derivada k-ésima se
obtiene derivando k veces la serie término a término, esto es

f(k)(z):Zn(n_1)...(n_k+1)cn(z_a)n—k 7€0
n=k
En particular ¥ (a) =kl ¢, 0, lo que es lo mismo

£ (a)
k!

Ck = para todo ke NU {0}

Demaostracién En primer lugar, no es restrictivo suponer gue 0, puesto que en caso con-
trario podemos considerar la funcion

92 => &' zcQ-a
n>0

con lo quef(z) = g(z—a). Luego sig es derivable tambiéf es derivable y las derivadas fle
enason las derivadas dgen O.

Sea, puesf (z) = chz” paraz € Q. Tomemos un puntb € Qy paraze Q, z# b sea
n=0
f(2)—f(b) — Z2'—b" <
0(2) = ~ b ch b an(z)

z
n=1 n=1

n
dondepy(2z) = anz”*jbjfl. Lo que queremas probar es que dicho cociente tiene limite en
j=1
b, esto es, quéd es derivable eb.
Puesto qué& es un abierto podemos tonath,d) C Q para algird > 0. Paraz € D(b, d)
se cumple quéz| < |b|+ & y, evidentementdp| < |b| + 9, con lo cual

Ipn(2)| < |caln(Jb] +8)"!  para todaz € D(b,d) (2.3)

Vamos a aplicar el criterio de la mayorante de Weierstrasssatie de funcioneg: Pn.
n>1
Para ello veamos que la seE njca|(|b] 4 8)"* es convergente.
n>1

Pero esto Ultimo es claro ya que sabemos, por el lema amtqderz: ncw' ! tiene
n>1
el mismo radio de convergencia qg c,W", y esta Ultima converge e2. Como el disco
n>0
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D(b, ) esta contenido e y en dicho disco hay puntos de médulo igudbja+ & (por ejemplo
Wo =b+ 6H sib+£ 0, ywp =0 sib=0) y las series de potencias convergen absolutamente
en su dominio de convergencia, concluimos que la serie

> _nieal(lb]+3)™*

n>1

es convergente. Ahora, por la desigual@a8 el criterio de Weierstrass nos dice que la serie

Z pn converge uniformemente en el disbgb, 8) y, por tanto, la funcién suma de dicha serie
n>1
es continua en dicho disco. En particular tenemos que

00

im Ltf)@ —lim(2) = m; (2 =3 pa(b) = ;n%bnl

z—b Z— z—b
n=1

es decir, hemos probado gfies derivable eby
f/(b) = ncb™*
n=1
Puesto qué es un punto arbitrario d@ obtenemos que
f'(2)=> neZ"'  paratodoze Q
n=1
Una sencilla induccién prueba giigiene derivadas de todos los érdeneen
f®(z)=> nin—1)--(h—k+ 1" *  paratodae Q

n=k

En dicha igualdad haciendo= 0 obtenemos

para todcke NU {0}

2.26 Definicién. Seaf una funcién indefinidamente derivable en un abi€tg Cy seaac Q.
La serie de potencias

n>0

se llamaserie de Taylorde f en el puntca.

2.27 Corolario. Las series de potencias no triviales son series de Taylosdancion suma).

El resultado anterior nos lleva a definir el conceptduteion analitica.
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2.28 Definicion. SeaQ C C un abierto, se dice que una funcion compléjaQ — C es
analitica erQ cuandolocalmentepuede representarse como la funcién suma de una serie de
potencias. Es decir, para cada pubte Q hay un disco abiert®(b,pp) C Q y una serie de

potencias
S a(z-b)"

n=0
cuyo dominio de convergencia contien® b, pp) tal que

00

f(z) = Z e (z—b)" para todaz € D(b, pp)
n=0

En virtud del teorema anterior, deducimos que una funci@fitioa f enQ es indefinida-
mente derivable ef y todas sus derivadas son también analiticas. Ademas sejtien

Equivalentemente, una funcidnes analitica en un abierf@ si es indefinidamente derivable
en dicho abierto y para cada puriig Q la serie de Taylor dé enb converge y su suma es
igual af en algun disco abierto centrado ey contenido erQ.

Observaciones sobre la terminologia que estamos usando

En muchos textos de variable compleja se llaman “analitedes funciones que nosotros
hemos llamado “holomorfas”. Otros, incluso, usan desdeigtipio dichos términos como
sinbnimos. Sucede que el concepto de “funcion analiticat@g antiguo. Durante los siglos
XVII'y XVIII se admitia implicitamente que cualquier funcigpodia expresarse como su de-
sarrollo en serie de Taylor y de esta forma se resolvian nsuphablemas; por ejemplo, las
ecuaciones diferenciales se resolvian sustituyendo teihn incognita” por su serie de Tay-
lor e identificando coeficientes. Ademas, se trata de un ptmapie no tiene nada que sea
esencialmente complejo; si en la definicion anterior caraisl solamente series de potencias
reales, y en lugar de discos consideras sus intervalos dergemcia obtienes el concepto de
funcién analitica real. Por ello el concepto de “funcidnltita” es muy anterior al desarrollo
de la teoria de funciones de variable compleja.

En la definicion anterior lo que se ha hecho es extender eeptmale funcion analitica
real a funciones complejas. Esta forma de proceder es atberen el significado que tie-
ne dicho concepto para funciones reales. Por eso no me maredesoluto conveniente llamar
“analiticas” a las funciones que hemos llamado “holomdrfademas, la palabra “holomorfa”
gue significa “de forma entera” esta mas de acuerdo con leittadantiguamente se llamaba
“funciones enteras” a las funciones polinémicas, y verequesesa es una caracteristica de las
funciones holomorfas: en algunos aspectos se comportanda parecida a las funciones po-
linbmicas (aunque esta analogia no puede llevarse derndsjad). Otra cosa muy diferente,
y una de las grandes sorpresas de la teoria de funcionesdrédsmes el hecho de que toda
funcion holomorfa es analitica, algo que demostraremod eapétulo siguiente y que es un
resultado especifico de variable compleja que desde luege cumple para funciones deriva-
bles reales. El mero enunciado de este resultado hace g#laalena distinguir en principio

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Series de potencias complejas. Funciones analiticas 44

entre funciones holomorfas y funciones analiticas coraplegunque a la postre ambos con-
ceptos sean el mismo, algo que, también en principio, esydeajus de ser evidente. Mientras
llega ese momento distinguiremos cuidadosamente ambosutos.

El siguiente resultado es muy util para calcular la suma deserie de potencias en puntos
de la frontera de su disco de convergencia.

2.29 Teorema(Continuidad radial) Sea)  c,z" una serie de potencias con radio de conver-
gencia0 < R < 4+o00. Sea f: D(0,R) — C la funcion suma de la serie y supongamos que la
serie es convergente en un pungode la frontera del disco [, R). Entonces se verifica que

[o0)
[im f =
fim 1(r20) = > _n%)
O<r<1 n=0

Demostracion Parar €0, 1] la sucesio{r"} es mondtona decreciente y la sucesion de funcio-
nesr — r" esta uniformemente acotada(@rl| y la serie) | ¢,z es convergente por hipotesis.
Por tanto el criterio de Abel (proposici@il9 nos dice que la serie

D alrzo)" = cr"Z

n>0 n>0

converge uniformemente para [0, 1] y por tanto su suma es una funcién continua en dicho
intervalo y, en particular, es continua ea- 1, es decir

[oe] [oe]
] N
lim > en(rzo) _nzocnzg

0<r<1 n=0

como queriamos demaostrar. O

Ejercicios propuestos

51. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones
z+i\" .
— z
S(25) @
n=0
Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

52. Calcula la funcion limite puntual de la sucesion de funciofig} dada por:

fa(2) =n(yz—1)

e iy : z\n
53. Calcula la funcién limite puntual de la sucesion de funcsorigz) = (1+ ﬁ) .

Sugerencia: escribén(z) = pn(cospn+isenpy).

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Series de potencias complejas. Funciones analiticas 45

54. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie deifmes

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Justifica que la serlg T ~ converge uniformemente y absolutamente en todo com-
n>0
pacto contenido eD(0, 1) y en todo compacto contenido éncC : |z| > 1}.
z
Justifica que la seri converge absoluta y uniformemente en com-
q E 1 Z”)(l— Zn+1) g y

n>1
pactos contenidos €@n(0,1) y en compactos contenidos €n\ D(0,1). Calcula la suma
de dicha serie.

Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

S(5) e

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Sea{a,} una sucesion de numeros complejos de médulo 1. Prueba geréela s
Z 1

1 P(z—an)

converge uniformemente en compactos contenidd3(énl) o enC\ D(0,1).
Calcula el radio de convergencia de las siguientes seripstdacias:

. 2n+3\" y n!
i) ;<5n+6> 2 i) Zﬁz” ii) Zl—{—ZI

n>1

iv) Z% V) Y BH(=D)R i) Y e

n>1 - n>0 n>0 5

N | (2n)! (2n)!In“"

vii) ZZ”Z” viii ) Z(n!)zz” iX) Zznnl a0l
n>0 n>0

Calcula el radio de convergencia de las siguientes seripstdacias:

a) y <l+ (_—nl)n>nz” b) > (n+ahZ"  ¢) ) no"7

n>1 n>0 n>1

1 . . -
ExpresaE como suma de una serie de potencias centrada en un pgatb e indica en
donde es valida dicha igualdad.

1
Expresai como suma de una serie de potencias.

(1-2)3
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63. Calcula la suma de las series: W) nZ',  b) > n?2".

n>1 n>1
64. Calcula el dominio de convergencia y la suma de la s@ézr‘“ —n)Z".
n>0

65. Prueba que la funciéon
 2-3z+1

f(z) = Z2—-5z+6
es analitica e\ {2,3}.

Sugerencia. Usa la descomposicion en fracciones simples.

66. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de cgaveia de las series:

8y 2 nYZi 9y d>z<|;_;>n”z3n—l

n>1 n>1 n>1 n>2

67. Justifica que toda funcion analitica tidloealmenteprimitivas.

2.4. Funciones complejas elementales

2.4.1. Exponencial compleja

o 2ox
Sabemos que para tode R se verifica que’®e= Z K Esto lleva, de forma natural, a con-

n=0

: . 2 : L . G
siderar la serie de potenmg o Aplicando el criterio del cociente obtene |c+|1| — 0,
n>0 n
luego la serie converge para tode C. Llamamosexponencial compleja la funcién definida

para todaze C por

o)

1 ] N rd
eXp(Z):Z_:OHZHZAETO{HHEJFQJF“'*E}

Propiedades
(1) exp/(z) =exp(z) paratodozeC.
(2) exp0) =1

(3) exp(x) parax< R coincide con la exponencial real, esto es, la exponenciaptzla extien-
de a la exponencial real. Esto justifica el uso de la notacipfze= €.

(4) Las propiedades (1) y (2) caracterizan a la funcién eepoial, esto es, gi € #(C) es tal
qued’(z) = ¢(z) paracada € Cy ¢(0) = 1 entonce®(z) = exp(2).
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(5) Teorema de adicion exp(z+w) = exp(z) exp(w)

(6) Formula de Euler: Dadot € R se cumple exft) = cost +isert. En particular tenemos
la igualdad _
e€™+1=0

(7) Dadoz= Re(z)+ilm(z) € C entonces

& = %% (cogImz) +iser(im2))

Por tantq| |€?| = %%, Imzc Arg(€?) |.

(8) La exponencial compleja no se anula nunca.

(9) La exponencial compleja es una funcion periédicade periodo 2Zi. Concretamente
e“=¢€" si, y solo si,z—we 2m Z.

(10) La exponencial compleja es una funcion analitica.

Demostracion

(1) Puesto que la exponencial esta definida en términos deauigade potencias convergente
basta derivar término a término la serie para obtener laattaide la exponencial. Asi

00 o)

/ - 1 .1 1
exp (z):zn—n!zn 1:§(n—1)!zn 1:E}Ez”:exp(z)

n=1

(2) Evidentemente al hacer= 0 en la serie que define a la exponencial se anulan todos los
términos menos el primero que es 1.

(3) Parax € R sabemos que*e=» _ n—llx”.
n=0
(4) Tomemosa € Cy llamemosh(z) = ¢(a— z) exp(z), luego
h'(z) = —-¢'(a—2z)exp(z) + d(a—z)exp(z) =0

luegoh es constante, en particuldu(0) = h(a), es decirp(a) = exp(a). Puesto qua es
un numero complejo arbitrario la igualdad es valida para tod C

(5) Seaac Cy consideremos lafuncidd (z) = exp(a—z) exp(z). Si derivamos resultd’(z) =
0 luegoH es constante K (0) = H(z), esto es, ex@) = exp(a— z) exp(z) para todax € C.
Dadosz,we C, sustituyend@a = z+ w obtenemos que

exp(z+ w) = exp(z) exp(w)
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(6) De la definicion de la exponencial compleja se sigue que

00 n 2n+1

: 1. ’ 1. ’ 1.
exp(it) :Zﬁ('t)” = lim H(lt)k:r!m H(ut)k:
n=0 k=0 k=0

n n
" D o, (=D a1
= lim ———t" +I —t =
N—soo (kzo (2k)! kzo (2k+1)!
= cost +isert

(7) Seaz= Rez+ilmzun nimero complejo cualquiera. Tenemos
expz = exp(Re(2) +i1m(2)) = ¥ exp(iIm(2)) = €¥¥? (cogIm2) +iser(Im2))
(8) Consecuencia de qlexpz| = e3¢ > 0.
(9) Seaz e C un numero complejo cualquiera
exp(z+ 2mi) = %22 (cosIm(z+ 2mi) + i senIm(z+ 2mi)) =

= €9 (cogImz+2m) +isen(lmz+2m) =

= eR¥% (cogImz) +iser(imz)) =

= exp(z)

(10) Tomemos € C, por el teorema de adicion ef@) = exp(a) exp(z— a), esto es,

exp(2) = exp(a) 3 (Z;ﬂa)n - & zman
n=0 ’ n=0

para todaz e C O

Figura 2.1. Imagen por la funcién exponeneiat € del rectdnguld—1,1] x [—2,2]

El uso de la funcién exponencial permite escribir un nimeroglejo en la forma = |z| €
dondet € Arg(z) y se dice que esta escrito eforma exponencial Observa que la formula de
De Moivre se expresa ahora simplemente e |z)" M.
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2.4.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial complejassa traducir, como vamos a
ver enseguida, en que la ecuacidh-ez, dondez es un nimero complejo no cero, va a tener
infinitas solucionesve C. En efecto, como

e = e (cos(Imw) + i senImw))
Para que ¥ = z es necesario y suficiente que:

1. || = |7, esto es, B = |2, es decir, R&v = log|Z (logaritmo natural del nimero real
positivo |Z]).

2. Arg(e¥) =Arg(z), esto es, Inme Argzy esto se cumple si, y solo si km= arg(z) + 2k,
conkeZ.

Hemos probado que
{weC:e" =1z} = {log|z| +i(arg(z) + 2km),ke Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejoque satisfacen la ecuaciofi € z. Cualquiera
de ellos se llaman logaritmode z. El conjunto de todos ellos lo representaremos pord.og

Logz= {log|Z +i(arg(z) + 2km),ke Z} = log|z| + i1 Arg(2) (zeC")

De entre todos ellos elegimos uno, llamddgaritmo principal (o rama principal), definido
por

logz=log|z| +iary2) (zeCr)

Observa que cualquier otro logaritmo des de la forma log+ i 2kt para algun enterd.
Ademas, paracR* el logaritmo principal, log, coincide con el logaritmo natural de

Teniendo en cuenta la proposici@m, resulta que el logaritmo principal es continuo en
C*\R~ y es discontinuo e .

También es importante que observes que la igualdad
logzw= logz+ logw

gue es valida para los logaritmos de los nimeros realesvossino es siempre cierta para
nameros complejos. Por ejemplo:

log(—1+iv/3) = log 2+i2§n, log(—v/3+i) = log 2+i%T
l0g((—1+1v3)(~V3+1)) =log(~4) =log4—i

LTI .21 . OTt .31
Iog4—|E #* IogZ+|§+Iogz+|€ = Iog4+|7

Lo que esta claro es QLllng—{— logw € Log(zw) |, es decir, log+ logw esun logaritmo

dezwpero no tiene por qué ser el logaritmoncipal dezw.
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2.30 Definicién. Seaf : A— C*, conA C C un subconjunto no vacio de.

= Cualquier funciorg : A — C tal queg(z) € Log f (z) para todaze A se llamaun logaritmo
de f en Ao una rama del logaritmo de f en A. Cuandof es la identidad se dice
simplemente qug esun logaritmoenA o una rama del logaritmo enA.

= Cualquier funciond : A — R tal qued(z) € Arg f(z) para todoze A se llamaun argu-
mento de f en A unarama del argumento def enA. Cuandof es la identidad se dice
simplemente qué es un argumento el o una rama del argumento enA.

En este curso estaremos interesados en el siguiente panldeEmda una funcién holomorfa
gue no se anula en un abiety ¢ existen logaritmos holomorfos deen Q? (dicho de otra
forma ¢ existen ramas holomorfas del logaritmd dm Q?) Respuestas cada vez mas precisas
a este problema se iran obteniendo a lo largo del curso.

El siguiente resultado nos dice qua logaritmo continuo de una funcion holomorfa es
automaticamente un logaritmo holomarfo

2.31 Proposicion.Sea f: A— C*, con ACCyae ANA. Sea g A— C un logaritmo de
f en A. Supongamos ademas que f es derivable en a 'y que g eslecsri a. Entonces g es
derivable enay

En consecuencia, sid #(Q),0¢ f(Q)y g: Q — C es continua e y tal queed® = f(2)
f'(2)

para cada z= Q entonces & #(Q) con d(z) = —— para todo z= Q.

f(2)
Demostracion Llamemosh = g(a) y consideremos la aplicacion

@ e
0@ =S—  z#b

¢(b) =€
Claramenté es continua eb. Ademas

(0 f(a) 2 o o) -gla)

Z—a Z—a Z—a

Puesto que por hip6tegies continua en, y ¢ es continua eg(a) = btenemos qué(g(z)) es
continua enz =a y ¢(g(a)) = € # 0. Por continuidad exist® > 0 de forma que si
ze D(a,0)NA, z# aentoncesh(g(z)) # 0. Despejando de la expresion anterior tenemos

92-9@) 1 T@-1@ o cp@asna z£a

z—a ¢(9(2) z-a
Comozirgq)(g(z)) — € = f(a) deducimos que

im92-9@ _ '@

Z—a Z

a f(a)
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2.32 Corolario. El logaritmo principal es una funcion holomorfa €i\R~ y su derivada
. 1
viene dada potlog’(z) = ~ para todo =C\Rg.

Demostracion Basta aplicar el resultado anterior para las funcioh@ = z, g(z) =logz

Puesto que el logaritmo principal es continuo@®&nR~ y f € #(C) obtenemos que el loga-

ritmo principal es holomorfo e€*\R~ y su derivada viene dada para todg C*\R~ por
f'(z 1

log’(z) = 1E] = ]

2.33 Teorema.SeaQ C C un conjunto abierto y f Q — C* una funcién holomorfa. Equi-
valen las siguientes afirmaciones:

() f tiene argumentos continuos €n es decir, existe una funcion continda: Q — R tal
qued(z) € Arg(f(2)) para z€ Q.

(b) f tiene logaritmos continuos dn, es decir, existe una funcién continua @ — C tal que
d(z) € Log f(z) para ze Q.

(c) f tiene logaritmos holomorfos €@, es decir, existe una funcion holomorfa Q — C tal
que dz) € Log f(z) para z€ Q.
f'(2)
(

/
(d) La funcién e tiene primitivas erQ, es decir, exist® € #(Q) tal que¢’(z) = 2

f(2

para todo zc Q.
Demostracion

(a) = (b) Si9 es un argumento continuo entonces la aplicag@) = log|f(z)| +i9(z) es
un logaritmo continuo dé.

(b) = (a) Siges un logaritmo continuo deentonces Ing(z) es un argumento continuo de
(b) = (c) Es consecuencia de la proposicion anterior
(c) = (d) Es consecuencia de la proposicion anterior
(d) = (b) Consideremo$(z) =exp(—$(2))f(z). Tenemos que
N(z) = e @ |- ff/((zz)) f(2)+f'(2)| =0

Yy, en consecuencid, es constante en cada componente coneXa.dgeal (z) una fun-

cién constante en cada componente conexa — Yy por tanto gargin2 — que verifique

e\? = h(z) para todae Q. Resulta asi que

@D —t(z)  (zeQ)

Por tantod(z) +A(z) es un logaritmo continuo d&z) enQ. O

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez

Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Logaritmos complejos 52

2.34 Proposicién. En cualquier disco que no contenga al origen hay logaritmoi®imorfos.
Concretamente, sia C*, entonces en el disco(B, |a|) hay logaritmos holomorfos.

Demostracion El apartaddd) de la proposicion anterior (coi(z) = 2) nos dice que debemos
buscar una primitiva d% enD(a,|a|). Para ello vamos a expresar la funci;)m:omo suma de
una serie de potencias centradaaen

o . —a - .
La anterior igualdad es valida cuang?aT' < 1, esto esze D(a, |a|). Definimos la funcion

02=> " __amt zepala)

+1
— (n+1)a"

El teorema de derivacién afirma que la funcgdes derivable y su derivada se obtiene derivando
la serie término a término, esto @g8(z) = > Por la demostracion de la proposicion anterior

sabemos que, para un valor convenient@,dz) + A es un logaritmo holomorfo e(a, |a),
es decir,
@ —z  zeD(alal)

Haciendaz = ay teniendo en cuenta qéga) = O resulta & = a, luegoA ha de ser un logaritmo
de a. Por comodidad podemos tomar el logaritmo principak: log(a). En conclusion, la
funcion

D(2) = |Og&+2$(2—&)n+l zeD(a,|a|)
n=0

es un logaritmo holomorfo e(a, |a|). O

Inevitablemente surge la pregunta de si la funeidcoincide con el logaritmo principal en
D(a,|a]). Sabemos que

¥(2)=>=log(2) y (@ =log(a)

: 1 : . . .
La igualdadd’(z) = -= log/(z) es cierta siempre que ambas funciorey;, log, sean deriva-
bles. Como sabemos, log es holomorfa@nR ™, lo que nos lleva a distinguir los casos:

= Si Rga) > 0, esto esa se encuentra en el semiplano de la derecha, entonces tenemos
queD(a, |a]) "R, =@y, por tanto, log es holomorfo en todo el disdd(a, |a|). Puesto
gue ambas funciones tienen la misma derivada y coincidemgunto son la misma
funcién (ya que el disco es un dominio).
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= SiRea<0ya¢ R entoncedD(a, |a) "R, # D luego log no es continua en todo
el discoD(a,|a|) y, evidentemente, las funcion€sy log no pueden coincidir puesto
gue una es continua pero la otra no. Aunque en el disco campteimposible que
coincidan no asi en el disdd(a,|Imal), puesto que dicho disco no cortaRg vy el
logaritmo principal si es holomorfo ahi. Es mas, las dosiime&s coinciden en una
regién mayor que dicho disco, a saber, en la componente a@regue queda dividido
el discoD(a, |al) por el semiejéR, donde se encuentra el purgdver figura2.2).

D(a, |al)

Figura 2.2. Analiticidad del logaritmo

Hemos justificado la siguiente igualdad

logz= Ioga+2$(z—a)”“ (2.4)
n=0

paraac C*\R™ y ze D(a,pa) con

0a— |a si Rea>0
7 l|imal siRea<O0

lo que prueba que el el logaritmo principal es una funcidritceaenC*\R .

2.35 Proposicion. Sea A un subconjunmonexode C*, y supongamos que en A hay una rama
continua,$, del argumento. Entonces cualquier otro argumento cootian A es de la forma
¢ + 2kt para algun entero K.

L, . L 7)—3(z
Demostracién Sead : A — R otro argumento continuo eA. La funcion z — M

. . . o,
es continua e\ y toma valores enteros. Cormdoes conexo concluimos que dicha funcion es
constante. m|

2.36 Proposicion.Sea A un subconjunto d& que contiene a una circunferencia centrada en
cero entonces en A no hay ninguna rama continua del argumentparticular, enC* no hay
argumentos continuos.

Demostracion Supongamos qui es un argumento continuo énSeaC(0,p)* una circunfe-
rencia contenida eA. La restriccion dep aC(0,p)* \ {—p} es un argumento continuo. Como
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el argumento principal también es un argumento continuaaoatonjunto que es conexo de-
ducimos, por la proposicion anterior, que hay un enkesd que argz) = ¢(z) + 2kt para todo
zeC(0,p)* \ {—p}. Como¢ es continua e(0,p)*, la igualdad anterior implica que existe el
limite ZErpparg(z) lo que, a su vez, implica que

|Z=p
lim argpe') = lim t=mt= lim argpe)= Iim t=—
t—T1T g(p ) t—T1 t——T1 g(pel ) t——T1 t n
o<t<m o<t<t —Ti<t<0 —Tt<0
lo que es contradictorio. O

2.37 Definicion. Dados una funcién complejd, definida en un subconjuntd de C y un
numero naturah> 2, cualquier funciéonh: A— C, tal que(h(z))" = f(z) para todaze A, se
llama una(funcion) raiz de orden n de f end®una rama de la raiz n-ésima def en A. Una

raiz de ordem de la funcion identidad eA se llama, simplementeina raiz de orden n en

A o una rama de la raiz n-ésima emA. Como de costumbre las (funciones) raices de orden
2 se llaman raices cuadradas. Las expresiones “raiz de orcemtinua” o “raiz de ordem
holomorfa” se entienden por si mismas.

2.38 Proposicién. Sea f una funcién holomorfa y que no se anula en un abi@t&i f
tiene un logaritmo holomorfo e entonces, para todo@N, f también tiene raices n-ésimas
holomorfas ef.

Demostracion Si g€ H(Q) es tal que ex(m(z)) = f(z) para todaze Q, entonces la funcion
h(z) = exp(g(z)/n) es holomorfa e® y (h(z))" = f(z) para todazc Q. O

2.4.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros reale) y be R, la potencia de basey exponente
b se define comaP = €'°92, Ahora, dadosa,b € C, cona # 0, sabemos que hay infinitos
logaritmos dea, todos ellos son de la forma lag- i 2k, conke Z. Por ello, cualquier nimero
complejo de la forma #9212 gondek € Z, esuna potencia de basa y exponenteb.
Representaremos p@®] el conjunto de todas ellas.

[a°] = exp(bLog(a)) = {exp(bw) : w € Log(a)}

De entre las potencias de basg exponentd se destaca una:

b

a bloga

=€

y dicho nimero se llamaalor principal (o rama principal) de la potencia de basgexponente
b. Observa que $ = 1/n donden€ N, entonces

[al/" = {exp<% (Iog|a| +iarg(a) +2kni)> ke Z} —

= {exp(% |ogyay> exp(in (arg(a) +2kn>> “ke Z} =

— { n/|a| (COSaI-g(aJ%Zk,T_FisenaI-g(a')%Zk,T) : kGZ}
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Es decir,[a%/"] es el conjunto de las raicestsimas de. Ademas

1 | . ,
at/n= exp(— Ioga> = exp(M +|%> — |a/" (cos%Jrlsen%)
n n n n n

es el valor principal de la raiz n-ésimaague antes hemos notado pga.

La definicion anterior da lugar a las funciones exponergietenplejas de basgz—— &,
definidas poa* = exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcién potencia compleja de exponénts la funciorz — 2°, dada por
2 = exp(blogz) es holomorfa elt \ Rj.

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente lddaia?™" = aa"’ pero las
funciones potencias no cumplen, en general como vimos @dliestlas raices, la propiedad
(zw)P = 2wP. Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+ blogw)
equivalentemente, puesto que la funcién exp es periddipaiiiedo 21, cuando verifique que
blog(zw) = blogz+ blogw + 2krt, para algurk € Z

Como caso particular, cuandoy w pertenecen al primer cuadrante sabemos que la igualdad
log(zw) = logz+ logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple para 0. Por los mismos
motivos la igualdadz’)¢ = 2°° no es cierta en general.

2.4.4. Funciones trigonométricas complejas
Seno y coseno complejos

Sustituyendo en la férmula de Euldre cost +isert, t por —t tenemos
e = cog—t) +iser(—t) = cost —isen

y despejando obtenemos las llamadas “ecuaciones de Euler”:

gt et gt _ et
cost = —— sent=———
2 2i

Estas igualdades, validas para taddR, también tienen sentido para niumeros complejos. Por
ello, para todae C definimos el coseno y el seno complejos por:

eiz + efiz eiz o efiz
COSZ= ——— sele= ———
2 2i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden ara®hes seno y coseno reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos estan definidos ammiwracion de exponen-
ciales, sus propiedades se deducen facilmente a partis gedpiedades de la exponencial.
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(1) ldentidad fundamental cos+serfz=1

(2) Lafuncién coseno es par desz) = cogz), y la funcion seno es impar senz) = — sen(z).
Ambas son funciones periédicas con periodo 2

(3) Formulas de adicion

sen(z+ W) = Serz cosw+ Cosz senw
coYZ+ W) = COSZ COSW — SEIZ Senw

(4) Las funciones seno y coseno son enteras y analitic&syen

cos'(z) = —serz, cosz= io ((;i))ln 7" sen(z) =cosz, serz= i%f”*l

paratodaz e C.
(5) Relacion con las funciones hiperbdlicas
cogix) = coshx ser(ix) = —isentx
(6) Paratoda= x+ iy se cumplen las igualdades

serz = serx coshy + i cosx senty
cosz = cosx coshy — i serx senty

(7) Las funciones seno y coseno complejos no estdn acotad@sainque si lo estan en
bandas horizontales de anchura acotada.

(8) Las funciones seno y coseno complejas no tienen masaeedss reales, esto es, gen0
si, y so6lo si,zes real de la forméart (ke Z), y cosz = 0 si, y so6lo siz es real de la forma

S kn(kez).

Demostracién Las propiedades (1) a (4) son inmediatas a partir de la digfimi

(5) Recordemos que el seno y coseno hiperbdlico estan defipata todxc R por:

—X _ aX
coshx = €'+e sentx = ¢ ze
luego
i(iX) 4 ai(ix) —X
cos(ix):el e :ex+e = coshx
2 2
i(iX) _ ai(ix) _aX
serﬂ(ix):el Zie :ie?‘ 2e =isenkx

(6) Sea= x-+Iiy un nimero complejo cualquiera. Usando la férmula de adi@tenemos

serz = ser(x+iy) = serx cogiy) + cosx ser(iy) = (usando las igualdades (5))
= serx coshy+icosx senty

cosz = cogx+iy) = cosx cogiy) + serx ser(iy) = (de nuevo usando (5))
= cosx coshy — i serx senhy
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(7) Usando la propiedad anterior resulta

serz]® = serfx cosify + cog x senffy =
= serfx(1+senify) + co€xsenfy =
= serfx+senfy
|cosz|? = (de forma analogay cos’ x+ seny
y puesto que senh no esta acotado se sigue que el coseno g &rsgoco lo estan. Aho-

ra bien si acotamos la variabjeentonces senhesta acotado y, por tanto, las funciones
Seno y coseno estan acotadas en bandas horizontales desaaobtiada.

(8) De las igualdades
lcosz”> = co€x+senfy  [serz? = serfx+senify

se deduce quieosz| = 0 (equivalentemente cas- 0) si, y s6lo si, cog =0y senty = 0.
Pero senly = 0 sdlo en el caso en qye= 0. Con lo cual el coseno complejo se anula en
los puntosz = x+1iy cony = 0, X = 11/2+ krtconk € Z. El razonamiento para el seno es
analogo.

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcién taag@mpleja como

serz
tgz=_— (zeC\ {m/2+km: ke Z})

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la targempleja es una funcion
holomorfa en su dominio de definicidh\ {z: cosz= 0} = C\ {m/2+km: ke Z}.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidas gedpiedades del seno y el
coseno. Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+ tgw

tg(z+w) = 1-tgztgw

2.4.5. Funciones trigonométricas inversas
Arcocoseno complejo

Dado un nimero complejpe C se trata de calcular los complejogales que cos = z

eiw + efiw

=z eVireW_27-0

puesto que exv) # 0 para cualquiew, podemos multiplicar pog" la expresion anterior

eV _27eW 110
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Poniendau = €%, la ecuacion anterior podemos escribitfa— 2zu+ 1 = 0, cuyas raices son
U=z+vVZ2-1=z+iVv1-2

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho un@esaide la otra pues su producto
es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z+ivV1— 2 < iw € Log(z+iv1—7%) < cosw=z

Naturalmente, hay infinitos valores deque verifican la igualdad anterior. El conjunto de todos
ellos se representa por Arccos

1 .
Arccosz = T Log(z+iv1—272)

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmaipahy le llamamos valor principal
(o rama principal) de Arccasque esté definido por:

1 .
arccog = - log(z+iv1—22)

Veamos que el arccagxtiende al arcocoseno real. En efecto, garace [—1, 1] tenemos que:

Tllog(x+i 1—x2):i—l(log|x+i\/l—x2|+iarg(x+i 1-x%)) =
:i}(logl+iarg(x+i 1-x2)) = argx+iv1—x2)

Observemos quéx,v/1—x2) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unidad y
una medida del angulo que forma el nimero comptejd/1 — x? con el eje real positivo es
precisamente el arco cuyo cosenxe&demas, para € [—1,1] se tiene que & arccox < Tt
Deducimos que alg+iv/1— x?) = arcCo.

Teniendo en cuenta quél — 22 = exp(% log(1—2)), y que el logaritmo principal es ho-
lomorfo enC*\R~, deducimos, por la regla de la cadena, que la funzién\/1— 72 es holo-
morfa en el conjunto

Q={zeC:1-Z¢Ry} =C\(]—o00,~1U[L +o0])
Analogamente lo@+iv/1—Z2) es derivable en el conjunto

le{zeC:u—i\/l—ngZRg}

Comoz+iv1—22y z—iv1— 72 son inversos, tenemos que

zZeR™
Z+iV1-Z2eR, = z—iV1-22cR, = ) =7€|—o00,—-1
© © {\/l—ZZGIR } ] ]

deducimos qu&; = C\] — oo, —1] D Q. Luego la rama principal del arcocoseno es holomorfo
enQ. La regla de la cadena nos permite calcular su derivada

R
== 1 VitZ-iz -1
arccos(z) = - , = - =
I z4+iV1I-2 V1i-Ziz—V1-2 JV1-2
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Arcoseno complejo

Dado un numero complejp queremos calcular los complejestales que sew = z El
conjunto de tales nimeros lo representaremos por Arcgemqgue podemaos repetir el mismo
proceso anterior, podemos aprovechar lo ya hecho y obsguear

senw = cos(g —w)

. L LTI 1 . .
luego senv = z si, y s6lo Si5 —We - Log(z+iv1—2?). Es decir

Arcserz = g+ iLog(z+iv1l—2)

El valor principal (o rama principal) del arcoseno, que rexteos por arcser) se define
eligiendo el logaritmo principal:

T .
arcserz:§+|log(z+| 1-2) zeC

y es una funcion holomorfa e\ (] — oo, —1] U [1,+o0]). Observa que

Tt
arcserr = E —arccog

Arcotangente compleja

, senw
Dadoze C queremos calcular los complejastales quez = tgw, esto esz = cosw o, lo

gue es lo mismo zcosw = senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Axctg
Escribiendo la definicién de seno y coseno

eiW_e*iW Zeiw_i_efiw

2i 2
Siz= +i la ecuacion anterior no tiene solucién por lo que considesa¥ +i. Multiplicando
por €¥ = u la expresion anterior resulta

W —1=iz(W®+1) = ?(1—iz) = 1+iz

. - 1+iz
puesto que # —i podemos escribir? = ﬁ esto es,

- 1+iz 1 1+iz .
eW—"""«c—we=-Llo - z4 +i
1-iz 2i 9 1-iz (27 +)
Por tanto
1 1+iz .
Arctgz= =Lo . ZH# i
gz= = Log ( 1—|z> (z# +i)
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Definimos el valor principal (o rama principal) de Aretgor:

1-iz

arctgz:%Iog<1+? > (z# +i)

Puedes probar ahora que la funcion ameg holomorfa el \ {ip: p € R,|p| > 1}

Es facil probar que la rama principal del arcotangente cejophl igual que ocurre con
las ramas principales de las demas funciones trigonoragtdomplejas, extiende a la funcién
arcotangente real.

Ejercicios propuestos

68. Calcula log—1—i)—logiy log <|—> Comenta el resultado obtenido.

69. Calcula el moédulo y el argumento principal de los nimeros
1+€% 1-¢€% —ae?
donde[9| <ty a>0.
70. Expresa los ocho numeras1+i, ++/3+i enforma exponencial.

71. Calcula logzy Logz cuandoz es uno de los nimeros siguientes
i,—i,e 3 e 4 5e1+i €, e —14i

72. Calcula log3i) +log(—1+iv/3) y log (3i(—1+iv/3)). Comenta el resultado.

73. a) Estudia, parae C* y neN, las igualdades:

a) logexp(z)) =z; b) explog(z)) =2z; c) log (%) = —log(2);

@) log(v2) = 222, ¢) log2) = nlog(2)

74. Calcula el valor de las funciond$z) = \/1/zy g(z) = 1/,/zen el punte= —1. ;, Dénde
coinciden dichas funciones?
75. Calcula la imagen por la funcién exponencial de:
i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.
i) Una banda horizontal de anchura menor que 2
iif) Un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados
iv) El conjunto{zeC: |z >r}.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.
84.
85.
86.
87.
88.

89.

90.

Prueba que el logaritmo principal establece una biyecanbre éos conjunto*\R ™ y
Q={zeC": —ni<Im(z) < 11}.

¢ Tiene la funcion exponencial limite en infinito? Dade C con |w| = 1, estudia la
existencia del limite limexp(rw).
r——00

Seaf : C — C una funcién verificando
f(z+w)=f(z)f(w), VzweC.

Probar que sif es derivable en un punto entoncéses entera. Encontrar todas las
funciones enteras que verifiquen la condicién anterior. ibaejemplo de una funcién
gue verifique dicha propiedad y no sea entera.

Justifica que en ningun conjunfdogque contenga a una circunferencia centrada en cero
puede haber ramas continuas de la raiz cuadrada.

Con una interpretacién adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) Log(zw) = Log(z) + Log(w)

Indica el error en los razonamientos siguientesz)? = Z2; por tanto 2Log—z) =
2Log(2) y, por consiguiente, Lag-z) = Log(2).

Calcula
[(_i)i]7 i_3i7 [iZ/T[]? [ii]v 12i7 (S_i)l/37 ((_i)l/z)i7 (1_ i)l+i7 [(_4)i]7 31_i7 ((_I)I)I
Calcula las soluciones d&ti = 4.

Calcula las partes real e imaginaria de los nimeroglser), cog1—1i), tg(1+ 2i).
Calcula Arcsefil +1), Arctg(1—i), arcsen, arctg 2.

Calcula la derivada de la funcidi{z) = Z/2 en el punt = —8i.

Prueba que la funcion arctgs holomorfa el©\ {ip: p € R, |p| > 1}.

Estudia, interpretandolas convenientemente cuando $esar@®, las siguientes igual-
dades:

a) Loga’] =blog(a) b) loga®] =blog(a) c) log(a”) =bloga
Explica con detalle dénde esta el error en las igualdadesesigs:
i — (_1)1/2 _ ((_1)3)1/2 _ (_1)3/2 _ i3 — _j

Indica los conjuntos de puntase C donde las funciones?gsery, cosz, tgz, arcserz,
arctgz toman:

a) Valores reales.
b) Valores imaginarios puros.
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjafitale las potencias de
basea y exponentd sea finito.

Estudia qué relacion hay entre los conjuria®®"] y [(a™)¥/"], dondeac C*, m,neN,n>
2. ¢ Qué puede afirmarse, en particular, cuanga son primos entre si?.

Searnp > 0, a < B tales quepa, pB, a, Be [—1, 1. Prueba que — Z° es una biyeccion
de Q; = {zeC*:a < argz< B} sobreQ, = {zeC*: pa < argz < pp}.

Seana € Cy {z} una sucesion de complejos no nulos verificando gag} — +oo.
Justifica que

{<1+%>Zn}—>exp(a); {zn(a%—l)}—nog(a) (a#0)

Prueba que

(1,
Iog(1+z):nz_; . vze D(0,1)
a) Deduce que para todboe] — 11,11
© (_1)n+1 B 9 . 5 (_1)n+l _9
; ~— cog(nb) =log ( 2cos; | ; ; ~— sen(ng) = .

b) Cambianda por —z, deduce que para todb<]0, 271:

00

Zcosﬁne) — _log (2 seng> ; Zser{ne) _ n;B.

n
n=1 n=1

Calcula el dominio de convergencia y la suma de las seriestdagias

S I I

n>0 n>1
Justifica que la funciorf : C — C dada por:
f(z2) =2z— (1+2)log(1+2) + (1-2)log(1-2) (z# 1),
y f(1) =2-2log(2) = —f(-1), es hok;zmolrfa ef) = C\ {xeR:|x >1}y, para todo
w i

—————. Calcula, en particular, la suma de la
n(2n+1) P

zeD(0,1), se verifica quef (z) =
n=1

seriez:i(—l)n .
=t n(2n+1)
Supongamos que la serE: c,Z" tiene radio de convergenciRic R*. Seaf la funcion

n>0
suma de la serie. Prueba que para dad, R se verifica la igualdad

1 21 ) [}
ETJ‘|f(relt)|2dt — Z|Cn|2r2n
0 n=0
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99. Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:

a)» exp(—nz) b)zse;(nnz) )Y exp—nZ) d)> nzexp(—nZ)

n=>0 n>0 n>0 n>0

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

100. Consideremos la funcioh definida por f(z) = log (%) vze C\{1,—1}. Prueba

que f es holomorfa el€\ {x € R: |x| > 1} y, en particular, e®(0,1). Prueba también
©, At .

que f(z) = ZZm, Vze D(0,1) y aplica este resultado para calcular la suma de
n=0

las series

cog2n+1)6 sern2n+1)6
2 onti 2 onp1 (0<0<m

n>0 n>0

2.5. Ramas de las funciones multiformes complejas

Recuerda que en mateméaticas waarespondenciade un conjuntoA en otroB es una
aplicacion deA en el conjunto(B), de las partes dB. Es decir, siF es una correspondencia
de A en B, entonces para cadac A 7 (a) es un subconjunto dB. Suele decirse que los
elementos def (a) son los “valores quef toma ena’. Al estudiar las funciones complejas
elementales han aparecido de forma natural algunas condspcias:

e La dada porf (z) = Log(z) que a cada # 0 hace corresponder el conjunto Li@gde
todos los logaritmos de

e La dada porf (z) = [Z/"] que a cada complejp+# 0 hace corresponder el conjunto
formado por sus raices n-ésimas.

e La dada porf (z) = Arg(z) que a cada complejp# 0 hace corresponder el conjunto
formado por todos sus argumentos.

En general, sff es una correspondencia compleja, es decir, una correspoadie un sub-
conjunto deC enC, cualquier funciorh : A— C que verifiqueh(z) € ¥ (z) para todze AC C
se llama unaama o unadeterminacion de ¥ enA. El logaritmo principal, el valor principal
de la raiz n-ésima y el argumento principal son ramas de $pgcévas correspondencias.

En el contexto de la variable compleja es frecuente llamas adrrespondencidfincio-
nes multiformes” y también“funciones multivaluadas” aunque esta Gltima expresion sea un
oximoron, porque en matematicas el término “funcién” eériimo de “aplicacion” y, por de-
finicién, una aplicacion toma en cada punto de su dominio licotralor. Te digo esto porque
hay que tener las ideas claras y para que una terminologieoiada no te despiste.

El problema en el que estamos interesados es el siguientes da conjuntd2 c C, una
correspondencia compleja definida enQ y un conjuntoA C Q queremos saber si puede
asegurarse la existencia Arde ramas continuas o ramas holomorfagfdeéEste problema no
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siempre tiene solucién como pone de manifiesto la propesiZi®6 Por otra parte, hemos
visto que en todo disco abierto que no contenga al origendrags continuas del argumento
y ramas holomorfas del logaritmo y, por tanto, ramas holdasade la raiz n-ésima cualquiera
seaneN.

2.5.1. Ramas holomorfas del logaritmo y de la raiz n-ésima

A la vista del teorem&.33 es conveniente estudiar la existencia de ramas contirelas d
argumento, pues donde hay ramas continuas del argumerti@tahay ramas holomorfas del
logaritmo y de las raices n-ésimas. Conviene saber que eanaxae dichas ramas continuas
estan determinadas de manera Unica cuando se especificlisarnvan punto. El siguiente
resultado es consecuencia directa de la proposiigh Por comodidad de referencia, vuelvo
a dar aqui la demostracion.

2.39 Proposicion. Sea AC C* un conjunto conexo no vacio.

a) Supongamos qug y ) son ramas continuas del argumento en A. Entonces existe un
numero entero k Z tal qued(z) = Y(z) + 2k para todo = A.

b) Supongamos que f y g son ramas continuas del logaritmo défntonces existe un
numero entero k Z tal que f(z) = g(z) +i2kmpara todo = A.

¢) Supongamos quee y [3 son ramas continuas de la raiz n-ésima en A. Entonces hay un
numero u que es una raiz n-ésima de 1 tal q(® = up(z) para todo = A.

Demostracion a) Para todae A se tiene que (z) € Arg(2) y W(z) € Arg(2) v, por tanto, para

todoze A hay un enterk(z) € Z tal qued(z) — W(2) = 2k(z)Tt La funcionh(z) = W

es continua ey , por serA conexo, su imageh(A) C R es un intervalo. Como la funcidm
toma valores enteros deducimos dues constante eA.

b) Toda rama continua del logaritmo éres de la forma— log|z| +i¢(z) donded es una
rama continua del argumento AnPor tanto el puntd) es consecuencia @.
-, a(z . .
c) La funciény(z) = %z; es continua e por lo que su imagely(A), debe ser un conexo.
Como(y(2))" = 1 se tiene que(z) € [1/"], es deciry toma un ndmero finito de valores. En
consecuencia el conexgA) tiene que reducirse a un punto. Es decir, existd1'/" tal que

y(z) = u para todaze A. O

2.40 Corolario. SeaQ ¢ C* un dominio.

1. SienQ hay una rama holomorfa del logaritmo entonces hay infinisaeas holomorfas
del logaritmo, todas ellas se obtienen a partir de una dadaauwdo una constante de la
forma2kri donde ke Z.

2. Si enQ hay una rama holomorfa de la raiz n-ésima entonces hay exetee n ramas
holomorfas de la raiz n-ésima, todas ellas se obtienen arpiruna dada multiplicando
por las raices n-ésimas de la unidad.
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Sabemos que la rama principal del argumento definida pde)argArg(z)N] — 1,17 es
continua enC*\R~ y discontinua erR~. El conjuntoR~ es una semirrecta en el plano. Po-
demos generalizar facilmente este resultado para cuakgiairrecta. Dado un nimeeoos R
definimos

S = {p€®:p>0}
Es decir,S, es la semirrecta con vector de direcci@osa, sem). Observa qu&; = Syion Y
queR™ = S_ = Sy DefinamosCy = C*\&;. Observa qu&, es un dominio por lo que una

rama continua del argumento o del logaritmo o de la raiz ma&&nC, esta determinada de
forma dnica cuando se especifica su valor en un punto.

2.41 Definicion. Dado un numero reaty, llamaremos arga la rama del argumento definida
para todaze Cy por arg, (z) = Arg(z)N]a,a + 211 . Es decir, arg(z) es el Gnico argumento de
ze Cq que estéa en el intervala, o + 211.

2.42 Proposicion.La rama del argumentarg, viene dada para todozCq por:
arg,(z) = arg(—ze ') + 1+ a (2.5)

Dicha rama es continua ef.

Demostracion Observa que-ze ' cR~ < z=pe®conp > 0« z€ S,. Por tanto, parac Cq

se tiene que-Ti< arg(—ze @) < Ty deducimos que < arg(—ze %) +a + 1< a + 21t Ade-
mas, como arg-ze %) € Arg(—ze '), a € Arg(€®) y Ti€ Arg(—1), se sigue que el nimero
arg(—ze %) + a + e Arg(—ze'9€%(—1)) = Arg(z). Hemos probado asi la igualda2l%).
Finalmente, la aplicacion gf¢z) es continua efty por ser la composicion de las aplicaciones
continuaz— —ze ' deCq enC*\R~ y z+— arg(z) + a +mdeC*\R~ enR. O

Observacion.La rama arg(z) puede extenderse a tods definiendola en los puntos de la
semirrecte,;. Seazg = p€® conp > 0. Definamos, = (p+i/n) €. Tenemos quéz,} — 7
y ,

arg,(zy) =arg—z, ')+ M+ a=arg—p—i/n)+M+a - —T+T+a =0

Definamos ahora, = (p —i/n)€%. Tenemos quéz,} — 2y
arg, (z) = arg(—z,€ ') + 4o = arg(—p+i/n) + T+ a — T+ T+ 0 = o + 21

Esto nos dice que la funcion grano tiene limite en los puntos dg. Por tanto, cualquier
extension que hagamos de dicha funcid@*asera discontinua ef,. Tenemos dos posibles
elecciones razonables para definirgem S;: o bien definimos argz) = a o bien definimos
arg,(z) = a + 2 para todoze . En ambos casos la funcion asi extendida, que seguiremos
notando igual, ser& discontinua &n Pero en el primero sera continua cuando nos acerquemos
a puntos de&s, por el semiplanar < arg,(z) < a+ 1t y en el segundo sera continua cuando
nos acerquemos a puntos 8epor el semiplan@ + 1t < arg, (z) < a + 21t En el primer caso

la funcion arg toma valores efr, o + 211 y en el segundo caso ém, a + 211. La eleccion de

una u otra posibilidad dependera de cada situacién concreta

Observa también que, al S& = Sk CONKe Z, las ramas argy arg, , »,; SOn continuas
enCqy.
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Convenio.A efectos de este curso, si no se especifica lo contrariop@ertemos que aggz) =
o + 2m para todoze §;. Con este convenio tenemos que _gfgoincide con el argumento
principal.

2.43 Corolario. Para cadaa € R representaremos pdog, la rama del logaritmo definida en
C* por

109,(2) = logl2 + i arg, (2

Dicha rama es holomorfa e6*\&; y es discontinua en,S

Para cadaa € R representaremos pde'/"q la rama de la raiz n-ésima definida &t por

27y = 0% @/ — o/ da(@/n

Dicha rama es holomorfa e6*\ &, y es discontinua en,S

Observacion. Con la notacion que acabamos de introducir y el convenioriantéa rama
log_,; coincide con la rama principal del logaritmo, por lo que segmos usando para ella la
notacion usual log,(z) = log(z). Analoga situacion se tiene para la rajrid"] _ que coincide
con la rama principal de la raiz n-ésima, por lo que mantendsepara ella la notacién usual
[Zl/n],n — \’VZ: Zl/n.

Observa también que, por lo antes dicho, la ramg lgg dondek e Z es holomorfa elt,
y discontinua erg;.

Observacion.En muchos textos se dice que la semirregta {0} produce un “corte” en el
plano y llaman & el plano “cortado”. Volveremos mas adelante sobre esto.

A veces interesa definir ramas holomorfas de la raiz n-ésemand funcién holomorfd
en un cierto conjunt®. Para ello puedes hacer lo siguiente: compruebas que lamda]
por f, esto es, el conjuntb(Q), esté contenido en algun dominio del tifg para algun valor
dea. Entonces la funcidh(z) = exp(log, (f(z))/n) es una rama holomorfa de la raiz n-ésima
de f en Q. En cualquier caso, definienddy, = {ze Q: f(z) €Cq}, se tiene que la funcion
h(z) = exp(log,(f(2))/n) es una rama holomorfa de la raiz n-ésimef a el abiertd,.

Més adelante veremos cémo al extender una funcién holorporf&l procedimiento de
“prolongacién analitica” podemos obtener una funcién defapmultiforme. Por ahora es su-
ficiente con lo dicho.

Sobre la notacién que estamos usando

Creo que una de las cosas que complica innecesariamentidibede las funciones de
variable compleja es la deficiente notacién que se empled@miasiada frecuencia. El hecho
de que no haya una notacién unanimemente aceptada perngitiaaator un cierto margen
de discrecionalidad para elegir la que mas le gusta. Las amsnasi y no parece que vayan a
cambiar por ahora, pero dentro de ese margen de discradaxhglue existe creo que cualquier
notacion debe respetar dos reglas basicas:

Un mismo simbolo no debe usarse para representar objetcsnmddicos distintos, es decir,
un simbolo debe tener siempre el mismo significado.
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Dos simbolos diferentes no deben representar el mismaoaijatematico.

Parecen reglas de sentido comun ¢ verdad? Pues habra gemicenvque el sentido comun
no es demasiadcomun Porque en muchisimos textos de variable compleja lasinaegque
Se usan no respetan estas normas. Por ejemplo, de acueltds a@sas, los simbolos que
representan funciones de variable real deben consenguaes cuando extendemos dichas
funciones al campo complejo. Asi lo estamos haciendo rasoRor ejemplo, las funciones
que representamos con @y arcseiiz) o arctgz), son las extensiones al campo complejo
de las respectivas funciones reales. Su significado se haddefle forma precisa y siempre
tendran el mismo significado. Sucede que en muchos texts® gjue estamos haciendo noso-
tros de las mayusculas y minusculas se invierte. Te habdigsaleenta de que siempre usamos
las mayusculas para representar las funciones multifoooeplejas y las mindsculas para
representar sus “ramas principales”, y éstas se definenrme fjue extiendan a las correspon-
dientes funciones reales. Pues bien, en muchos textos sgustamente al revés. Ello tiene
COmo consecuencia que se estan usando dos simbolos paserdar lo mismo, y ademas lo
gue antes era una funcién ahora deja de serlo: si areesenn conjunto de infinitos nimeros
complejos habra que aceptar que ar¢segp) ya no es igual a 1. Otras veces la cosa es peor.
Ya comentamos que las notaciones que con frecuencia searsalapraices n-ésimas son bas-
tante confusas: a veces el simbgla representa todos los niUmeros complejos cuya potencia
n-ésima ey a veces representa alguno de estos nimeros sin que se aear®nte cual de
ellos.

Ejercicios propuestos

101. ¢ Qué condicién debe cumptirpara queC, D R*? Supuesto que esto se cumple, ¢cuan-
do se verifica que Iqg 1) = 0? Supuesto que esto también se cumple, ¢,cudl es la restric-
cion de log, aR"?

102. Seanz, we Cq indica bajo qué condiciones se verifica la igualdad
l0gq (zW) = l0gy (2) +logy (W).

103. Seat €]a,a+ 2rN]B, B+ 2. Compara log€e' y logg e'. Describe la interseccigf;, N
Cg y compara en ella las ramas |py logg.

104. Dadoac Z define ramas holomorfas de Li@g- a). Indica abiertos en donde hay ramas
holomorfas de Lofg(z— 1)).

105. Dadosa,be C cona # b define ramas holomorfas d@— a)(z— b)]*/2.
106. Define ramas holomorfas @1 — 2)%%/# en dominios apropiados.

107. Seana y b numeros complejos distintos. Indica dominios@ren los que hay ramas

holomorfas de la funcién multiforme Lc(g%).
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2.6. Aplicaciones de los numeros complejos

Como ya hemos dicho anteriormente, la exponencial compkeja herramienta mas util
para trabajar con funciones sinusoidales, esto es, lagohes seno y coseno. Muchisimos
procesos naturales, entre los que destacan por su impgartangiversalidad los movimientos
oscilatorios y ondulatorios, se describen adecuadamentm@dio de funciones sinusoidales.
Eso explica la presencia de la exponencial compleja y deliogros complejos en teorias que,
a primera vista, nada tienen que ver con ellos. Veamos afgeipmplos.

2.6.1. Movimiento armonico simple

Un namero complejo es un vector del plano

que, escrito en forma polar, tiene asociado un
N B angulo y por eso, los nimeros complejos son
RN muy apropiados para representar giros y movi-
l . mientos circulares. Consideremos un moévil que
3 ' recorre una circunferencia centrada en el origen
! 'A y de radioR con una velocidad angular constan-

‘ O X1 ! te w. Supongamos que su posicién inicial para
B / t = 0 viene dada pofAcosp,Asenp). La posi-

\ ’ cion de dicho mavil en el tiempies

r(t) = (Acogat +¢),Aser(wt + ¢))

Usando nimeros complejos, podemos escribir
Figura 2.3. Movimiento circular r(t) = Acogwt + ¢) +iAserot + )

Que se expresa mejor con la exponencial compleja:
r(t) = Acogwt + ¢) +iAser{wt + ¢) = Ad(@+®) — Add g

Recuerda que multiplicar pot“€ es un giro de amplitudx. La igualdadr (t) = A€® €' nos
dice que la posicion del movil en el tiempase obtiene girando el vector que representa su
posicion inicialr (0) = A€® un giro de amplitudt.

La proyeccion sobre el eje de abscisas del vedtigres la primera componente de dicho
vector:
X(t) = Rer(t) = Acogut + ¢) (2.6)
Interpretamogx(t)| como la distancia al origen en el instantde un movil que se desplaza
sobre el eje de abscisas y cuya posicién en el tiemEne dada por la igualda@.g). Observa
que dicho movil recorre el segmerteA, A] con un movimiento que se caracteriza porque se
repite a intervalos regulares de tiempo, pues defini@hdo2rt/w, se tiene que:

X(t+T)=Acoqw(t+T)+¢) = Acogwt + 21+ ¢) = Acogwt + ) = x(t)

Dicho movimiento se llamenovimiento armaénico simpl&laturalmente, la proyeccion sobre el
eje de ordenadas del vectdt) también describe un movimiento arménico simple de ecuacion

y(t) =Imr(t) = Aser{wt + ¢) (2.7)

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Movimiento armoénico simple 69

Las ecuacione(6) y (2.7) representan un mismo tipo de movimiento pues un seno no€s ma
que un coseno retrasado Bf2, como se sigue de la igualdad ¢os 11/2) = serx.

En el movimiento armonico simpbgt) = Acogwt + ¢) el nimeroA se llamaamplitud
el numerowt + ¢ se llamafase siendo¢ la fase inicial w es lafrecuencia angularque se
mide en radianes por segundo. El numé&re: 211/w es elperiodq que es el tiempo, medido
en segundos, que el mévil tarda en completar un ciclo. El ndirhe= 1/T es lafrecuencia

gue es el nimero de ciclos recorridos en un segundo. La udelkdfrecuencia es el ciclo por
segundo que se llanteerzia

O x(t) Xo(t) X(t)
Figura 2.4. Composicion de movimientos armonicos

La representacion compleja proporciona una visualizagié@fica del movimiento que es
muy util para el estudio de la composicién de movimientostainos simples. Consideremos
dos movimientos armonicos simples de igual frecuenciasipdo

X1 (t) = Accogwt +¢1),  X(t) = Axcogwt + ¢2)

Queremos estudiar el movimiento dado pgr) = x1(t) + x2(t). La representacion compleja
de los movimientos permite dar una respuesta sin necesaladagr calculos. Pongamos

x1(t) = Rery(t) = ReA  d(@H01): x> (t) = Rerp(t) = ReAy &(@+%2)

Claramentex(t) = xy(t) + x2(t) = Re(r1(t) +r2(t)). Como los vectoress(t) y ro(t) giran
con igual velocidad angulag, el vector suma (t) =ry(t) +r»(t) también gira con la misma
velocidad angular (el paralelogramo de lade&) y r»(t) gira todo él con velocidad angu-
lar w). Deducimos que(t) = Re(r(t)) es la ecuacion de un movimiento armoénico simple de
frecuencia angulam, amplitud igual al médulo de(t) (que debe ser constante) y fase igual

al argumento del numero complejdt). El cuadrado del mddulo de una suma ya sabemos
calcularlo. En nuestro caso es

Ir(t)[7 = ra(®)]*+ Ir2(t)* + 2Re(r1(t)r2(t)) = AL + A5+ 2A1A2 cos(§1 — ¢2)
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Como la frecuencia angular debe sgta fase seréx + ¢ donded es la fase inicial, que es el
argumento del nimero complejo

r(0) =r1(0) +r2(0) = A €91 +A €92 = (A cospy + ApcOSP) + i (ArSends + Arsendy)

gue ya debes saber calcular.

2.6.2. Circuitos eléctricos

En el andlisis de circuitos eléctricos los nimeros complejon el nombre déasores
fueron introducidos en 1863 por el matematico e ingeni&narles Proteus Steinmez865-
1923). Un fasor es un nimero complejo que representa la tachplifase inicial de una si-
nusoide. Los fasores proporcionan una herramienta Gl @studiar circuitos eléctricos cuyo
voltaje es de tipo sinusoid#l(t) =Vycogwt +¢). AquiViy > 0 es la amplitud o méximo valor
del voltaje, y¢ la fase inicial.

Podemos asociar &(t) un fasor que re-

_)_\NWV\I presentamosV y es el numero complejo
R V =V €?. De esta forma podemos escribir
V(t) = RegVEWY) con lo que separamos la
Gf\ V(t) C informacion de frecuencia y de fase. Observa
que, conocida la frecuencia, la sinusoide
queda determinada de forma U(nica por su
fasor asociado. La derivada de una sinusoide

—(QQQQQQQQ es otra sinusoide. El fasor que represen-

ta a la derivada se expresa muy facilmente

Figura 2.5. Circuito RLC mediante el fasor que representa a la sinusoide.
I d\/(t) ; j oot
V'(t) = & - —Vmwsernwt + ¢) = Vimwcog wt + ¢ + 11/2) = Re(iwV €*)

Deducimos que el fasor que represent& @) esiwV. Observa quéwV = W, €©®+V2) por
lo que el fasor que corresponde a la derivada de una sinuspalgelantado 90 grados respecto
a la sinusoide.

. L , . 1
De la misma forma, el fasor que representa a la primitiva denlasoideV (t) esmv yva
retrasado 90 grados respecto a la sinusoide.

Supongamos que en el circuito de la figueebl se tiene que la intensidad de la corriente
viene dada por una sinusoide (lo cual se sabe que es asi dadndza electromotriz aplicada
es sinusoidal). Pongambd) = Iycogwt + ¢) y seal su fasor asociado. Expresemos la caida
de potencial en cada uno de los elementos que forman eltoinc@diante los fasores de la
corriente y el voltaje. Se trata de un circuito RLC que codstaina resistencia de ohmios,
un condensador de capacitanCig un inductor, con inductancia.

La diferencia de potencial en los extremos de la resistesieise dada por

VR(t) =RI(t) = RIncoqwt + ¢)
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La relacién entre los fasores respectivos es
Vg =RI.

ComoR > 0 se tiene que el voltaje a través de una resistencia estdenda la corriente.

Es sabido que una corriente variable en un inductor prodnaampo magnético que da
lugar a una fuerza electromotriz inducida que se opone aeladuelectromotriz aplicada, lo
gue origina una caida de potencial dada por

L di
VL) = L=

Deducimos que la relacién entre los correspondientesdass
V| =iwlLl
y por tanto el voltaje a través de un inductor va adelantadgr&@os respecto a la corriente.

LlamandoQ(t) a la carga que almacena el condensador en el tigmpe sabe que la
diferencia de potencial entre los extremos del condensaeoe dada por la igualdad

t
Q) 1
Ve(t)=——=== [ I(9)ds
et ="g"=¢J e
Y deducimos que la relacion entre los correspondienteseass
1 [
Ve=—l=——+I
T wC
y por tanto el voltaje a través de un inductor va retrasada&ag respecto a la corriente.

La suma de las diferencias de potencial a través de lostdsttementos del circuito debe
ser igual al voltaje aplicado. En términos de los fasoresiados, esto quiere decir que:

[ [
Rl +iwLl — —I = [ R+iwL—— | I =V 2.8
1o wC < i wC> (2.8)

El nimero complejo .
: |
Z=R+iwL——
+ wC
se llamampedanciala impedancia depende de la frecuencia de la fuerza eteatria aplica-

day de las caracteristicas del circuito. Cuando se conadempkedancia y el voltaje, podemos
calcular el fasor de la corriente por la igualdad
LV _ %
“Z o, .. 0
R+iwL — —
* wC
y la corriente en el circuito viene dada g¢t) = | €.

Tenemos que
Vi

)

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja




Circuitos eléctricos 72

. 1 . . ,
El nUmerowL — o se llamareactancia El valor de la frecuencia para el que la reactancia

. 1 . .
se anula viene dado pos, = e y se llamafrecuencia de resonanci&s el valor de la

frecuencia para el cual el valor ¢lé es maximo.

Procesamiento digital de sefales

Como sin duda sabes, los formatos digitales mas frecueptesidlo e imagen son, res-
pectivamente, MP3 y JPG. Cuesta trabajo imaginar como lseeiaet sin estos formatos. Lo
gue quizas no sepas es que la codificacion MP3 y la JPG se Hevano con algoritmos que
usan nameros complejos. El hecho, por extrafio que puedaepags que las principales herra-
mientas para trabajar con todo tipo de sefiales (audio, videoimagen,...) son complejas.
Latransformada Zla Transformada de Fourier en Tiempo DiscreimTransformada Discreta
de Fourier, la Funcién de Transferencjdos modelos de polos y cerok Transformada de
Laplacey otras muchas herramientas basicas para el tratamientefidées, son todas ellas
transformaciones que usan nimeros complejos. Todavialasdgstopias sefiales se caracte-
rizan por suespectroque jes un conjunto de nimeros complejos! Si te sienteslatpair el
apasionante mundo del tratamiento digital de sefiales,|toglae sepas de nimeros complejos
te serd util en tu trabajo.
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Capitulo

Teoria de Cauchy Elemental

Introduccion

En este capitulo estaremos interesados en el problema gistieneia de primitivas, pro-
blema que, por el teoren?a33 esta estrechamente relacionado con la existencia detiogar
holomorfos.

El Teorema Fundamental del Célculo nos dice que toda funieinde variable real conti-
nua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. ltaaién es muy distinta para fun-
ciones complejas de variable compleja. Ni siquiera el helghgue una funcién sea holomorfa
en un dominio garantiza que tenga primitivas en dicho damini

Ejemplo. La funcién f(z) = ~ es holomorfa en el domini@* y no tiene primitivas en dicho

dominio.

En efecto, en virtud del teoren2a33 la existencia de primitivas e@i* de la funcionf(z) = 2
equivale a la existencia de argumentos continud8*ey) por la proposiciér?.36 sabemos que
no hay argumentos continuos €.

A pesar de este resultado, en este capitulo probaremos dméutocion holomorfa en un
disco tiene primitivas en dicho disco. Es decir, toda fundi@lomorfa en un abierto tienen
localmenteprimitivas en dicho abierto.

Como ya debes saber, la herramienta que se usa para la coitstrde primitivas es la
integracion. No debe extrafiarte por ello que en este capitidstra herramienta basica sea la
integracion de funciones complejas. Uno de los resultadisimportantes que obtendremos
es la llamada “férmula de Cauchy para una circunferencia’mgrmite representar los valores
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gue una funcién holomorfa toma en un disco por medio de uegriaten la que solamente in-
tervienen los valores de dicha funcion en la circunferefroistera del disco. De dicha férmula
se deduce sin dificultad uno de los resultados mas impostgrgerprendentes de la teoria de
funciones holomorfas, el teorema de Taylor que afirma queftottion holomorfa es analitica.

También obtendremos en este capitulo el teorema de Liewsthableciendo que toda fun-
cién entera y acotada es constante y, como consecuenc@gretita Fundamental del Algebra
afirmando quéC es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lo mas llamativo de todo es que estos resultados los vamoeaestrzon facilidad y con
una herramienta muy elemental: la integral de Riemann dgdnes continuas.

3.1. Integral de Riemann para funciones de variable real comalo-
res complejos

Diremos que una funciép : [a,b] — C esintegrable Riemanren el intervalo[a,b], y
escribiremosgp € R ([a,b]), si las funciones R@) y Im(¢) son integrables Riemann ém b]
(en el sentido que conocemos, ya que son funciones realeariddlg real definidas en un
intervalo) en cuyo caso definimos la integraldden [a,b] como el nUmero complejo

jbq)(t)dt - jbReq)(t)dt +ijb|m¢(t)dt

Es claro que una condicion necesaria para la integrabiliidajl es la acotacion. La inte-
grabilidad se puede caracterizar en los siguientes téanino

3.1 Teorema(Criterio de integrabilidad de LebesgueS3ea : [a,b] — C una funcién acotada.
Entoncesh € R ([a, b)) si, y so6lo si$ es continua casi por doquier éa,bl. En particular, toda
funcién acotada y continua salvo en un nimero finito de puesdategrable.

En lo sucesivo la expresiorf ‘s integrable” se entendera coniae’s integrable Riemann”.
Indicamos a continuacién las propiedades principales dddgral de Riemann de funciones
de variable real con valores complejos. Todas ellas se dadian facilidad de las propiedades
correspondientes de la integral de Riemann de funcionéssrda variable real que suponemos
conocidas.

Propiedades

b
1. El conjuntoR® ([a,b]) es un espacio vectorial complejo y la aplicacipr> fc]) es una

a
forma lineal. Ademas, el producto de funciones integraBliesnann erja, b] es integra-
ble Riemann effg, bJ.

2. Acotacion basicaSi ¢ € & ([a,b]) se verifica qued| € R ([a,b]) y

b b
j¢<t>dt' < [Io®lct <sup(lo)] :a<t <b}(b—a) (3.1)
a a
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La segunda desigualdad es conocida. La estrategia pararpeoprimera parte de es-

ta desigualdad consiste en reducirla a la conocida ded@gianaloga para funciones
b

reales. Para ello, pongamos= fcl)(t)dt. Sia = 0 no hay nada que probar. Sea, pues,

a
a #0ysead =a/|al. Tenemos que

b b b
Jowa| - ol ~pa~p [ owa - [pory

Esta igualdad nos dice que la Ultima integral es un nUmet@ositivo pues es igual a

|al, luego
b b b b b
[Bomdt = [Re(Bo(1) ot < [IRe(Bo())[ct < [IBO(M)|ct = [lo(t)]ct

3. Si{¢n} es una sucesion de funciones integrablegads que converge uniformemente
b b

a¢ enab], entoncesp es integrable y I'mf on= f¢. En particular, siZ: f, es una
a a n>1
serie de funciones integrables que converge uniformengerigeb], entonces la funcién

t— Y fa(t) esintegrable efa,b] y
n=1

f( S fn(t)> dt :iffn(t)dt
n=1 a

a

En efecto, que la funcioh es integrable es consecuencia de que la convergencia-unifor
me conserva la continuidad y la acotacién. Por la desigdddaica, se tiene que

b

b
[oatydt — [ oty

a a

< (b—a)sup{[¢n(t) - ¢(t)[ :a<t < b}

b
[ @n(t) - 6)) ot

Y, por definicion de convergencia uniforme, ign(t) —¢(t)|:a<t <b} — 0.

4. Aditividad respecto al intervalo. Sia< c<by ¢ € ®([a,b]) entoncesy € R ([a,c]) y

o€ R([c.b])y o
o=[o+]¢

5. Teorema fundamental del calculo Si¢ € K ([a,b]), entonces la funcién dada por

t

G(t)= [o(9)ds (t€ [ab])

a

es continua. Si, adem&gses continua, entoncé&s es una primitiva dé en|a, b).
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6. Regla de Barrow. SiF : [a,b] — C es derivable efe,b] y F’ € & ([a,b]), entonces

7. Foérmula del cambio de variableSea) : [c,d] — R una funcion estrictamente creciente
con derivada continua. Supongamos qgues integrable efi(c),A(d)]. Entonces

A(d) d
J o(®ds = [orm)Nt)ct
A(c) c

3.2. Curvas en el plano

Una curva erC es una aplicacion continua [a,b] — C. Hay que distinguir entre la curva
y su imagen (también llamada traza o soporte), que notarporog = y([a,b]). Es claro que
y* es un conjunto compacto y conexo. Al pugta) se le llamgpunto inicialde la curvayy a
y(b) punto final Ambos reciben el nombre @stremos de la curva

Se dice quey es una curvaerradacuando sus extremos coinciden, estoyés), = y(b).

4 v(b)

Diremos que una curva esgular® si la aplicacion que la define es derivable con derivada
continua, esto es, es de clagk

3.2 Definicion (Curvas regulares a trozos o caminodJna curvay: [a,b] — C esregular a
trozos y la llamaremos urwaming si hay una particidm =ty <t; < --- <tp_1 <ty=bde
[a,b] de manera qugg, , 1) €s regular para £ k< n.

Operaciones con las curvas

Curva opuesta dey

Llamaremos curva opuesta de una dadéa, b] — C, y la notaremos pof-y: [a,b] — C,
a la curva definida por

(-y)(t) =y(b+a-t)

1En Geometria parurva regularse entiende una curva con derivada conticuyo vector derivada no se anula
en ningln punto
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Se trata de una curva que tiene la misma trazayqpero la recorre en sentido contrario, esto

es, el punto inicial de-y es el punto final de y viceversa. Observa que la curva opuesta de un
camino es un camino.

Yuxtaposicion de curvas
Dadas dos curvags: [a,b] -+ Cy o : [c,d] — C cony(b) = o(c), definimos una nueva curva
que llamaremos yuxtaposicién gey o o también suma dgy o, y la notaremos poy+ o,

como
. AU ast<b
w+0MU—{ <t

b+d-c

NN

o(c—b+t) b

Geométricamente se trata de “pegar” las trazag yle, de ahi que se exija qugb) = o(c),
esto es, que podamos pegarlas de forma continua. Evidemierelos puntos de unién entre

una curva y otra puede que no haya derivabilidad. Es fadigrque(y+o)* = y* Ua*.
Observa que la yuxtaposicion de dos caminos también es un@am

Caminos mas usuales

= Segmento de origerzy extremow. Es la curvay: [0,1] — C definida por
y(t) = (1—t)z+tw

Notaremos a esta curva come- [z,w]. Resaltemos que no se trata de un interval@en
ya que erC no hemos definido ningun orden.

Es facil comprobar que-[z,w] = [w,Z]
= Circunferencia de centroay radio r. Es la curvay : [T, 1] — C definida por
y(t) =a+ré"

La vamos a representar por el simb@i@,r). No hay que confundir a la curva con su
imagen, que en este caso es una circunferencia y que notamo£¢a,r)* C C.

= Poligonal de vérticeszy, 71, . ..,7,. Es la curva

20,21 + [21,20) + -+ [Zn-1, Z0]

y la representaremos p, z1, . . ., z,). La poligonal es un camino, es decir, es una curva
regular a trozos.

3.3 Definicion (Longitud de un camino.)Si y: [a,b] — C es un camino, entonceg esta
definida y es continua €Ja, b] excepto en un conjunto finito de puntos|deb| en los cuales
tiene limites laterales distintos, dandolg’an cada uno de esos puntos el valor del limite por
la izquierda (aunque esto es totalmente irrelevante, posigarle cualquier valor) es claro que
y' es acotada efa, b] y tiene un nimero finito de discontinuidades, luego es iatggrena, b].

Se define ldongitud dey por
b

() = [Vl

a
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3.4 Definicion (Curvas equivalentes.)Dos curvasy: [a,b] - Cy o: [c,d] — C se dice que
sonequivalenteguando existe una aplicacid@n: [c,d] — R cumpliendo

= de Cl([C,d])
= ¢'(u) > 0 para toda € [c,d]
= ¢(c)=2a,¢(d)=b

y tal queyo ¢ = 0. En tal caso se dice también qoe@s unaeparametrizaciérdey.

Dos curvas equivalentes tienen la misma traza, mismo paoigialiy mismo punto final.

3.3. Integral curvilinea

Seay: [a,b] — C un camino yf : y* — C una aplicacién continua. Definimosilategral
de f alo largo del caming como el nUmero complejo

b
[f@dz= [ fym)ymo

Y

Observemos qué+— f(y(t))y'(t) es una funcion de variable real con valores complejos que
estd acotada y solamente puede tener un numero finito dentiimgdades, luego la integral de
la derecha es la integral que ya hemos definido antes.

En lo que sigue notarema@¥y*) el espacio vectorial complejo de las funciones complejas
continuas ery*.
b
ObservacionesObserva que para que la integ@tf (y(t))y’(t)dt tenga sentido es suficiente

a
que la funciért — foy(t) = f(y(t)) sea continua efa,b]. Para ello no es imprescindible que
f sea continua ey*. Por ejemplo, aunque la funcidi(z) = \/z no es continua e@(0,1)*,
la funcion compuestd 0 C(0,1) si es continua puetoC(0,1)(t) = f(e') = €'/2 para todo
t € [-1, 17. Por tanto:
r 2 { 2 4
it/2; At j3t/21t=Tt 3M/2 _ -i3m)2 ;
j \/ZdZ: jé/ |eI dt :g[el / ]t:—T[: §(e| T[/ —e ! T[/ ):—§|
c(0,2) -

Ideas claras

Hemos hecho antes una distincién entre lo que es una curggggjuna aplicacion, y su
imagen, que es un conjunto de puntos del plano. Quiero quaterzas de que esta distincion
no es un capricho sino que es esencial tenerla clara paradentel significado de la integral
curvilinea. Los siguientes ejemplos son especialmensérdtivos.
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Seanyi, y» Y ys los caminos definidos pos(t) = €', yo(t) = et y y(t) = €™ parat €
[0,211. Tenemos que:

f%dz:Tel—l.tie"dt:ZTﬂ
j dz jeﬂt( e ot = —2ni

f dz = J?ﬂ et dt = 6ri

Observa que las tres curvas tienen la misma imagen que exlaferencia de centro 0 y
radio 1. Parece que la integral dea misma funciomen lamisma circunferencia unidadnas
veces vale una cosa y otras veces vale otra. ¢ COmo es pd3dspllesta: porque no estamos
integrando en la circunferencia unidad sino que estamasileado la integral de la funcion
1/zalo largo de los caminog, Y2 Y Y3 y estos caminos son distintos. Es cierto que todos ellos
tienen el mismo soporte, la circunferencia unidad, pera cam de ellos la recorre de forma
diferente:y; la recorre una sola vez en sentido anti horarida recorre una sola vez en sentido
horario yy3 la recorre tres veces en sentido anti horario. ¢ Te das cdertaque pasa? En lo
gue se refiere al concepto de “integral curvilineaa curva no es un objeto geométrico, no es
un conjunto de puntos del plano, sino un objeto analiticajresaplicacion.Cuando calculas
una integral curvilinea tienes que saber en qué sentidocsereela curva y cuantas veces
Se recorre yesas cosas no se saben con el sélo conocimiento del sopaotgse necesitas
conocer la representacion concreta de la curva, la apliéaajue la define

Supongo que estas cosas Ya las sabras porque has estutkgdalés curvilineas de cam-
pos, pero las repito porque en este asunto hay una gran @onfasorecida porque con fre-
cuencia hablamos de “la integral a lo largo de una circunfgaé o “la integral a lo largo de
una elipse” sin especificar cdmo se recorren esa circurdierenesa elipse. Aqui hay una es-
pecie de acuerdo no escrito segun el cual las curvas fagsilse recorren una sola vez en el
sentido anti horario, ese acuerdo no escrito convendriarlleaexplicito y asi lo acabamos de
hacer arriba para las situaciones méas familiares: circenééas, segmentos y poligonales.

Llama la atencién que en algunos textos se define la integmélioea haciendo particiones
de puntossobre el soporte de la curyaomo si dicho soporte permitiera por si solo definir esta
integral. No, para definir la integral curvilinea es impiadible usar la funcion concreta que
representa dicho soporte, no podemos olvidarnos de ella.iftiegral curvilinea dependiera
solamente del soporte de la curva las tres integrales argsrileberian ser iguales ¢verdad?.
Hay que tener las ideas claras.

Propiedades

1. Siy:[a,b] —» Cyo:[c,d] — C son caminos equivalentesfye C(y*) se verifica que

ff(z)dz:ff(z)dz
y o
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En efecto, puesto qug = o la integral def a lo largo deo esta definida. Por hipotesis
existe una aplicacioh € C*([c,d]) con derivada positiva que transforijead] en[a,b] y tal
queyo$ = 0. Tenemos asi que

b
[t@dz= [ty O = [dtt:q:'fgds} _

y a
()

2. Dados dos caminog o y una funciéon complejd continua ery* Ug* se cumple

[ t@dz=[t@d+ [ f@)d
. 1% o}

y+o

En efecto, por las definiciones dadas

+d—cC

b
[ t@dz= [ f(y+o)v)y+oymd =
y+o

a

b+d—c

I
Ve
_
—
=
N
<\
—
S—
S
+

o
-
—
Q
—
|
o
+
O
S—
SN—
a
=
|
o
+
O
S—
S
I

3. f f(z)dz = —f f(z)dz. Es de comprobacion inmediata.
. y
-y

4. Acotacion basica

[ f@dz| <max{|f(2): ze y}(y)
y
En efecto
b b
[t@dz| = | [ f(vo)y | < [[F(vO)]VOldt <
Yy a a
b
<max{[f(7)]:zevy'} f!v’(t)\dt =max{[f(z)|: ze Y }{(y)
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5. Linealidad. Se verifica que la aplicaciéh+— fy f del espacio vectorial’(y*) enC es una
forma lineal.

6. Permutacion del limite uniforme y la integral. Si{ f,} es una sucesion de funciones conti-
nuas erny* que converge uniformemente gna una funcionf, se verifica que es continua

eny'y
Ilmff dz_f z)dz

Y

f (Zw: fn(z)> dz = Zw:f fn(z)dz
\% n=1

n=1y

En particular

siempre gue la serie converja uniformementg‘en
Esto es consecuencia inmediata de la desigualdad

jfn(z)dz—jf(z)dz = j(fn(z)— f(2))dz| <
Y Y

Y

max{|fn(z) - f(2)| : ze Y} A(Y)

3.4. Existencia de primitivas

El calculo de una integral curvilinea es inmediato si se cenma primitiva de la funcion
gue integramos.

3.5 Teorema(Regla de Barrow para integrales curvilineasgeaQ C C un abierto, f una
funcién continua e y supongamos que hay una funciore 4 (Q) tal que F(z) = f(2)
para todo z= Q. Seay: [a,b] — C un camino cualquiera ef (esto esy* C Q), entonces

[ f(2)dz =F (y(b)) - F(v(a))

Y

Demostracién Supongamos en primer lugar ques un camino regular, es degjtiene deri-
vada continua efa, b]. En tal caso la funcioh(t) = (F oy)(t) es derivable efa,b] con

W({t) =F'(yt))y'(t) = f(v0)y(®t)  (tefab)

Por lo que

b
[ f(@1dz = [ 1(yt))y(®)dt =h(b) —h(@) = F (y(b) ~ F (v(a))
% a

Supongamos ahora qyees regular a trozos. Entonces existe una particion delvaitefa, bj,
=1t <ty <.+ <ty 1 <ty =bde forma quey =y, €S Una aplicacion de clage.
Teniendo en cuenta lo antes visto resulta que

[t@)dz Zf 2)dz = (F(wk(to) —F (k(tc1))) =

k—l Yk k—

= Z (V(te-1))) = F(v(b)) — F (v(a))
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como pretendiamos demostrar. O

De la regla de Barrow se deduce inmediatamente el siguiestdtado.

3.6 Teorema(Condicidn necesaria para la existencia de primitivaSi)una funcién continua

f en un abiertaQ admite una primitiva e2, entonces la integral curvilinea de f es la misma
para todos los caminos € que tienen los mismos puntos inicial y final. En particulargp
todo camino cerrady enQ se verifica qugf, f(w) dw=0.

3.7 Proposicion. La funciéon suma de una serie de potencias no trivial tienenjivas en el
dominio de convergencia de la serie. En consecuencia, umeidhu analitica en un abierto
tiene localmente primitivas.

Demostracion Supongamos que.,,.,Cn(z—a)" es una serie de potencias no trivial. $esu
[oe]

dominio de convergencia y pars Q sea¢(z) = ch(z— a)" la funcién suma. Se deduce
n=0
del lema2.24 que la ser|e§ F”l(z— a)™*! tiene también como dominio de convergencia

n>0
Q. El teorema de derivacion de series de potencias nos dicka furecion

. c
FQ =30 - z-a
n=0

es una primitiva dg enQ. |

. . o . 1
\olviendo al ejemplo del principio del capitulo, sé@) = > paraz € C*. Tenemos que

U
| f(z)dz:jeitie” dt =21 #£0
c(0,1) -

luego f no tiene primitiva erC* (cosa que ya sabiamos). Pero vimos en el Capitulo Ifque
es analitica erC* con lo cualf tiene primitivas localmente. Esto pone de manifiesto gjue
problema de existencia de primitivas es un problema glatmlpcal

El anterior corolario nos dio una condicién necesaria pexistencia de primitiva de una
funcién. Esta condicién es también suficiente. El siguiéam®a es de interés.

3.8 Lema. Dos puntos cualesquiera de un dominio se pueden unir mediamd poligonal
contenida en el dominio.

Demostracién SeaQ un dominio. Fijemos un puntac Q y seaW el conjunto de los puntos
ze Q que pueden unirse canpor medio de una poligonal €h EvidentementeacW. SibeW

y D(b,r) C Q, es claro qu®(b,r) C W; pues sz D(b,r) podemos afiadir a una poligonal en
Q que unea con b el segmentadb, Z (que esta contenido en el disbgb, r) y, por tanto, erQ)

y obtenemos asi una poligonal &xque unea con z. Esto prueba quiV es abierto. Veamos
que también es cerrado relativ®aSeaccW N Q. Comoce Q tiene que haber um> 0 tal que
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D(c,p) C Q. ComoceW tiene que haber un pung e D(c,p/2) "W. Entonces tenemos que
D(20,p/2) C D(c,p) luegoD(z,p/2) C QYy, por lo antes visto, se sigue qéz,,p/2) C W
y, comoce D(zy,p/2), concluimos quecW lo que prueba qu&/ =W N Q, es decirW es
cerrado relativo &. Por conexion concluimos qW = Q. O

3.9 Lema(Construccién de primitivas.)Sea f una funcién continua en un abiefy supon-
gamos que la integral de f sobre todo camino cerrad@egs nula.

Fijemos un puntoge Q, y para cada = Q seay, un camino erQ cuyo punto inicial sea
Zp y cuyo punto final sea z. La funcion: k2 — C dada por

es una primitiva de f e.

Demostracion En virtud del lema anterior sabemos que para @a@ hay caminos, enQ
con punto inicialzy y punto finalz. Lo primero que hay que ver es que la funclmresta bien
definida, es decir, que el nUmefFdz) no depende del caming elegido sino solamente de

Seaa;, otro camino erQ con punto inicialzy y punto finalz. Consideremos$ =y, +
(~0;) =y, — 0,. [ asi definido es un camino cerrado@nLa hipétesis afirma que

j dwjf Jdw+ [ f( dwj dwjf

70‘2

con lo cualf w)dw = f f(w)dw y F est4 bien definida.

Yz Oz

Probaremos quE es holomorfa e® y F'(a) = f(a) para todeac Q.

Seaa € Q. Dadoe > 0, por continuidad dé existed > 0 de forma qud®(a,d) C Qy para
w e D(a,d) se cumple quéf(w) — f(a)| < €.

Paraz € D(a,8) \ {a} tenemos quéa,Z* c D(a,d) y I =y, + [z & — ya €S un camino
cerrado e por lo quef f(w)dw = 0, de donde se deduce que

[ st = J

Asi, paraz € D(a,9) \ {a} tenemos que

| (wycw — ff w)dw — f(a)(z—a)

Z—a
[ fwdw-f@@-a) [ fwdw- j | (f(w) - f(a)) dw
_[ag _ [a4 [a7] _[ag
- z—a - z—a z—a
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Y como(a,Z* C D(a,d) deducimos que

J (Fw)— f(@) dw
_ g P <max{|f(w) - f(a)|:wefaZ*} <e

De lo anterior se sigue qiees derivable eay F'(a) = f(a), esto esF es una primitiva dd
enQ. O

De este lema y del teoren3a6 se deduce el siguiente resultado.

3.10 Teorema(Caracterizaciéon de existencia de primitivas§ea f una funcién continua en
un abiertoQ. Se verifica que f tiene primitivas éhsi, y sélo si, la integral de f sobre todo
camino cerrado e es nula.

Ejercicios propuestos

108. Prueba que una integral de linea comp%j&(z) dz es igual a la suma de dos integrales

y
de linea de campos vectoriales. Si la funcibes holomorfa en un abiertQ, dichos
campos vectoriales son localmente conservativa@.en

109. Calculafzdz siendoy: [0,2] — C el camino dado por:
Y

2 - _ L [ 2t 0<t«1
a)yt) =t +it; b)yt) =2t +it; C)V(t)_{2i+4(t—1) let<o2

110. CalculafRe(z) dz siendoy: [0,1] — C el camino dado por:
y

a)yt) =t+it; b) y(t) = exp(2mt)

111. Calculajzzdz siendoy = [i,1+1i,3+3il.
Yy

112. Calculaf|z|2dz siendoy el camino formado por la mitad superior de la circunferencia
y
unidad y el segmentp-1,1].
1 1
113. Calcula f €’ dz y deduce el valor de las integral§saaXCObe) dx y feaxser(bx) ax.
[0,a+ib] 0 0

114. Calcula f (47 coszsenhz) — 3z) dz.
c(5.2)
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

Seay: [a,b] — C un camino yy el camino conjugado dg Prueba que:
Jﬁ@dz:jﬁiw (VfeCy))
Y y

Deduce que sf es continua en la circunferencia unidad, se verifica que

—dz
ff@&:—ff®?
C(0.1) C(0.1)

SeanQ c C abierto, f € H(Q) y y un camino cerrado €. Prueba qugf(z) f'(z)dz

y
€S un ndmero imaginario puro.

Prueba que paraQr < 1, se tiene quef M

C(0,r)

dz = 0. Deduce que

21

flog(l+ r2+2rcosd)d9d =0
0

Calcula las integrales

t[ {Ldz, t[ logzdz, j Zlogzdz (a€C)
c(0,1) & c(0,1) c(0,1)

SeaQ C C* un dominio y supongamos que la integral de la fundi(@) = 1/za lo largo
de todo camino cerrado &b es nula. Para cadse Q seay, cualquier camino e con
punto inicialzy y punto finalz. Justifica que la funciéi: Q — C dada por

h(z) =wo+ f V—:bdw
Y

Dondew € Log(Z) es la Unica rama holomorfa del logaritmo @nque verifica que
h(z) = wo.

Calcula f P(z) dz dondeP(z) es una funcién polinémica no constante.
C(aR)

Sea{yn} una sucesion de caminos definidos en un inter{alo] que converge unifor-
memente en dicho intervalo a un camipdgeaf una funcidn continua en un conjunto
compactdK que contiene a los soportes de dichos caminos. Prueba que:

n—oo

lim [ f(z)dz = [ f(2)z
Yn Y
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122. Integrando la funciérh : C — C dada por:

h(z) = €71

alo largo del camino formado por la yuxtaposicion del segmgsr,r] y de la semicir-
cunferenciay; de centro 0y radio contenida en el semiplano superior, deduce que para
todor > O se verifica que:

Yze C*, h(0) =i

r
sernx
f—dx— TT,
X

—r

Tt
< -
r

123. Seaf holomorfa en un abiert@ C Cy verificando que f(z) — 1| <1 Vze Q. Justifica

/
que f "2 dz = 0 paratodo camino cerragen Q.
) 1@
124. SeanQ =C\{i,—i}y f(2) = ﬁ, Vz e Q. Justifica quef no admite una primitiva
enQ.

3.5. \Versién elemental del teorema de Cauchy

La utilidad del teorema anterior para probar la existeneigiiimitivas es dudosa puesto
que para justificar que una funcién tiene primitivas en unt@idominio Q seria necesario
comprobar que su integral a lo largotdedocamino cerrado e es cero, lo que no parece nada
facil en la practica. Afortunadamente, hay teoremas quangiaan que bajo ciertas condiciones
la integral de una funcién alo largo de cualquier caminceckyes nula. Estos teoremas reciben
el nombre de teoremas de Cauchy. En ellos se considera utodbig un camino cerradgen
Q. Se suponen hipotesis adicionales sdRdre sobrey para concluir quef f(w)dw = 0 para

Y
toda funcionf € H(Q).

3.11 Teorema(Teorema de Cauchy—Goursat (1904)3ea f una funcion holomorfa en un
abiertoQ C Cy seal\(a,b,c) un triangulo de vértices. &, c contenido enf, esto es,

A(a,b,c) = {pa+Ab+yc:p+A+y=1:pAy> 0} CQ

Entonces

[ f@az=o0

[a,b,c,a)

Demostracién La demostraciéon que sigue fue dada por Pringsheim en 1934.

Llamemosy = [a,b,c,a], A=A(a,b,c) el = f f(w)dw. El objetivo es probar que= 0. Para

y
esto consideremos los puntos medios de los lados

b+c a+c a+b
d=—+ b=—+ c'=——
2 2 2
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Podemos escribil en la forma
= [fwdw= [ fwdw+ [ fwdw+ [ fwdw+ [ f(w)dw
Y [a,cbal [€b,a ] [dcbd] [bicab]

Esta igualdad es cierta ya que hay caminos (los interiorggatjulo) que estan recorridos en
direcciones opuestas luego las respectivas integralesutamagver figures.l).

C

b

Figura 3.1. Esquema del camino de integracion

Si llamamosly, J,, J3,J4 a estas cuatro integraldsg,a una de las integrales de mayor médulo
de entre ellas, y; = [a1,b1,C1,a1] al camino dd1, tenemos

1< 4l

Repitiendo el mismo argumento para el triangjo= A(ag, by, ;1) obtenemos una sucesiones
de triAngulog\, = A(an, by, €q) y poligonalesy, = [an, bn, ¢, @] con la propiedad de qui, C
An 1 y

. 1., 1.,
didmetrdA,) = Edlametrc(An,l) = %dlametrc(A)

1 1
U(Yn) = Ef(anl) = %E(V)
“n—l’ §4“n‘

Seaa € (-, An (existe puesto que estamos considerando la interseccidnadsucesion
decreciente de cerrados no vacios con sucesion de diametrgsrgente a cero en un espacio
métrico completo). Claramente cA(a,b,c) C Q. Pongamog(z) = f(a)+ f'(a)(z—a) que
es una funcién polinémica y por tanto tiene primitiva; Iueﬁp(z) dz = 0. Podemos escribir

Yo

h=[f@dz= [ (@) - f(a) - '(a)(z-a))dz
Yn

Yn

por tanto

Dadog > 0, por la derivabilidad d&f ena existed > 0 de forma quéd(a,d) C Q y para
ze D(a,d) se cumple que

f(2) - f(a) = F'(a)(z—0)| < g[z—q]
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Si diametrgAn) < 6 entonces), C D(a,d). Tenemos por tanto

1< 4" 1n] < 4"6(yn) max{|f(2) — (@) + () (z— @) : € i) <
<4"(yn)emax{|z—al|:ze vy} <

< 4"el(yn) didmetrdA,) =
1 1

= 4n3%f(y) on
= g/(y) diametrqA)

didmetrdA) =

de donde se deduce qlié = 0 sin més que hacer tendera cero. Por tantd = 0 como
gueriamos probar. O

Un abiertoQ es undominio estrelladaespecto de un puntp € Q si el segmento que une
Zp con cualquier otro punto d@ se queda dentro d®, esto es|zy,7* C Q para todoz € Q.
Por ejemplo un disco es un dominio estrellado respecto gigade sus puntos.

Por supuesto, cualquier conjunto convexo es un dominielkzsto respecto de cualquiera
de sus puntos, pero hay dominios estrellados que no sonxamnyeor ejemplo el poligono
gue se muestra en la figuBa?).

3.12 Teorema(Teorema de Cauchy para dominios estrellado3gda funciéon holomorfa en
un dominio estrellado tiene primitivas en dicho dominio.

Demostracion Seaf € H(Q) con Q un dominio estrellado respecto dg¢ Buscamos una
primitiva de f y la forma mas intuitiva de definirla es

F@= [ fwdw
20,7

Vamos a probar quE asi definida es ciertamente una primitivafden Q. Puesto qu& es un
dominio estrellado em la funcionF esté bien definida. Seec Qy p > 0 tal queD(a,p) C Q.
Tomemos un puntae D(a,p). Como todos los puntos del segmefa] estan contenidos en
Q el segmento que urm con cualquiera de estos puntos también estara conteni@genser
este estrellado. Por tanto el triangli(zy, a, z) esta totalmente contenido €n(ver figura3.2).

Q

L

20

Figura 3.2. Dominio estrellado
Ahora el teorema de Cauchy—Goursat afirma que

[ fwdw=0
(20,28, 2]
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Esta integral podemos escribirla como

jf Jdw+ [ fwdw+ [ f(wydw =0

23] [8,20]

jf yaw— | fwdw= | f(w

20,7 [20,8] (a7

esto es

A partir de esta Ultima igualdad, siguiendo el mismo razdaeato que utilizamos en la
demostracion del lema.9, se prueba quE es derivable eay F’(a) = f(a) lo que concluye
la demostracion. O

3.13 Corolario. Toda funcién holomorfa que no se anula en un dominio estteltéEene lo-
garitmos holomorfos en dicho dominio. En particular, tieaéces holomorfas de cualquier
orden.

Demostracion SeaQ un dominio estrellado y sehe H(Q) tal que 0Z f(Q). En tal caso la
f'(2)
f(2)
se sigue que dicha funcién tiene primitivas @nEn virtud del teorem&.33 sabemos que
esto equivale a qué tiene un logaritmo holomorfo ef). Es decir, existg € H(Q) tal que

exp(g(2)) = f(2) para todoze Q. DadomeN la funcidénh(z) = exp(g(z)/m) es holomorfa
enQ y verifica que

(h(2)™ = exp(g(2)/m))" =exp(9(2))) = f(z)  paratodee Q

es decirh es una raiz m-ésima holomorfa d&nQ. O

funcion

es holomorfa e y, en virtud del teorema de Cauchy para dominios estrellados

El teorema de Cauchy—Goursat y el teorema de Cauchy paraideneistrellados perma-
necen validos si suponemos glies continua e® y es derivable e salvo en algun punta
de Q. Aungue este resultado pueda parecer una generalizacigsta®dos teoremas en reali-
dad no es asi, pues méas adelante probaremos duessiontinua e® y holomorfa erQ\ {a}
entoncesf también es derivable en

3.14 Teorema.SeaQ un abierto,a € Q y f una funcién continua ef2 y holomorfa e\ {a}.
Seal(a,b,c) un tridngulo contenido ef, entonces f f(w)dw = 0.

[ab,c.a)

Demostracion Caso 1 a ¢ A(a,b,c). En tal casd\(a,b,c) € Q\ {a} y se aplica el teorema
de Cauchy—Goursat a la funcidren el abiertd2 \ {a}.

Caso 2 El puntoa es un vértice del triangulo. Por comodidad supondremosiga@. Toma-
mos los puntos, = (1—p)a+ pb, by = (1—p)a+ pc parap €]0,1[. En este caso

[ fww="| fwdw+ [ fwdw+ [ fwdw= [ fw)dw
[a,b,c,d] [, Cp,bp, 2] [p,b,¢,Cp] [¢.bo. o, C] [8,Cp,bp, 2]
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% AX fae\
a=a«o Cp b a « b a b

Figura 3.3. Caso 2 Figura 3.4. Caso 3 Figura 3.5. Caso 4

ya que las dos ultimas integrales son nulas por el caso 1.fiaemaddulos y acotando tenemos

jf(w)dw: j f(w)dw| < Kp(ja—b|+[b—c|+|c—al)

[av b, Cva] [a, CP‘er‘ra]

dondeK = max{|f(z)|: z€ A(a,b,c)}. Esta acotacion es valida para tgoduego haciendo
p — 0 obtenemos el resultado.

Caso 3a estéd en un lado del triangulo. Por comodidad supongamosecgrecsientra en el lado

de extremos y b. Consideramos los trianguldga, b, c) y A(a, c,a), ambos se encuentran en
el caso 2 luego la integral sobre su frontera es nula y, pto,témintegral en la frontera del

trianguloA(a, b, c) es también nula.

Caso 4 a esta en el interior del triangulo. Unimascon alguno de los vértices y obtenemos
dos triangulos que estan en el caso 3. O

Puesto que el teorema de Cauchy—Goursat es cierto supdinniarierivabilidad def en
un puntoa y el teorema de Cauchy para dominios estrellados se deduagudt podemos
enunciar también la siguiente versién del teorema de Cauataydominios estrellados.

3.15 Teorema. SeaQ un dominio estrelladog un punto deQ y f una funcién continua e
y holomorfa e\ {a}. Entonces f tiene primitivas €.

3.16 Lema. Se verifica que

@) f WiZdW:O siz¢ D(a,p).
Clap)
(b) j 1 w2 size D(a,p).

wW—2
C(a,p)

Demostracién Para el apartad@a) consideremos un semiplano abieHoque contiene a

— : L 1 .
D(a,p) y no contiene al punta. La funcionw — w3 S holomorfa erH y ademasH

es un dominio estrellado. El teorema de Cauchy para domasimsllados afirma que la apli-
cacion tiene primitivas eH; luego su integral a lo largo de un camino cerrado conteridd,e
como es la circunferencia(a, p), es nula.
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(b) Escribimos

1 1 1 1 |z—a|
= = =|Si——=<1)=
w-z w-a—(z-a w-a,_ 2”4 lw—a|
w—a
1 —/(z-a\" — (z—a)"
w—an_0<w—a> ;(w—a)n+1 (3.2)

Fijamos un punta € D(a,p) y tomamosw € C(a,p)* arbitrario. Se cumple por tanto
|z—a |z—a|
w—al  p

z—a"  1/[]z—a\" .
w—amtt p\ p ) "
y Zan converge por ser una serie geométrica de razéma|/p < 1, deducimos, por el cri-
n>0

terio de Weierstrass, que la seB& converge uniformemente &a,p)*. Podemos permutar
por tanto la integral y la suma de la serie con lo que obtenemos

<1

Puesto que

2]

1 ] 1
f W—_Zdw:Z(z—a) f de

C(ap) n=0 Clap)

—k1+ T(W— a)~k*1 para

. dw = 0 parak > 1. Con lo cual

. 1 . -
La funcionw — ——— es holomorfa erC \ {a} y tiene primitiva

(w—a)

cualquierk € Z conk # 1. Luego la integral f
Clap

(w—a)
1 - N 1 1
——dw=3 (z-a) j e et
C(ap) n=0 C(ap) C(ap)
Tt
_ it o —

— f Py dt = 2

—T
como queriamos probar. |

3.6. Analiticidad de las funciones holomorfas. Teorema dealylor

El siguiente resultado es la clave para probar que todadnrwlomorfa es analitica.

3.17 Teorema(Férmula de Cauchy para una circunferencia9ea f una funcién holomorfa
en un abiertaQ y supongamos que el disco cerrad@a, R) esta contenido ef2. Entonces se
verifica que

f(2) = — j W) gy (zeD(a,R))
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Antes de ver la demostracion observemos que esta es unautfoda representacion” pues
representa los valores de una funcién holomdrén todo un disco mediante una integral que
depende Unicamente de los valores de la funcion en la feonkerese disco. Destaquemos
ademas que el radi® que tomamos es cualquiera que cumpla la condiBi(mR) C Q, esto
es, la formula no depende de la circunferencia que tomemos.

Demostracién ComoD(a,R) C Q, podemos tomap > Rtal queD(a,p) C Q. Seaze D(a,R)
fijo en lo que sigue. Definimos la funci@x D(a,p) — C por

gy (0110

92 =12

Claramente es continua e (a, p) ya quef es derivable em. Ademasy es derivable en todo

el discoD(a, p) salvo quiz& en el punta Podemos, pues, aplicagan el dominioD(a, p) la

version generalizada del teorema de Cauchy para dominiadl&dos, teorem&.15 con lo

que obtenemos quegetiene primitiva enD(a, p) y, en particular, f g(w)dw = 0. Teniendo
C(aR)

W#£2Z

en cuenta el lema anterior, deducimos que garB(a,R) es

B fw)—f(2 , f(w) 1 B
0= | =g odw= [ oo aw—f@ [ o—dw=
C(a,R) C(a,R) C(a,R)

y despejandd (z) en esta igualdad obtenemos la formula de Cauchy. O

Observacion

Observa que s ¢ D(a,R) entonces podemos tomar> Rtal queD(a,p) C Q y ademas

fw)

z¢ D(a,p). La funcion w — z es holomorfa erD(a,p) y el teorema de Cauchy para

W_
dominios estrellados implica que
[ W ay_0 (z¢D@R)

w—z
CaR)

3.18 Teorema(Integrales tipo Cauchy.) Seany un camino erC y ¢ : y* — C una funcién
continua. Pongamo® = C\ y*, y sea h Q — C la funcion dada por

h(z) = \(f/(_ ) dw (zeQ)

Para cada & Q seap, = inf{|z— a| : zey*}. Entonces se verifica que:

00

Z IW aanW (z—a)"  paratodo =D(a,p,)

n=
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Es decir, h es analitica e2. Por tanto, h es indefinidamente derivable®@y

@ _ I(Wq)&dw para todo z Q (3.3)

n! —z)nt

Demostracion Seaac Q. Claramente, > 0 y D(a,pa) C Q. Seaze D(a,p), fijo en lo que
sigue Consideremos la serie de funciones

Z%(z—a)” (wey") (3.4)

n>0 (W—

donde la variable ew que toma valores eyf (repitoay z estan fijos en este razonamiento).
Como¢ es continua y* es compacto, la funcion — | (w)| esti acotada efi, es decir, existe
M > 0 tal que|¢(w)| < M para todow € y*.Para todav € y* tenemos quéw —a| > p, y por

tanto: ]
| (2
= Pa Pa

' (W— a)n+l
n
. Z— al . L. Z—a
Como la serlez <|p—|> converge por ser una serie geometrlca de rA-Z%-HJ < 1, el
n>0 a a

criterio de Weierstrass nos dice que la se8&)(converge uniformemente gfi. Como para
todowey* es

b (w) n_ W) obw) 1 ow)
Z W an+l(z a —az< ) W_al— Z—a w-—z

w—a

(z—a)

y por ser la convergencia uniforme podemos permutar laraltegn la suma de la serie, obte-
nemos:

hz)=>" I(qu(i\;\;)nﬂdw (z—a)"
n=0 \vYy

Igualdad que es valida para cualquierD(a, pa). Hemos probado asi qinees analitica ef.
Por tantoh es indefinidamente derivable €hy su serie de Taylor centrada ares la serie
anterior, de donde se sigue que:

f o(w
W — a n+1
y
Y comoa es cualquier punto d@, queda probada la igualda8l.8) del enunciado. O

El siguiente es uno de los resultados méas sorprendentesteeria de funciones holo-
morfas. Para que comprendas bien su alcance conviene gqiasten cuenta los siguientes
ejemplos.

= Una funcién real derivable una vez pero no dos veces deeivabl
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Seaf:R — R lafuncion dada por:

—x?/2  six<0
f(x)_{ x2/2  six=0

La funcién f es derivable y su derivada viene dada por:

o —x  six<O
f(x)_{ X six=0

Es decir,f’(x) = |x|, que no es derivable en= 0.

= Una funcion real indefinidamente derivable cuya serie déofayn un punto no converge
a la funcion.

Seaf:R — R lafuncion dada por:

F(x) = 0 six<0
| exp(—=1/x®) six>0

La funcion f es indefinidamente derivable y sus derivadasxen0 son todas nulas,
f(M(0) = 0 para todan € N. Por tanto la serie de Taylor deenx = 0 es la serie nula.
Sin embargdf no es nula en ningdn intervalo abierto que contenga a O.

El siguiente resultado nos dice que para funciones consptijeavables estas situaciones
no se pueden dar.

3.19 Teorema(Teorema de Taylor.) SeanQ un abierto enC y f una funcién holomorfa e@
. Para cada & Q definamos

Ra=inf{|z—a]:ze C\ Q} (Ra=+00siQ=C)
Entonces para todoe D(a,R,) se verifica que
f(2)=) ca(z—a)" (3.5)
Y para0 < R < R, los coeficientes de la serie vienen dados por

1 f
C(aR)

En consecuencia, la funcion f es analitica@ly para todo zD(a,R,)

(n)
fn!(Z):zim_ [ (Wf_(i\;\%ﬂdw (neNU{0}) 3.7)
C(aR)

Y las integrales anteriores no dependen de R.
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Demostracion Searac Qy ze D(a,Ry) fijos en lo que sigueEs claro qudR, >0y D(a,Ra) C
Q. Tomemos < R < R, fijo en lo que sigue, de manera queD(a,R). Puesto qu®(a,R) C
Q, en virtud de la formula de Cauchy para una circunferenciant®s que

1 f(w)

f(2) = 5= j _—dw  zeD@R)
C(aR)

Podemos aplicar ahora el teorema anteriorycerC(a,R), h= f y tomando coma la restric-

cion def ay*. Observa que, al aplicar dicho teorema, tenemoggueR, y comoze D(a,R)

se verifica que

_ 1 f(w) n
f(Z) - Z o1i f (W_a)n+1dw (Z_a)
n=0 C(a,R)
Lo que prueba las igualdade3.g) y (3.6). Y también se verifican las igualdades#) paraz
como caso particular de la8.8). Puesto quec D(a,R,) es cualquier punto en dicho disco,
deducimos que las igualdades obtenidas son vélidas para4da(a, R,).

Finalmente, es claro que las integrales en la igual8ajifo dependen d& pues solamente
dependen, salvo una constante, del valor de las derivadfs de O

Observa que el teorema anterior nos dice que la serie derTiyfaconvergepor Io menos
en el disco mas grande centradoawg contenido e y que su suma edicho discoes f.
Por tanto, el radio de convergenci,de la serie de Taylor d& ena es mayor o igual quB,
(R= +o0 si Ry = +00), pero puede ocurrir que > R,.

Las igualdades3;7) se conocen comfibrmulas de Cauchy para las derivadas

3.20 Corolario. Sea f una funcion entera. Entonces la serie de Taylor de famaen cual-
quier punto converge en toddoy su suma es igual a f.

El teorema de Taylor pone de manifiesto la gran diferenciahayeentre la derivabilidad
en el campo real y en el campo complejo. En el campo real pasléaner una funcion que
sea continua pero no derivable; derivable pero sin dericadéinua; de clas€’ pero no dos
veces derivable, y asi sucesivamente. Esto es, si repaesanporDX(1) las funciones realds
veces derivables en un intervalgor CX(1) las funciones reales con derivadésima continua
enl y por FA4(l) las funciones reales analiticas lerienemos la siguiente cadena infinita de
inclusiones estrictas:

c2DM) 2cH1) 2D%(1) 2 C%(1) 2--- 2671 2 FA(l)
Pues bien, en variable compleja esta cadena infinita derttosjse reduce a dos:

C(Q) 2H(Q) = FA(Q).

En particular, este resultado nos dice que si una fun€iéiene primitiva entonces dicha
funcion f es holomorfa puesto que es la derivada de una funcién hofanf®or tanto, para
gue una funcién compleja tenga primitiva debemos exigirgpeeholomorfa, no sélo continua
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como ocurria en el caso real, aunque por supuesto esta idond@ garantiza que la funcion
tenga primitiva.

El siguiente resultado es un reciproco del teorema de CaGahyrsat para un triangulo.

3.21 Teorema(Teorema de Morera.)SeaQ un abierto y f una funcion compleja continua en
Q. Equivalen:

(@) f es holomorfa ef.

(b) f f(w)dw = 0 siempre que el triangulé(a, b, c) esté contenido ef.
[a,b,c,q]

Demostracion La implicacion(a) = (b) es el teorema de Cauchy—Goursat. Veamos entonces
que(b) = (a).

Seazyp € Q y R> 0 tal queD(%,R) C Q. El disco es un dominio estrellado y ademas
la integral sobre cualquier triangulo contenido en él es.cEsto nos permite construir una
primitiva

F(2) = j f(wydw  paraze D(z,R)
(2.7

F es una primitiva def enD(z,R), es decirF’(z) = f(z) para todoz € D(z,R) (la prueba
de esto es idéntica a la demostracién de la existencia detigasnen dominios estrellados,
ver teorema3.12). Luego f es en el discd(z,R) la derivada de una funcién holomorfa v,
por tanto, es ella misma holomorfa en dicho disco; en pdatici es derivable ey. De la
arbitrariedad dey obtenemos qué es holomorfa elf. O

Ejercicios propuestos

. z+1
125. Calculala mtegralc(of | m dz donder >0, r # 2.
r

)

126. Calcula f ﬂ V4
(1+Z2)serz
C(2+i,v/2)

cosz
127. DadoacC, |al # 1, calcula la integral dz.
e ] c<oj1> (@2+1)z—aZ+1)

128. Calcula las integrales:

€
a) f mdz (a>0)
C(0,2a)
2n

b) flog|a+reit dt 0<r<|a
0
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Seaf una funcién holomorfa en un disco de centro cero y r&tie 1. Calcula

— [ Z—dw  (z¢C |7 #)

N

Calcula f 5, dondey(t) = cost + S sert, Vvt e [-m .

Seay=C(ar) y b,ce C\y". Calcula todos los posibles valores (fe%c)

dependiendo de la posicidn relativa de los pultgs respecto dg.

. cosz
Calcula la mtegralf

) 7,0 paray=C(0.2), y=C(0,1/2), y=C(i/2.1).

Seanf una funcion entera,b € C cona# by R> méax{|al,|b|}. Prueba que

f f(b)—f
f z a(zi b dz = 2m (bt)) a(a)'
ciom 2= A(@=D) -
Deduce que toda funcién entera y acotada es constante.

Para todae C, z # —i, definamosf (z) = log(i + z) (logaritmo principal).

a) Justifica quef es discontinua en los puntos de la forpai, conp < 0, y holomorfa
enQ=C\{p—i:p<0}

b) Halla la serie de Taylor dé centrada errp = —1+i. Sea¢ la funcién suma de

dicha serie definida, naturalmente, en su disco de conwaggdndica para qué valores
de ze Q se verifica quef (z) = §(2).

Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado efgehade la funcionf, y cal-
cular el radio de convergencia de la serie resultante enwaalde los siguientes casos:

z
a) f(z):(le)z.
b) f(2) = cog(2).
c) f(z) =arctgz

Desarrollo limitado de Taylor.Seaf una funcién holomorfa en un abierto que contenga
aD(a,r). Prueba que para tode D(a,r) y todoneN es:

" fk(a —a)nl f
f(z)=§ k!( )(z—a)kJr(Z 2T3 f (w—z)(flzvia)nﬂdw
= C(ar)

Serie binomial de NewtonSeaae C*. Justifica que

(1+2)° 1+Z @-1..@=n+th 5 q
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138. Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado eigehade la funcionf, y cal-
cular el radio de convergencia de la serie resultante enwaalde los siguientes casos:
a) f(z) =log(Z —3z+2).
b) f(z) =arcser.
c) f(z2) =log(1+v1+Z).
z—a
z—b
a) Justifica quef es una funcion holomorfa e = C\ [a,b]*.

139. Seama,be C, a # b. Definamosf (z) = log ( ) para todaz € C\{a,b}.

b) Justifica que para todo camino cerraden Q se verifica que
1 1
f—z_adz = j—z— bdz
y y

¢)Sia=i,b=1, calcula la serie de Taylor deenz= 0. Calcula el radio de convergencia
de dicha serie e indica donde su suma es igual a

140. Seaa € C*. Justifica que hay una unica funciérholomorfa erD(0,1) tal que

21(2) +af(z2) = (zeD(0,1))

1

1+7

141. Justifica que hay una Unica funcidne #H(D(0,1)) tal que exp—zf'(z)) = 1—z para
todoze D(0,1), y f(0) = 0. Calcula la serie de Taylor decentrada en 0.

142. Prueba que los coeficientesde la serie de Taylor de

B 1
1-z-Z7

f(2)

centrada erz = 0 satisfacen las igualdades; = ¢1 = 1, Chi2 = Chu1 + Gy para todo
n > 0. Calcula dichos coeficientes de forma explicita descomepdo la fraccion dada en
fracciones simples. Calcula el radio de convergencia derla . ,cnZ". La sucesion
{cn} se llama sucesion de Fibonacci.

143. En cada uno de los siguientes casos, determinar si hay uciarfiune A (Q) tal que para
todone N se tenga qud (" (0) = a,. En caso afirmativo, encontrar todas las funciones
f que verifiquen las condiciones pedidas.
a) Q=C a,=n
b) Q=C a,=(n+1)!
c) Q=D(0,1) a,=2"!
d) Q=D(0,3) ap=n"

144. Considera las funciones complejas dadas parazedo\ {—i,i} por:

f(z) =log <§—:r:> ; 0(z) =log(z—i) —log(z+1)
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a) Estudia dénde son holomorfas las funciorigsg.
b) ¢Dodnde coincideri y g?
¢) Calcula el desarrollo de Taylor decentrado erz = 1.

1 (40" —(1—10)"
n2n

d) Justifica que la seri® (1)
n=1

converge (absolutamente) y
calcula su suma.

145. Definimos para todac C:
F@:fjgﬁm
07
Prueba qué& es una funcion entera 'y qi€(z) = 1+ 2zF(z) para todaze C.

1

1
146. Paraz # —1 seaf (z) = B (e‘Z_FZ

) y f(0)=0.
a) Justifica quef es holomorfa en el abiertd \ {—1}.

b) Integra dicha funcién a lo largo de la frontera de la partedigto D(0,R) que
gueda en el primer cuadrante para calcular el valor de Igraite

400
Serx
[ ==dx
X

3.7. Desigualdades de Cauchy. Teoremas de Liouville, de ersion
de Riemann y de convergencia de Weierstrass

3.22 Teorema(Desigualdades de Cauchy.5eaQ c C un abierto, f una funcién holomorfa
enQ, a un punto cualquiera d@ y R> 0 tal queD(a,R) C Q. Entonces para todokN U {0}
se verifica que
[f¥(@)| _ M(R)
<
k! Rk
donde MR) = max{|f(w)| : we C(a,R)*}

Demostracién Sabemos que

fK@ 1 f (w)
ki~ 2m f (w—a)k+1d""
C(aR)

paraa € Q siempre qud(a, R) C Q. Pues bien, tomando médulos y usando la acotacion basica
para integrales obtenemos

£ (a)| gimax{' f(w)

k! 21 (w—a)k+l

:weC(a,R)*}ZnR:

= %méx{|f(w)| rweC(aR)} = Méll(?)
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Es interesante comparar este resultado con el teoremdaietedio para funciones reales.
El teorema del valor medio nos dice que conociendo una kbtde la derivada de una funcion
h podemos acotar el incremento de la funcién, esto es,

Ih(X) —h(y)| < M[x—Y|

En el caso complejo, las desigualdades de Cauchy nos dieenoquciendo una cota de la
funcion podemos acotar a sus derivadas. Veremos prontostaedesigualdades son las prin-
cipales responsables de que la convergencia uniforme @sisnes de funciones holomorfas
implique que la sucesion de sus derivadas también conveiffrmemente.

A partir de las desigualdades de Cauchy es facil probar alesite resultado conocido
como teorema de Liouville, aunque fue Cauchy el primero &abéscerlo

3.23 Teorema(Teorema de Liouville.) Toda funcién entera y acotada es constante.
Demostracién Seaf una funcion entera acotada. Entonces existe una consi@sitzgpM de

forma que|f(z)| < M para todo nimero complepc C. El teorema de Taylor afirma que la
serie de Taylor dé converge & en todoC.

. f
f=>)" f nI(O)zn para toda e C
n=0 )

Puesto que para tod®> 0 el discoD(0,R) esta contenido e@, las desigualdades de Cauchy
paraa= 0 conR > 0 arbitrario nos dicen que

()
(0] _MR) _M
n! Rn Rn
Tomando limite ahora cuand®— +oc obtenemosf (" (0) = 0 para cualquien > 1. Con lo
cual la serie de Taylor dé centrada en O se reduce al térmih®). Luego f(z) = f(0) para
todoze C, esto esf es constante. O

Este resultado permite demostrar de forma sencilla el quersece como Teorema Fun-
damental del Algebra cuya primera demostracion diera Gaudg99.

3.24 Teorema(Teorema Fundamental del Algebra.J es un cuerpo algebraicamente cerra-
do.

Demostracion Seap(z) un polinomio con coeficientes complejos no constante. Quese
ver quep(z) tiene alguna raiz eft. Razonamos por reduccién al absurdo, supongamos que

p(z) # 0 para cualquieez € C. Consideremos en dicho caso la funcibfz) = % Dicha

funcion es evidentemente entera y acotada puesto queJdififz) = 0. En estas condiciones
el teorema de Liouville afirma qukees constante, es decp,es constante. Esta contradiccion
nos dice quep(z) tiene que anularse para algag C. O

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Desigualdades de Cauchy. Teoremas de Liouville, de Riemangrde Weierstrass 101

3.25 Teorema. La imagen de una funcion entera no constante es densa enral. B mboli-

camente, si £ #(C) es no constante entoncésC) = C.

Demostracion Supongamos que existe un punte C de forma quex ¢ f(C). Por definicion

existep > 0 de manera quB(a,p) N f(C) = 0, o dicho de otra formalf(z) —a| > p para
1

7 a paraz € C. Es claro quey es una

f(2)

funcién entera y ademas esta acotada puesto que

cualquierz € C. Construimos la aplicaciog(z) =

9@ = o <
[t —al "p
para cualquiez € C. El teorema de Liouville afirma qug es constante, luego ha de serlo
tambiénf en contradiccidn con la hipétesis. O

3.26 Corolario. Si f es una funcién entera no constante y u, v son sus funcpamesreal e
imaginaria, entonces
ulC) =R y v(C)=R

Demostracion Por el teorema anterior, los conjung€) y v(C) no pueden estar mayorados
ni minorados. Puesto que ambos son conexdR,dss decir, intervalos, se sigue que deben ser
iguales aR. O

3.27 Teorema(Teorema de extension de RiemannSeanQ C C un abierto,a € Q y supon-
gamos que f es holomorfa €n\ {a}. Equivalen:

(@) f tiene una extensiéon holomorfax es decir, existe una funciéngg (Q) tal que dz) =
f(z) para cualquier punto dez Q, z+# a.

(b) f tiene una extension continua @nesto es, existed C(Q) tal que Hz) = f(z) para cada
ze Q\ {a}. Equivalentemente existe el Il’mlteg f(2).
—

(c) f esta acotada en un entorno reducidoade

(d) lim(z—a)f(z) =0.

zZ—a

Demostracion Es claro quda) = (b) = (c) = (d). Probemos, por tanto, qud) = (a). Sea
F(2) = (z—a)?f(2) paraz# a, F(a) = 0. La hipétesis nos dice quec #(Q\ {a}). Como

[im F@@-F(a) =lim(z—a)f(z)=0

Z—0a Z—d Z—0a

deducimos qué- es derivable em con lo cualF € #(Q) y F'(a) = 0. SeaD(a,p) C Q
aplicando el teorema de Taylor y teniendo en cuentaFqee = F'(a) = 0 tenemos

F(2) :i I:(n(O()(z—O()” para todaz € D(a, p)
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Sacando factor comifz— a)? en la serie anterior, resulta que

00

F(2)=(z—a)?) ca(z—a)" %= (z— G)Zicnﬂ(z— a)"
n=0

n=2

F(n(a)

n!

igualdad valida para € D(a,p) C Q donde hemos notadg, = . De lo anterior se

deduce que parac D(a,p), z# a
f(2) = ch+2(z— a)”
n=0

Definimos la funciérg: Q — C de la forma
9(z) = (2 paraze Q\ {a}
g(a) =cz

Evidentementg es derivable ed(a,p), puesg es suma de una serie de potencias convergente
en dicho disco, en particulay,es derivable e y, por tanto, es una extension derivablefde
como pretendiamos probar. O

Por supuesto, este resultado puede enunciarse para uianfdecivable erQ) excepto en
un numero finito de puntos de.

Observa que este resultado implica que si una funcién estieien un abierto excepto en
un conjunto finito de puntos del mismo, dicha funcién no pussecontinua en dichos puntos,
ni siquiera puede estar acotada en un entorno de cualquesitod.

3.28 Corolario. Si una funcién compleja es continua en un abi€dtg es derivable e@\ {a}
entonces dicha funcion es holomorfa®@n

3.29 Teorema(Teorema de convergencia de Weierstras&gaQ C C un abierto, y{ fn} una
sucesion de funciones holomorfas @n Supongamos quéf,} converge uniformemente en
subconjuntos compactos €e Sea f: Q — C la funcién limite puntual

f(2)=lim{f(@} (z€Q)
Entonces
() f es holomorfa ef2.
(if) Para cada natural k la sucesion de las derivadas k—ésimfa(,k)} converge uniforme-
mente en subconjuntos compacto<ta la derivada k-ésima (¥ de la funcién limite.

Demostracion

(i) Las hipotesis implican quées continua e. SeaA(a,b,c) C Q, puesto que la integral
respeta la convergencia uniforméayb, c,a]* C Q es un compacto

[ f@ez— [ f@de

[a,b,c,a] [a,b,c,a
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Ahora bien f fn(z)dz = 0 ya que, por hipotesid,, € #(Q) para cualquier natural Lue-
[a,b,c,q]

go
[ f@az=0

[ab,c.d

para cualquier triangula(a, b, c) contenido erQ. El teorema de Morera nos asegura gues
holomorfa emQ.

(i) SeaK C Q un compacto. Elijamos & p < dist(K,FrQ) y sea
H={ze C:dist(zK) < p}
Por la forma de definirlo es claro gl es un compacto X € H ¢ Q. Tomemos un punto
cualquieraa € K, entonceD(a,p) C H C Q.
Seake N. Aplicando las desigualdades de Cauchy a la fundjdn) — f(z) en el discd(a, p)
tenemos
|
1)~ 199 (@) < 15 max([faw) — f(w)] : we Clap)') <
kK,
< — max{|fn(w) — f(w)|: weH}

La convergencia uniforme dgf,} enH nos dice que dade > 0 existe un naturahy € N
de forma que para > ny se cumple ma¥ f,(w) — f(w)|: we H} < €. Deducimos que para

n=ng K
|

()~ @) < e

Desigualdad que es vélida para cualquier pa#d< con lo cual

, K k!
max{| i\ (a) — f¥(a)|: ac K} < e

De donde se deduce que la sucesﬁcnﬁ()} converge uniformemente éha f®). O

Ejercicios propuestos

147. Seaf una funcion entera tal que:
|f(2)] <A+B|Z® para todae C con|zl > M

dondeA,B,a, M son constantes no negativas. Prueba §ues una funcion polinémica
de grado menor o igual que

148. Seaf una funcion entera no constante. Dade C, justifiquese que se cumple alguna
de las dos siguientes afirmaciones:

a) Laecuacionf(z) =w tiene solucion.
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b) Existe una sucesiofz,} — o« tal que {f(z,)} — w.

149. ¢ Puede existir una funcidine # (C*) tal que|f(2)| > para todaze C*?

1
At
sen2z)

a9

150. Calcula f
c(,1

dw

wW_aw_b" dondemeNy |b| <r < |a].

151. Calcula f
c(oyr)

152. Prueba que la serE e "sern(nz) converge uniformemente en subconjuntos compactos
deQ = {zeC: |Im;|>1< 1} y calcula su suma.
153. Prueba que toda funcion entera que no tome valores realesigtate.
154. Seaf una funcion entera verificando:
f(z) = f(z+1) = f(z+i), vzeC.
Prueba quef es constante.

155. Seanf y g dos funciones enteras cuya composicién es constante. g@uéde afirmar
sobref y g?.

156. Seaf e H(D(0,1)) tal que |f(2)| < (|2 < 1). Prueba que

1
1-/4

|1 (0)] < e(n+1)! paratodmeN

157. Seaf una funcion entera tal qué(z) = f(f(z)) para todaze C. ¢, Qué puede afirmarse
def?

158. Calcula la mtegralf 5 paray=C(1/4,1/2), y=C(1,1/2), y=C(2,3).

)

159. Calcula la integralf;c(’zi_dz paray = C(0,1/3), y=C(1,1/3), y=C(0,2).
Y

1)

160. Dadon € N, calcula las siguientes integrales:

jse”Z [ [ %y
c(0.1) C(1,3)

161. Se considera la sucesion de funciones dadafp@) = % ser(nz). Justifica que{ f,}

converge uniformemente éhpero no converge uniformemente en ningln subconjunto
abierto deC.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Célculo de integrales de linea de campos vectoriales 105

. Z"
162. Probar que la ser|§:l

n>1

converge erD(0,1) y que su suma es una funcién holo-

morfa.

3.8. Calculo de integrales de linea de campos vectoriales

Podemos utilizar la integracion de funciones complejaa palcular algunas integrales de
linea de campos vectoriales de dos variables. De hechojaralma integral de linea compleja
equivale a calcular dos integrales de linea reales.

Pongamod (z) = f(x+iy) =u(x,y) +iv(xy) y y(t) = x(t) +iy(t) dondea <t < b. Tene-
mos que

b b
ff(z) dz= [ f(y®)y' ) = [ (u(x(t),y(t)) +iv(x(t),y(t))) (X (t) +iy’(t)) dt =

b b

— I (tx0.y0)x0) - vxO.30)y ® ) o+ [ (x.Y0)y 0 + O 90) ) ) o =
fuxy )dX — v(X,Y) dy+|fv(x,y)dx+u(x,y)dy=fF.dr+ifG.dr (3.8)
Yy Y Y Y

Donde las dos dltimas integrales son las integrales de tieelas campos vectoriales de
dos variablesF(x,y) = (u(x,y),—Vv(x,y)), G(x,y) = (V(x,y),u(x,y)) a lo largo del camino
y(t) = (x(t), (1))

Hemos obtenido que:
IF dr = f u(x,y)ax —v(x,y)dy = Re (I f(2) dz) (3.9)
y

je dr = j (xy)dx +u(xy)dy = Im (jf(z)dz) (3.10)
Yy

Recuerda que un campo vectortd(x,y) = (P(x, y), Q(X, y)) se dice que ewcalmente con-

: . . . P
servativo en un abiertd, si para toddqx,y) € Q se verifica queg—y(x, y) = %—(j(x, y).

Sila funcionf es holomorfa e, las ecuaciones de Cauchy—Riemann fagguivalen a
que los dos campos vectorial€$x,y) = (u(x,y), —v(x,y)) y G(x,y) = (V(xy),u(x,y)) sean
localmente conservativos €h

Se trata ahora de invertir este proceso. Dado un campo iadtix, y) = (P(x, y), Q(X, y))
de claseC? y localmente conservativo en un abiefdo comprobamos que el cam@gx,y) =
(Q(x,y), —P(x, y)) también es localmente conservativo €n En tal caso, la funcion
f(x+1iy) = Q(x,y) +iP(x,y) es holomorfa e2. Haciendo en lo anteriau(x,y) = Q(X,y),
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v(X,¥) = P(x,y) resulta, como caso particular d210), que:

[H.dr = [ P(xy)ax+Q(xy)dy = Im (j f(z)dz)
Y Y

Y

Para calcular la ultima integral hay que expret@) = Q(x,y) +iP(x,y) en funcion dez =
X+ 1y y utilizar técnicas de integracion compleja.

Naturalmente, la funcior-if (x+1iy) = P(x,y) —iQ(X,y) también es holomorfa y se tiene,
como caso particular d&.9), que:

jH.dr = fP(x,y)dx+Q(x,y)dy —Re (jif(z)dz)
Y Y Y

Ejercicios propuestos

163. a) Justifica que gp es una primitiva def (z) = Q(X,y) + |P(x y) en un dominioQ, en-

tonces Inf$) es una funcién potencial pata(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) enQ.
b) Justifica que sh es una primitiva def (z) = P(x,y) — |Q(x y) en un dominioQ, en-
tonces Rép) es una funcién potencial patt(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) enQ.

2—y x—1
2+ (y=2)? (x=1)2+(y—2)?

164. Sea el campo vectorifd(x,y) = ( x=1)
el dominioQ = R?\ {(1,2)}.

) definido en

a) Calculaf F.dr dondey=C((1,2),r) es la circunferencia de cent(d,2) y radio

r>0.
b) Calcula una funcién potencial dfeen el semiplan@d = {(x,y) : y > 2}.

—y X2 +y2 — X
X—1)2+y?" (x=1)+y?

165. Sea el campo vectori&l(x,y) = ( (
Q=R*\{(1,0)}.

) definido en el dominio

a) Calculaf F.dr dondey = C((1,0),r) es la circunferencia de centfd,0) y radio

r>0..
b) Calcula una funcién potencial dfeen el semipland\ = {(x,y) : y > 0}.

166. Calcula una funcién potencial del campo vectoFiat,y) = <% log(x® +y?), — arctg¥>
en el dominioQ = {(x,y) : x> 0}.
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Capitulo

Propiedades locales. Prolongacion analitica.
Funciones armonicas

Introduccion

En este capitulo vamos a ver que en algunos aspectos lasrfaadiolomorfas se com-
portan localmente de forma parecida a las funciones polcasnEllo se debe, naturalmente,
a que las funciones holomorfas son analiticas y, por tantalrhente, son limites uniformes
de sucesiones de funciones polinébmicas (sus polinomiosylerJ. Los resultados principales
de este capitulo son generalizaciones para funciones bhdasde resultados conocidos para
funciones polinémicas. Por ejemplo, es sabido que si doddnas polindbmicas de grado
coinciden en un punto junto con sus derivadas hasta la da arohelusive, entonces dichas
funciones son idénticas. La generalizacion para funcibotsmorfas de este resultado afirma
gue si dos funciones holomorfas en un dominio coinciders gllftodas sus derivadas en un
punto entonces ambas funciones son idénticas (teofietha

El estudio del médulo de una funcién holomorfa lleva de formagural a introducir las
funciones subarménicas. Los resultados hasta aqui obgepata las funciones holomorfas se
aplican para probar con comodidad importantes resultagi@sfpnciones armoénicas.

4.1. Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad

Es sabido que una funcion polinémigez) tiene un cero de ordek en un puntoac C,
si dicha funcién y todas sus derivadas, hasta la de okdeft inclusive, se anulan eay la
derivada de ordek no se anula ea. Ademas, si una funcién polindmiqa(z) tiene un cero de
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ordenk en un puntoa entonces dicha funcion factoriza en la formé) = (z— a)¥q(z) donde
g(2) es una funcion polinémica que no se anulaaeilo es posible extender este concepto de
orden de un cera funciones reales no polinémicas.

Por ejemplo, la funcién real de variable real
f(x)=e ¥ six#£0
f(0)=0

es de clas€” enR. Tantof como todas sus derivadas se anulan en 0. ¢ Debemos dedir que
tiene un cero déorden infinito” ena= 0?

Los ceros de una funcion polinémica son, evidentementepojucto de puntos aislados
enC. Consideremos la funcion

Tenemos quey es de clase”! enR y se anula en 0 y en todos los puntos de la sucesion
Xn = 1/n1t Por tanto, en cualquier entorno de 0 hay infinitos cerag de decir el conjunto de
los ceros dey tiene a 0 como punto de acumulacion.

En contraste con esta situacién, vamos a ver que los cerasdariciones holomorfas
pueden caracterizarse de forma parecida a los ceros dentasrias polinémicas. El resultado
principal es el siguiente.

4.1 Teorema. SeanQ un dominio erC, f una funcion holomorfa e y
Z(f)={zeQ: f(zg =0}

el conjunto de los ceros de f €h Equivalen:

(@) Elconjunto Zf) tiene un punto de acumulacion €y es decir, Zf)' N Q # 0.
(b) Existe un punto & Q tal que f*(a) = 0 para todo ke NU {0}.

(c) f eslafuncion constante cero €n

Demostracion

(a)=(b) Por hipétesis hay algin puntce Z(f)'NQ. Seap > 0 tal queD(a,p) C Q. Existe
una sucesion de puntage D(a, p) cona, # aparatodmeNYy {a,} — a. El teorema de Taylor
afirma que

f(2=1f(a)+) ci(z—a)" paratodee D(a,p)

siendocp, = —~

En primer lugar, por la continuidad de tenemos qud (a) =lim{f(a,)} =0.
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Volvemos a escribir la serie teniendo en cuenta fii@ = 0 y dividimos porz— a con lo
que
f(z

£1 —¢ +n§;cn(z_ a"™ !  paratodwe D(ap)\{a}

00

Pongamosg); (2) = ch(z— a)""1, funcion que es holomorfa éd(a,p) y g;(a) = 0. Con ello
n=2

g =C1+01(2)

Evaluando era, obtenemos ©- c¢; +gi(a,) Y, tomando limites deducimos que

O=ci+limg(an) =c1+0u(a) =c1

Hemos obtenid@; = 0. Razonemos por induccion solikeSupuesto probado qug = 0 para
j =1,...,k, podemos escribir

f(z j
# =01t Y ¢(z-a))*!  paratodee D(a,p)\ {a}
j=k+2

De nuevo llamamogy1(2) = Z cj(z— a) %1, evaluamos la igualdad anterior & a, y
j=k+2
tomamos limites para obtener

0= Cks1+ liM ger1(@n) = Gyt
n—o0
luegocy1 =0y, por induccion, concluimos qu = 0 para todk € NU {0} como queriamos

probar.

(b)=(c) LlamemosA = {z€ Q : f¥(z) = 0, para todck € NU {0} }. A no es vacio por
hipotesis y es inmediato quees cerrado relativo 8 puesto que es interseccion de cerrados
relativos .

A=({zeQ: t¥(z =0}
k=0

Seaa € Ay tomemos > 0 tal queD(a,p) C Q. El teorema de Taylor afirma que

i 3N
f(z) = Z f nl(a) (z—a)" para todaz € D(a,p)
n=0 )

luego f(z) = 0 para todoz € D(a,p) con lo cual f¥(z) = 0 para todoz € D(a,p) y para
cualquierk € NU {0}. Esto ultimo implica qué(a,p) C A, luegoA es abierto. Por conexion
A=Q

(c)=(a) Es evidente. O

Con frecuencia el resultado anterior no se interpreta ctameente. Considera los siguien-
tes casos.
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La funcién semrz es entera y tiene infinitos cergs= ntt pero el conjunto de ellos no tiene
puntos de acumulacion.

L 1 N 1
La funcion sePE es holomorfa en el domini@* y sus cerosﬁT se acumulan en 0 qu®
pertenece &*.

A continuaciéon enunciamos uno de los resultados mas Utlds tboria de funciones ho-
lomorfas. Este resultado afirma, en particular, que losrgalde una funcién holomorfa en
un dominio estan determinados de forma Unica por los vatpreddicha funcion toma en los
puntos de una sucesion que converja a un punto del dominio.

4.2 Teorema(Principio de identidad para funciones holomorfass) dos funciones holomorfas
en un dominid coinciden en un subconjunto @eque tiene algun punto de acumulacion en
Q entonces dichas funciones coincidenten

Demostracion Seanf,g € H(Q) dondeQ es un dominio. Llamemds= f —g. La hipotesis
nos dice qu&(h)’NQ # 0, por el resultado anterion es idénticamente nula, esto é¢z)
0(z) paraze Q.

o |l

4.3 Corolario. SeaQ C C un dominio, fe H(Q) una funcién no idénticamente nula é€n
Sea
Z(f)={zeQ: f(z) =0}

el conjunto de los ceros de f €h Entonces:
(i) Todo punto de Zf) es un punto aislado de(Z).

(i) Z(f) es numerable.

Demostracion

(i) Las hipotesis implican por el resultado anterior @ié¢) no tiene ningdn punto de acumu-
lacion enQ,lo que implica la afirmaciofi) del enunciado.

(i) Basta tener en cuenta que todo abiertdCess unién numerable de compactos y qui si
es un compacto contenido €nentonces el conjuntd(f) NK es finito. a

4.4 Definicion(Orden de un cera.)Seaf una funcién holomorfa y no idénticamente nula en
un dominioQ y supongamos qué tiene un cero en un punte Q. Como consecuencia del
teoremat.1, sabemos que alguna derivadafdeo se anula ea. Seak=min{ne N: f("(a)

0}. Decimos entonces quetiene ema un cero de ordek.

El siguiente resultado pone de manifiesto que los ceros diiooi@n holomorfa permiten
factorizar dicha funcién de forma analoga a como factoriaariunciones polinémicas.

4.5 Teorema(Caracterizacion del orden de un ceroSea f una funciéon holomorfa no idén-
ticamente nula en un domin@. Dado ac Q, se verifica que f tiene en a un cero de orden k
si, y s6lo si, existe una funcién holomorfa@ng, de forma que @) # 0y (2) = (z—a)kg(2)
para todo z= Q.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad 111

Demostracion Supongamos que exisgeholomorfa erQ cong(a) # 0y f(z) = (z—a)kg(2).
Tomamosp > 0 de tal forma qué(a,p) C Q. El teorema de Taylor nos permite escrigir
como suma de su serie de Taylor

00

92 => an(z—a)"  zeD(ap)

n=0
Se cumple quep # 0 puesto qug(a) # 0. Con lo cual

f(2=) an(z—a)"™*  paraze D(a,p)
n=0
Ya que el desarrollo de Taylor de una funcién holomorfa esaitginemos qué(@ (a) = 0 para

f(k)(a)
k!

todo 0< q< k—1yoap= +£ 0, esto esf ¥ (a) # 0. Hemos obtenido quétiene ena

un cero de ordek.

Reciprocamente, s@aun cero de ordek de f, es decir,
f(7=) c(z—a)" paratodee D(a,p) C Q
n=k

concg # 0. Consideremos la funcidn: Q — C definida por
g(a) = ¢

o) =g 2€2\(a)

Claramentegy es holomorfa e2 \ {a} y como

92 => &(z—a"*  paratodee D(a,p)
n=k

deducimos qug es holomorfa e (a,p) y, en particular, es derivable enLuegog es holo-
morfa enQ. Ademas se cumple quéz) = (z— a)¥g(z) paraze Qy g(a) # 0. O

4.6 Teorema(Regla de L'Hbpital.) Sean f, g dos funciones holomorfas no idénticamente
nulas en un domini®. Supongamos qued) = g(a) = 0 en un punto & Q. Entonces
/
lim (2 =lim f,(z)
z»ag(z) z»ag'(2)

Demostracién Por el anterior corolario, puesto qdieno es idénticamente nula, existes N

tal quef(z) = (z—a)™F (z) conF una funcion holomorfa ef2 cumpliendaoF (a) # 0. Analoga-
mente para existen € N y una funcién holomorfa e, G, de forma quey(z) = (z— a)"G(2)

con G(a) # 0. Ademas existe un disdd(a,p) C Q tal queg(z) # 0y g'(z) # 0 paraze

D(a,p) \{a}. Paraze D(a,p) \ {a} tenemos que

f _ (z=a"F (2 f'(2) mnMF(2) + (z—a)F'(2)

— s =(Z—a
92 (z—a)"G(2) 9'(2) (2-3) nG(z) + (z—a)G'(2)
Tomando limites para— a obtenemos:
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= Sim=nel valor comln de ambos limites E$a)/G(a).
= Sim> nambos limites son nulos.

= Sim < nambos limites soro.

Ejercicios propuestos

167. Seaf una funcion entera verificando que liffz) = co. Prueba quef es una funcion
o
polinémica.

168. Seanf y g dos funciones enteras no constantes verificandd g < |g(z)| para todo
ze C. ¢Qué se puede afirmar solirg g?.

169. Seaf una funcion entera no constante verificando ¢jig)| = 1 para todaze C con
|zl = 1. Prueba qud es de la formaf (z) = aZ" donden es un nimero natural | = 1.

170. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe um@dfurd holomorfa en un
entorno del origen, verificando qué¢1/n) = a, para todo nimero naturalsuficiente-
mente grande:

a) an=0,apn1=1

1
b) agn=apn-1= on’

c) L
SN

171. Comprueba que la funcion
f(x+iy) = e *(xseny — ycosy) + i€ *(yseny + xcosy)
es entera y exprésala Unicamente por medio de la variablple@m= x+ iy.
172. Sabido que la funcién
f(x+iy) = coshysernx(xe‘cosy — y€e*siny) — cosxsenhy(ye* cosy + x€* sery)+

+i ( coshysenx(ye‘cosy + x€* sery) + cosxsenhy(xe" cosy — ye* sery))

es una funcion entera, exprésala Unicamente por medio deddle compleja= x+1y.

173. Seaf una funcion entera tal qugR) C R. Prueba qud (z) = f(z) para todaze C.

174. SeaQ un dominio enC. Justifica que el anillof(Q) de las funciones holomorfas €n
es un dominio de integridad, es decir, no tiene divisoresda c

175. Seanf y g funciones holomorfas en un dominfd. Supongamos que hay una suce-
sion {a,} de puntos d& que converge a un punt< Q cona, # ay f'(ay)g(an) =
g'(an) f(an) para todone N. Prueba que las funciondsy g son linealmente dependien-
tes.
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176. Seaf una funcion holomorfa en el disco unidad verificando §(® = 0. Prueba que la

serier(z”) converge en el disco unidad y que su suma es una funcién hdber
n>1
dicho disco.

177. Da un ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio doa@e coincidan en
infinitos puntos del mismo y no sean idénticas. Considerditamel caso de que el
dominio no sea acotado.

4.2. Prolongacion analitica

En el capitulo 2 se dijo algo sobre las llamadas “funcionekifomes” complejas (tam-
bién llamadas “funciones multivaluadas”). Las funcionastiiormes que conocemos proce-
den de resolver ecuaciones que no tienen solucion Unicaej@aplo, la funcion multiforme
raiz n-ésima compleja, dada pors [24/") procede de resolver la ecuacidf = z y la funcion
multiforme logaritmo complejo, dada par— Log(z) para todoz # 0, procede de resolver la
ecuacion & = z En general, sif es una funcién compleja no inyectiva, la aplicacion que a
cada valorz en la imagen dd hace corresponder el conjunto de puntos dohdema dicho
valor, z— f~1(2), es una correspondencia, es decir, una funcion multifoBoeede que no
todas las funciones multiformes complejas son de este Epdo que sigue vamos a ver un
procedimiento muy natural de extender analiticamente umzidn holomorfa dada que nos va
a llevar a considerar funciones multiformes complejas manegales.

Para empezar, considera la serie de potenEz” gue tiene radio de convergencia 1y
n>0
define una funcion analitica €0, 1) dada por:

f=) 2, (2<1
n=0

La serie que define fino converge parg| > 1, es decir, la funcion asi definida no tiene sentido

paraz¢ D(0,1). Sin embargo, hay una funcion analitica que esta definida dominio mucho
1

1-z
que es analitica en el domint® = C\ {1}. ClaramenteD(0,1) C Q y f(z) = h(z) para todo
zeD(0,1). Esto es, la funciom extiende af a un dominio mucho mas grande que el disco
D(0,1) en el que vivef.

mas grande quB(0,1) y que extiende &. Seguro que la conoces: la funcibife) =

Consideremos ahora que tenemos una funcién analiticadkefior una serie de potencias
convergente en un cierto disco:

f(2=) a(z-a)",  (lz-al<R)

Esta situacion no es artificial, con frecuencia la soluciémuichos problemas de la fisica
matematica viene dada por una funcién analitica definidapserie de potencias. Es natural
preguntarse si dicha funcién puede prolongarse mas allélised donde estd inicialmente
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definidasin perder la analiticidad Si lo piensas un poco, caeras en que hay un procedimiento
natural para tratar de extendede forma analitica, pues las funciones analiticas viendagda
localmente por series de potencias. Entonces, la idea eglecsr un punto cualquieta# a

en el discoD(a,R) donde inicialmente esta definiday desarrollarf en serie de potencias
centrada etb. De esta forma obtenemos una nueva serie de potepclagz— b)" con radio

de convergenci&, > 0 que define una funcion:

00

fi(2 =) ba(z-b)",  (jz-b/<Ry)

n=0

tal que f1(z) = f(z) para todoze D(a,R) N D(b,Ry). Puede ocurrir que el disdd(b,R,) se
salga fuera del discD(a, R). En tal caso, la funciéf : D(a,R) UD(b,R,) — C dada por:

f(z), parazeD(a,R);
F(Z)_{ f1(z), parazeD(b,Ry).

es una extension analitica deal dominioD(a,R) UD(b,R,). Lo mas interesante es que esta
es latnicaposible extension dé a dicho dominio como se deduce facilmente del principio de
identidad. Podemaos repetir ahora cdgreste mismo proceso y asi podriamos continuar indefi-
nidamente (al menos en teoria). De esta forma lo que obtenegona coleccion de series de
potencias con sus discos de convergencia, la unién de lésscemun abierto en el que pode-
mos definir una “funcién” que “prolonga analiticamente” &uacion inicial. Puede ocurrir que

la “funcién” asi obtenida no sea una verdadera funcién sivgoamrrespondencia, es decir, una
funcién multiforme. Resulta asi que las funciones muitifes complejas aparecen de manera
completamente natural en el proceso de prolongacion imaaltrecisemaos conceptos.

4.2.1. Prolongacion analitica a lo largo de curvas

Llamaremoslemento de funciora un par(f,D) dondeD es un disco abierto € #H (D).
Dos elementos de funcidffo, Do), (f1,D1) se dice que soprolongacién analitica directa
uno de otro sDoN D1 # By fo(2) = f1(z) para todaze Do N D;. En tal caso escribiremos

(fo,Do) ~ (f1,D1) (4.1)

La relacion asi definida es claramente simétrica plig®o) ~ (f1,D1) significa exactamente
lo mismo que( f1,D1) ~ (fo, Do). Es importante observar que($y, Do) ~ (f1,D1) y (fo, Do) ~
(g1,D1) entoncesf; = g;. Pues se tiene que para tadleDo N D; esfi1(z) = fo(2) = 01(2), V,
por el principio de identidad, se sigue gfi¢z) = g1(z) para todaec D. En otras palabras, una
prolongacion analitica directa de un elemento de funciédeterminada de manera Unica por
dicho elemento.

Unacadena de discoss un conjunto finito de discos abiertds= {Dg,Ds,...,Dn} tales
queDy_1 N Dk # @ parak = 1,2,...,n. Dado un elemento de funcidrfo, Do), supongamos
que hay elemento§fy, Di) tales que(fx_1,Dk-1) ~ (fk,Dk) parak =1,2,...,n. Entonces se
dice que(f,,Dn) es una prolongacion analitica d&,Dg) a lo largo de la cadena de discos
C ={Dg,Ds1,...,Dn}. Puesto que cada funcidip esté4 determinada de manera Unica fxof,
deducimos quéd, esta determinado de forma Unica gy C.
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Es interesante observar que en este proceso de prolongaciériuncionfy solamente esta
obligada a “guardar memoria” de la que le precéda, pero puede ocurrir quBoN D, # &
y las funcionesfy y f, no coincidan en dicho conjunto. Esto se debe a que la relégidnno
es transitiva. El siguiente ejemplo es ilustrativo de lo guede pasar.

4.7 Ejemplo.

Vamos a partir del elemento de funciffa, Do)
dondeDo=D(1,1) y fp es la rama holomor-
fa de la raiz cuadrada eBy que verifica
fo(1) =1. ComoDg C C*\R~, sabemos que
dicha rama viene dada por el valor principal de
la raiz cuadraddoy(z) = \/z. Puesto qué; C
C*\R~ podemos tomar tambiéfy(z) = /z
con lo que es evidente qug(z) = f1(z) para
todo ze DgN D;. Sin embargo e, no po-
demos tomar la rama de la raiz cuadrada que
viene dada por el valor principal pues dicha ra-
ma ni siquiera es continua &p. Tenemos que
tomar una rama holomorfa de la raiz cuadrada

enD; que coincida corf; en la interseccion de
D;ND,. Figura 4.1. Prolongacion analitica

arg
2

ComoD, ¢ C*\R*, una rama holomorfa B, viene dada pof,(z) = /|2 € “ donde
arg, es la rama del argumento que toma valore$Oe2ry (ver proposicion2.42). De hecho,
f, es holomorfa erC*\R*. En el dominioD; N D, tenemos ahora dos ramas holomorfas de
la raiz cuadradd; y f,. En dicho dominio ambas ramas o bien coinciden o son opug&as
corolario2.40). Tomandoa = (—1+i)/2 tenemos qud;(a) = f2(a) = % €38, Concluimos
que f; y fo coinciden erD; N D, (de hecho, dichas funciones coinciden en todo el semiplano
superior). Comd3; C C*\R* podemos tomafs(z) = f,(z). Hemos formado asi una cadena de
elementos de funciéffy,Dy), k= 0,1,2,3 en la que cada elemento es prolongacion analitica
directa del que le precede. Cordg N Dy # @ es natural preguntarse iy f3 coinciden en
dicha interseccion. Tomando= (1—i)/2 tenemos que

V2

y fo(b) = % e ™8 Concluimos quey(z) = — f3(z) enDoN D3 (de echo fy(2) = — f3(2) para
todoz en el semiplano inferior).

fs(b):ieﬂn/S:%ei(n—n/S) :_%e_in/s

Si ahora queremos obtener una prolongacion analiticataiok( f3,D3) a D4 = Dg de-

j 212
bemos tomar ey la ramafs(z) = \/|Z€ 2 donde arg es la rama del argumento que

toma valores effit, 31. Observa quef, coincide confs en el semiplano inferior, por lo que
f4(b) = — fo(b). Concluimos qud,(z) = —fp(z) para todaze Do.

En resumen, hemos partido de una rama holomorfa de la radzariay después de “dar
una vuelta alrededor del origen” por medio de una cadenaoiiengraciones analiticas directas,
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hemos llegado a otra rama holomorfa de dicha funcion distiet la inicial. Esto se expresa
diciendo que el 0 es un “punto de ramificacién” de la raiz cadalr Precisaremos este concepto
mas adelante.

Podemos seguir este proceso de prolongacién tomagdoD; y fs = f4. EnDg = D> to-

ar

i n(2)
mamosfs(z) = /|7 € ™ donde arg, es la rama del argumento que toma valoreRamr.
En D7 = D3 tomamosf; = fg. Como

1 1
f-(b) = _eI15T[/8 _ _eflT[/S — (b
1(b) = = e e )

Concluimos qudy y fp coinciden erDgN Dy.

Si ahora queremos obtener una prolongacion analiticatdiokx( f7,D7) a Dg = Dy de-

- argn(2)
bemos tomar e la ramafg(z) = \/|Z/€ 2 donde arg, es la rama del argumento que

toma valores effi3rt, 511. Observa qudg coincide conf; en el semiplano inferior, por lo que
fg(b) = fo(b). Concluimos queg(z) = fp(z) para todaze Dy.

Es decir, después de dar dos vueltas alrededor del origennaocadena de elementos
{(fk,Dk)} 0 < k < 8, cada uno prolongacién analitica directa del que le pescedresamos a
la rama inicial. ¢

4.8 Definicion. Sea( fo, Dg) un elemento de funciory: [0,1] — C una curva con punto inicial
y(0) que es el centro del dis&y. Supongamos que hay elementos de fun¢fiRrDyx) 0< k< n
y una particiony =1<t; <ty < --- <ty =1tal quey(l) es el centro d®, y

Y(ti—1,t]) CDiir 1<ign

y tal que(f,,Dy) es una prolongacion analitica ¢&,Do) a lo largo de la cadena de discos
C = {Do,Ds,...,Dn}, se dice entonces qydy, Do) puede prolongarse analiticamente a lo
largo deyy que(fn,Dy) es laprolongacion analitica de( fp, Do) a través dey.
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Aunque en la definicion anterior hay muchos datos, lo imptetas que la prolonga-
cion analitica a lo largo de una curyaesta determinada de forma Unica por el elemento de
funcion inicial (fo,Dp) y la propia curva, en el sentido de que($§i,D,) es una prolonga-
cion analitica dg fp,Dg) a través dey segun la cadena de discos = {Do,D1,...,Dn}, ¥y
si (gm, Pm) €s una prolongacién analitica (&),Dg) a través dey seguin la cadena de discos
G ={Do,Dr,...,Dn}, entonced, = gn enD,N Dy, De hecho, com®,, y Dy, son discos con
el mismo centro y las funcionef, y gm son analiticas, si coinciden en el disco mas pequefio
entonces ambas coinciden en el disco méas grande y podensdearan que ambas funciones
estan definidas en dicho disco y coinciden.

En el ejemplod.7 el elementq( f4,D4) es la prolongacion analitica déy, Do) a través de
la curvay(t) = €2®, 0 <t < 1. En el mismo ejemplo, el elementds,Dg) = (fo,Do) es la
prolongacion analitica defo, Do) a través de la curvgt) = €4, 0 <t < 1.

Observacion.No siempre es posible prolongar un elemento dado de funBidnejemplo, el
elemento de funcioff,D(0,1)) donde

fo=) " (2<1

no puede prolongarse fuera del disco unidad porque parantodero racional € Q se verifica
qgue I’mlwf(pe”) = oo, es decir,f tiene limite radial infinito en todo punto de la circunferi@anc
r—

r<1 .
unidad de la forma'econr € Q y tales puntos forman un conjunto densd30,1)*.

4.2.2. Funciones multiformes analiticas. Puntos de ramifacion

Unafuncién analitica en el sentido de Weierstrasss la coleccién de todos los elementos
de funcion que pueden obtenerse por prolongacién anaditieatir de un elemento de funcién
dado. SiF es una funcién analitica en sentido de Weierstrass, su dmmel abiertoQ
formado por la unién de todos los discos de convergenciasielsmentos de funcién (puede
probarse qué& es un dominio). Para cada purte Q se defineZ (z) como el conjunto de
valores que toman erlos elementos de funcion de cuyo disco de convergencia contiene a
Por tanto, una funcion analitica en el sentido de Weieistrasina “correspondencia analitica”.
Vamos a darle la vuelta a esta situacidn y a precisar la @gpré&sorrespondencia analitica”.

4.9 Definicién. SeaF una funcién multiforme (correspondencia) compleja definésh un
dominioQ c C. Diremos queF es holomorfa o analitica €® si:

a) Para cada puntee Q hay un un discoD,, centrado ez y un elemento de funcioff,D,)
gue es una rama holomorfa ¢e (diremos que estos elementasrtenecera F y quezes el
centrodel elementd f,D;)).

b) Dos elementos cualesquiera #leson prolongacién analitica uno de otro a través de alguna
curva enQ.

¢) Todo elemento de funcion que puede ser obtenido por protadrganalitica de un elemento
de ¥ es también un elemento de.

d) Todo elementd f,D,) de ¥ puede prolongarse analiticamente a lo largo de cualquiea cu
contenida erf cuyo punto inicial sea
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La condicionb) se pone para evitar, por ejemplo, funciones multiformespyaieran aso-
ciar a cadaze C* sus raices cuadradas y también sus raices cubicas. Laiéong)ise pone
para evitar, por ejemplo, funciones multiformes que a zadd@* asignaran cuatro de sus raices
octavas.

Con esta definicion las correspondencfa@) = Log(2) y G(z) = [2+/"] son holomorfas en
C*.

4.10 Definicion. Sea¥ una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definicidd. es

e Se dice que un pun@es unpunto singular aisladode ¥, si hay un discd(a,r) tal que
D(a,r)\{a} C Q.

e Un punto singular aislad@, se dice que es ynunto de ramificacion de ordemn — 1 de

F si la prolongacion analitica de cualquier elementofda lo largo de una curva del tipo
y(t) = a+ pe?™ dondet € [0,1] termina en el mismo elemento de partida s el menor
namero natural con dicha propiedad. Si la prolongaciéniticwh lo largo de curvas del tipo
y(t) = a+ p€?™ dondet < [0,1] no conduce nunca al mismo elemento de partida se dice que
a es un punto de ramificacion logaritmico o de orden infinitgfde

e Se dice queo es un punto de ramificacion dg si 0 es un punto de ramificacion dg
dondeG(z) = ¥(1/2)

Con un poco mas de detalle:

Un punto singular aislado d€ es un punt@a que no es centro de ningun elementofde
es decir, no es posible prolongar analiticamente ningimezio def a través de una curva
que pase por dicho punto, pero hay un diBga,r) tal que todo puntac D(a,r) conz# aes
centro de un elemento dE.

Un punto de ramificacién de ordemn- 1 de ¥ es un punto singular aisladotal que hay
un discoD(a,r) con la propiedad de que tode D(a,r) conz# a es centro de un elemento
(f,D,) de ¥,y si prolongamos dicho elemento a lo largo de una circunféaecentrada ea
y que rodean veces a dicho punto volvemos al elemento inicial. Este héaindién se puede
expresar diciendo que en cada punto del di3¢a,r) distinto dea la funcion multiforme ¥
toma exactamentevalores.

En el ejemplo4.7 hemos visto que 0 es un punto de ramificaciéon de orden 1 dezla rai
cuadrada. Es facil comprobar que @eon puntos de ramificacion de order 1 de 7 (z) =
[ZY/"] y son puntos de ramificacién de orden infinitodéz) = Log(2).

Seguro que habras pensado que eso de “obtener todos loepesdmentos de funciéon por
prolongacién analitica a partir de uno dado” es algo quecgerdiy facilmente pero no parece
facil de realizar en la practica. Estoy de acuerdo contigaue estamos viendo en esta seccion
tiene un interés tedrico, sirve para precisar algunos gaoseomo el de punto de ramificacion.
Ademas, con mucha frecuencia hay otras formas de realizaolangacion analitica de una
funcion holomorfa dada, sin necesidad de recurrir a caddmasries de potencias. El siguiente
resultado es un ejemplo de esto.

4.11 Proposicion(Principio de reflexion de SchwarzpeaQ C un dominio contenido en el
semiplano superior tal que F®) NR = | es un intervalo abierto y definamés = {Z: ze Q}.
Sea f una funcién holomorfa éhy continua erQQ Ul que toma valores reales en |. Entonces
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la funciéon F: QU1 UQ* — C definida por:

f(z), size QUI;
{ f(z), sizeQ*.
es holomorfa.

Demostracion Por el ejerciciod2 sabemos qué es holomorfa e2 U Q*. También es facil
probar, usando qué es continua e U | y toma valores reales dnla continuidad dé- en
QuUIUQ*. Ahora, usando el teorema de Morera y el ejercidq, resulta que la integral de
a lo largo de la poligonal formada por la frontera de cualgtri@ngulo contenido e@ U | o
enQ* Ul es cero. Basta tener finalmente en cuenta que todo triAngnterédo en el dominio
QUI UQ* se puede descomponer en no mas de tres triangulos contenifasl o enQ* Ul
y aplicar de nuevo el teorema de Morera. Los detalles debepletarlos tu. O

Ejercicios propuestos

178. Haz un estudio analogo al que hemos hecho en el ejemplpara las raices cibicas.
Concretamente, prueba que la rama holomorfa de la raizacdbfnida ed(1, 1) puede
prolongarse a lo largo de la curyé) = €2 dondet € [0,1]. ¢ Cuél es la rama final en
esta prolongacion? ¢Y si prolongamos a lo largo de la oitya= €5™ dondet < [0,1]?

179. Prueba que la rama principal del logaritmo definideDgt, 1) puede prolongarse a lo
largo de la curvg(t) = €2 dondet < [0,1]. ¢Cual es la rama final en esta prolongacion?
¢ Y si prolongamos a lo largo de la cuny@) = €™ dondet € [0,1]?

4.3. Funciones armonicas y subarmonicas

4.12 Proposicion.Sea f una funcion holomorfa en un abiefd a un punto d&Q y R> O tal
queD(a,R) C Q. Entonces

10 : . .
f(a) = E‘[I f(a+Rée")dt (igualdad de la media)
—Tt
esto es, el valor que toma f en el centro de una circunfereggita media de los valores que
toma en la circunferencia. Ademas

Tt
If(a)] < %{ f |f(a+Ré")|dt (desigualdad de la media)

—T
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Demostracién La férmula de Cauchy para una circunferencia nos dice que

Tt T

1 fzg 1 pf@a+Re). . 1 it
f(a)_z_”c(JR)E‘_z_m_jnTlRé ot _ZT_fnf(aJrRé)dt

La desigualdad de la media se deduce directamente de |laégLanhterior. O

4.3.1. Funciones subarmaénicas. Principio del maximo

4.13 Definicién. SeaQ ¢ C un abierto. Una funciéh : Q — R continua e se dice que es
subarmdnicaenQ si verifica la desigualdad

T

0(2) < o [ B(a+Ré )

—T

siempre qud(a,R) C Q.

Segun acabamos de ver en la proposigid®, el médulo de una funcion holomorfa es una
funcién subarmonica.

4.14 Teorema(Principio del maximo para funciones subarmonicasna funcién subarmo-
nica en un dominio que alcanza un maximo absoluto es comstant

Demostracién SeaQ c C un dominio y sea : Q — R una funcion subarménica €n. Su-
pongamos que existec Q tal qued(a) > ¢(z) para cualquier € Q. Definimos

A=1{z€Q: §(2) = (a)}

Es claro queac Ay queA es cerrado relativo . Seab € Ay R> 0 tal queD(b,R) C Q.
Podemos escribir

D(b,R) = | C(br)*

0<r<R

Para probar qu®(b,R) C Ay, por tanto, quéA es abierto veamos que cada circunferencia
C(b,r)* se queda dentro d&

Para cualquiera de las circunferend®,r)* tenemos
Tt

b(a) = d(b) < - [ d(b+re)ck

luego
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Pero la funcion (real) que estamos integrando verificad(@ — ¢(b+re') > 0 para todo
t € [-1 1) puesto quep alcanza era un méaximo absoluto. Como la integral de una funcion
positiva no puede ser un nimero negativo, deducimos que

0= f(¢(a)_¢(b+rét))dt = f|¢(a)—¢(b+rét)\dt

y como la funcién que integramos es continua, esta iguatdatida que
d(@)—d(b+re')=0 paratodde|—T T

Obtenemos asi que+r €' € A para todd € [T, 11, escrito de otra form@&(b,r)* ¢ A. Con-
cluimos queA es abierto y, por conexion, qée= Q O

Teniendo en cuenta que una funcion real continua en un campézanza un maximo
absoluto, del resultado anterior se deduce facilmentegeiesite corolario.

4.15 Corolario. SeaQ un dominio acotadod : Q — R continua enQ y subarménica e .
Entonces
max{$(z) : ze Q} = max{d(2) : ze FrQ}

esto es, el maximo dese alcanza en la frontera de.

4.3.2. Principios del médulo maximo y del modulo minimo

4.16 Teorema(Principio del médulo maximo.) Una funcién holomorfa en un dominio cuyo
mdodulo alcanza un maximo relativo es constante.

Demostracion SeaQ un dominio, f € #(Q). La hipotesis nos dice que exisies Q, p > 0
tal queD(a,p) C Qy |f(a)| = |f(z)| paraze D(a,p).

Sabemos quéf(z)| es una funcion subarmoénica €n Aplicando el teoremd.14a ¢(z) =
|f(2)| en el dominioD(a,p) obtenemos quéf(z)| es constante eB(a,p). Por la proposi-
cion 2.13 sabemos que si el médulo de una funcion holomorfa en un doragconstante
entonces la funcién es constante. Deducimos asif qegeconstante eB(a, p). Aplicando el
principio de identidad, teoren¥a2, concluimos qud es constante en todo. |

4.17 Teorema(Principio del médulo minimo.) Una funcién holomorfa en un dominio cuyo
mddulo alcanza un minimo relativo distinto de cero es carista

Demostracion SeaQ un dominio, f € #(Q). Por hipétesis existemy € Q y p > 0 de forma
queD(zp,p) C Qy 0 < [f(20)| < |f(2)] paraz € D(zo,p). Definimosg : D(zg,p) — C como
9(2) = % Es claro queg € H(D(zo,p)) puesto que (z) # 0 paraz € D(zp,p). Ademas el

madulo deg tiene un maximo absoluto dd(zg,p) porque

19(20)| = Tz~ T~ 9(z)]  z€D(zo0,p)
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Por el principio del médulo méaximg es constante eD(a,p), luego también lo e$. Por el
principio de identidad se sigue gliees constante e . O

4.18 Corolario. SeanQ c C un dominio acotado, fQ — C una funcién holomorfa e@ y
continua emQ. Entonces se verifica:

(@) |f| alcanza su maximo en la frontera @& es decir,

max{|f(2)|: ze Q} = max{|f(2)| : z€ FrQ}

(b) Si f no se anula ef? entonces el minimo dé| también se alcanza en la frontera, es decir,

min{|f(2)|: z€ Q} = min{|f(2)|: z€ FrQ}

(c) Si f noes constante éhy |f| es constante eRrQ entonces f se anula en algun punto de
Q.

Demostracion Puesto qué&) es compacto yf| es continua y toma valores realéé| debe
alcanzar un minimo y un maximo absolutos(&n

(@) Si|f| alcanza el maximo en un punto interior, el principio del modoéximo nos asegura
gue f es constante efl y, por continuidad,f es constante e, en cuyo caso se verifica
la igualdad del enunciado.

(b) Si|f| no se anula y alcanza el minimo en un punto interior entonoeglrincipio del
mdodulo minimof seria constante y volvemos a concluir como en el apartadoi@mnt

(c) Si f no se anula e entonces, segun acabamos de Yér,alcanza su minimo en la
frontera al igual que su méximo. Puesto que, por hipotesigs constante en la frontera,
deducimos que el minimo y el maximo fé enQ coinciden y, por tantd,f| es constante.
Luego f también es constante en contra de la hipotesis. |

4.3.3. Funciones armodnicas

4.19 Definicion. SeaQ C R? abierto,$ : Q — R una funcién de clase? enQ. Se dice que
es arménica ef si para todgx,y) € Q se verifica
%
0x2

0%

(X>y) + a—yz(x>y) =0

Representaremos pgk(Q) al conjunto de todas las funciones armdénicafen

Observa que aunque los nombres “subarménica” y “arménigaian parecidos, los con-
ceptos que definen son totalmente distintos, puesto quesgbarmonica” se define por una
propiedad global que involucra un promedio integral, mi@ngue ser “armoénica” es una pro-
piedad local pues viene expresada por medio de derivadeiglpar

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Funciones arménicas 123

Relacion entre funciones armonicas y funciones holomorfas

4.20 Proposicion.Sea fe H(Q) y llamemos u= Ref, v=Im f. Entonces w son armonicas
enQyademas w e C*(Q).

Demostracién Razonemos por induccion. SBala afirmacion siguienteias partes real e
imaginaria de toda funcién holomorfa €hson funciones de clasg' enQ”.

P, es cierta porqué es holomorfa e y su derivada, gracias a las ecuaciones de Cauchy—

Riemann, viene dada por

ou .ov ov .du

ox o0x ody oy
Pero, en virtud del teorema de Taylor, sabemos fjuaielve a ser holomorfa e, luego su
parte real e imaginaria son continuas.

f/

Supongamos que la propiedad es cierta pafsgplicamos la hipétesis de induccionfac

H(Q), entoncesg—)l:, g—;, g—\;, g—; son funciones de clasg"(Q), esto esy,ve C"(Q).
De las ecuaciones de Cauchy—Riemann obtenemos
ou ov
ox oy :@:3<@>:3<@> _ %
ou ov ax2  ox \ dy ay \ ox ay?
ody  ox
luegou es armonica. El calculo es analogo para O

4.21 Proposicion. Sea u una funcion armonica én Entonces la funcion
du ou
f(x+iy) = — (X y) —i=—(X, X+iyeQ
(x+1y) ax( y) ay( y) +iy
es holomorfa ef2. En consecuencia toda funcidon armonica es de ct&se

Demostracion Como u tiene derivadas parciales de segundo orden continuasgesuadhs
parciales de primer orden son diferenciables. Ademas selearfas ecuaciones de Cauchy—
Riemann pard:

3 @ = i _@ or seru armonica
ox\ox/ oy \ oy P

0 [du 0 ou 5
3 <&> =~ <_a/> por seru de claseC

Acabamos de probar que la parte real de cualquier funciGmmfa es una funcién ar-
monica. ¢ Es cierto el reciproco? Es decir, si tenemos ur@dfumrmoénicap en un abierto
Q ¢ existe una funciér holomorfa enQ tal que¢ sea la parte real d&€? En general esto no
va a ser cierto y el que lo sea va a depender de las propiedgudédicas del abiert@. El
siguiente resultado es una primera aproximacion a estéepnab

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Funciones arménicas 124

4.22 Proposicion. SeaQ un dominio enC y supongamos que toda funcién holomorfat®n
tiene primitiva enQ. Entonces toda funciéon arménica €hes la parte real de una funcién
holomorfa emQ (la cual es Unica salvo una constante aditiva).

Demaostracién Seau una funcién armonica ef. Por la proposicion anterior la funcién

: ou du
f(X—|— Iy) = a/(xay) - Ia/(xay)

es holomorfa ef2. Por hipétesis existE € #H(Q) tal queF'(z) = f(z) paraze Q.

Llamemosu= ReF, V= ImF. Resulta

FI(2) = gy 0c9) —15, () = 0t iy) = 00y) 155 (k)

deducimos que = u tiene derivadas parciales nulas en el domiig por tanto es constante,
es deciru = 0+ A para algun\ € R. Concluimos quel = Re(F + A). O

Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy para dominioslastrelpodemos enunciar.

4.23 Corolario. Toda funcién armoénica en un dominio estrellado es la part de una fun-
cién holomorfa en dicho dominio.

4.24 Corolario. Una funcién u es armonica en un abierf si, y sélo si, para todo disco
D(a,R) contenido e existe una funcion holomorfa en dicho disccf# (D(a,R)), tal que
u(x,y) = Refy(x+iy) para todo x+iy€D(a,R).

Este resultado implica guecalmentelas funciones armonicas son partes reales de fun-
ciones holomorfas. Esto nos proporciona una herramieniattiupara obtener propiedades
locales de las funciones armonicas. El siguiente resutadm ejemplo de esto.

4.25 Teorema(lgualdad de la media para funciones armonicad.as funciones armonicas
verifican la igualdad de la media. Esto es, dadas 4(Q), ac Qy R> O0tal queD(a,R) C Q

entonces
I

u(a) = %{ j u(a+ RéY) dt

—T

Demostracion Tomemosp > 0 tal queD(a,R) € D(a,p) C Q. La funciénu es armdnica en
D(a,p) que es un dominio estrellado luego exigte # (D(a,p)) de forma quei(z) = Reg(z)
paraz € D(a,p). Ahora bien las funciones holomorfas verifican la igualdadadmedia

g(a) = %{ | ga+Ré

Tomando partes reales en ambos miembros de la igualdadisonslque

Tt T
u(a) = Reg(a) = %{j Reg(a+Ré')dt = %{ [u@a+réHa O
—Tt
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4.26 Teorema(Principio de extremo para funciones armoénicasSea u una funcién armoni-
ca en un dominidQ y supongamos que u alcanza en algin puntdden extremo relativo.
Entonces u es constante @n

Demostracion Puesto que gi es armonica lo es tambiénu, no es restrictivo suponer que el
extremo deu sea un maximo relativo.

Sea, puesa € Q un maximo relativo dei. Seap > 0 tal queD(a,p) C Q y u(z) < u(a)
para todoze D(a,p). Acabamos de ver que las funciones armonicas verifican &dgd de
la media luego, en particular, toda funcion arménica esrsufigica. Podemos aplicar, por
tanto, el principio del maximo para funciones subarmonécksfuncionu en el discdD(a,p) y
deducimos que es constante en dicho disco. Séa+iy) = %(x, y)— ig—;(x, y) para(x,y) €
Q. Puesto ques es armonica, sabemos que la funcibasi definida es holomorfa &n. Lo
anterior implica qud (z) = 0 para toda € D(a, p) luego, por el principio de identidad(z) =0

ou ou
tod Q. Por tant = —
para toda € or tan o&(x,y) 3y

una funcién constante & como queriamos probar. O

(x,y) = 0 para toddx,y) € Q, lo que implica ques es

La funcionu(x,y) = x> — y? es armonica eiR?, no idénticamente nula, y se anula en las
rectasy = +x. Esto nos indica que no podemos esperar un principio ddddehpara funciones
armonicas tan bueno como el que conocemos para funcionastids.

4.27 Teorema(Principio de identidad para funciones armonicasSean u y v dos funciones
armonicas definidas sobre un domirfibtales que el conjunto donde coinciden tiene interior
no vacio. Entonces ambas funciones coinciden sobre@do

Demostracion Consideremos la funciom— v € 4(Q). La hip6tesis afirma que existe algun
puntoa interior al conjunto
A={zeQ:u(z)=Vv(2)}

Tomamosp > 0 de forma queD(a,p) C A con lo cual se cumple qu&z) —v(z) = 0 para
todoz € D(a,p), luegou— v es constante (igual a cero) Bta,p), en particular, todo punto
deD(a,p) es un extremo relativo de— v. El resultado anterior afirma entonces quev es
constante (igual a cero) €, es deciruy v coinciden erQ. O

4.28 Corolario. SeaQ un dominio acotado, u una funcién arménica @ry continua erQ.
Entonces u alcanza el maximo y el minimo en la fronter@desto es,

max{u(z) : ze Q} = max{u(z) : ze FrQ}
min{u(z) :ze Q} = min{u(2) : ze FrQ}

En consecuencia si v es armonica @ncontinua enQ y coincide con u efrQ, entonces v
coincide con u en todQ.

Demostracion Ya queQ es acotaddQ es compacto. Por saicontinua er) tiene que alcanzar
enQ un maximo valor y un minimo valor.
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Si el maximo (o el minimo) se alcanza en la frontera hemosaaitaliEn caso contrario, se
alcanza en un punto interior y, por tantgs constante luego también se alcanza en la frontera.

Para la segunda afirmacion, tenemesu € 4(Q) N C(Q), por hip6tesis/(z) —u(z) =0
para cualquiee € FrQ. Luego

max{v(z) —u(z):z€ Q} =0
min{v(z) —u(z) : ze Q} =0

con lo cualv— u es idénticamente nula €, es deciru(z) = v(z) paraz€ Q. O

4.4. Comportamiento local de una funcién holomorfa: teoremas de
la aplicacion abierta y de la funcion inversa

4.29 Teorema(Teorema de la aplicacion abierta.lJna funcién holomorfa y no constante en
un dominio es una aplicacién abierta.

Demostracion Seaf : Q — C una funcidon holomorfa no constant€yun dominio. Tomemos
U abierto em2. Probaremos qué(U) es abierto.

Seawp € f(U) y seazp € U tal que f(zp) = wo. El puntozg es un cero de la funcion no
constante — f(z) —wp y debe ser un cero aislado de dicha funcién. Luego existe orerual
p > 0 de forma quéd(zp,p) C U y paraz € D(zp,p) \ {zo} se tiene qud (2) # Wo.

f(C(20,p)%)

C(ZO7p)*

Llamemos\ = min{|f(z) —wp| : z€ C(z0,p)*} y veamos qué(wp,A/2) C f(U). Razo-
namos por reduccion al absurdo. Supongamos que exist® (wp,A/2) tal quew ¢ f(U).

Sea
1

f(z) —w’
La funciéng asi definida es holomorfa &h, ademas

gz0)| = s 22
920 =1 =W T A2 T A

zeU

9(2) =
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Paraz € C(zp,p)* tenemos que

90 = e = -
@ -w [f@—wo— (W—wp)|
_ 1 o1 12
S (2 —wo| — [w—Wo| T A—|w—wo| A—A/2 A

Hemos probado que en el centro del di&@y,p) C U el mddulo deg toma un valor
|9(zo)| > 2/ mientras que en la frontera de dicho disco toma valores rasrgare 2A. Esto
contradice el principio del médulo méximo que afirma doledebe alcanzar su méximo en

D(zo,p) siempre en la frontera. O

4.30 Lema. Dada una funcion &£ #(Q), se verifica que la funcion gQ x Q — C dada por

g(z,w):w z4 W
9(z2) = f'(2) z=w

es continua ef2 x Q.

Demostracion SeaG = {(z,w) € Q x Q : z+# w} que es un conjunto abierto €nx Q. La
restriccion deg a dicho conjunto es evidentemente continua, lug@s continua er@. Los
Unicos puntos donde debemos probar la continuidagisda los de la forméa, a) paraa € Q.
Veamos que es continua también en dichos puntos.

Dadog > 0 por la continuidad dé’ existed > O tal queD(a,8) C Q y paraz € D(a,d) se
tiene que f'(z) — f'(a)| < €. Veamos que dichd cumple la condicion de continuidad paga
esto es, si

|lz—al <d
zw)—g(a,a)| =lg(zw) — f'(a)| < &
wa -5~ 19w -g@a)] =gz w) - ')

Si z= w la desigualdad anterior se reduce a la continuidad’d&upongamos entonces que
z+# w son puntos eD(a,d). Escribimos

1
(@) - tw) = [ f'©)de = [ F'(1-tw+t2)(z-w)ct
0

[w.Z]

1
con lo cual g(zw) = M = f f’((1—t)w+1tz) dt. Ahora bien
0

tomando mdédulos

1
9z w) — /@) < [ (A-tw+tz) - F'(@)]dt <e
0
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puesto que el segmenpw]* C D(a,d) y por tanto|f’((1—t)w+tz) — f'(a)| < € para todo
te[0,1]. O

Este lema permite ahora demostrar de forma cémoda el stguiesultado.

4.31 Teorema(Teorema de inversion local.)Sea f una funcién holomorfa en un abiefdpa
un punto deQ en el que f(a) # 0. Entonces existe un abierto d Q que contiene al punto a
verificandose que

(1) f esinyectivaen U ylaimagend) =V es abierto.

(1) Lafunciéng = (fly)~*:V — C es holomorfa enV siendp’(f(2)) f'(z) = 1 para todo
zecU.

Demostracion Seag la funcién del lema anterior. Por hipétegi@,a) = f'(a) # 0. Sea\ =
|f’(a)|. Puesto queg es continua también lo €g|, luego existed > 0 tal queD(a,0) C Q, y
paraz,w € D(a,d) se cumplelg(z,w)| > A/2 > 0. Esta condicion implica que parzaZ w en
D(a,d) es

A
(@) = fw)[ > Slz—w] (4.2)
lo que prueba la inyectividad deenD(a, 8). Ademasy(z z) = f'(z) # 0 para todee D(a,d).

Seal = D(a,0). Puesto qud es holomorfa y no constante &hn el teorema de la funcion
abierta nos asegura quees abierta. En consecuend@J) =V es un conjunto abierto vy,
ademas, la funciét = (f|y)~1:V — C es continua (lo que también se deduce inmediatamente
de la desigualdadi(2)).

Falta probar la derivabilidad de Seaw € V y tomemos una sucesioén de numero complejos
{wn} enV conw, # w que converja &. La sucesiorz, = ¢(wy,) € U converge &= ¢(w). Por
la inyectividad se tiene qug # z. Ahora bien

OWo) —0W) _ Zm-z 1 1
Wp — W f(z))—f(20 f(z)—-T(2 (2
Zh—2
lo que prueba qué’(w) = 1 dondew = f(2). O

f'(2)

Podemos preguntarnos qué ocurriria en el teorema de ioreisial sif’(a) = 0. Por
ejemplo, podemos considerar la funcion polinomi¢a) = Z' cuya derivada se anula en= 0
dondef tiene un cero de ordemy en cualquier entorno de cero la funcibioma cada valor
exactamente veces. Este comportamiento de la funciiiz) = 2" en un entorno de cero da
una pista de lo que sucede en el caso general.

4.32 Teorema(Comportamiento local de una funcién holomorfa$eaQ un dominio, a un
punto deQ y f una funcién holomorfa y no constante @nSea m el orden del cero que tiene
en el punto a la funciénz> f(z) — f(a). Entonces existed> 0y € > O tales que Da,d) C Q

y para todo we D(f(a),€) \ {f(a)} se verifica que hay exactamente m punios D(a,d),

1 <k<m,tales que fz) =w.
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Demostracién Por la caracterizacion de los ceros de una funcion holarsahemos que

f(2)—f(a) = (z-a)"(2)

siendo¢ una funcion holomorfa ef2 que no se anula en el purapd(a) # 0. Tomemop > 0
de forma quéd(a,p) C QY ¢(z) # 0 paraze D(a,p).

Por el corolaria3.13sabemos qué tiene una raiz-ésima holomorfa en el disdd(a, p),
esto es, existg € #(D(a,p)) de forma quey(z)™ = ¢(z) paraz € D(a,p). Llamemosh(z) =
(z—a)g(z). Evidentementé € H(D(a,p)) y verifica f(z) — f(a) = h(z™.

Puesto quén’(a) = g(a) # 0 aplicamos el teorema de inversion locah & encontramos
3> 0 de forma qu®(a,d) C D(a,p) y hes inyectiva ed(a,d). Ademas, como & h(D(a,d))
gue es un conjunto abierto por $eholomorfa (teorema de la aplicacion abierta), exéste0
de forma que

D(0, ¥e) c h(D(a,d))

Tomemos ahora € D(f(a),€)\ {f(a)} conlo cual O< |[w— f(a)| < €. Sean{ws, ..., Wy}
las raices de ordem del nimero complejov — f(a). Todas ellas se encuentran en el disco
D(0, ¥/¢). Puesto qu®(0, {/&) C h(D(a,d)) y hes inyectiva en el discD(a, ), existen exac-
tamentem puntosz, ...,z € D(a,d) tales queh(z) = wk para 1< k < m. De todo lo anterior
obtenemos

f(z) - f(a) = (h(@))" =w- f(a)
con lo cualf (z) = wparak =1,...,m. Finalmente, es inmediato comprobar que

{zeD(a,): f(2) =w} = {z,...,2n}

es decir, no hay otros puntos Bra, &) cuya imagen pof seaw. O
Observa que el caso particular de este teorema para el casocdeo de orden 1 contiene

parte del teorema de inversién local.

4.33 Corolario. Sea f una funcion holomorfa en un abiefoy a un punto d€2. Equivalen:

(8 f'(@) £0

(b) f esinyectiva en un entorno de a.
Demostracion

(a) = (b) Es el teorema de inversion local.

(b) = (a) Sifuesef’(a) =0 entonces la aplicacién— f(z) — f(a) tendria un cero ea de
orden al menos 2. El teorema anterior afirma que en estasciamet f toma cualquier
valor en un entorno da al menos dos veces, luego no seria inyectiva en contra de lo
supuesto. ]
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En variable real una funcion derivable en un interatmn f’(x) # 0 para todox € | es
inyectiva en . El reciproco no es cierto como lo prueba la funciés x°. En variable compleja
acabamos de probar que esto ocurre al contrario, una fuhol@morfa inyectiva e tiene
derivada no nula en todo punto f¢ mientras que el reciproco no es cierto como le ocurre a la
funcionz— €.

4.34 Teorema(Teorema de inversién global.Bea f una funcion holomorfa € e inyectiva.
Entonces f es una biyeccion biholomorfa@eobre Q).

Demostracion El corolario anterior nos asegura, gracias a la inyeajdjuef’(z) # 0 para
cualquierz € Q. Puesto qud es inyectiva existe su inversa. El teorema de inversion loos
garantiza qué es localmente invertible de forma holomorfa, luegd es holomorfa erf (Q).
O

Ejercicios propuestos

180. Seaf : D(0,1) — C una funcion holomorfa y no constante. Se define

M(r) =max{|f(z)|:|zZ=r} (0<r<1).

a) Prueba que la funcidvl es estrictamente creciente.

b) Supuesto que hay un nimero natunatal que para todo<]0,1[ esM(r) =r", deduce
que f(z) = az" para todaz € D(0,1), dondea € C con|a| = 1.

181. SeanQ; y Q, dos abiertos del pland, € H(Q1) con f(Q1) C Qz, y u € A(Qyz). Prueba
gue la composicidnio f es armdnica ef;.

182. Seau una funcién armonica en todo el plano y supongamos que exist@eros reales

positivos,a, b, tales queu(z) < a|log|z|| + b para todaze C*. ¢, Qué puede afirmarse de
u?

183. Seaf una funcién continua en el disco unidad cerrado y holomanfateinterior, tal
que f(z) = 0 para todaz = exp(it) con 0< t < 11/2. Prueba qud (z) = 0 para todo
ze D(0,1).

184. Seaf una funcién no constante, continua en el disco unidad aesrdmblomorfa en su
interior, tal que|f(z)| = 1 siempre quéz| = 1. Prueba que (D(0,1)) = D(0,1) .
Sugerencia: Se®’ = f(D(0,1)). Justifica quel/ = VN D(0,1).

185. Seaf una funcién entera no constante y supongamos que hay unméoraplejoa # 1
tal quef(z) = f(az) para todaze C.

a) Prueba quef(z) = f(a"z) para todone Z y todo ze C, y deduce que, necesaria-
mente,ja| = 1.

b) Justifica que el conjuntga” : ne Z} es finito y, por tanto, existeme N tal que
am=1.
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c) Seamel menor niumero natural tal qaé' = 1. Justifica que hay una funcién entera
gtal quef(z) = g(zZ") para todaze C.

186. Seaf una funcion holomorfa no constante en el dibda, R). Para 0< r < Rdefinamos
M(r)=max{|f(z)|:|z—a| =r} A(r) =max{Ref(2): |z—a| =T}

Prueba que las funciones— M(r) y r — A(r) son estrictamente crecientes. Si se supone
que f es una funcion entera no constante entorgce+s Mifn) :rliT A(r) =+oo0.
——-00 —}-00

187. SeaQ un dominio acotado del plano{f,} una sucesion de funciones continuasten
y holomorfas emQ. Prueba que s{f,} converge uniformemente en la frontera @e
también converge uniformemente @n

188. SeamQ; y Q; abiertos del planog: Q; — C continua corg(Q1) C Qpy f e H(Qy) tal
que f’(z) #£ 0 Vze Q,. Prueba que s o g es holomorfa ei2; también lo eg.

189. Seaf una funcion entera tal quigz) € R para|z| = 1. Prueba qué es constante.

190. Seanf,g: D(0,1) — C funciones holomorfas en el disco abierto unidad y contiremas
el disco cerrado unidad. Se supone que fara 1 se verifica queg(z) = f(z). Prueba
que f y g son constantes.

191. Seaf € H(C*) tal que Iir(r)mf (2) = lim f(2) = co. Prueba qud tiene un cero eft*.
Z—

Z—00

192. Justifica que no puede existir una funciba H (D(0,1)) tal que para todev con|w| =1
se teng%jvvf (2) = oo.

193. Seaf € #(D(0,1)) y verificando qudf(z?)| > |f(z)| para todaze D(0,1). Prueba que
f es constante.

194. ;Verdadero o falso?

a) Sif e H(C)y Re(f) esta acotada entoncéss constante.
b) SifeH(D(0,1)) y Re(f) estd acotada entoncésta acotada.

195. Describir las funciones holomorfas erC* que verifican Iigf(z) =00y |f(z2)] =1
Z—
siempre quez = 1.
196. SeaQ = {zc C:|Rez < 1, |Imz < 1}, y seaf : Q — C una funcion continua e

y holomorfa enQ verificando quef (z) = 0 siempre que € Q y Rez= 1. Prueba que
f(z) = 0 para toda € Q.

Sugerencia: considera la funcigfe) = f(2) f(iz) f (—2z) f (—iz).

197. Seaf una funcién polinébmica de grado> 1. Supongamos qué (z)| <1 siempre que
|zl = 1. Pruébese qud (z)| < |Z]" siempre quéz| > 1.

198. Seaf una funcion entera acotada en el conjunto de pufRosiZ)U (Z+iR). Justifica
quef es constante.
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199. Seaf una funcion entera no constante. Dado un nunperd0, definamos:
Eo={zeC:|f(9] <p}, F={zeC:|f(9)|<p}

a) Prueba que la adherenciakges igual aF,.

b) Justifica que en cada componente conexa acotafg llay por lo menos un cero de
f.

200. SeaQ = {zeC: |z > 1},y f : Q — C una funcién continua eR, holomorfa emM y que
tiene limite finito en infinito. Justifica que la funci¢f| alcanza un méximo absoluto en
un punto de la circunferencia unidad y quef sio es constante, la funcidn definida
para toda > 1 por

o(r) = max{|f(2)| : 2/ =}

es estrictamente decreciente.

201. SeaQ un abierto del planof € #(Q) y 7o € Q. Prueba que en cualquier entornozge
: f(b)—f(a)
hay puntosa, b tales quef’(z) = Vb a -

202. Seaf holomorfa en un abiert®, ac Qy f’(a) # 0. Prueba que, para> 0 suficiente-
mente pequefio, se verifica que:
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Capitulo

Forma general del teorema de Cauchy

Introduccion

En este capitulo pretendemos dar respuesta a los dos pesbéguientes:

1. Caracterizar losaminoscerradosy en un abiertdQ tales quef f(z)dz = 0 para toda
y
funcion f holomorfa em.

2. Caracterizar logbiertosQ tales quef f(z)dz = 0 para todo camino cerradoenQ y

y
toda funcion holomorfd enQ. Equivalentemente, caracterizar los abiertos en los que se
verifica que toda funcion holomorfa tiene primitivas.

Supongamos quges un camino cerrado en un abiefoy se verifica quef f(zdz=0

para cualquier funciéri holomorfa emQ. Entonces, como caso particularzsis un punto que
. . 1 . :
no estéa e la funciénw — — es holomorfa e, luego debera cumplirse que

1
[ aw—o
W—2Z
Y
Si ahoraf es una funcion holomorfa éd y z € Q, la aplicacion

f(w)—f(2)
A e

f'(2) z=w



indice de un punto respecto a un camino cerrado 134

es holomorfa e (pues es continua ef? y holomorfa enQ\ {z} por lo que el teorema de
extension de Riemann nos asegura que es holomorfa efXogldebera ser

[fw—t@g, q
w—27

Supuesto que € y* tenemos que

rfw -1z, f(w 1
O—Jﬁdw—iw—_zdw‘f@iw—_zdw

de donde
1

f(w)
f ——dw=| —=
@ w— de j w— de
y y
Para el caso de quesea la circunferencia frontera de un disco contenid@ g1z pertenezca
. . 1 : . . .
a dicho disco sabemos q eW—ZdW = 211 por lo que la igualdad anterior es la conocida

y
férmula de Cauchy para una circunferencia. En el caso gefeigualdad anterior nos pro-
porciona una representacion integralfdeonocidos sus valores sobre un cierto camino cerrado

Y.
Queda claro, por estas consideraciones, que para respandsrproblemas planteados

debemos empezar estudiando la inte r%Ivi—zdw dondez ¢ y*.
¥

5.1. Indice de un punto respecto a un camino cerrado

5.1 Proposicion. Seay: [a,b] — C un camino cerrado eft, para cada punto & C por el que
no pasa el caming, esto es # y*, definimos

F2) = Zim_JWi_zdw (zeC\y) (5.1)

Entonces se verifica que(g es un nimero entero.
Demostracion Llamemoso(t) = y(t) — zal camino trasladado de Tenemos que

b
1,1 11 1 colt)
FO=om a2 ™ = o | @ =2m | 5

Observa ques(t) # 0 para todd € [a,b]. No es restrictivo suponer qyey por tanto también
o, tiene derivada continua ga, b|. Haciendo el cociente indicado, podremos escribir

=a(t)+ip(t)
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dondea y B seran funciones continuas reales&]. Sabemos que una funcion real continua
en un intervalo tiene primitivas. Seaft), B(t) primitivas dea y 3 en[a,b]. Definamod(t) =
A(t) +iB(t). Tenemos que

N (t) = A'(t) +iB(t) = a(t) +iB(t) =

b, B
F(2) = i.j o (t)) ot = NB)—h(@) (5.2)

Calculemodsh(b) — h(a). Tenemos que

d
dt

!/
(e"a(t))=e " (- (t)o(t) +0'(t) =e "V (- C; ((tt)) o(t) + 0’(t)> =0
Deducimos que @ g(t) = e "@ g(a) para todd € [a, b]. Comoh esta determinada salvo una
constante aditiva, podemos suponer qu&%a(a) = 1. Hemos obtenido que

ot)=eW  telab]

Esto nos dice quéi(t) es un logaritmo des(t) y, por tanto, tiene que ser de la forma
h(t) =log(|o(t)|) +i8(t), donded(t) es un argumento de(t), 3(t) € Arg(o(t)). Ademas co-
moh es derivable, las funciones Igg(t)|) y 9(t) han de ser derivables y, por tanto, continuas.
Resulta asi que

h(b) —h(a) = log(|o(b)[) +i9(b) —log(|o(a)|) +i8(a) =i(3(b) —3(a))

Donde hemos tenido en cuenta que, al ser la cyrverrada,o(a) =y(a) —z=y(b) —z=
o(b). Comod(a) y 9(b) son dos argumentos de un mismo nimero compkefa)(= (b)),
deben diferenciarse en un multiplo entero del@ego tiene que haber un entdea Z tal que
9(b) —9(a) = 2krt. Con ello tenemos qu&b) — h(a) = 2kri. Finalmente, deX.2), obtenemos
queF (z) = keZ. O

¢, Qué representa el valor del entero dado pd)? Observa que en la demostracion anterior
hemos obtenido que

Geométricamentei (t) es una medida del &ngulo que forma con el eje de abscisasmsty
que unez cony(t). Cada vez qug da una vuelta completa alrededorzen sentido contrario
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al de las agujas del reldj(t) aumenta eny si la vuelta es en el sentido de las agujas del
reloj 9(t) disminuye en & Por elloF(z) es el nimero de veces que la cupm@dea al punto
zteniendo en cuenta que vueltas alrededoz ele sentido opuesto se cancelan. Dicho nimero
se llamaindice dey respecto azy se representa por Ip@). En resumen, la integral

1 1

Indy(z) = o ) v (5.3)

€s un nimero entero que es igual al nimero de veces que elcarnthea al punta.
Conviene también no olvidar que
9(b) —9(a)
Indy(z) = ———~=
(2 21

donde?d : [a,b] — R es un argumento continuo ge- z. Puesto que dos argumentos continuos
dey— z se diferencian en un mditiplo entero de para calcular el indice derespecto & es
suficiente que conozcamos cualquier argumento continye-de

Ya puedes adivinar que, en la practica, la integral que figoi@.3) no hace falta calcularla
porque siempre integramos sobre caminos sencillos y sabeu@mtas veces rodean a cada
punto del plano.

5.2 Teorema(Propiedades del indice.pada una curva cerrady : [a,b] — C, la funcion
definida para = C\y* por z— Ind,(z) tiene las propiedades:

1. Escontinuay por tanto es constante en cada componenexaateC\y*.

2. Vale cero en la componente no acotada(dg*.

Demostracion

1. Observa que el indice viene dado por un integral tipo CauatrytéoremeB.18 por lo que
es una funcion analitica y, por tanto, continua. Como tonhares enteros deducimos que es
constante en cada componente conex&\gg.

2.SeaR > O tal quely(t)| < Rpara todd € [a,b] y elijamosz, de modo que R® < —R. Evi-
dentementey ¢ V' y Re(y(t) — z) > 0. Hemos trasladado la curva al semiplano de la derecha.
En dicha region tenemos un argumento continuo, el argunpeimoipal. Definimos

3(t) = argiy(t) — 20)
que es un argumento continuo yle zp y ademas)(a) = 9(b), por tanto, Ing(z) = 0.

Ahora bien,zy € {z€ C: Rez < —R} que es un conjunto conexo no acotado contenido en
C\Y" y por tanto esta contenido en la componente no acotada gie Como el indice es cons-
tante en componentes conexas deducimos qugzne O para cualquiez en la componente
conexa no acotada d&\y*. O
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5.1.1. Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios camlmogsano tiempo por lo que
es conveniente introducir la terminologia de “cadenas’a thuenaes una combinacion lineal
formal con coeficientes enteros de caminos, es decir, urasgip de la forma

[=rmy; + MYz + - + Mgy

donde cadg; es un camino y caday es un entero. El simbolo+” que hemos escrito en la
expresion anterior no representa a la suma de funcionesanyaxtaposicion de caminos, es
una manera de decir que la cadénesta formada por varios caminos. Por ejemplo, podemos
considerar la cadena

r=C(0,1)+C(i,2) —2C(1+1i,1/2)

que esta formada por tres circunferencias, la Ultima de etasiderada dos veces y recorrida
en sentido contrario.

Se define ademas sbportedel’, qgue notaremoE*, como

M = yiUysU--UY;

y lalongituddel por
q
(ry =" |my|e(vy)
j=1

Por definicion, para integrar una funcién sobre una cadeimdesga la funcién sobre cada
uno de los caminos que forman la cadena y se suman dichasaieteg

ff(z)dz:imjff(z)dz

r =1y

Dadas dos cadendsy = = k101 + - - - + kpOp entonces su suma es otra cadena compuesta
por todos los caminos que form&ry todos los que formah:

I'+Z:m1y1+---+mqu+k101+---+kpop

Evidentemente se cumple

[ f@d=[f@a+ i@
2z

r+z r

Es cierta también la acotacion bésica, esto dd, simax{|f(z)| : ze '} entonces

</L(MM

f f(z)dz
2

Como caso particular de cadenas tenemogildss Un ciclo es una cadena formada por
caminos cerrados. En el ejemplo antefioera un ciclo pues estaba formado por circunferen-
cias.
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SiT es un ciclo se define el indice de un puntg I'* respecto & como la suma de los
indices del punta respecto a cada uno de los caminos que forman el ciclo.

Indr(z) = imj Indy, (2)
=1

5.3 Proposicion. Dado un ciclol™, la funcion z— Indr(z) es continua, luego constante en
componentes conexas @&* y vale0 en la componente conexa no acotada.

5.4 Definicion. Dos cadena& y I' se llamanequivalentesi para toda funciorf continua en
>*Ul* se verifica quef f(z)dz = f f(z)dz.

s r
5.5 Definicién. Dado un abiertd2 ¢ C y un ciclol en Q, diremos qud  esnulhomdlogo
respecto de€2 si el indice dd” con respecto a todo punto que no estdéess cero:

Ind-(z) =0 para toda@ e C\Q

5.2. Formageneral del teorema de Cauchy y de la férmula integl
de Cauchy

Pero volvamos al primero de los problemas planteado aliprmcSupongamos guges
un camino cerrado en un abiedy se verifica quef f(z)dz = 0 para cualquier funcior
y

: . - 1
holomorfa enQ. Entonces sk es un punto gque no esta €y como la funciénw — v— es
holomorfa erQ2, debera cumplirse que

1
——dw =0
w—z

Es decir, Ing(z) = 0 para toda ¢ Q. En otros términos, el camino cerragao puede rodear
a ningun punto fuera d@. Dicho de otra formg debe ser nulhomélogo respect®aVamos
a ver gue esta condicién necesaria resulta ser tambiénesuiici

5.6 Lema. Dados un abiertd?, una cadend y una funcion continua FQ x I'* — C, defi-
namos
h(z) = f F(z,w)dw para ze Q
r
Entonces h es continua €h
Siademas para cada @l * la funcion k, : Q — C dada por k(z) = F(z,w) es holomorfa
enQ, entonces k& #(Q).

Demostracion Seaz € Q y sea sucesiofiz,} una sucesion de puntos feconvergente .
Tenemos que

Ih(z0) —h(zo)| =

jF(zn,w) —F(20,w)dw| < (") max{|F (z,,w) — F(zo,w)| :we T}
c

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Forma general del teorema de Cauchy y de la férmula integral d Cauchy 139

Como el conjuntK = {{zn :neN}U {zo}} x * es compacto (producto de compactésgs
uniformemente continua &l. Dadoe > 0, existed > O tal que sijz—Z| <dy [w—w| < d

entoncegF (z,w) — F(Z,w)| < €. Sea ahoray tal que paran > ng es|z, — 2| < 8. Entonces
tenemos qué- (z,,w) — F(z9,w)| < € para todm > ng y para todove ™, por lo que

Ih(z1) — h(zo0)| < £(T)e

para toda > ng. Luego{h(z,)} — h(z) lo que prueba la continuidad teenz, y por ser este
punto arbitrario obtenemos la continuidade@n

Para la segunda afirmacion apliquemos el teorema de Morgaurstrianguld\(a, b, c) C Q.
Tenemos

f h(z)dz = f [IF(z,w)dw] dz(ﬂf{ fF(z,w)dz] dw= | Odw =0
] roLl r

[ab,c,a [abca LT a,b,c,al

ya queFy(z) = F(z,w) es holomorfa e® luego, por el teorema de Cauchy—Goursat, la integral
a lo largo de la frontera de un triangulo contenidd®as nula.

Resta justificar la permutacion de integrales(en Por la linealidad de la integral basta
probarla para dos camings [a,b] — C, 0 : [c,d] — C cualesquiera.

ffreme-

f
:

Hd&ﬂWW&M{me:JIIHmmmLM
Y

5.7 Teorema(Forma general del Teorema de Cauchy y de la Férmula Intdgr@auchy.) Sea
Q un abierto enC, " un ciclo enQ nulhomologo respecto de. Entonces para toda funcion
holomorfa f emQ se verifica:

o)jmam:o
r

() f(2)Indr(z) = %fva(—zv)zdw para todo z= Q\I*
r

Demaostracién [Demostracion (J. D. Dixon 1971)] Definimés: Q x Q — C como
fw)—f(2)
F(z,w) = W—2Z 27 W
f'(2) z=w

Sabemos quE asi definida es continua €hx Q. Fijadowe Q, es claro quéy, € H (Q\{w}).
PeroF, es continua e luego, por el teorema de extensién de Riemd&qres holomorfa en
Q.
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Ahora definimosh: Q — C por

h@) = [Fewdw  (zeQ)
r

Por el lema anteridn € #(Q). Consideremos el conjunfd, = {z€ C\I'*: Indr(z) =0} que es
abierto por ser unién de componentes conexaS\de . La hipétesis de quE es nulhomologo
respecto & nos dice queC\Q C Qg y por tantoQ U Qg = C. Sea entonces

Fo:QoxIM* —C
f(w)
ZW Fo(zw) = ——=
( ) ) — 0( ) ) W—z
Fo esta bien definida ya que— z# 0 por seiQoNTl* = 0y ademas es continua. Fijados I*,
Fow € H(Qop) ya que se trata de una funcion racional.

Sea f(w)
ho(2) = IFO(Z,W)dW = f W—_Zdw
r r

Aplicando el lema anterior obtenemos dues # (Qo). Por dltimo definimos

{h(z) zc Q

q)(Z): ho(Z) zeQp

Veamos quep esta bien definida, es decir, 38 Q N Qg entonced(z) = h(z). Pero esto es
cierto ya que sze QN Qg entoncez €My

h(z):fif(wvi:;(z)dW:fva(—zv)de—f(z)fwi_de:
r r

_ rfva(—z\l)zdw ~ £(2)Indr (227 = ho(2)

ya quez € Qo y por tanto Ing(z) = 0. Concluimos que es entera ya que es holomorfa en
QuUQy=C.

SeaR > 0 tal que|w| < Rpara cualquiew € I'*. Size C es tal quez| > R, entoncez esté
en la componente conexa no acotad&4€* y, por tanto, esti efg. Luego

o — (W)
8(2) = ho(2) —rfw—_zdw
PoniendoM = max{|f(w)| : w e '}, y teniendo en cuenta que/—z > |z] — R para todo

wel*, tenemos que
M

|7 —R
Tomando limite para— oo deducimos que linh(z) =0, lo cual implica que esti acotada. El
—»00

[9(@)] < 4(T)

teorema de Liouville fuerza a g@esea constante pero dicha constante debe ser 0. Obtenemos,
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por tanto, quén(z) = 0 para toda € Q. Tomemos un puntac Q\I'* entonces

ozh(z):j%dw j dW—f(z) Wi_zdw:
r

j f(2) Indr (2)2ri
2
despejando obtenemos la férmula general de Cauchy:

f(z)Indr(z) = Ziuf Flw )dw para todaz € Q\I*

Por otra parte si tomamasc Q\I'* y le aplicamos a la funciég(z) = (z—a) f(z), que es
holomorfa erQ, lo que acabamos de probar pdran el puntca obtenemos:

0= g(a) Indr (a) = ziujimwa)a - jf

Es comodo introducir la siguiente terminologia.

5.8 Definicién. Dos ciclosl™, Z en un abiertdQ se dicerhomoldgicamente equivalentess-
pecto deQ si se verifica que

Indr(z) = Inds(2) para todaze C\Q

El teorema de Cauchy que acabamos de probar afirma due&son ciclos en un abier-
to Q homoldgicamente equivalentes respectcfl;i@ntoncesf 2)dz = f f(z)dz para toda

funcion f € #(Q). En lo que sigue vamos a ver cOmo este teorema permlte rezlug@fculo
de integrales de funciones holomorfas sobre caminos @eraldcalculo de integrales sobre
circunferencias. El siguiente ejemplo es ilustrativo de.es

5.9 Ejemplo. Sea el abiert® el plano complejdC al que le hemos quitado tres punid y
c. Pretendemos calcular la integral de una funcién holonenfa a lo largo del camind que
se presenta en la figugal

Teniendo en cuenta que el indice de los puatdsy c respecto d€ es el nimero de veces
qguerl los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positive sbttea en sentido contrario
al de las agujas del reloj) a la vista de la figura tenemos:

Indr(a) =1, Indr(b) = 2, Indr(c) =-1

Consideremos las circunferencia&, p), C(b,p) y C(c,p) que se presentan en la figura y
formemos el ciclo

> =C(a,p) + 2C(b,p) — C(c,p)
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Figura 5.1. Un camino complicado

El ciclo Z es homolégicamente equivalente al ciEloespecto d€. El teorema de Cauchy nos
dice que en estas condiciones para cualquier funcién hafarenQ, f, se cumple que

[t@a=[f@u= [ f@d+2 [ Q- [ f@da
) 2 Clap) C(bp) C(cp)

De esta forma hemos reducido el célculo de la integral degjoieal funcidon holomorfa sobre

el caminol™ a tres integrales sobre circunferencias. Observa, ademédgpodemos tomar las

circunferencias de radio tan pequefio como queramos. Estdiceque es el comportamiento
de f en un entorno reducido de los punts y ¢ el que determina el valor de la integral de
f sobre cualquier camino cerrado. Volveremos sobre estaaidestudiar las singularidades
aisladas de una funcién holomorfa. ¢

5.10 Definicion. Un abiertoQ se llamahomoldgicamente conexsdtodo ciclo erQ es nulho-
mologo respecto da.

Aungue en la definicion se han considerado ciclos podemdatsiims a caminos cerrados,
es decir, un abiert® es homolégicamente conexo si todo camino cerrad® esnulhomdélogo
respecto de€d. Intuitivamente, un abierto es homoldgicamente conexm dieme “agujeros”.
Por ejemplo, un disco o un semiplano son conjuntos homadéggnte conexos.

El nombre de “homolégicamente conexo” induce a pensar geecenacepto implica cone-
xion. Esto no es cierto; por ejemplo, dos discos abiertgantiss forman un abierto homolé-
gicamente conexo pero evidentemente no forman un conjamexo.

5.11 Teorema.SeaQ un abierto enC. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) Q es homolégicamente conexo.

(b) Laintegral de toda funcién holomorfa éhsobre cualquier ciclo e@ es nula.
(c) Toda funcién holomorfa e tiene primitivas erQ.

(d) Toda funcién armonica ef es la parte real de una funciéon holomorfa @n

(e) Toda funcién holomorfa que no se anulattiene logaritmos holomorfos e®.
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Demostracién
(2)= (b) Es el teorema de Cauchy (teoreta).
(b)=-(c) Consecuencia de la caracterizacion de existencia de pasiteorema.10).
(c)=(d) Es consecuencia de la proposicib22

(d)= (e)Seaf € H(Q) con f(z) # 0 paraze Q. Consideremos un disd(a,r) C Q. Como
consecuencia del lenfal3existege #(Q) tal que ex{g(z)) = f(2) para todoze D(a,r).
Por tanto logf(z)| = Re(exp(g(z))) para todaze D(a,r) y, por tanto, logf(z)| es arménica
enD(a,r). Como esto es cierto para cualquier disco abierto contesmd® concluimos que
log|f(z)| es armonica e®. Por hipdtesis existe una funcidre H(Q) tal que lodf(z)| =
exp(h(2))

f(2)
62| = lexp(h(2))]| _ exp(Reh(2)) _ exp(log|f(z)|)

1£(2)] 11(2)] 11(2)]
lo que, en virtud de la proposiciéhl13 implica qued es constante en cada componente conexa
f'(2) o
f(2)

Reh(z) para todaze Q. Definamosp : Q — C por§(z) = . Tenemos que

=1

deQy por tanto¢’(z) = 0 para todaze Q. Calculandap’(z) obtenemos quk’(z) =

que, en virtud del teorem&a33 implica quef tiene logaritmos holomorfos €.
(e)= (a) Seaz¢ Q. La funciénw+— w—zes holomorfa y no se anula € por lo que existe
una funciérg € #(Q) tal que exg(g(w)) = w—zpara todave Q. Pero entonceg (w) =

O N

1 .
por lo quef w—zdw = 0 para todo camino cerragen Q.
y

5.12 Definicién. Se dice que un abiert® C C es simplemente conexo si su complemento
C\Q no tiene componentes conexas acotadas

Intuitivamente, un abierto es simplemente conexo si n@tiagujeros”. A la vista de esto,
el siguiente resultado no debe sorprenderte.

5.13 Teorema.Un abierto es simplemente conexo si y sélo si es homoldgitansenexo.

Demostracion SeaQ un abierto simplemente conexo y sean camino cerrado ef). Dado
z¢ Q, seaC la componente conexa d&\Q que contiene @ TomemosRk > 0 tal quey* C
D(0,R). SedJ la componente conexa no acotadag*. Claramenté&) contiene &\D(0, R)
y como, por hip6tesisC no esta acotada deducimos @ie U # @. ComoC c C\Q c C\y*,
se sigue qu€ C U y, por tantoze U lo que, segin sabemos, implica queylizgl= 0.

Hemos demostrado una implicacién. Para probar que todeotalliemoldgicamente co-
nexo es simplemente conexo se necesita un resultado téamtigitivo pero entretenido de
formalizar. Es el siguiente.

5.14 Teorema(Ciclo que rodea a un compacto SeaQ un abierto y K un subconjunto
compacto d&€2, entonces existe un cicloverificando:

1Esta definicion de conexion simple es vélida solamente palareo, no es vélida paf" conn > 3.
2Puedes ver la demostracién en mi litfrenciones de variable compleja.
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@r*cQ\K.

(b) I' es nulhomologo con respectda
(¢) Indr(z) €{0,1} paratodo = Q\l"*.
(d) Indr(z) = 1 para todo =K.

Figura 5.2. Ciclo que rodea un compacto

Utilizando este resultado, podemos probar la implicacida mps falta. S es un abierto
cuyo complemento tiene una componente conexa acétagt@#onceX es un compacto y el
conjuntoQ; = QUK es abierto. Aplicando el teorema anterior al abi€rioy al compactK
obtenemos un ciclb enQ que satisface la condicidd) y, por tantoQ no es homolégicamente
conexo. O

Sobre los cortes en el plano y las ramas holomorfas de las cespondencias analiticas
elementales

Cuando al final del capitulo 2 hablamos de las ramas del togary de la raiz n-ésima
indicamos que suele llamarse “el plano cortado” al planopiejm al que se ha quitado una
semirrecta, también se dice que quitar una semirrecta es accorte en el plano complejo”.
A la vista del resultado anterior y del teorema general decfBawesta claro que en cualquier
abierto simplemente conexo que no contenga al origen haytjas de la funcion 1z y, por
tanto, hay ramas holomorfas del logaritmo y, en consecaghay ramas holomorfas de la raiz
n-ésima.

La forma mas facil de obtener un dominio simplemente coneworgp contenga al origen
es suprimir en el plano complejo los puntos de cualquierasimple (que no se corte a si
misma) que tenga su punto inicial en 0 y que se aleje arkitremite. Una tal curva se dice que
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une 0 corm. Por ejemplo, cualquier semirrecta que empiece en 0. Pgrottas; por ejemplo,
una espiral. O varias semirrectas con origenes distintagyq se corten (todas ellas se unen
eno). Los dominios asi obtenidos son simplemente conexos.jBmpd, si consideramos la
funcion multiformez — [(z— a)(z— b)(z— ¢)]¥/® podemos asegurar que en cualquier dominio
simplemente conexo que no contenga los puatdisy ¢ hay ramas holomorfas de la misma.
Sin embargo, en algunos casos también hay ramas holomeriasadfuncion multiforme
- . . L, : z—a
en dominios que no son simplemente conexos. Por ejemplmd#din multiforme Lo ﬂ)
sabemos que tiene ramas holomorfas en el donfinio C\ [a,b]* que se obtiene al suprimir
en en el plano el segmento de extremaogb y esta claro qu& no es simplemente conexo.
Por supuesto, en todo abierto simplemente conexo que nengantos puntoa y b hay ramas

a -, : :
holomorfas dez— Log (ﬁ) pero también puede haberlas en abiertos que no sean sim-

plemente conexos. Es decir, el teorema general de Cauchytpen algunos casos obtener
abiertos simplemente conexos en los que una funcion nmatidaanalitica tiene ramas holo-
morfas; pero puede haber abiertos no simplemente conexXos goe también existan ramas
holomorfas de dicha funcion multiforme. Esto es algo quesddp de la funcion multiforme
concreta en cada caso.

Ejercicios propuestos

203. Seap : [-1, 1M — R* una funcién continua tal que() = p(—1), y seay: [-T, 1] — C
la curva definida, para todoc [Tt 1, por y(t) = p(t)e". Calcula Ing(z) para cada
zeC\y'.

204. Justifica que el indice de un punto respecto de una curvadeegsainvariante por giros,
homotecias y traslaciones.

205. Consideremos el rectanguwje= [a+ ib,c+ib,c+id,a+id,a+ ib], dondea,b,c,d son
nameros reales tales qae< cy b < d . Calcula Ing(z) para cadac C\y*.

206. Dados dos numeros complejos distintoy b, seaQ el dominio obtenido al suprimir
en el plano el segmento de extrenag b. Justifica que no es simplemente conexo.
Prueba que existe una funcidre H(Q) tal que[f(2)]?> = (z—a)(z— b) para todaze Q.

207. Seanz, 2,73 numeros complejos distintosPyun conexo cerrado que los contiene. Es-

tudia si la funcion 7

f2)= (z—27)(z—2)(z—23)

tiene primitiva en el abiert@ = C\F.

208. Seay un camino cerrado e8* tal que Ing(z) € {0,1} para todaze C\y*. Supongamos
que Ind,(0) = 1. Seaf una funcion entera. Calcula el valor de la integral

1 zf(w)
EJ (z—w)wdW
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cuandoz esta en la componente conexa no acotad@\gé y paraz en la componente
conexa deC\y* que contiene a 0.

209. Considera las curvas:
yit) =t, Ve [-11]; () =€ Vte[0m y y=vi+y2.
Calcula Ing(z) para cadac C\y".

210. Seawe C* y y un camino erC* cuyo origen es 1y cuyo extremo s Justifica que

f% € Log(w).
Y

211. Prueba que €0 es un dominio estrelladd;\Q no tiene componentes conexas acotadas.

212. Seaad : [0,4+oo[— C una funcién continua tal que(0) =0y . I’|r+n a(t) = oo. Justi-
—+00

fica que el conjuntd2 = C\{a(t) : t > 0} es abierto y que existéc H(Q) tal que
exp(f(z)) = zpara todae Q.

213. SeaQ un abierto simplemente conexo del plano que no contiene@lceontiene &R +.
Justifica que existé € H(Q) tal que f(x) = X* para todaxe R*. ¢ Puede suprimirse la
hipétesis de qu& sea simplemente conexo?

214. Seayla elipse de centr@0,0) y semiejesy b. Calcula de dos formas distintas la integral

fﬁ deduce el valor d? dt
g z y ) a2cot + b2serft’

5.3. Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo

Nos proponemos estudiar el comportamiento de una funcitomtuofa en un entorno re-
ducido de un punto, esto es, en un conjunto de la fddteap)\ {a}. En el ejemplo que sigue
al teorema de Cauchy vimos que el valor de la integral de ur@do depende de los valores de
dicha funcién en conjuntos de la forrida,p)\ {a} conp arbitrariamente pequefio. Es decir,
depende del comportamiento de la funcion en el pan@bserva que el conjun(a, p)\ {a}
es un tipo especial de anillo. Bhillo (abierto) de centra, radio interiorr y radio exteriorR,
donde 0< r < R< +o0, €s el conjunto

A(grnR)={zeC:r<|z—a <R}

Claramenté(a,r)\ {a} = A(a;0,p). Sabemos que una funcién holomorfa en un di3¢ar)

es igual a la suma de su serie de Taylor centradayegue dicha serie converge por lo menos
en dicho disco. Queremos ahora obtener una representagignadfunciéon holomorfa en un
anillo por medio de una serie convergente en dicho anillocdrsideracion de algunos casos
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sencillos nos puede dar la pista del tipo de series apropjzata tal fin.

2]

ser(1/2) :Z 2n+1 | 22n+1 para todaze A(0; 0, +o0)

n:O

3

g
— -q .
(z—a)d Z )q n +an (z—a)" 9 paratodae A(a;0,+o00)

n+1

exp(1/2) +log(1+2) = Zi%Jr z“Jrl para todaze A(0;0,1)

n!

(o]
n+4
n=0 n=0

Las series anteriores son todas ellas de la foﬁ% +an(z—a)”, es decir, son

suma de dos series (alguna de ellas puede reducirse a unéiiter@incluso no tener ningdn
término); una es una serie de potencias centradayela otra es una serie en potenciaga-
tivasdez— a. Tales series se llamaeries de Laurentvamos a definirlas de manera formal y
a introducir la notacion especial que suele usarse pardigstde series que consiste en que,
por comodidad de notacion, los coeficientes de las potenegativas de — a se notan con
subindices negativos de la forroa,.

Dada una sucesion de numeros complgjasnez Y un niumeroac C, consideremos la
sucesion de funciongsf,} definida por
fo(Z) =Cp

= (Zc__;)n +cn(z—a)"=cn(z—a) "+a(z—a)" zeC\{a}

—h
S

—
N

La serie de término gener#l, es decir, la sucesién

an(z):{éfn(z)} {co+z N4 cy(z—a)" } {chz a}

n>0 k=—n

se llamaserie de Laurent centrada en a con coeficientgsEs costumbre representar dicha
sucesion comi cn(z—a)". Cuando dicha serie converge representaremos su limite por
nez

400

Amen(z) = lim Zn:cn(z—a)”: > ci(z—a)"

n>0 k=—n N=—o00

Como de costumbre, dicho limite se llama la suma de la serie.

Convergencia de una serie de Laurent

A cada serie de LaurenE ch(z—a)", podemos asociarle dos series de potencias, a saber,
nez

chz” con radio de convergenci"
n>0

Y c.n?*  conradio de convergencRt
n>1
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Supongamos que/R~ < R™ y consideremos el anill&(0;a,B) donde YR~ <a < B < R*.
Comof < R* la serie} |c,|B" converge; y como Mo < R la serie} |c_p|a~" también
converge. Para todos A(O;a, ) tenemos que < |z—a| < B3, y por tanto

n

[C-nllz—a] ™" < Jc_nla” [Cnl lz—a]" < [ca| B"

Y, por el criterio de Weierstrass, deducimos que las sérigs(z—a) "y > cy(z—a)"
convergen absoluta y uniformemente &(®;,a,p) y lo mismo le pasa a su suma, es decir
ala seriez cn(z—a)". Hemos probado asi que la serie converge absolutamenteaeiil@!

nez
A(0;1/R,R") y converge uniformemente en compactos contenidos en digho. &ste ani-

llo se llamaanillo de convergenciae la serie de Laurent. Es facil probar que en el exterior de
dicho anillo no hay convergencia porque el término genezdhderie no tiende a cero mien-
tras que en su frontera nada puede decirse del comportantena serie. En el caso de que
1/R~ > Rt el anillo de convergencia es vacio y se dice que se trata deasieade Laurent
trivial.

En virtud del teorema de convergencia de Weierstrass paesismes de funciones holo-
+00
morfas, la funcién sumé(z) = Z an(z—a)" de una serie de Laurent no trivial es holomorfa
Nn=—o0
en el anillo de convergencié(a; 1/R~,R"). Observa que la funcién suma podemos escribirla
como:

00 00

f(z) = Z (Za_L;)n —|—Z_:Oan(z—a)n

n=1

Hemos probado que las series de Laurent no triviales defimaioihes holomorfas en anillos.
El siguiente resultado nos dice que, reciprocamente, gigalfyncion holomorfa en un anillo
es la funcién suma de una cierta serie de Laurent (Unica)popcidna una expresion para sus
coeficientes.

5.15 Teorema(Desarrollo en serie de Lauren$ean0 <r < R< 4+o00,a€ Cy f una funcién
holomorfa en el anillo Aa;r,R). Entonces hay una Unica serie de Laurent centrada en a y
con coeficientegc, }nez cuyo anillo de convergencia contiene al anillday, R) y cuya suma
coincide con f en dicho anillo

f= > wz-a" zeA@ENLR)

Ademas los coeficientes de la serie vienen dados por

1 f(w)
Ch = ﬁ j W dw (n € Z)
C(a,p)

siendo r< p < R arbitrario.

Demostracién En primer lugar veamos que la expresion de los coeficiantes depende de
p. Tomemos < r1 < rp < R, pongamo<; = C(a,r1), C; = C(a,r2) y consideremos el ciclo
M=C,—Cs.
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Paraz ¢ A(a;r,R) o bien e§z—a| > R, en cuyo caso Indz) = Indc, (z) — Indc, (z) = 0; o bien
es|z—al <r, en cuyo caso Indz) = Indc,(z) — Indc,(z) = 1—1 = 0. Luego el ciclol" es

nulhomélogo respecto del anillo. Como la funcidm- es holomorfa el\(a;1,R),

(W— a)ﬂ-‘rl
el teorema general de Cauchy nos dice que

f(w) F(w) F(w)
0= ) e ™= G ) e

de donde obtenemos la independencig.de

Seaze A(a;r,R), fijo en lo que sigue. ElijamosQr <r; < |z—a| <r, < Ry consideremos
el ciclol =C(a,rz) —C(a,r1). Observemos que Ip@z) = 1 puesto que es interior eD(a,r2)
y exterior aD(a,r1). Por la formula integral de Cauchy

210 w
C(a,rl)

mpummm:;j—%:;-jwﬂ —i [3%m (5.4)
r C(arz

1
Desarrollamos ahora en serie geométrica la funeor v— de dos formas distintas

segln queveC(a,ry)* oweC(a,rp)*. SeaweC(a,rp)*. Entoncesu <1ly

00

f 1 1 n
= W g Waa, 28 L amc?

n=
w—a

N

serie que converge uniformemente para C(a,r2)* ya que estd mayorada por
z-a" _ (|z—a]\"
w—al"  \ r
z—a]

serie numérica convergente por ser una serie geométri(azdmr; <1
2
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Supongamos ahora que=C(a,rq)* Entoncesji <1ly

z—a)
® n

o P o e P i

—(z—a) z—a -

N
=
&

Z—a

serie que converge uniformemente para C(a,r1)* ya que estd mayorada por

w—al" r. \"
lz—a"  \|z—a]

. L . e / r
serie numerica convergente por ser una serie geometrlmdeﬁ <1

Sustituyendo los desarrollos anteriores en la iguakldy permutando la integral con la
suma de las series obtenemos

f(z) = %Z (C(f (Wf_(i‘;‘&“dw) (z—a)"+%z ( j f(w)(w—a)“ldw> (z—a)™

n=0 ar) n=1 \C(ar1)

Teniendo en cuenta quees un punto cualquiera del anillo y que

1 f(w)
j f W a. n- dW j m dW = Cfn
C(ari) C(arz)

hemos probado que la serie de Laurent cuyos coeficientessdellenunciado converge en el
anillo dado y su suma en dicho anillo es igual a la fundion

La unicidad de este desarrollo es facil. Supongamos quentsnetra serie de Laurent que
representa & en el anilloA(a;r,R), es decir,

2) = Zw dn(z—a)" ze A(an,R)

Nn=—oo

entonces para< p < Rlos coeficientes de la serie vienen dados por

400
dn(w—a)"
1 flw) 1 [S— B
%= o j (w—a)k1 — 2m j (w—a)kt1 dw =
(ap) Clap)
2T|] Z j W a k+l n dw
n=-%C(ap)

Ahora bien, las funcionesw — (w— a)”"‘—l tienen primitiva salvo en el cagso-k—1= —1,
luego paran—k — 1 # —1, la integral dgw — a)"*~1 es cero a lo largo de la circunferencia
C(a,p) con lo cual obtenemos que

o 1
Ck - ﬁ j W——ad\N - ﬁZTﬂ dk
C(ap)
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luegock = di para toddk € Z y la serie de Laurent dé es Unica. O

Observemos que en el enunciado queda abierta la posibdielaplie el radio interior del
anillo sear = 0, es decir, qud sea holomorfa en un disco “pinchado”, esto es, un disco al que
se le ha quitado su centro. La importancia de este casoydartge vera a continuacion.

5.4. Singularidades aisladas de una funcién holomorfa

5.16 Definicion. SeaQ un abiertoa un punto deQ y f una funcién holomorfa e@\ {a}.

(a) Se dice qud esregular ena o bien quea es unpunto regularde f si es posible definif
enade manera que sea derivableago que, en virtud del teorema de extension de Riemann,
equivale a que existza L'{Ifl'(z) eC.

—

(b) Si no es posible definif ena de manera que sea derivable&rse dice que es un
puntosingularaislado def o quef presenta unaingularidad aisladaena.

Observa que el concepto de punto regular o de singularidgéatiaies un concepto local y
gue el abiertd en la definicion puede muy bien ser un “pequefo” disco centead. Recuer-
da que el teorema de extension de Riemann (teo®B&¥wda varias condiciones equivalentes
para quea sea un punto regular de

Supongamos qué presenta una singularidad (aislada) en el pantara estudiar el com-
portamiento de la funcién en dicho punto tomemos un dB¢ar) C Q. Puesto quef es
holomorfa en el anilld(a,r)\ {a} = A(a;0,r) C Q\{a}, el teorem&b.15n0s dice que pode-
mos representalr de manera Gnica como

00

f(2) = nz_; (Zc_;)n +n§;cn(z— a)"  paratodee D(ar)\{a} (5.5)

: c_
Este desarrollo se llama desarrollo de Laurenf dma. La serlez "_ se llamaparte

(z—a)"
n>1
principal del desarrollo de Laurent deenay la seriez cn(z—a)" se llamagparte regulardel

n>0
desarrollo de Laurent deena. Claramente, el “mal” comportamiento deesna procede de la

parte principal de su desarrollo de Laurent.

Observa que sf es regular em entonces, definiendb ena de manera que sea holomorfa
enqQ, se sigue que las integrales

1 f(w)
C(ap)

f(w)

(W— a)—n-‘rl
y el caminaC(a, p) es nulhomologo respecto @e(porqueD(a,p) C Q) luego la parte principal
del desarrollo de Laurent deena es nula y dicho desarrollo coincide con el desarrollo de

son nulas para todo> 1, pues la funciém — es holomorfa ef para todon > 1
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Taylor def centrado era. En este sentido el desarrollo de Laurent es una genelalizdel
desarrollo de Taylor.

Puesto que la serie de Laurent flena es convergente en el anilla; 1/R~,R"), don-
de R~ es el radio de convergencia de la se¥iec_,z", debe ocurrir quéA(a;1/R™,R") 2

A(a;0,r). Deducimos qu&® = +oo Y, por tanto, la funcion dada porz) = Zc,nzn es una

n=1
funcién entera que se anula en 0. Podemos escribir la igli&l8an la forma

f(z) = h(i) +§:cn(z—a)” para todaze D(a,r)\ {a} (5.6)
n=0

Por su parte la serig_ . (2" tiene radio de convergenci > r y, por tanto, la funciéon dada
por

42 =) (z—a)"  paratodeeD(ar)
n=0

es una funcion holomorfa dd(a,r). Si definimos

1
gz =f(z)—h <§> para todaze Q\ {a}
g(a) =co
se tiene queg es holomorfa e@®@\ {a} y, comog coincide corg en el discd(a,r), concluimos
gueg es holomorfa el2. Ademas, la descomposicién anterior es Unica, como coeseizude
la unicidad del desarrollo de Laurent . Hemos probado elesige resultado.

5.17 Teorema(Descomposicion candnica de una funcién en una singuthatidada.) SeaQ
un abierto, a un punto d@ y f una funcion holomorfa e\ {a}. Entonces existen funciones
g, h Unicas tales que:

(a) g es holomorfa e@ y h es una funcioén entera que se anula en cero.

(b) Para todo z Q\ {a} se verifica que (z) =g(z) +h (i) .

La igualdad anterior se llama descomposicion canoénica da €&lgounto a.

Conviene destacar una consecuencia importante de esttadesu

5.18 Corolario. SeaQ un abierto enC, Sc Q un conjunto de puntos aislados €ny f una

L 1 e
funcién holomorfa e2\S. Para cada & S sea h <ﬂ> la parte principal del desarrollo

- o2 1
de Laurent de f en a. Entonces se verifica que la funci@nf h, (ﬂ) es regular en a.

Demostracion En efecto, sea > 0 tal queD(a,p) NS= {a} y D(a,p) C Q. Podemos apli-
car lo antes visto a la funciori en el abiertoD(a,p) para obtener que hay una funcién
ga€ #H(D(a,p)) tal que

f(z2) = 0a(2) + ha (%) para todoze D(a,p)\ {a}
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deducimos de esta igualdad que la funci¢m) — h, (%) tiene limite finito e, es decir,

es regular em. O

Dependiendo de que la funcidnsea una funcién polinémica o sea una funcién entera no
polinémica se distinguen dos tipos de singularidades.

5.19 Definicién. Supongamos qué tiene una singularidad (aislada) en el puatpsea

00

f=>)" (Zc_;)n + Z_:Ocn(Z— a)"

n=1

el desarrollo de Laurent deena. Pongamo#i(z) = » _c_nZ".
n=1

Si la parte principal del desarrollo de Laurentfdenatiene un namero finito de coeficien-
tes no nulos, equivalente la funciéres un polinomio, entonces se dice @ues unpolode f 0
gue f tiene un polo en aSe define ebrdende dicho polo como el grado del polinontipesto
es, como mafk € N : c_i # O}.

Si la parte singular dé tiene infinitos coeficientes no nulos, equivalentementes una
funcién entera no polinémica. Entonces se dice fjtiene ena unasingularidad esencial

5.20 Teorema(Caracterizacion de los polos.$eaQ un abierto, a un punto d& y f una
funcion holomorfa e\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo en a de orden k.

(b) Existe el limitdim(z— a)"f(z) y es un niumero complejo no nulo.

¢(2)

(c) Existed € #(Q) con¢(a) # Otal que f(z) = Z—a)

para todo = Q\{a}.

Demostracion Supongamos que(a,r) C Q.

(a) = (b) Si f tiene un polo de ordeken el puntaa entonces su desarrollo en serie de Laurent
es:

f(2) = f:cn(Z—a)M (Zc_‘;)k +---+C%1a ze D(ar)\{a}
n=0

luego si multiplicamod por (z— a)X llegamos a la expresion
(z—a)*f(2) =) cn(z—a)" ™ +ck+Ca(z—a)+--+ca(z—a) T zeD(ar)\{a}
n=0

de donde se sigue qt;galﬁm— a)*f(z) = c_x # 0 lo que pruebgb).

(b) = (c) Definimos

b(2) = (z—a)¥f(z2g paraz#a
d(a) =lim(z—a)*f(z) £0

Z—a
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la funcion¢ es continua e y holomorfa eQ\{a}. Por el teorema de extension de Riemann
¢ es holomorfa e y evidentemente cumple las condicionesde

(c) = (a) Consideremos el desarrollo en serie de Laurerit dea

f(2) :icn(z—a)ﬂ—ic,n(z—a)*” ze D(a,r)\{a}
n=0 n=1
Por tanto
(z—a)kf(z) = icn(z—a)”+k+§:c,n(z—a)’”+k ze D(a,r)\{a}
n=0 n=1

Como la hipétesis afirma que la funci¢n— a)* f (z) es regular em, deducimos que la parte
principal de este desarrollo debe ser nula, luegg= 0 paran > k. En tal caso tenemos,
ademas, qué(a) = lim, ,5(z— a)¥f(z) = c_x. Esto nos proporciona el siguiente desarrollo de
Laurent paraf:

> C.1 C k
f = — n _— “ee
(2) nz_:ocn(z QT Z_aF
conc_g = ¢(a) # 0 lo que prueba qué tiene un polo de ordekena. O

Esta caracterizacion nos hace ver que existe cierta sith#ibtre los polos de una funcién
holomorfa y las singularidades de una funcion racional glastos donde se anula el denomi-
nador). De hecho, dada una funcién racioh@) = P(z)/Q(z), dondeP y Q son funciones
polindmicas sin factores comunes, es facil probar, quenass singularidades deson los
ceros de€Q los cuales son polos dey el orden de cada polo decoincide con el orden de cada
cero deQ. De hecho, esto es consecuencia del siguiente sencillbadsu

5.21 Proposicion.SeanQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién holomorfa e tal que
f(z) # 0 para todo z Q con z# a . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene en a un cero de orden K.

(b) 1/f tiene en a un polo de orden k.

Demostracion
[(a) = (b)] La hipotesis implica que hay una funci@re #(Q) tal queg(a) #0y f(z) =
(z—a)kg(2) para todee Q. De aqui se sigue que

nm(z—a)ki =lim(z—ak———— =Iim 11
22 f(z) 2w (z-akgm zag(2 o)
luego 1/ f tiene ena un polo de ordetk en virtud del puntdb) de la caracterizacion anterior.
[(b) = (a)] La hipotesis implica, en virtud del punfo) de la caracterizacién anterior, que

hay una funciérp € #(Q) tal qued(a) # 0y le) _ (Z¢_(Za)l)k

se sigue qué(z) # 0 para todaze Q, por lo que la funciérg(z) = 1 es holomorfa ef.

¢(2)
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Como, evidentemente, é$z) = (z— a)“g(z) se sigue, en virtud de la conocida caracterizacion
del orden de un cero, quetiene ena un cero de ordek. O

La siguiente es una caracterizacién descriptiva de lospi#aina funcion.
5.22 Proposicion. SeaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién holomorfa ef@\ {a}.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo en a.
(b) Izﬂf(z) = oo.
Demaostracion

[(a) = (b)] Es consecuencia inmediata del pu(tpde la caracterizacion de los poldsZ0).

[(b) = (a)] Por hipétesis existp > 0 tal que size D(a,p)\{a} entoncesf(z)| > 1, en parti-
cular, f(z) # 0 paraz € D(a,p). Definimos

ze D(a,p)\{a}

h esta bien definida y ademas es holomorfddéa, p) (holomorfa erD(a,p)\{a} y continua
ena). Ahora bienh(a) = 0, luego, por la proposicion anterior, concluimos duiene un polo
ena. -

De los resultados anteriores se sigue enseguida, por Excle$siguiente corolario.

5.23 Corolario. SeaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién holomorfa e\ {a}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene una singularidad esencial en a.

(b) f no tiene limite finito ni infinito en a.

5.24 Teorema(de Casorati—WeierstrassyeaQ un abierto, a un punto d@ y f una funcién
holomorfa emQ\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcién f tiene una singularidad esencial en a.

(b) La imagen por f de todo entorno reducido de a es denga.en

Demostracion

(a)=(b) Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que hayeaitpino de, D(a,r) C
Qtal quef(D(a,r)\ {a} ) no es denso efi. Entonces existewe Cy p > 0 tales quéd(w,p) N
f(D(ar)\{a}) = @. Es decir|f(z) —w| > p para todoze D(a,r)\ {a}. Definimosg(z) =

D —w para todaze D(a,r)\ {a}. Evidentementeg es holomorfa e (a,r)\ {a} y esta aco-

tada, puesg(z)| < 1/p, lo que, en virtud del teorema de extensién de Riemann, ¢apjue
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existezir;g(z) = a. Si fueraa = 0 entonces deducimos que Jim f(z) = oo lo, que segln

sabemos, implica qué tienen un polo em lo que contradice la hipétesis. Por tanto debe ser
o # 0. Pero en tal caso deducimos que fim =w+ 1/a, y, en consecuencid, seria regular
—

enalo que también contradice la hipétesis.

(b)=(a) Esta implicacion es clara pues la hipotesis implica queo tiene limite finito ni
infinito ena. g

De los coeficientes del desarrollo de Laurent de una funeiGmepunto el coeficiente ;
tiene una importancia especial.

5.25 Definicion. SeaQ un abiertoac Qy f € H(Q\ {a}). El nimero
1

= o0 f f(z)dz
Clap)

C-1
se llamaresiduo de f en el puntoylo notaremos por Ré$(z),a).

5.4.1. Calculo del residuo de una funcion en un punto

Puesto que el teorema de Cauchy permite reducir el calcula idéegral de una funcién
en un camino cerrado al calculo de varias integrales enrfgoencias, es importante disponer
de algiin método que permita calcular el residuo de una foraridun puntain necesidad de
calcular la integral correspondiente

Al igual que ocurre con los desarrollos en serie de Taylag, pueden calcularse muchas
veces sin necesidad de calcular las integrales que nossleodbicientes del desarrollo, con los
desarrollos de Laurent sucede lo mismo: con frecuencianposiealcularlos de forma indirecta
sin necesidad de calcular las integrales que nos dan losieogdis del desarrollo. Siempre que
podamos hacer esto podremos calcular el res@yoy con ello la integral correspondiente.
De hecho, este es el Unico procedimiento general para aakeulesiduo en una singularidad
esencial. Afortunadamente, para los polos hay un métotiensigico de calcular no sélo el
residuo sino todos los coeficientes de la parte principadiegrrollo de Laurent.

Supongamos quétiene era un polo de ordelk, esto quiere decir que

LSk B NN e
f(z)_(z_a)k+ +Z_a+nz_:ocn(z a)

paraz en un cierto anillcA(a; 0,r). Definimos la funcién

g(z):(Z—a)"f(z):ka+ka+1(2—&)+---+c,1(z—a)"—1+icn(z_a)n+k 24a
n=0

g es holomorfa donde lo seflay ademas es continua @n Observemos que la expresiéon an-
terior es el desarrollo en serie de Taylor de la fungignque para < j <k—1,c_i;j es el
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coeficiente de la potenci@— a)! de dicha serie y por tanto viene dado por:

1 d

Ckij= ———0(z
T ad 9(2) S
Para recordar esta igualdad es mas comodo peRer j = —qcon lo que I g< ky la
igualdad anterior se escribe:
1 dd

9= g axa9?

Z=a

En la practica suele aparecer una indeterminacion al evakta derivada ea por lo que
escribimos

I
C0= G g lim e (z—a)¥f(2) (5.7)
En particular, parg = 1 obtenemos:
1 i dk—l
1= g M e

Es decir, el residuo en un polo se calcula derivando.

En el caso particular de que exi§ta}i{im a) f(z) = a € C entonces se verifica que Ré&z);a) =
—>

a. Pues sor = 0 entonces, por el teorema de extension de Riemann, sabembseq regular
enay su residuo es nulo. Y si # 0, la condicion anterior equivale a gligenga era un polo

de orden 1 en cuyo caso, como hemos visto en el teofeRteen la implicacion(a)=-(b), su
residuo viene dado par_; = lim,,a(z—a) f(z) (también se deduce directamente de lo antes
visto).

Polos de cocientes de funciones holomorfas

En muchas ocasiones la funcién que integramos viene dadaamsiente de dos funciones

holomorfasf(z) = % donde suponemos qgeh son funciones holomorfas en un abief2o
En tal caso las Unicas posibles singularidaded den los ceros dbd. Es de comprobacion
inmediata que gh tiene un cero de ordenen un puntay g(a) # 0, entonced tiene un polo

de orderk ena. En el caso de que sea un polo simple, es decir, de orden asne
9(2) . z—a_ 9@

Regf(z),a) = Izm(z—a)@ = g(a)lzl—cgmz) - ¥

5.4.2. Comportamiento en infinito de una funcién holomorfa

Mediante el artificio de invertir la variable, podemos e&ttudl comportamiento eso de una
funcion holomorfaf sin mas que estudiar el comportamiento en 0 de la funciénf(1/z).
La utilidad de este procedimiento nos lleva a establecaglasnte definicion.
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5.26 Definicion. Seaf una funcién holomorfa en un abierfdy supongamos que para algun
R> 0 se tiene qu& D A(0;R, +o0). Definamos la funcioir : D(0,1/R)\ {0} — C porF(z) =
f(1/z). Se dice que

a) f esregular emo 0 quecc es un punto regular desi F es regular en 0.
b) f tiene un polo de ordekenoo siF tiene un polo de ordeken 0.

c) f tiene una singularidad esencial @nsi F tiene una singularidad esencial en 0.

SeaF (z Zc nZ "+ chz” el desarrollo de Laurent de en el anilloA(0;0,1/R).
n=0

Entonces, por definicion, elesarrollo de Laurent de f eso viene dado por
f(2) =F(1/2) = Zc z”+ch ze A(O;R, +o0)

La serie) .1 C nZ" se llamaparte principaly ) . ,c.z " se llamaparte regulardel desarro-
llo de Laurent def encoc.

Teniendo en cuenta, una vez mas, que la serie converge mpiftente en cualquier cir-
cunferencia de centro 0 y radp> R, por lo que podemos permutar su suma con la integral,
tenemos que

Zim_ f f(z)dz = f (Zc 2“+ch )dz_ iﬂ f C—Zldz:cl

C(0,p) C C(0,p)
Se define etesiduo de f ero como

1

Regf(z),00) = —C1 = ~ o f f (w) dw dondep > R (5.8)

C(0,p)

Observa que; es el coeficiente de~! en el desarrollo de Laurent deen co. La razén del
signo =" en la definicion se debe a que “desde el infinito” las circtefieias se ven con
orientacion opuesta a como se ven desde el origen. Pardacadtuesiduo erxc la siguiente
igualdad es (til.

Regf(2);00) = — Res(z—lzf(l/z),0> (5.9

Para comprobarlo, sea= 1/p. Tenemos

T

21 Res<z—12f(1/z),0> = j Z—lzf(l/z)dz: j fle /r) .re't dt =

c(or) “n
T —Tt T
= f f(pe )ipe ™ =— f f(pe®)ipe® = f f(pe)ipe® = f f(2)dz
“n n “n cop)

Como consecuencia inmediata de las definiciones dadas ¥ @adacterizaciones conocidas
de los polos, asi como del teorema de Casorati-Weierssaggne el siguiente resultado.
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5.27 Proposicion.Sea f una funciéon holomorfa en un abie€?oy supongamos que para algin
R > 0 se tiene qu& D A(O;R,+o0). Sea

f2=) cn?'+> &z" zEAOR +o0)

n=1 n=0

el desarrollo de Laurent de f eso.

1. Equivalen las siguientes afirmaciones
1.a) f tiene un polo epo.
1.b) Zlm f(2) = oco.

1.c) La parte principal del desarrollo de Laurent de f &nes una funciéon polinémica.
Es decir el conjuntdne N : c_p # 0} es finito.

2. Equivalen las siguientes afirmaciones
2.a) f esregular emo.
2.b) lim f(z) =aeC.
Z—00
2.c) ¢, =0paratodo reN.
3. Equivalen las siguientes afirmaciones

3.a) f tiene una singularidad esencial ea.
3.b) f no tienen limite finito ni infinito eso.
3.c) Paratodop > R el conjunto{ f(2) : |z > p} es denso eft.

5.28 Proposicion. Una funcion entera es una funcion polinémica no constantg sblo si,
tiene un polo erc. Una funcién entera es constante si, y sélo si, es regulasen

Demostracién Seaf una funcion entera. Representenfgsor medio de su serie de Taylor en
0.

f(z) = chz” para todoze C

Tenemos que

F(2)=1f(1/2 =) cz" paratodozeC*
n=0

La unicidad del desarrollo en serie de Laurent implica qte es el desarrollo de Laurent de
F en 0. Por tanto, la serie de Laurent flen oo coincide con la serie de Taylor deen 0. En
consecuenciaf tiene un polo e si, y sélo si,f es una funcién polinémica no constante.
Si f es regular emo entonces linf(z) = a € C, lo que implica quef esti acotada e@ y,
Z—00
por el teorema de Liouvillef es constante. O
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Ejercicios propuestos

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

222.

Seama, be C tales queal < |b|. Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

1

f(z) = Z=az-b zeC\{a,b}

en cada uno de los anillosA(O;
A(a; |b—al, +o0).

aj, b)), A(G;

b|,+00), A(a0,b —al) vy

Clasifica las singularidades y calcula los residuos en ttm#ogolos de la funcion

_ sen(mg)(€”-1)
"= Zz 213212

Clasifica las singularidades de las siguientes funcionedcyla los residuos correspon-
dientes (incluyendo el puntso cuando tenga sentido).

tgz € sen1/z) 1

Z2+z+1 b)22(22+1) ©) (z+1/2)3 9 z—serz

a)

SeaQ abierto enC, ac Qy f una funcién holomorfa e@\{a}. Prueba que si la parte
real def estd mayorada o minorada en un entorno reducida elgoncesf es regular
ena. Deduce que si tiene una singularidad enentonces ex( ) tiene una singularidad
esencial em.

SeaQ abierto enC, {a,} una sucesion de puntos distintosdeue converge a un punto
ac Q. Seaf una funcién holomorfa en el abieto= Q\ ({a,:neN}U{a}) y que tiene
un polo en cada punta,. Prueba que, para caga> 0, el conjuntof(D(a,p) NV) es
denso erC.

SeaR>0,acD(0,R)\ {0},
: f(0 [ ¢n
simple ena. Seac, = . Prueba que li =a.
n! n+1

y f una funcién holomorfa eB(0,R)\{a} que tiene un polo
)

Seaf una funcién holomorfa eft excepto en un namero finito de puntos que son polos
de f. Supongamos, ademas, gfi® bien es regular o tiene un polo en infinito. Prueba
gue f es una funcién racional.

SeaQ =C\Z. Justifica que las funciondsy h definidas e por:

2 s
(@)= g "= ﬁ (2eQ)

son holomorfas e y tienen la misma parte principal en cada entesd.

Deduzcase que la funci@i(z) = f(z) — h(z), (ze Q), puede extenderse a una funcion
entera y acotada y que, por tangies i dénticamente nula.
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223.

224,

225.

226.
227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

Seaf una funcion holomorfa que no se anula en el arfl{6; 1,2). Pruébese que hay un
enterone Z, y una funciéng holomorfa en dicho anillo, tal qu&(z) = 2" exp(g(z)) para
todoze A(0;1,2).

Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcién
1
f(2) = Z-17 (zeC\{-11})

en cada uno de los anillos siguient&¢1;0,2) y A(1;2,+o0).

Clasifica las singularidades de las siguientes funcionescyla los residuos correspon-
dientes (incluyendo el puntsc cuando tenga sentido).
1—cosz 1 z el/z
a) - b) Z'sen1l/z) c) (i—am) d) gz e) —]

Prueba que una funcién entera e inyectiva es una funciéngmolca de grado uno.

Supongamos quéy g son holomorfas en un entorno de un puatgue f (a) # 0 y que
g tiene un cero de orden 2 enPrueba que

f@.\ _,f'@ 2f(a9"(
Res< ,a> 29,,(a) 3 (g“(a))z

9(2)

SeaQ un abierto en el plan@c Q y f una funcion holomorfa e\ {a}. ¢ Qué relacion
existe entre las posibles singularidadesaele las funcioneg y f’?

Seaf una funcion holomorfa en un entorno reducido de un pamjoe no se anula en
dicho entorno. ¢ Qué relacion existe entre las posiblesisindades ea de las funciones
fy1l/f?

Seanf y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un pantéstudiese el
comportamiento ea de las funciones + gy fg, supuesto conocido el dey g.

La funcién f es holomorfa en un entorno del purdg la funciéng tiene un polo de
ordenmen el puntof (a). ¢ Cémo se comporta en el purtta funcion compuestgo f?
¢, Qué ocurre gj tiene una singularidad esencial &h

Justifica que la suma de los residuos de una funcién racimehiyendo el residuo en
oo, esigual a 0.

SeaQ un abierto,a un punto deQ y f una funciéon holomorfa e\ {a} que tiene un
polo de ordem ena. Prueba que parav| suficientemente grande la ecuacifyiz) = w
tiene exactamente soluciones.

Sea{ fn} una sucesion de funciones holomorfadén, R)\ {a} que converge uniforme-
mente en compactos d¥a,R)\ {a} a una funciénf. Justifica la veracidad o falsedad
de las siguientes afirmaciones:

a) Silas funcioned, tienen un polo e tambiénf tiene un polo era.

b) Si las funcionesf, tienen una singularidad esencial &tambiénf tiene una sin-
gularidad esencial ea

c) Silas funcioned, son regulares eatambiénf es regular em.
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5.5. Teorema de los residuos

5.29 Teorema(Teorema de los residuos 3eanQ C C un abierto, SC Q un conjunto de puntos
aislados e, es decir, 51 Q =0y sea f una funcién holomorfa é&\S. Sil" es un ciclo en
Q\ {S} nulhomdlogo respecto d@ entonces

(a) Elconjunto{acS: Indr(a) # 0} es finito.

(b) | [ f(2)dz=2mi>"Regf(2),a)Indr(a)

r acsS

Demostracién La demostracion del teorema consiste en construir otto idormado por
circunferencias centradas en los puntos singulardsd#eforma qud™ — Z sea un ciclo nulho-
mologo respecto d@\Sy en esta situacion aplicar el teorema general de Cauchy.

En primer lugar veamos que la suma anterior es finita, es,dedj(a) = 0 salvo para
un numero finito de puntose S. Consideremos el abierto (unién de componentes conexas de
C\l'*) Qo={ze C\I'* : Indr(z) = 0}. Por la hipétesis de que es nulhomologo respecto de
Q tenemos qué&y O C\Q. Sea

K= (C\QO =ru {ZG C\F* : |ndr(Z) #* 0}

Tenemos quK C Q y K es cerrado (como complemento de un abierto) y acotado (porqu
no corta a la componente no acotada@¢ *) luego es compacto. Con lo cu8NK es un
conjunto finito, ya que en otro caso tendria un punto de aaoitui que, por compacidad,
deberia quedarse &hlo que implicaria qué&’ N Q # 0 en contradiccion con la hipétesis.

Lo anterior nos asegura que el conjufte S: Indr(a) # 0} = SNK es finito luego po-
demos enumerarlBNK = {ay,ay,...,aq} lo que justifica que la suma en el enunciado es una
suma con un namero finito de términos distintos de cero.

Centremos en cada uno de los purdgsn disco contenido ef) y que no contenga a otros
puntos deS. Para ello se@ > 0 de forma queD(ax,p) € Q y D(a,p) N S= {ax} parak =
1,...,q. Para cad& seamy = Indr (ax) y Yk = mC(ak, p). Consideremos el cicla = le(:lyj.

A continuacion probaremos que el cidle- £ es nulhomologo respecto @B S, esto es, para
z¢ Q\Sse verifica que Ingl5(z) = 0. Distinguimos varios casos:

= Siz¢ Q entonces Ingl(z) = 0 por hipétesis y ademéasz D(a,p) para 1< k < q luego
Indy (2) =0, 1< k< g, de donde Ingl(z) = 0. Concluimos que Ind_s(z) = 0.
= z€ Stenemos dos posibilidades:

« z+# g para 1< k< g, encuyo caso Indz) =0y ademag ¢ D(a,p) para 1< k< g
por construccion, luego también Ipr) = 0 para cad&. Concluimos de nuevo que
Indr_s(z) = 0.

* z= gj para ciertoj. Entonces Ingl(a;) = m; y, por definicion, Ing (a;) = m; y
Indy, (aj) = 0 parak # j ya quea; ¢ D(ax,p) parak # j. Luego tenemos

Indr _5(2) = Indr(2) — Indx(2) = m; — Indy, (aj) =m; —m; =0
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Hemos justificado asi que el cido— Z es nulhomdlogo respecto del abief@§S. Aplicamos
ahora el teorema general de Cauchy a dicho abierto paralelltie X y a la funcionf e
H(Q\S) y obtenemos que

0= f f(z)dz:ff(z)dz—ff(z)dz
r-s r b3

despejando resulta

f dz_ff dz_ZIf dz_ZmJI dZ—ZTl]Zlndr aj)Regf(2),a;)

i=1y; C(aj,p) =1

como queriamos probar. |

5.6. Aplicaciones del teorema de los residuos para calculante-
grales

Los siguientes resultados se necesitan con frecuencidicdragl teorema de los residuos.

5.30 Lema.Sea A={zeC:0<|z—a] <r,a < arg(z—a) <P} donde (i< a <P < ).

Supongamos que f es continua ery/@uelzm(z— a)f(zg=LeC.Paraa <t<ByO<p<r
) ZeEA

pongamosy(t) = a+pet. Entonces se verifica que

[I)ig?) f(zdz=i(B—a)L

En particular si f tiene un polo simple en a entonces

lim | f(z7dz=i(B—a)Regf(z),a)

p—0

Demostracion Tenemos que

\{f(z)dz—i(B—a)L:\{(f(z)—i) dz

Y deducimos

[t@dz—iE-aL

%

Como lim(z—a) f(z) = L€ C, dadoe > 0, existed > 0, tal que si 0< [z—a| < 3 se verifica que
zeA

|f(2)(z—a)—L| <&/(B—a). Como para € y; es|z—a| = p deducimos, de la desigualdad

(5.10 que para 6< p < & se verifica

gmax{\f(z)(z—a)—L\ WAS \6*}([5—0() (5.10)

ff dz—i(B—a)L

<E€
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gue es lo que se queria probar. O

5.31 Lema. Sea f continua en un conjunto de la fora= {ze C: Rez> 0, |z] > K} para

algin K> 0y tal que Zlggo f(z) = 0. Seayr la semicircunferencia de centf®y radio R con-
Imz>0

tenida contenida e, es decir, R> Ky y(t) = Re' (0 <t < ), entonces para todd > 0 se

verifica que

lim | é*f(2dz=0

R—+-00
Demostracién Tenemos que
€@ dz| <R[ e f(Re")|dt < max{|f(Re")[:0<t <R [[eRsem i
% 0 0

Recordando que sép: %t para 0< t < 11/2, tenemos:

m 3 u N
—ARsert —ARsert _AR2t T [ _\r2t]1=2 T
e d=2(e d <2 (e ndt:__[e n} T
j j j AR t=0 < AR
0 0 0
Por tanto
fe”‘z f(z)dz| < Amax{|f(Re")|:0<t <1}
%
Como Zﬂm f(z) =0, dadoe > 0, existeM > 0, y podemos suponer también gde> K, tal
Imz>0

que para todae C con Imz> 0y |z] > M se verifica quéf(z)| < &€/A. Por tanto para todo
t € [0,1 y para todaR > M se tiene quéf (Re')| < €/A, lo que implica que

fei“f(z)dz <€
%

5.32 Lema. Sea f una funcién continua en un conjunto de lafona {ze C: Rez > 0,|2] > K}

para algun K> 0, y supongamos que hay an> 1 tal que ZI|_>rgo 1Z1%|f(2)| = LER}. Seayr
Imz>0 )

la semicircunferencia de centi@y radio R contenida e, es decir, R> K y \ﬁ(t) = Ret

(0 <t < m), entonces se verifica que

lim |f(z)dz=0

R—+-00
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Demostracién La hip6tesis hecha implica que dado un naniérs L, existeM > 0, y pode-
mos suponer también qu > K, tal que para toda con Imz> 0y |zl > M se verifica que
|f(2)| < N|Z~“. Para toddR > M tenemos que:

jf(z)dz < Rmax{|f(Re!)|: 0 <t < T} < TRNR® = iNR @

Y, como, 1- a < 0 se sigue que liMRY% = 0. 0
—+-00

Tt
5.6.1. Integrales del tipof R(cog,sert) dt

Suponemos qui es una funcion racional de dos variables continua en lardigcencia unidad.
La idea para calcular esta integral por el método de resigsiosnvertirla en una integral sobre
C(0,1) de una funcidon compleja que también va a ser racional. Plareeebrdemos que

gt _eit g2t _q gt et ityg

sen = - = — cost = = .
2i 2iet 2 2¢et

Por tanto, se verifica que

T

2+1 72-1
f R( e )IZ f (cost, sint) dt

C(0,1)

2Z+1 2-1\1
—. Tenemos quef(z) es una fun-
2z 7 2z )iz quef (2)

cion racional por lo que sus Unicas posibles singularidadespolos. Para calcular la inte-
gral solo nos interesan los polos que estan dentro del digdadi Supongamos que estos son
{z1,2,...,23}. El teorema de los residuos nos dice que

T q 22
: . +172-1\1
fR(cost,smt)dt = 271 J§_lRes<R< 5 iz )E,zj>

—Tt

En consecuencia, si notamd$z) = R

Ejercicios propuestos

Usando el teorema de los residuos calcula las siguientegraies.

|
235, | ————dt
fn 5+4cod

21

1
236.
J aZserfx+ b?2cofx

dx, dondea>0yb > 0.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Integrales del tipo ffn R(cog,sert) dt 166

237.

Tt
238.

239.

240.
241.

242.

243.

244,

245,

246.

21

J‘#dx
, 1+ 3cogx

cosd
—d
5—4cosh o
—Tt
cos 3x y
3 5—-3cos X

r 1
fidt
5cogt+4
—T
0155er¥t+1

21

1
j dx (ab,ceR, a®+b? < c?)
3 asenx+bcosx+c

{ 3cot +2serft
2 9codt +4sertt

2n
fco§”xdx
0

Usando el teorema de los residuos prueba las siguientddagies.

21 21

dx 21

j dx _I B
" a+bcosx J at+bserx  aZ_p2

(0O<b<a)

I
serft 21
et e AR a2
Ja+bcostdt 02 (a va b> (0O<b<a)

21

ds 21

247. = a#£1

Jl—ZzalcosﬁJra2 |a2 — 1 8l #

21

(0] 2n

248. = a<l1

£(1+ acosd)? (1-—a?)3/2 1

1 ¢ cosd 1+a?cos
249, — BB =——-— (acR,|a <1

2n£1+a2—2acoq19—¢) 2(1-a?) ( lal <)

cognt) 2"

250. | ————F——dt = r<1

J 1+r2—2rcost 1—r2 Irf <
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21

2—a+1
251. ) 1+a20ci§22tcosz dt= n% (0<a<l)
21
nx
252 [ & s = (Vg (<
53, T(1+2cost)ncosnt dt— E(g_\/g)n (nem)
3 3+ 2cod NG
21
254. fcos(nt—sert)exp(cost)dt = i—?
0

5.6.2. Integrales impropias de Riemann
Recuerda que en la integral de Riemann se consideran f@scexotadas en intervalos

acotados. Cuando alguna de estas condiciones no se cundigftrss las llamadas “integrales
impropias de Riemann”. Conviene considerar varios casos.

A. Integral de una funcion continua no acotada en un internaitado.

Al. Dada una funciénf : [a,b[— R continua con Ierf(x)\ = +o0. Se define:
Xx—b—

b t
[ fxax :tirp_ff(x)dx

A2. Dada una funcionf :Ja,b] — R continua coq(lgrﬂf(x)\ = +o. Se define:

b
f(x)dx = lim | f(x)dx

t—a+
t

Ve

B. Integral de una funcién continua en un intervalo no acotado.
B1. Dada una funcionf :] — o, b] — R continua se define:

b b
[ fegax = tim [ f(x)ax

t——o0

B2. Dada una funcionf : [a,+o[— R continua se define:

+00 t
[ fegax = tim | f(x)ax

t—oo
a
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Cuando los limites anteriores existen (y son numeros feséedice que la correspondiente
integral impropiaes convergenten el intervalo en cuestion.

Los siguientes casos se reducen a los ya considerados:

C. Dada una funcion continud :]Ja,b[— R donde—o < a < b < 4, se dice que la
integral def es convergente dia, b si elegidou €]a, b[ las integrales dé en]a,u] y en[u,b]
son convergentes segun las definiciones dad#s\eB, en cuyo caso se define

u

frooa Al dx+ff =l
a

S>a

t
f(x) dx + fim | fxax (5.11)

t<b u

O S—c

Puedes comprobar facilmente que esta definicion para npeéade del puntao.

D. Dada una funcion continud : [a,b]\{c} = R cona<c<by E—@f(x)’ =+ se

dice que la integral dé es convergente efa, b| si las integrales dé ena,c[ y en]c,b] son
convergentes segun las definiciones dada&len A2, en cuyo caso se define

C

jbf(x)dx:jf(x)dx+jbf(x)dx

E. Dadauna funcién continué:]a, b\ {c} — R donde—o <a<c<b< 4o y)I(’l_rpC| f(x)| =

+oo se dice que la integral dees convergente €a, b| si las integrales dé enja,c| y en]c,b]
son convergentes seg(j en cuyo caso se define

C

fbf(x)dx:ff(x)dx+fbf(x)dx

En general, para estudiar la convergencia de la integrahdduncionf en un intervalo
hay que expresar dicho intervalo como union de intervalotogmue podamos aplicar las
definiciones anteriores y la integral debe ser convergentmda uno de estos intervalos. Por

ejemplo, considera la integral
+oo

1
L X(X—2) o

Dicha integral es convergente si son convergentes lasraiésgde dicha funcién en cada uno
de los intervalog — o, —1], [-1,0[, ]0,1],[1,2[,]2,3] y [3,+0].

Un resultado importante respecto a las integrales impsafg@eRiemann es el siguiente. Se
trata de la version para integrales impropias del resulpada series que afirma que una serie
absolutamente convergente es convergente.

5.33 Proposicion. Supongamos que la integral impropia de Riemann de la funcidor ab-
soluto x— |f(X)| es convergente en un cierto intervalo, entonces se verifieala integral
impropia de Riemann de f también es convergente en dichwahbe

Cuando la integral impropia de Riemann de la funcion valspaliox — | f (X)| es conver-
gente en un cierto intervalo, se dice que la integral imardpiRiemann dé esabsolutamente
convergenteen dicho intervalo. Las integrales de Riemann absolutaanemtvergentes son,
de hecho, integrales en el sentido de la teoria de la intdgraébesgue.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Integrales impropias de Riemann 169

Valor principal de Cauchy

Dada una funcién continué :] — «, +o[— R, se define el valor principal de Cauchy de la
integral def en] — oo, +o0[ como el limite

+o0 t
v.P.j fx)dx = lim [ f(x)dx (5.12)

t—oo

cuando dicho limite existe.
Observa que, como caso particular de la definicleil), la integral impropia def en
| — o0, +00[ €s convergente cuando son convergentes Ias mtegralespmspldef en]—o, 0]y

en[0,+oo[ es decir, cuando existen los limites: I|m Ilfﬁ X) dx ytllT f(x)dx , en cuyo
—>+00

+00
casof f(x)dx se define como la suma de ambos. Como

—00

0 t 0 t t
Jm, [eoact fim, [f09ax = fm, [tgac fim, [100c = tim, [190

Se sigue que si la integral impropia fi@n] — «, 40| es convergente su valor coincide con su
valor principal de Cauchy.

Pero puede ocurrir que exista el valor principal de Cauchy deegral def en] — oo, 4-00]
aunque la integral impropia deen] — o, +-0[ N0 sea convergente. Por ejemplo

V.P. +foxdx = tETondX =0

+00
pero la integralf xdXx no es convergente.

—00

Dada una funcion continué: [a,b]\ {c} — R dondea < ¢ < b, se define el valor principal
de Cauchy de la integral deen|[a,b] como el limite:

v.pjbf()dx—agm+<j dx+j )

a Ct+e

cuando dicho limite existe.

Al igual que antes, si la integral dees convergente €a, b] su valor coincide con su valor
principal de Cauchy, pero puede ocurrir que el valor prigicgxista aunque la integral no sea
convergente. Por ejemplo

—€ 1
1 1
VPf—dx_£I_|>r(r)1+ (flngJrsdex) —~0
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1
. 1
pero la mtegralf v dx no es convergente.

Dada una funcion continué :]a,b[— R, se define el valor principal de Cauchy de la inte-
gral def en]a,b] como el limite:

b b—¢e
V.Rff(x)dx:sl_|>r(r)1+ f(x) dx
a a+e

cuando dicho limite existe.

Dada una funcion continué:] — o, +oo[\ {c} — R, supongamos que existen las integrales
impropias def en] — o, a] y en[b,+oo[ paraa < ¢ < b. Se define el valor principal de Cauchy
de la integral d&f en] — o, +-00[ como el limite:

V.P. ff x)dx = lim (Isf(x)der Tf(x)dx)

cuando dicho limite existe.

En general, el valor principal de Cauchy de la integral defuneién f en un intervalo se
obtiene expresando dicho intervalo como union de intesvatolos que podamos aplicar las
definiciones anteriores de valor principal de Cauchy. Rempjo:

sir(r)lr( +I X(X— 1 +I X(X— l )

Puedes comprobar calculando una primitiva que el limiteramtvale 0 aunque la integral

impropia no es convergente. Observa que no se exige qua ea&idh limite por separado sino
la suma de todos. Es decir, el valor principal de Cauchy emiemialo no es la suma de los
valores principales de Cauchy en los subintervalos en ghenwos dividido. En el ejemplo

anterior no existe el valor principal de Cauchy en ninguntodesubintervalo$— «, 0], ]0, 1],

|1, +0o] (el limite correspondiente eiso).

Seaf : 1 — C una funcidon compleja continua en un intervil@upongamos que las fun-
ciones Réf) o Im(f) y el intervalol estan en algunas de las situaciones antes consideradas.
Se dice que la integral impropia de Riemannfdes convergente ensi son convergentes las
integrales impropias de las funciones(Rey Im(f) enl en cuyo caso la integral impropia de
enl se define como el nimero complejo cuya parte real es la ihieygeopia de Riemann de
Re(f) enl y cuya parte imaginaria es la integral impropia de Riemanimdé) enl. El valor
principal de Cauchy dé enl se define como el nUmero complejo cuya parte real es el valor
principal de Cauchy de Ré&) enl y cuya parte imaginaria es el valor principal de Cauchy de
Im(f) enl.

5.6.3. Integrales del tipo T@ dx
- Q(X)

Suponemos que
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1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. graddqQ) > graddP) + 2.

Se verifica que:
3a. Q(x) # 0 para todoxe R.
O bien se verifica que:
3b. Q(x) tiene ceros simples reales.

Entonces:

A) Si se dan las hip6tesis 2 y 3a se verifica que la integral es absolutamente convergente y si
Z (k=1,2,...,0) son los ceros d& que estan en el semiplano superior se tiene que

TPX P(2)
f 560 dx = 211 Z ReS<Q(Z) ,> (5.13)

—00

B) Si se dan las hipotesis 2 y 3b se verifica que la integral no es convergente %<k =
1,2,...,0) son los ceros d@ que estan en el semiplano superiony< X, < --- < Xp son los
ceros deQ que estan en el eje real, se verifica que

V.P.[) e dx = 2ruj;Res<Q(z),z,> +Tuj_lees<Q(z),xJ> (5.14)

El valor principal de Cauchy esté definido como el limite

(X) 4EP(X) P14 x) P
V.P. dx = —= —~ dX
IQX s—>0 IQX Z; { (x) ISQ(X)
Demostracion Las afirmaciones hechas sobre la convergencia de lasalgsgro las vamos

a probar. Probaremos las igualdaded 8 y (5.14). Es suficiente probar la segunda porque su
demostracion puede modificarse facilmente para probairteepa.

Consideremos, para no complicar innecesariamente laiéotapieQ tiene dos ceros sim-
ples realegy b cona < b. Vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funcién

en el abiertd = C. Seal (R, €) el camino (ver figur®.3)

rRe)=[-Ra—g—y(ac)+a+eb—g —yb,e)+[b+e R +YR)

dondey(a,€) y y(b,€) son las semicircunferencias centradasagnb de radioe y y(R) es la
circunferencia de centro 0 y radi®todas ellas recorridas en sentido anti horario. Se supone
gue tomamod®R suficientemente grandegysuficientemente pequefio para que todos los ceros
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_R a—e a ate i b-e b bie R

Figura 5.3. El camin® (R, €)

del polinomioQ que estan en el semiplano superior queden en el interibBe) de modo
que Indre)(z) = 1 para 1< j < q.

El teorema de los residuos nos dice que
P(2) o (W@ )
f —— 0z =2m E Res| ——,7;
-2 Q@ ~ "\

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independeR y €. Tenemos que:

—&

[ f@az = ff dx—jf dz+j X) dx —

F(R@) a+e

— jf dz+ff dx+jf

b+e

7

Y, por tanto:

=1
ajf dx+j dx+j o+ [f(z)d (5.15)
-R

ate b+e V(R)

Por la hipétesis sobre los grados de los polinonftags Q podemos aplicar el lema.32con
o =2 por lo que
lim | f(zydz=0
R—+-00
Y(R)

Y por el lema5.30tenemos que
lim | f(zydz=inmtRegf(2),a), lim | f(z)dz=imRegf(2),b)

e—0 e—0
y(a) y(bg)
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Ademas, por las hipotesis hechas se verifica que:

a—¢& a—¢& R +00
RI_I>T00 f(x)dx = ff(x) dx, Rl_lmoo f(x)dx = ff(x) dx
R —00 b+e b+e

Es decir, dichas integrales convergen. Por tanto, tomdndtelen 6.15 paraR — + obte-
nemos:

q
2de¥lRes<%,zj)+ ff(z)dz+ f(z)dz =

v(a@) v(b €)
f f(x)dx + f X) dx + f f(x
ate b+e

Tomando ahora limite pasa— 0, concluimos que:

q
211 121 Res(%,z,) + in(Res(%,a) + Res<%, b)) =
) a—sp b—sP +ooP
— lim (_{o% dx +aL% dx +b18% dx)

Pero el lado de la derecha de esta igualdad es, por defingidalor principal de Cauchy.
Hemos probado asi que dicho valor principal existe y viem® gbr:

V.P.f% dx = ZméRes<%,zj> + in(Res(%,a) + Res<%,b>)

Que es lo que queriamos probar. O

5.34 Ejemplo. Queremos calcular la integral

400

1
') @)

dx

donde suponemos q@e> 0 y b > 0 son distintos. La funcion que integramos tiene dos polos
simples en el semiplano superior en los purnid#. Segin acabamos de ver

. 1 . : 1 .
| = 21 Res( 2+ @) 2D |a> + 2m Res< D 2T ) |b>

Tenemos que

1 . . . 1
Res( Z1a) 2+ )’ 'a> = R Z )

1 1
N zl—>|a (z+ia)(Z+b?) 2ia(t? —a?)
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Andalogamente

1 .
iz ) ~m

Luego
1

. Tt
|=am <2ia(b2 -

5T o 2:L 2)2
a’) 2ib(az—b?) ab(a+b)

Ejercicios propuestos

Calcula por el método de residuos las siguientes integrales

+00

X2+ 3
255. | G o™

—+-o00
dx
2 ' — R 2 4

+o0 5
Xc+x+1
257. f X+

EA XA+ x24+1
400 1

258. £ Tl

400
X2

| werneeraea ™

259.

+0 2
X
260. fmdx (a>0)

261. Of o1

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes naleg por el método de resi-
duos.

400
262. V.P. f i

400
263. V.P. f

—00

x2

dx
x4 —1
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e g
264.V.P. | ——dx
_L x3+1

+00
: P(X)
5.6.4. Integrales deltipo | —= & dx
J P {, Q)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunasxy0.
2. graddQ) > graddP) + 1.

Se verifica que:
3a. Q(x) # 0 para todoxe R.
O bien se verifica que:
3b. Q(x) tiene ceros simples reales.

Entonces:

A) Si se dan las hipotesis, 2 y 3a se verifica que la integral es convergente ys(k =
1,2,...,q) son los ceros d® que estan en el semiplano superior se se verifica que

400

PO o o P@) iz
IQ(x)e dx—ZTU;Res<Q(Z)e' ,z,) (5.16)

—00

En particular, silos polinomioB y Q tienen coeficientes reales se verifica que:

+ww — i : iz) Az .
£ o) cogAx)dx = Re 2Tu§Res<Q(z) e ,zj> (5.17)

f ))(( ser(Ax)dx = Im (Zru > Res< Q((?) e, Zj)) (5.18)

B) Si se dan las hipotesis 2 y 3b se verifica que la integral no es convergente gk =
1,2,...,0) son los ceros d® que estan en el semiplano superiony< X, < --- < Xp son los
ceros deQ que estan en el eje real, se verifica que

PO g — 2§ P@) gy ) S P@) oy
V.R,L Q(x)é ﬁx_ZTujz_;Res(Q(z)e' ,Z]) +Tﬂ;Res(Q(z)e' 7XJ) (5.19)
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En patrticular, silos polinomioB y Q tienen coeficientes reales se verifica que:

p
V. Pf cos()\x )Jdx = Re (2111 Z Res< Q((?) g Zj) + i Z Res(% gz X,->> (5.20)
=1

VPJ sem\x dx = Im (ZTU;Res<Q(Z)e' 7zj) +Tuj_ZlRes<Q(z)e' ,x,> (5.21)

En el caso de que los ceros realesdepincidan con ceros de d@), la integral en$.20) es
convergente. En el caso de que los ceros real€satencidan con ceros de sgix), la integral
en (.21) es convergente.

Demostracion Las afirmaciones hechas sobre la convergencia de lasalgsgro las vamos
a probar. Probaremos las igualdaded § y (5.19. Es suficiente probar la segunda porque su
demostracion puede modificarse facilmente para probaireeps.

Consideremos, para no complicar innecesariamente laidotagieQ tiene dos ceros sim-
ples realesy b cona < b. Vamaos a aplicar el teorema de los residuos a la funcién

P(2)
f(z) = —= €V
?=20
en el abiertd = C. Sedl (R €) el camino (ver figur®.4)

rRe)=[-Ra—g—y(ac)+a+eb—g —yb,e)+[b+eR+YR)

dondey(a,€) y y(b,€) son las semicircunferencias centradasagnb de radioe y y(R) es la
circunferencia de centro 0 y radi®todas ellas recorridas en sentido anti horario. Se supone
gue tomamog®R suficientemente grandegysuficientemente pequefio para que todos los ceros
del polinomioQ que estan en el semiplano superior queden en el interibfRe) de modo

que Indhre) (7)) =1 para 1< j < 0.

R a—t & ate b—e b bte R
Figura 5.4. El camin® (R, €)

El teorema de los residuos nos dice que

j f(z)dz = 2ru'§q:Res(f(z) z
r(Re) i=1
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Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independeR y €. Tenemos que:

—&

[ e jf dx_ff dz+j X) dx —

r(Re) -R ate

jf dz+ff dx+jf

b+e

7

Y, por tanto:

21i ZRes(f z)+ [t@dz+ [ f(2)dz=
v@e) ybee)

=1
€

_ af )dx + x)dx + [ fax+ [ f(z (5.22)
Trogac Jroac [ romocs [10a

ate b+e Y(R)

o . : P
Por la hipétesis sobre los grados de los polinonosQ, se tiene que Imb(—z) =0, por lo
20 Q(2)
gue podemos aplicar el lenda31para obtener que

R_H_oo f Q e|)\z

Y por el lema5.30tenemos que

lim | f(z)dz=inmtRegf(2),a), lim | f(z)dz=imRegf(2),b)
-0 Y
y(ag) y(b,g)

Ademas, por las hipotesis hechas se verifica que:

a—¢& a—¢& R +00
RI_I>T00 f(x)dx = ff(x) dx, Rl_lmoo f(x)dx = ff(x) dx
R —00 b+e b+e

Es decir, dichas integrales convergen. Por tanto, tomdndtelen §.22 paraR — + obte-
nemos:

q
21y Res(f(2),z)+ [ f(@dz+ [ f(z)dz=

=1 y(ag) y(b.g)

= ajsf (x)dx + bf_sf (x)dx + Tf (x) dx

at+e b+e¢

Tomando ahora limite pag— 0, concluimos que:

21i iRes(f(z),zj) +im(Res(f(2),a) + Reg f(2),b)) =

=1
:m(jf dx+jf dx+j )

ate b+e
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Pero el lado de la derecha de esta igualdad es, por definglidgmajor principal de Cauchy.
Hemos probado asi que dicho valor principal existe y viem® gber:

VPIQ’)? "‘de_ZTuZRes(f 2),2j) +im(Res f(2),a) + Reg(f(2),b))

=1

gue es lo que queriamos probar. O

05(7\ )

5.35 Ejemplo. Queremos calcular la integraH f

oo
e|)\x
I — Re (L m dX)
IAX

Calcularemos & f mdx. Segun acabamos de ver, teniendo en cuenta que la funcion

dx. Suponemos qua>0yA > 0.

Como

P solamente tiene un polo simple en el semiplano superior pargbai, se sigue que

1 Az Az ) Az 1 e ra
—_J:Res<aze|7+22,a> =lim(z—ai))5—— ¢ = lim(z—ai) el -

2mi z-a a2+  z-ai (z—ai)(z+ai) 2 a

—A\a

Luego I=Tt

5.36 Ejemplo.

5 .
f ﬂ]xdx =1Im (Tli Res<e|—,0>> =1Im <ru' Iimzel—> =TI
X Z z—0 Z

—00

Ejercicios propuestos

Utilizando el método de residuos calcula las integrales.

265.

szen?kdx

2
0x+9

T cos X

266.
—2X+2

dx

cos &
267. X
j x4+ 5x2 1+ 4
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+00
XSernx
268. j mdx

+00
Xsernx
269, ij4+ 7 O

+00

COSX
270. | ————d
_L (@ x+1)2

Utilizando el método de residuos prueba las siguienteddgdas.

400

costx Tt at
271._jmdx:ﬁ(l+at)ea (a>0,t>0)

o —a —b
COsX L € e
272, Oj PR * " <? - T) (a#b,a>0,b>0)

Usando el método de residuos calcula las integrales sigsien

400
sernAx)
273. Of NIk (A>0,a> 0)

274, dx

oo
fxn/Zx )

275. dx

o
j (Xx— T[/2 x2+1)
T XSenmx

276.
—5x+6

+00
Semx 1 5
2717. j « ax2+bx+cdx (a>0,b*—4ac< 0)

Selnx
278. _f o2 =10 dx

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes aleg por el método de resi-
duos.

Serx

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Curso de Variable Compleja



Integrales del tipo [, 2% dx 180

e
280. V.P (_xcosx X
Y '_Lx2+3x+2
COSX
281. VPI S (@>0)
282.V.P. f CoX 4

5.6.5. Integrales del tipo}m@ d
o 2 Q)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. gradqQ) > gradqP) + 2.
3. Q(x) # 0 para todo > a.

En estas condiciones & (k=1,2,...,q) son los ceros d se verifica que

o q
! (—Z(( =_ Z_; Res(% logy(z— a),z,-) (5.23)

donde log es el logaritmo de definido por

logy(z) = log|z| +i9(2) 9(z) € Arg(z) N[0, 217

Demostracién Vamos a considerar dos ramas del logaritma dea que coincidan en el eje
real a la izquierda del puntm Concretamente, consideremos las funciones

P(2) P(2)
Fi1(z2) = —=log-n(z—a), F(2) = —=
Recuerda que Iog(z — a) es holomorfa enC*\L; donde L; es la semirrecta
Ly = {a—ip:p > 0}. Andlogamente Io?(z— a) es holomorfa erC*\L, dondeL; es la se-
mirrectal, = {a+ip: p > 0}. AdeméasF; y F, coinciden en el semiplano a la izquierda de
a, Hy = {x+iy:x<a} y se diferencian en18 en el semiplano a la derecha deH, =
{X+iy:x>a}.
Como las hipotesis hechas no excluyen la posibilidad deQ{uese anule en puntos del
eje real a la izquierda deg para no complicar innecesariamente la notacién, supondreue

logy(z—a)
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Yie

<

R b—¢ b b+e atc a a+e R

Y

Figura 5.5. El camin®@ 1(R,€)

hay un dnico puntdbe R, b < atal queQ(b) = 0. Se trata ahora de aplicar el teorema de los
residuos a las funcionds y F, en sendos caminos cerradogR €) y IN2(R,€).

Se supone que tomam&s> 0 suficientemente grandegy> 0 suficientemente pequefio
para que todos los ceros @eque estan en el semiplano superior queden dentio, (R, ).
Por el teorema de los residuos tenemos que

[Fiz)dz=2ri Y RegRi(2),2) (5.24)
M

Imz>0

Se supone que tomam&s> 0 suficientemente grandegy> 0 suficientemente pequefio
para que todos los ceros @jue estan en el semiplano inferior queden dentrodR, €). Por
el teorema de los residuos tenemos que

Imz<0

sz(z) dz=2m ) RegR(2),2) (5.25)
M2

Figura 5.6. El camin®@2(R,¢€)

Teniendo en cuenta gug y F» coinciden enHy, las integrales de ambas funciones en
los segmento$—R,b—¢], [b+ €,a— €] son iguales y como se recorren en sentidos opuestos

en ambos caminos, al sumar las integrales cancelan. Q@mbozg = —C(b,g), al sumar
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las correspondientes integrales (sin olvidar que ambasdes coinciden eHhl,), obtenemos
como resultade-2ri RegF;(2),b). Resulta asi que:

f Fi(z)dz + f Fo(z)dz = —21i RegF1(2) +IF1 dZ+fF1 2)dz+
ri(Rg) M2(Re) Yie

+ [ Rz dz+sz dz+jF1 — Fa(x) dx =

O1¢ a+te

=21 > RegFi(2),2)+21 Y  RegR(2),2)

Imz>0 Imz<0

Es facil comprobar que, liniz—a)F(2) = lim (z—a)F2(2) =0, por lo que en virtud del lema
Imz>0 Imz<0

mf Fi(2)dz = lim | Ra(z)dz =

Yie O1¢

5.30tenemos que:

Por la hipétesig se verifica que parad a < 2 es _lim[Z°|Fi(2)| = |im [2°|F(2)| = 0, por
) Imz>0 Imz<0
lo que en virtud del lem&.32tenemos que:

I_|>r2oo Fi(2)dz = Rllmm F(2)dz=0
YR OR

Ademas, como para> aes Iogg(x— a) =log(x—a)+2my |Og—_211(X— a) =log(x—a). Se

tiene que para > aes

Fi(x) — F2(x) = % log(x—a) - %(Iog(x— ) + 2rt) — _zm%
Por tanto
7 R P(x) +oo (X
Jim, | (R0 —Fo = Jim, I zmQ_X dx = — f o ox
Deducimos:
¥ P(x
= —RegFi(2).b) - ) RegFi(2.2)~ ), RegR(?) (5.26)
0 Q(X Imz>0 Imz<0

Naturalmente, si hubiera mas ceros realeQdda izquierda da habria que tener en cuenta el
residuo deF; en todos ellos, es decir, en la igualdad anterior habria gstéisr RegF;(z),b)
por Y RegFi(2),2).

Imz=0

Puesto que logx(z— a) coincide con log(z— a) en el semiplano superior y I%gz— a)
coincide con log(z— a) en el semiplano inferior. Y los tres coinciden en el semiplana
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izquierda dea. Tenemos que

P(2)
RegFi(2),2) = Res logy(z—a),2)
D™ (o5 owi=2-2)
P(2)

RegF,(2),2) = Res logy(z—a),2)
|r§o In;o <Q(Z) ° >
_ P@)
IH;OReS{Fl(z),z)_ImZ_ORes< 2 logy(z— a) ))

Y la suma de estas tres expresiones es igual a

ZRes( ilogo(z a), z,)

dondez (k=1,2,...,q) son todos los ceros dg. Por tanto, la igualad5(26) es la misma
igualdad b6.23). O

Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las siguientes imésgra

283. jm (a>0)
0

dx
284. Oj (2x+1)(x+1)

+00
dx

285. oj (8x%+3)(3x2 +2)

fra | dx

286. _— 0.b>0
0fx+bx2+a2 (a>0,b>0)

287. f 2xcos>\+l) O<A<m)

5.6.6. Integrales del tipo}oo 2 POY gy
Q(X)

Suponemos que
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1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunaag es un namero entero.
2. A> —1ygraddQ) > gradqP) + A+ 1.
3. Q(x) # 0 para todok > 0.

En estas condiciones %izl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfose verifica
que

fx)‘ g(():(% = ezum ZR s( i exp(Alogyz),z ) (5.27)

donde log es el logaritmo de definido por

logy(z) = log|z| +i9(2) 9(z) € Arg(z) N[0, 217

Demostracién Vamos a considerar dos ramas del logaritma dee coincidan en el eje real
negativo. Concretamente, consideremos las funciones
P(2) P(2)
Fi1(z2) = —= exp(log-n(2)), F(z2) = —= exp(logn(z
Recuerda que log (2) es holomorfa efC*\iR ™ y logx(z) es holomorfa erC*\iR". Ademas
F1y F, coinciden en el semiplano de la izquierta,= {x+1iy : x < 0}, y se diferencian enr
en el semiplano de la derechla = {x+iy : x> 0}.

Se trata ahora de aplicar el teorema de los residuos a lamffesd; y F, en sendos
caminos cerradoB;(R,€) y N2(R)€).

YR

Figura 5.7. El camin® 1(R €)

Se supone que tomam&s> 0 suficientemente grandegy> 0 suficientemente pequefio
para que todos los ceros @eque estan en el semiplano superior queden dentio, (R, ).
Por el teorema de los residuos tenemos que

fFl 7dz=2m Y RegFi(2),2) (5.28)

Imz>0
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Se supone que tomam&s> 0 suficientemente grandegy> 0 suficientemente pequefio
para gue todos los ceros @eue estan en el semiplano inferior queden dentro 4R, €). Por
el teorema de los residuos tenemos que

sz(z) dz=2m ) RegR(2),2) (5.29)
M2

Imz<0

Figura 5.8. El camin®2(R €)

Teniendo en cuenta qu& y F coinciden erHs, las integrales de ambas funciones en los
segmento$—R, —¢| son iguales y como se recorren en sentidos opuestos en aarho®s, al
sumar las integrales cancelan. Resulta asi que:

j Fi(z)dz + f Fz(z)dz:—jFl(z)dz+jFl(z)dz+

ri(Re) r2(Re) ¥ i
R

+ [R@dz+ [R@dz+ [ () - F(9) dx =
O¢ OR €

=21 > RegFi(2),2)+21 Y  RegF(2),2)
Imz>0 Imz<0
Es facil comprobar que I(’l)nzFl(z) = I’mg) zRy(z) = 0, por lo que en virtud del lem&.30
z— Z—

Imz>0 Imz<0
tenemos que:

lim | F =i =

lim 1(2) dz ng(l)f F(2)dz=0

Ye O¢

Por la hipotesi® se verifica que parad o tal que grad® >gradd®+ A +a es Zirog 1Z%|F1(2)| =
Imz>0

lim |Z%|F2(2)| = 0, por lo que en virtud del lena32tenemos que:

Imz<0

R—+-00 —+-00
OR

lim jFl(z) dz= fim [Faz)dz=0
YR

Ademas como para> 0 es Io%(x) = logx+2mi y |Og;2n(X) = logx. Se tiene que para> 0
es

B = P _ P ) =2 P g o
F1(x) Fz(x)_Q(X) exp(Alogx) o) exp(A(logx+ 21)) = x Q(x)(l e )
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Por tanto
fim R(F () = F2(x) dx = _lim R(l—ezm\)xA POY g — (1 e2mh) j 2 P09
RS—:BOQ ) 1 2 Rs_:bw ] Q(x) 2 Q(x)
Deducimos:

(1 ™) fX —))((dx 2ri 3" RegFi(2),2)+2n > ReqF(2).2) (5.30)

Imz>0 Imz<0

Puesto que Iogg(z) coincide con log(z) en el semiplano superior y I(_ggz) coincide con
logy(2) en el semiplano inferior. Tenemos que

> RegFi(2,2)= > Res(% exp(logo(z)),z)>

Imz>0 Imz>0
_ P@
In;ORes{Fz(z),z) = In;ORes< 0@ exp(logo(z)),z)>

Y la suma de estas dos expresiones es igual a

q
; Res(% exp(logo(z)),zj>

dondez (k =1,2,...,09) son todos los ceros d@. Por tanto, la igualads(30) es, salvo dividir
por 1— 2™ |a misma igualdads(27). O

+o0 A
. : X
5.37 Ejemplo. Calculemos la integral mdx donde O< A < 1. Tenemos que
0

T x A g2 oo (exp(-Alogd) 2rie ™ i
) x+1 Cl—e2m z+1 T 1-e2m  serAm)

¢
5.6.7. Integralesdeltlpof X" ())(())(Iogx)mdx

Se suponen las mismas hipétesis del caso precedente. Es@sles se obtienen de las
anteriores derivando respecto al pardmatro

5.38 Ejemplo.

+o0o A ooy
fx—logxdx:_i fx_dx :_£< T >:n2cos(>\n)
g X+1 dA \ o x+1 dA \ ser(Am) serf(AT)

¢
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Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales sigsien

+0o X_)\
288.
0faxqtb

dx (0<A<la>0b>0)

+®_Nogx
289. [ X ax
3 ax+b

+00 X)\
290. | ———d
| x+ap

(0<A<la>0b>0)

(-1<A<la>0

logx

291. f o ar

sdx  (a>0)

+00 A

X
292. dx
oj X2 + 2axcosd + a2

(-1<A<1la>0)

+00 X)\
293. jx2+adx (-1<A<la>0)

400
X)‘

294, Ofmdx (—1<A<1)

FPX)
5.6.8. Integrales del tipo| —= dx
J aw

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindGmicas sin factores comunes.

2. gradqQ) > graddP) + 1.
3. Q(x) # 0 para todo € [a,b].

En estas condiciones $iz1,2, ...
verifica que

,zq} es el conjunto de los ceros del polinomise

Universidad de Granada
Dpto. de Andlisis Matematico

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Integrales del '[IpOf Q<X 188

: ., zZ—b ,
Para ello, teniendo en cuenta que la funmonﬁlega es holomorfa ert’\ [a, b], vamos a aplicar
el teorema de los residuos a la funcion
P(z), z-Db
f(z) = —=log——
2 2297

en el abiertaQ = C\[a,b]. Consideramos un ciclo formado por dos poligonales (rectés)
recorridos en sentidos opuestos (ver figbu@).

M(Re) =[b+R+iR,a—R+iR,a—R—iR b+R—iR,b+R+iR]—
~[b+e+ic,a—e+ig,a—e—ig,b+e—ic b+e+ig]

dondeR, € son nimeros positivos que tomamos de forma que todos los det@olinomioQ
queden en el interior del rectangulo grande y fuera del pemde modo que Ingre(z)) = 1
para 1< j < Q.

i€

a—R| a—¢ b+e [b+R

—iR

Figura5.9.T (Rg)

Observa que el cicld (R,€) es nulhomélogo respecto de= C\ [a,b]. El teorema de los
residuos nos dice que

P(2) (2) z—b
Qz 2m2Res< ) log>— )

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independielRey &, sera suficiente para
nuestros propodsitos probar que cuafder +oco y € — 0 se verifica que

(2) .bP(x)
jQz g—dz 2Tu!®dx

Por la hipétesis sobre los grados de los polinonflgsQ se tiene que existen nimernds> 0
y M > O tales que

(5.31)

En lo que sigue suponemos gee- K.

Como la funcionQ(z) no se anula efa, b|* podemos fijar un nimero4Q p < 1 tal que en
el rectangulo cerrado

R ={x+iyeC:a—p<x<b+p, -p<y<p}
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P(2)|
(2|

la funcion Q(z) no se anule. Por continuidad y compacidad, la funﬁ\ alcanzara un

valor maximo enk.. Sea

_ ayd [P@I
L_max{|Q(Z)| 1ze 17{} (5.32)

En lo que sigue suponemos que p/2.

Probaremos en primer lugar que las integrales sobre los latticales de los rectangulos
tienden a 0. Consideremos para ello un segmento de la forma

IJA) =[o+A—iAb+A+iA*  (A>0)

Usando la acotacion béasica para integrales, tenemos que

t(21dz| < 2maxd | P2 | 10gZ=8] . e 30 (5.33)
. . (2) z—a
[D-+A—iA o+ A-+iA]
Naturalmente
|0 Z;b—lo ﬂ) +iar ﬂ)
gz—a_ 9 z—a g z—a
por lo que
|0 ﬂ) < |0 ﬂ) + |ar ﬂ)
gz—a S |09 z—a g z—a

o . z—b .
Vamos a calcular el maximo de la funcigiog - a cuandoze J(A). Es evidente que para

. z—b z—b z—b .
ze J(M) se tiene qu%—z_a‘ <1, por lo quellog ~a aH = —log —z—a" En consecuencia
i z—Dbl| B . z—Db|
max{ log g' .zeJ()\)} _—mm{log ﬁ‘ .zeJ()\)}

Teniendo en cuenta que el logaritmo es estrictamente otecigera suficiente calcular el mi-

nimo de % enJ(A). Los puntos dd(A) son de la formd+ A + it donde|t| < A. Tenemos

que

b+A+it—b|  |Ait] A2 4t
b+A+it—a| |b—a+A+it] | (b—a+A)2+t2
Para calcular el minimo podemos prescindir de la raiz. Hamdiscido nuestro problema a

A t?
calcular el minimo de en|[—A,A]. Derivando se comprueba enseguida que el
b_at )it [=AA] p guida g
minimo valor se alcanza patra= 0. Por tanto

3 z—b
max S
Z—a

Acotamos ahor%rg <ﬂ>
z—a

oA=R

)\2

enJ(A). Interesa acotar de forma diferente segun que\sea
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Como el nimero complejo

b+A+it—b Atit A(b—a) +A2+t2+it(b—a)

brA+it—a b+Atit—a (b—a+A)2+t2

tiene parte real positiva, tenemos que

gbb—a) m B
ars:l(i)\Jrit ) ‘ = arctg(—'t(b_a)‘ ¥ "3 (=2
b+A+it—a Mb—a)+A241t2 ) ~ R(b—a) (b—a)
arctg B —arc tg R A=R)

Haciendo en la desiguald&d33A = ¢y teniendo en cuenta 32y 5.34, obtenemos

1 g2 13
< - — R — —
f f-(z)dz \2£L< 2Iog b-a e)2+4>
[b+e—ig,b+e+ie]

y como limelog(g) = 0, se sigue que lim f f(z)dz =0.
e—0 e—0
[b+e—ig,b+e+ie]
Analogamente, haciendo en la desigual8a@83A = Ry teniendo en cuenta.31y 5.34
obtenemos

M/ 1 R? (b—a)
< — | —= —

| f(z)dz \ZRR< 2Iog(b_a R)2+arctg R )
[b+R—iR,b+R+iR]

Como la ultima expresion en esta desigualdad tiende a (Rbarar-oo, hemos probado que

dim j f(z)dz = 0.
[0+R—iR b-+R+iR]

Andalogamente se prueba que las integrales sobre los os@@dmentos verticales también
tienden a 0.

Consideremos ahora los segmentos horizontales. Es muypfabar que las integrales
sobre los segmentos horizontales del rectangulo gramitgetiea cero parR — +oo.

Nos queda considerar las integrales sobre los segmeniaseritates del rectangulo peque-
fo.
b+e . .
_ P(t+ig) t+ie—Db
| f@dz= | it ie) O <t+is—a> d

[a—e+ig,b+e+ig] a—¢

Tenemos que
t+ie—b (t—b)(t—a)+e’+ig(b—a)
t+ie—a (t—a)24¢2

Paraa+ € <t < b— € se tiene quét — b)(t — a) +&? < 0 por lo que

t+ie—by) e(b—a)
rg<m> _arctg(t_b)(t_a)+€2+n (a+e<t<b—g)
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A partir de aqui se prueba con facilidad que

lim | f(z)dz:!@ (Iogs;:lJriT[) dx

[a—e+ig,b+e+ig]

Andalogamente
b+e . .
T P(t—ig) t—ie—Db
f (z)dz = J Qt—ie) 9 (t—is-a) d
[a—e—ig,b+e—ig] a-¢

Tenemos que
t—ie—b (t—b)(t—a)+e’—ig(b—a)

t—ie—a (t—a)24¢2
por lo que
t+ie—by) e(b—a)
arg<m>_arctg(t_b)(t_a)+82—n (a+e<t<b-—g)

A partir de aqui se prueba con facilidad que

. (x) b—x .
i!:l_r]g) dz_fQX < gm—m>dx

[a—e—ig,b+e—ig]

Teniendo en cuenta la orientacion de los segmentos, herobadw que

RETOO f(z :ij(—<Iog—+|n> ij(—<Iog——|n> dx =2 ij(_

e—0 I(Rg)

La figura siguiente muestra claramente que cuarstoacerca desde el semiplano superior
a un puntax del segmentda, b[ entonces se tiene qie— 11y ¢ — O por lo que

lo ﬂ)—ﬂo b;XJrin
gz—a gx—a

b |z—b|

Figura 5.10. Iogiia: log +i(®—0)

z—al

Y cuandoz se acerca desde el semiplano inferior a un purdel segmentda, b| entonces
se tiened — —1ty ¢ — 0 por lo que

0922 _10g2 =X _in
gz—a gx—a

Observa que es precisamente la discontinuidad del argoméntipal lo que permite calcular
la integral.
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1
dx
5.39 Ejemplo. Calculemos k | ———————donde O<KA <TL
J X2 — 2XCOosA + 1

T @ — 27c0S\ +1 = (Z— cos\)? fA [ la funciong;————
enemos qu ZCOSA + (z—cosA )<+ sert A por lo que la funcié [ ———]

tiene polos simples en los puntps= € y z, = e ™. Por tanto

I—Res( 1 Iogz_1 z>+Res< 1 Iogz_1 z)
- (z—2)(z—2) z 7 (z—z)(z— ) z 7

Calculemos los residuos.

Res 1 lo z | =lim(z—z) 1 logZ=t— 1 jog2=t
(z—27)(z—22) 9—7—a)= 0 ! (z—z)(z—2) 9% -2 g pal

Tenemos que; —z = €* —e ™ = 2iser\. Y

71—1
v

log =log(e ™ (€* 1)) =log(e M?(e* /2—e ™ /2)) =log(e *?2isen(\/2)) =
=log(¢™M/22serA/2)) = log(2sem/2)) +i(mt—\)/2

Donde hemos tenido en cuenta que @ < Ttpor lo que sef\/2) > 0. Por tanto

Res((z—zl)l(Z—zz) log Z; l’zl> =5 Slem (log(2serA/2)) +i(mt—A)/2)

. -1 . . -1 .
Analogamente, observando qbﬁez— es el complejo conjugado Glzéz— se obtiene
2 1

Res 1 o z—1 1 -1 -1
(z—2z)(z—2) 9= -7 z  2isem\

Deducimos que

(log(2serir/2)) —i(T-1)/2)

fl dx T
) X2 —2xcosh+1  2sem
¢
‘ P(x)
5.6.9. Integrales del tipof(x— a)%(b—x)P == dx
J Q)
Suponemos que
1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2.0,¢]-L1ya+B=1oa+p=-1.
3. Q(x) # 0 paratoda < X< b.
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En estas condiciones {."zl,zz, .. ,zq} es el conjunto de los ceros del polinongose verifica
que

: a P : b\ o+
!(x—a) (b_x)BQ((’)g Ser{ﬁnz < i(i_a) (z—a) 3’21-)_

=1

1 P(2) (z—D aep
- 2iser(pm) Ram Q 2) ( ) (z—a)"*Pdz (5.35)

Se entiende que si el polinomi@es constante la suma anterior es igual a cero.

La funcién potencia que se integra es el valor principal

ﬂ) ’ = ex BIO ﬂ)
7—a) ~FP(PO9 4
Recuerda que la funcion Iozzg% es holomorfa er\ [a, b]. Aplicamos el teorema de los resi-

duos a la funcién ;
P(z) (z—Db a
(=g (=a) @9

en el abiertdQ = C\[a,b] en el ciclol' (R, €) que se representa en la figubal 1

Figura5.11I'(Rg)

El teorema de los residuos nos dice que
q B
o P(z) (z—Db aiB -
f f(z)dz = 2mi ZRes<@ <§> (z—a)*™P z
rReg) =1

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independieReyd, es suficiente para
nuestros propoésitos probar que

b B
P P —
lim | f(z)dz= 2iser(fm) f ﬂdx+ lim P@) (z=b (z—a)**Pfdz (5.36)
R 00 Q(x) Ro+oJ Q(z) \z—a
e—0T(Re) a C(0R)
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Se comprueba que las integrales sobre los segmentos lesrtiisnden a cero. Sobre los seg-
mentos horizontaleg — € + ig,b+ € + i€] se verifica que

b+e

Iim ()dz_llmf (x+ig)d :fbg—) ( <Iogg_;:‘+in>>(x_a)a+ﬁdxz

[a s+|s b+-e-+tie]

b+e

b
I'|m dz_IlmI X—i€g) :IQ—))(( ( (Iogg—in)) (x—a)*Pdx =

[a s ie,b+e—ig]

—i o P(X)
=€ T‘B!(x— a) (b—x)BW dx

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de esiosesros justifica la igualdasi 36

El siguiente resultado es Util para calcular este tipo degiates.

5.40 Proposicion.

(a) Supongamos qUHn zh(z) = 1. Entonces lim f h(z) dz = 2r.

R—+-00
C

(b) Supongamos nggn zh(z) = 0. EntoncesllT h(z)dz = 0.
ed] R— 400
C(OR)

(c) SiZILngoz (%32‘”% =L < C entonces

Z
R—>+oo Q (2)

( ) (z—a)Pdz = 2Lmi

Demostracion

(a). Puesto qug_!lomr(z) = 1, podemos escribizth(z) = 1+ g(2) conzﬁrorgg(z) = 0. Tenemos

[ h@dz= | %dz+ | izz)olz:zruur | izz)dz

C(OR) C(OR) C(O.R) C(0.R)

Y como

[ 2 az < orrma] 192 o~ R} — 2rmax(la(a) 2 = R)
C(OR) g

deducimos que Ilmf g dz = 0. Lo que pruebda).

R— 400

C(OR)
El punto(b) se prueba de forma analogdc) es consecuencia inmediata@y (b). O
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5.41 Ejemplo.

p dx 1 . z—b\Y? 1
f =5 > lim f — —dz=m1
2 vV (x—a)(b—x) isen(—1/ )RHJFOCOI(O,R) z-a) z-a
Donde hemos aplicado la proposicién anterior para cal@llfimite pues poniendd(z) =

z—b\ Y21
(z a> ﬂesclaroquez_!gm‘(z)_l ¢

Observacion

- P(z , . . .
Si le_>rpoz %Z))z‘”ﬁ = oo, el célculo del limite en la férmul&.35puede ser complica-

do. Una forma de proceder en estos casos consiste en elegintenmok > 1 de manera que

lim z7 1 <%z‘”5> = LeC, ytener en cuenta que

(x—a)%(b— X)B@ dx = lim fb (x—(a)“(b—x)B P09

Q(x) 5-0-) 1-x)k  Q(x)

Do

Ejercicios propuestos

Calcula las siguientes integrales usando el método dauassid

1
295.J X2 TR0

z dx
296. j .
HRVA(

a 2
297, f& (a>0)
a

a
dx
298. a>0b>0
0 1 dx
299 f (a<b<c)
2 X~ Cy/(x—a)(b—x)

b
dx
300. ac+d>0,bc+d>0
I(cx+d) (x—a)(b—Xx) ( )

a
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b

301 [ v/(x=a)(b—x)dx
a
?/x—a)(b—x)

302. !T (a<b<c)

Otras técnicas para calcular integrales

La técnica de calcular integrales usando el teorema de $mduas es mas amplia que los
casos estudiados. En los ejercicios que siguen puedesaioaniar. En estos ejercicios se indica
por lo general la funcién que debes integrar y el camino dgymcion y ta debes realizar las
acotaciones apropiadas para calcular las integrales. Natsede que apliques una férmula
sino de que en cada caso justifiques los calculos necesarios.

Ejercicios propuestos

3. Integrando una conveniente funcion
compleja a lo largo del caminb(g,R)
formado por la frontera del sector circu-
lar (ver figura5.12)

2n
{ze@*:s <|z<R O<aryz) < F}

con 0< € < 1 < R, calcula la integral
Figura5.12. Caminé (¢, R)

7o
f 14x0 o
0
DondeneN,n>3,acRyn>1+a>0. Paran=1yn=2 esta integral ya ha sido
propuesta por otro método en los ejercicd®8y 293. Pero como ese método requiere
calcular los residuos en todos los polos de la funcion noilgsaii valores grandes e
El camino que se propone en este ejercicio tiene la ventajaelsdlo se precisa calcular
el residuo en un polo. La elecciéon del camino se hace ademf@srda que el denomi-
nador de la funcién que se integra se repita en los dos segengefs precisamente eso
lo que permite calcular la integral.

304. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja ado lde la poligonal cerrada
N(R) = [-R R R+ 2mi,—R+ 2mi,—R] (R> 0), que
e dx — 1
J1+e T ser(om
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dondea es un parametro real y9a < 1.

Observa que la poligonal se ha elegido de forma que el demolmirde la funcién que
se integra se repita. Comprueba, con un cambio de variabdegsgta integral puede
reducirse a la del ejercicid88

305. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja ado lde la poligonal cerrada
M(R) = [-R R R+2m,—R+2m,-R] (R>0), que

 (&41)° X~ seram)

+f° ehx n(1-a)

dondea es un parametro real tal queOa < 2y a # 1.
Nota: Para calcular el residuo puedes usar la igualdad

F+l=—(&™-1) = (z—imd(2)

00

1 .
donded(2) = _nz_;i(m o (z—im".

306. Prueba, integrando una conveniente funcion compleja ado kde la poligonal cerrada
M(R) = [-R,R R+Ti,—R+T1i,~R] (R> 0), que

T ex m
- X=—
o e e 2coq o)

dondea es un parametro realyl < a < 1.

307. Prueba, integrando una conveniente funcion compleja ado kde la poligonal cerrada
M(R) = [-R R R+T1i,—R+1i,—R (R>0), que
7 xed 2 ser(Za)

Joetex X= 4 cog(Ta)

dondea es un parametro realyl < a < 1. ¢ Puedes deducir este resultado del ejercicio
anterior?.

iz

308. Integrando la funciéa —

alo largo de la frontera de la mitad superior del anillo

2
A(0;¢,R), Prueba que:
+o0
f serfx i
X2 2
0
: 37 36242 : : :
309. Integrando la funciorf(z) = T+ a lo largo de la mitad superior del anillo
A(0;¢e,R) deducir que
7 semxy3 3n
COLEH
X 8
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310. Integrando la funcion '
z+i€r—i
f(2) = —%

alo largo de la frontera de la mitad superior del ari(@;¢, R), prueba que

+o0
X — Serx Tt
f 3 dx = -
X 4

0

311. Seaa > 1. Integrando a lo largo de la poligongtr, Tt 1+ in, —1t+in, —1] (n€N) la

funcibnz— ——— , Prueba que:
a—e”
XSsernx dx—znlo l+a
J 1+a?—2acosx a W= )

312. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja ado e la frontera de la mitad
superior del anillA(0;¢,R) (0 < € < R), que

TL o T
" 1+x2 2cogY)

dondea es un parametro realyl < a < 1.

313. Integrando una conveniente funciéon compleja a lo largo diefgera de la mitad supe-
rior del anilloA(O, €, R), Prueba que, paral < a < 3,a # 1, se verifica:

Ty T ol
Jm dX — Z(l—a)seC7.

314. Integrando una conveniente funcion compleja a lo largo difgera de la mitad supe-
rior del anilloA(0;e,R), 0< € < 1,2 < R, calcula la integral:

400

log(x)
| emea ™

315. Prueba que, paraf a < 2, a # 1, se verifica:

a-1 eox ~ 2mseng(1-a)

400 )
t
LS
S 1+t+t2 ) 14 e 4e* V3 senmm

316. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja ado lde la poligonal cerrada
M(R) = [-R R R+Ti,—R+T1i,—~R] (R>0), que

T —e” senXdx =Tt 1 gv2—e?
J eXfe V2 @teT
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317. Integrando la funcién
1— eZiZ
@ = (22 +a?)
alolargo de la frontera de la mitad del anif¢0;¢,R), 0 < € < a< R, que esta contenida
en el semiplano superior, calcular la integral:

400
j 2seri’-x o
X

2 2
) 20t e)

- log(i . .
318. Integrando la funciorf (z) = % alo largo de la frontera de la mitad superior del

anillo A(0;e,R), 0< e < 1 <R, prueba que

+00

j log(1+ x?)

112 dx =Tlog2

319. Definamos, para cadac C*, h(z) = log(—iz) + ig. Dadoa €] — 1,1], integra la funcion

_ explah(z))h(z)

f(2) 117

alolargo de la frontera de la mitad del anif¢0;¢,R), 0< € < 1 < R, que esta contenida
en el semiplano superior para obtener el valor de las integra

x2
+x2

+oo +oo
x%log(x) a y -

dx
2
1+x 3

. . ., logz
320. Sean un namero natural mayor o igual que 3. Integrando la funcda:> 1+—gzn alo
largo de la frontera del conjunto
{zeC:e<|z<R0<arg(z) <2m/n}, (0<e<1<R)

calcula las integrales

400 400
logx 1
dx dx
5 14+ xn ! 14+ xn

Zlog(2)
1+2

{zeC:e<|z<R0<argz)<m/2}, (0<e<1l<R)

321. Integrando la funciénz+— a lo largo de la frontera del conjunto

calcula las integrales

+0 o +0o 2
x“log(x) X
T dx, J1+X4dx
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322. Seaa = €4y R> 0. Integra la funcionf (z) = cose¢rz) exp(itZ?) a lo largo de la
poligonal cerrad& (R) = [-1/2—Ra,1/2—Ra,1/2+Ra,—1/2+Ra, —1/2—Ra| para

calcular el valor de la integral
+o0

fe‘xz dx
0
323. Integrandoz — e a lo largo de la poligonal (R) = [-R, R,R+i2§,—R+ i%b,—R]
(R> 0), calcula las integrales

f e ser(bx) dx f e cogbx)dx (a>0,b>0)

4. . . :
Integrando una conveniente funciéon compleja a lo

. R+
largo del camind (g¢,R) que se indica en la figu- 1’
ra5.13 calcula la integral //
T serex .
w1 \\
0
0 € R
Figura 5.13. Camind (¢,R)
25. . L, .
Integrando una conveniente funcién compleja -z 4 ; R+i

a lo largo del camind (g, R) que se indica en
la figura5.14 calcula la integral

+o0
senhax) TS
Lmdx (a>0,a#m -R \ R

Figura 5.14. Caminé (¢,R)

326. Integrando una conveniente funcion compleja a lo largo gmlgonal cerradd (n) =
[—n,n,n+ 2in, —n+ 2in, —n], calcula la integral

+o0
dx

L (1+x2)coshx/2)

327. Calcula, haciendo uso del teorema de los residuos, la aitegr

400 e
Iomdx (0<a<?)

328. Calcula las integrales

A
)f Iong (-1<A <0
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400
(logx)?

b) j o1 &

0

+00
0 j cosax— cosbx dx

+
*senhax

coscxdx, f
coshbx

sercxdx (0<a<b)

329. Naturalmente, el teorema de los residuos sirve para caliciémrales complejas.

o e
a) Calcula el limite lim —dz.
Rotw J  (z4+2)3
[1-IR,1+iR]

dz
V62 _57+1

330. SeaQ un dominio simplemente conex®un conjunto de puntos aislados@ry f € #H(Q\S).
Justifica quef tiene una primitiva e®@\ S si, y s6lo si, Re§f (z),w) = 0 para todave S.

331. Sea

b) Calcula la integral f
C(0,2)

cotg(Tz) = i anZ'

N=—o0
el desarrollo de Laurent de cgt) en el anilloA(0;1,2). Calcula los coeficientes,
paran entero negativo.

332. Prueba que la funcién

Q=
k=0

tienen ceros distintog,, 2o, . . . , Z, que verifican la igualdad

n

1
E 5=0 (2<qxn)
— 7.
j=1"1

. , : ra
Sugerencia: considera la |ntegraf —dz (0<k<n-2).
f(2
C(OR)
333. a) Prueba que hay una tnica funciba #(C\D(0,1)) tal quef (2)?> = 22+ z+ 1 para
|z > 1y f(x) > 0 parax > 1.
b) Calcula la integral
1
| T R
C(OR)
dondef (z) es la funcion obtenida en el apartado anterior.

334. Seaf una funcion holomorfa e inyectiva & = C\ {0} verificando quef (z) # 0 para
todoz € C*. Pruébese que hay un nimero comptejg 0 tal que o bierf(z) =az Vze

C*, 0 bienf(2) = % vze .
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5.7. Aplicacion del teorema de los residuos para sumar sege

Las aplicaciones del teorema de los residuos para sumes serbasan en la siguiente idea.
Supongamos qué es una funcion holomorfa eé@\P(f) dondeP(f) es un conjunto finito de
puntos que son polos de Admitiremos la posibilidad de gue algun polo fisea un niimero
entero. Seg una funcion holomorfa e\ Z que en cada nimero entero tiene un polo simple.
Seal ,, un camino cerrado que rodee a los entgres),—n+1,...,—-10,1,....n—1n}ya
los polos def una sola vez dejando fuera a los demas enteros. Teniendemacue sk es un
entero que no es un polo dese verifica que Ré$(2)g(z),k) = f(k)Regg(2),k), el teorema
de los residuos nos dice que

jf(z)g(z)dz:zm > Regf(2)g(2),K)Indr, (k) +2m > Regf(2)9(z),w) =

Fo kez weP(f)
k€P( )
— 2mi Z f(k)Regg(2),k)+2m Y Regf(2)g(2),w)
weP(f)
k€P(f)

Supongamos que

rl]mr f(29(z2)dz=0 (5.37)
entonces obtenemos
n
lim 3" f(KRegg(2),k) =— > Regf(29(2).w) (5.38)
k=—n weP(f)
kgP(f)

Las elecciones usuales para la funaigson

9(2) =

funciones que tienen polos simples en los enteros siendo

senrz = Tcotgry,;
CoSsTZz g g( ) senz

= Ticosequz

Regmcotgnz k) =1, Regmcoseaz k) = (—1)% (keZ)

Particularizando para estos casos la iguall®@& supuesto que se cumpla la condic®7,
obtenemos

lim Zn: f(k) =- ) Reqmf(2)cotgrz,w) (5.39)

n—o0
k=-—n weP(f)
kgP(f)
n
lim kz (—1)Kf = ZP: Regtf (z) coseaw,w)  (5.40)
——Nn we

A continuacién vamos a imponer a la funciércondiciones suficientes para que se cumpla la
condicion5.37 para dichas elecciones de la funcigin
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Como camino de integracidrn, vamos a tomar la poligonal (es un cuadrado)

P = [+ 3) (100, (04 2) (1), (14 ) (A+1), (04 ) (~1+1), (n+ 2)(~1 )]

(n+3)(=1414) (n+ 11 +14)

Se
3
_|_
—

—-n—1] —n

(n+3)(-1-19) (n+3)(1—1i)

Figura 5.15. Caminép,

5.42 Proposicion. Para todo I}, se verifica quécotgrz| < 2y |cosear] < 2.

Demostracién Supongamos que= n+ % +iy. Entonces

N i Sk

cotg(Tz) = o =gy 1
2i 2™ 2in(ml/2)-Ty
COSG(QTIZ) = dz_ gtz = e2mz _ 1 = gn-2ny _ 1
por lo que

1-e2v 1

cot =

2e’Y
cose = 2
cosedmz)| = =~ <

Analogamente, si= x+i(n+ 1) se obtiene que

|cotg(Tz)| < =y < = <2
zefn(n+1/2) Zefrr/z

S 1— e T(2n+1) < l—e ™

<1

|cose¢z)|

Teniendo en cuenta que catg cosea son funciones impares, estas cotas también son validas
para los otros dos lados @g. O
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5.43 Proposicidn. Se verifica que

f cotg(1z) L f cose¢rz) dz—0
Fn Fn z

., .__cotg(tTz) cose¢Tz
Demostracién En efecto, como las funuones% y A

de orden dos en cero, deducimos que su residuo en cero ea i@uabs residuos en los demas
polos se anulan dos a dos porque

son pares y tienen un polo

Yy en consecuencia sus integraled grson nulas en virtud del teorema de los residuos. O

5.44 Proposicién. Supongamos que hay numeros>M) y R> 0 tales que pardz > R se
verifica quelzf(z)| < M. Entonces se verifica que

n—oo
rn n

lim | f(2) cotg(r@) dz = Iim j f(z) cose¢mz)dz = 0
r

Demostracion Pongamo#(z) = . La hipotesis hecha implica qimeestéd acotada en el

f(1/2)
z

discoD(0,1/R) y, por tanto,h es regular en 0. Definiendw0) = I'mg)h(z), se tiene qud es
Z—
holomorfa en el disc®(0,1/R) por lo que podemos escribir

h(z) = f:cnzn zeD(0,1/R)
n=0

Deducimos que

f(1/2 —cz=7) ezt  zeD(0,1/R)\ {0}
n=1
Como la funci()nzzcnz”*1 es continua e (0,1/R) deducimos que esta acotada en com-
n=1

00

Z c 2t

pactos. Por tanto exist¢ > 0O tal que < K para todoze D(0,1/2R). Deducimos

n=1
que
'f(z) —% < % Z > 2R (5.41)
4

Tenemos, en virtud de la proposiciéri3 que

4 4

[ cotgm) t(2)d fz= [ cotgre) (f(z) CO) dz+coj%2(m)dz:fcotg(m) (f(z)_@> dz
M Mn M M
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0 Q(n

Por la proposiciérb.42y la desigualdad.41, deducimos que para> 2R se verifica que

fcotg 2)dfz = fcotg(nz < ( )—%) dz| < ﬁ&m—lﬂ)

La misma acotacién es valida cambiando ¢omy por cose¢rz). De estas acotaciones se sigue
enseguida la afirmacién del enunciado. O

+oo
5.7.1. Series del tipo %

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.

2. gradqQ) > graddP) + 1.

En estas condiciones %izl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfose verifica
gue

[im E
n—oo
k

n q
3 Qi ZR <ncotg )%,ZJ) (5.42)
QK20

i=

Esto es consecuencia directa de los resultados anterioessem las hipétesis hechas se

P(2)

verifica que Iim@ =LeCy, por tanto, se satisface la hipotesis de la proposiidd
—500
Es interesante observar que la existencia del limit®.48 no implica que la serie sea

P(K) . . .
convergente. Naturalmente, que la serE: —— sea convergente quiere decir que existe el

(k)

Q(k#0

( )#0

Por otra parte, la condicién gra@d®) > gradqP) + 2 garantiza la convergencia absoluta de la
serie.

[imite

TJ_Q _—\
/‘\
=

rO
=

5.45 Ejemplo. Seao R, a # 0.

n
1 1 1
[im ——— = —Res| tcotgrz———— Res| ttcot Z—— —ia | =
nawk;nk2+a2 < I o2 > ( % a2 )

om T4 O
T o eam_gan
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Como la seriez

n>1

1
——— es convergente tenemos que
k?+0a2 d q

AR 1 1 1 1
k=—n k=1 n=1
de donde se sigue que
i 1 1(meMpedm 1
f~n?+o? 2 \o Mg o2
, o : . 1 ,
En virtud del criterio de Weierstrass, la seE ——— es uniformemente convergente para
n°+a

n>1
o €R, por lo que

S R | 1 /meMpe 1 o
E —:IlmE ———=lm=(= = | ==
N a-»04~n24+02 a-02\a eaM—g M (2 6

n=1 n=1
donde el ultimo limite puede calcularse por la regla de Lit#p ¢
+00
nP(n)

5.7.2. Series del tipdd (—1) am)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polindGmicas sin factores comunes.
2. gradqQ) > graddP) + 1.

En estas condiciones %izl,zz, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinonfose verifica
gue

'S Pk _ P(2)
lim )~ (-1 55 =) Res| ncose¢m) ==, 7 (5.43)
MQk(:k)_;O (W~ & ( Q(2) ’)

Es interesante observar que en este caso las hipotesistgariaatizan, por el criterio de
Dirichlet, la convergencia de la serie aunque no necesarit@a convergencia absoluta.

5.46 Ejemplo.

n 2
: (—1)k 1 1. d 1 o
[im — —Res| Ttcose¢) —.0 ) = —=lim —Z ( mcose¢)— | = — —
N £ k2 «e) 2’ 2z-0d7 «e) z 6
k0
De donde se sigue que
SO Ly g G0
"R 2now k2 12
n=1 k=—n
k£0
¢
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Ejercicios propuestos

335. Justifica que, excepto para ciertos valores (gue se precisaran en cada caso), se veri-
fican las siguientes igualdades.

° 1 1/m 1
P 2 (ac"”‘m‘ ¥>’

> 1 1
b) Zm = od ~ E(cotgr[aJr cothma);
n=1

a 1 ™
) nzz_m(n—a)2 ~ serm’

()" 1 no
— nP+a2 2a2 2asenhma’

Z (=" 1 Tt 1 1
B oL U W Y S

“nf—at 22 433 \semma  sentma

d)

- Tisenaz -—
336. Integrando la funciomz — a lo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices

Zsenz
son(+1+i)(n+3), donden€N, calcula la suma de las series

a) Z(_l)n+lseran

n3
n>1

="
b) nZ:O (2n+1)3

5.8. Principio del argumento. Teorema de Rouché

En esta seccién vamos a obtener dos importantes consessidetieorema de los residuos
gue proporcionan herramientas Utiles para el estudio d=los de una funcién holomorfa. En
lo que sigue vamos a considerar funciones cuyas Unicaslaiitades son polos.

5.47 Definicion (Funciones meromorfas.Diremos que una funciéri es meromorfaen un
abiertoQ c C si las unicas posibles singularidades fden Q son polos, es decir, existe un
conjuntoP C Q de puntos aislados & tal que f es holomorfa e®\P y f tiene un polo en
cada punto d@. Notaremos pofi (Q) el conjunto de las funciones meromorfasten

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional” pordas funciones meromorfas se
comportan de forma parecida a las funciones racionaleseBr®h los ejemplos mas inmedia-
tos de funciones meromorfas son las funciones racionaesiies son funciones meromorfas
enC. Naturalmente, toda funcién holomorfa es también una Gmaieromorfa. Mas adn, el
cocientef /g de dos funciones holomorfas en un abigdtcsupuesto qug no es idénticamente
nula en ninguna componente conexales una funcion meromorfa €h
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5.48 Teorema(Principio de identidad para funciones meromorfaklipa funcion meromorfa
en un dominio cuyos ceros tienen algun punto de acumulaci@ @ominio es idénticamente
nula.

Demostracion SeaQ un dominio yf una funcion meromorfa e@2. NotemosZ( f) el conjunto

de las ceros Y(f) el conjunto de los polos déenQ. ComoP(f) es un conjunto de puntos
aislados er@, el conjuntoQ; = Q\P(f) es abierto. Supongamos gdéf) tiene algin punto

de acumulacion ef. Es evidente que un punto de acumulacién de ceros tambiém @

de f por lo que, en la hipétesis hecha, deberaZdn’' N Q1 # @. Comof es holomorfa en
Q;, si probamos que dicho conjunto es un dominio, el princigddgntidad para funciones
holomorfas implicar4 qué(z) = 0 para todaze Q, pero entonces es claro que tiene que ser
P(f) =@y, por tanto, habremos probado gues idénticamente nula &n.

Supongamos qu@; = AU B siendoA y B conjuntos abiertos tales qéenB = @. La idea
es extender esta particion @5 a una particion por abiertos de. Para ello, definimos los
conjuntos

A=AU{zeP(f):3r>0,D(zr)\{z} cA}, B=BU{zeP(f):3r>0,D(zr)\{z} c B}

es inmediato que ambos conjuntos son abiertos. Ademé&sif ), por serP(f) un conjunto

de puntos aislados &, hay algurr > 0tal queD(z r) C Qy D(a,r)NP(f) = {z}. El conjunto
D(zr)\{z} esta contenido ef; y, como dicho conjunto es conexo, debera ocurrir que o bien
esta contenido eA o bien esta contenido @ En consecuencidUB = Q y ANB=@.Como

Q es un dominio alguno de ellos debe ser vacio y, por tantonalda los conjuntoé o B tiene

gue ser vacio. O

Este resultado permite extender para funciones meromeadgsopiedades de los ceros de
las funciones holomorfas. En particullns ceros de una funcion meromorfa y no idénticamente
nula, f, en un dominic, son un conjunto de puntos aislados@rEn consecuencia, aies un
cero def existe un disc®(a,r) C Q tal quef es holomorfa e (a,r) y, por tantoel concepto
de orden de un cero para funciones holomorfas (que es un ptmteal) se aplica con igual
significado para funciones meromorfdn particular, se verifica el siguiente resultado.

5.49 Corolario. Sea f una funcién meromorfa en un abieQoy supongamos que f tiene en
ac Q un cero de orden m. Entonces existe una funcion g meromofaaryos polos son los
mismos de f tal que(g) # 0y f(z) = (z—a)™g(z) para todo = Q que no sea polo de f.

5.50 Teorema(Principio del argumento generalizadoSeaQ un dominio, f una funcién me-
romorfa no idénticamente nula €éhy g una funcion holomorfa e2. Sea Rf) el conjunto de
los polos y Zf) el conjunto de los ceros de f €h

Para be P(f) notaremos (b) el orden del polo de fen b, y para& ( f) notaremos rfa) el
orden del cero de fen a. Sies un ciclo e\ (P(f)UZ(f)) que es nulhomodlogo con respecto
a Q se verifica que:

» El conjunto{we Z(f)UP(f):Indr(w) # 0} es finito.
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Ziff (Zz)g 7)dz = Z Indr(a Z Indr (b)n(b)g(b) (5.44)

acZ(f beP(f

Demostracion Pongamo$= Z(f) UP(f) que es un conjunto de puntos aisladogempli-
camos el Teorema de los residuos a la funcion

) = 502 (2eQ\9

que es holomorfa ef\S. Dicho teorema nos dice que el conjuftw e S: Indr(w) # 0} es
finito y ademas

o jh )dz =" Indr (W) Regh(z),w) =

weS
= > Indr(a)Regh(z),a)+ > Indr(b)Regh(2),b)
acz(f) beP(f)

Calculemos los residuos. 8ie Z(f) hay un discd(a,r) C Q tal queD(a,r)NS= {a}. Por
tanto, existe una funcioh € H(D(a,r)) tal qued(a) #0y f(2) = (z— a)™@¢(2) para todo
zeD(a,r). Por tanto

t'(2) = m(@)(z-a™¥ '9(2) + (z-a)"V¢'(2) zeD(ar).

y en consecuencia

h(z2) = 29 zeD(arn)\{a}

Deducimos qugliamz— a)h(z) = m(a)g(a) lo que implica que Rék(z),a) = m(a)g(a).

Sibe P, entonces existe un disd(b,r) C Q tal queD(b,r) " S= {b}. Por la caracte-
rizacion de los polos sabemos que hay una fundidrolomorfa enD(b,r) cony(b) # 0 tal

e

quef(z) = é) w7 Para todaeD(b,r)\{b}. Tomanda suficientemente pequefio podemos
suponer quep z) # 0 para toda € D(b,r). Tenemos que

gy — V(2 V' (2)

f'(z) = —n(b) (z— b)nB+1 + (z— b)n(b)
por tanto,
@ . W@ -nb)
y deducimos que ILr(rZ— b)h(z) = —n(b)g(b), lo que implica que Rek(z),b) = —n(b)g(b).
Z—

|
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Si particularizamos la igualdaggl44tomando coma la funcién constantg(z) = 1, obte-
nemos

%rj ff’((zz)) dz= Y Indr(@m(@) — > Indr(b)n(b)

acZ(f) beP(f)

Si ahora suponemos que para tadoQ es In¢-(z) = 0 o Ind- = 1 y definimos el conjunto
U = {zeQ\l"*: Indr(z) = 1}, podemos escribir la igualdad anterior en la forma

1 f’
Z_Tﬁrff((zz))dzz > m@- > n(b)=

acZ(f)nu beP(f)nNU

= numero de ceros deenU - nimero de polos dé enU

donde cada cero y cada polo se cuenta tantas veces comosnadicaden.

Veamos que

~—

1 pfl(z
ﬁrf f(2)

dz = Inds.r (0)

Es suficiente probar esta igualdad para un camino cegrafiob] — C. Por la definicion
de integral a lo largo de un camino tenemos

1 f'2 . 1 o), . 1 (dz
7w ) T @ o o) 0% T | 7 O

Hemos probado asi el siguiente teorema.

5.51 Teorema(Principio del argumenta.)SeaQ un dominio, f una funcién meromorfa no i
dénticamente nula e y I' un ciclo enQ nulhomélogo con respecto@ y que no pasa por
ningun polo ni por ningun cero de f. Supongamos, ademas, ajaetpdo z= Q\I* se verifica
quelndr(z) € {0,1} y definamos U= {z€ Q\I'* : Indr (z) = 1}. Entonces

f'(2)
f(2

Ind;or (0) = %f dz = No— N, (5.45)
r

donde N es el niumero de ceros de f en U yé& el nimero de polos de f enU contando cada
cero y cada polo tantas veces como su orden.

En particular, si f es holomorfa e y I es un camino cerrado, se tiene que

Ind¢.r (0) = %f ff’((zz)) dz =Np (5.46)
r

Es decir, el nUmero de ceros (contando cada cero tantas vamas su orden) de f en U (el
“interior” de T) es igual al numero de veces que el camind frodea al origen.
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5.8.1. Ceros de un polinomio en una regién angular

5.52 Proposicion.Sea P una funcién polinémica con coeficientes complejosatiogr> 2, y
sea U la region angular
U={zeC" :a <argz< B}.

donde—1t< a < 3 < 1M, Y supongamos que el polinomio P no se anula en la frontera .de U
Entonces el nimero de ceros de P en U, contando cada cerstaetas como su orden, viene
dado por

No(U) = n(BT;[a) + %{ (tETwﬁ(t) —tﬂr_nmﬁ(t)> (5.47)

donded : R — R es un argumento continuo de la funcipn R — C dada por

B(t) = P(-teP) para t<O0
| P(t€%) parat>0

Demostracion SeaK > 0 tal queP(z) # 0 parajz| > K. Consideremos, pafa> K, el camino
cerrado (ver figur.16) g = yr -+ O donde

YR [G’B] — C’ VR(t) = Reita

—teP para —R<t<0

or:[-RR —C, ogr(t)= .
RE ] R(Y) {te’“ para O<t<R

Observa que, por s > K, los ceros dé® enU estén todos eblg = U ND(0,R). Por el

/
iBt
ReBt/

TR
Ur

Figura 5.16. Camindgr

principio del Argumento tenemos que

~—

No(U)

1 (P2, 1 IP/(Z) 1 (P'@ (5.48)

“20) B ¥ 2w ) P © 2w ) By
Mr OR

Calcularemos el limite pa® — +oo de las dos Ultimas integrales en esta igualdad. Teniendo
en cuenta qu@ es un polinomio de grade, podemos escribir

P'(z2 n P2

P2 z Qo2
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dondePy y Qp son polinomios verificando que grage- gradd? > 2.

Por tanto, existen nimerd4 > 0, Ry > 0 tales que

P()(Z) M .
< —5 siempre quelzl > Ry
Q@)| " |4
Por tanto, par&k > Ry se tiene que
Po(Z) M
RB—0)=
i Qo(2) R
Ademas, para todB >0
B
n —a)
21 IE - Z_I 21
YR a

Deducimos que

1 (P@ _nB-0
RILTOOE P()dz_ 21

Calcularemos ahora el limite paRa— +oo de la Gltima integral de la igualda&&48 Observa
que para € [—R,R] se tiene qué(t) = P(og(t)), por lo que la funcién

L(t) = log|P(or(t))|+i9(t) te[-RR]

es un logaritmo continuo (y, por tanto, derivable)Rieor. Tenemos que

'(2) 1 ¢ P/(og(t))oR 1 ¢
2mi j P(2) =25 IR P?GR(I - _Tu_j [L(R) ~L(=R)I=
_ (or(R)) | . _ P(Ré“)
— log S0 R) +i(9r(R) — 9r(—R)) = log (Re") +i(®(R) —9(-R))

EvaluandaoP en los puntoRRe®, ReP se tiene

P(R€ , Re“
lim ( ):e'”(o“5>:> lim log (Re?) =0
R+ P(REP) R+ | P(ReP)
Deducimos que
.1 ¢P@®, 1 .
/1 2m ) Pz ¥ 2m e O (R IR
R

Por tanto, tomando limites en la igualdad8 deducimos que el nUmero de cerosRlenU
viene dado por

- 1 m ($(R)—8(-R))

N =
0 211 2TT R+
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5.53 Teorema(Teorema de RouchéBeaQ un dominio acotado, f y g funciones holomorfas
enQ y continuas ef). Supongamos que

112 —-9@| <[f(@+]9(2)] (zeFrQ) (5.49)
para todo z en la frontera d@. Entonces, contando cada cero tantas veces como su orden, se

verifica que f y g tienen el mismo numero de ceroQen

Demostracién Observa que la desiguald&d49implica que nif ni g pueden anularse en la
frontera deQ. Dicha desigualdad, y la continuidad flg genQ, implican que nif ni g pueden
ser idénticamente nulas €h Por el principio de identidad y por s& compacto, deducimos
gue el nimero de ceros dey deg enQ es finito.

SeaK el conjunto
K={zeQ:|f(2—g(2)|=|f2)|+|9(2)|}

Observa qu& es un conjunto cerrado y acotado y por tanto es compacto. &slezn virtud
de la desigualda8.49, se tiene qu& C Q. Es evidente que los ceros fley de g estan erk.
Seal el ciclo que nos proporciona el teorefd 4 para el compact® en el abiertdQ.

SeaU = {z€ Q\I'* : Indr(z) = 1}. Sabemos qui& C U por lo que los ceros déy deg
enQ estan todos ed. Por el principio del argumento deducimos que

1 f'(2
NO(f):z_ru'rf f(2)

/
No(g) = Ziru' f g2 dz (nuimero de ceros dgenQ contando multiplicidades)
. 9(2)

dz (numero de ceros deenQ contando multiplicidades)

Paraze Q\K se verifica que
112 - 9@ <t(2)|+]9(2)]
f(2)

lo que, segun sabemaos, en virtud de la desigualdgcdequivale a queg(—z) ¢ R,. En conse-

cuencia la funciop : Q\K — C definida por

$(z) =log <%> ze Q\K.

es holomorfa e®2\K. Puesto que

6'(2) = (f'(29(2) -~ f(29'2)9(2 _ f'(9 _d'(@
*(2f(2) f@ 9@

'z _d'(@

f@ 9@

dicha funcién en cualquier ciclo €\K es cero. En particular
(2 g’(z))
— dz=0
rf ( f2 92

es decirNo(f) = No(Q). O

resulta quep es una primitiva e2\K de la funcion

y, por tanto, la integral de
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Observacion

Es frecuente en las aplicaciones del teorema de Rouché queriigue la desigualdad
siguiente
|f(z2) —9(2)| < |9(2)] para toda € FrQ (5.50)

Naturalmente si se verifica la desigualda&0también se verifica la desigualdad49 Con
frecuencia es facil comprobar la desigualda8iOlo que permite aplicar dicho teorema. No
obstante, puede ocurrir que la desigual@asd no se verifique y si se verifique la desigual-
dad5.49

El teorema de Rouché permite dar otra demostracion sedelllBeorema Fundamental del
Algebra.

5.54 Teorema(Teorema Fundamental del AlgebtaTpdo polinomio, P, de grado n con coefi-
cientes complejos tiene n ceros@n

DemostracionPodemos suponer que el coeficiente del térrdires 1. Sea
P2 =2"+cr1Z" 1+ +az+c

Aplicaremos el Teorema de Rouché cifz) = P(z) y g(z) = Z". Debemos elegir un dominio
Q apropiado para comprobar la desigual@ae) Observa que pafd > 1y |zl = R se verifica
que

P(2)-g(2)| <MR"?

dondeM = |cn_1|+ -+ |c1| + |co|. SeaQ = D(0,R) dondeR > M. Entonces
IP(2) —g(2) <MR"' < R'=|g(z)]  paratodozeC(0,R)*

El teorema de Rouché nos dice que, contando cada cero taasaomo su ordeR,tiene en
el discoD(0,R) tantos ceros como la funci@iz) = z, esto esn ceros. O

5.55 Corolario. SeaQ un dominio acotado ¥ f,} una sucesion de funciones continuasten
que ademas son holomorfas @1Supongamos que la sucesion converge uniformemerde en
a una funcioén f y que

f(z) #0, para todo = FrQ

entonces existe un natural m tal que para m se verifica quenfy f tienen el mismo nimero
finito de ceros ef2 (0 enQ).

DemostraciénEn virtud de las hipotesis, Eres un compacto ¥ es una funcién continua en
Q y holomorfa emQ. Sea
p=min{|f(2)|: ze FrQ}

Como f(z) # 0 paraze FrQ, tenemos que > 0. Por definicion de convergencia uniforme,
existe un ndmerane N tal que para todm > m es |f,(z) — f(z)| < p para todoze Q. En
particular, para todac FrQ y todon > mtenemos

1fn(@) = f(2) <p <T@ < T (D] +[fn(2)]
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por tanto, en vista del Teorema de Rouché, las funcidpgsf tienen el mismo nimero finito
de ceros ef2. Ademas la desigualdad anterior implica didey f no se anulan en la frontera
deQ, por tanto, también tienen el mismo nimero de ceraQ.en O

5.56 Teorema(Teorema de Hurwitz.)SeaQ un dominio y{f,} una sucesion de funciones
holomorfas er2 que no se anulan en ningun punto@ees decir, f(z) # 0 paratodo re Ny

todo ze Q. Suponemos ademas gl } converge uniformemente en subconjuntos compactos
de Q a una funcién f. Entonces se verifica que o bien f es idéntinterraula enQ?, o bien f

no se anula en ningdn punto @k

Demostracién Por el Teorema de convergencia de Weierstrass, sabemdsegukolomorfa
enQ. Supongamos quéno es idénticamente nula €n Entonces, sf(a) = 0 en algun punto
ac Q, como los ceros dé son puntos aislados &®, existird un discd(a,d) C Q tal que
f(z) # 0 para todoze D(a,d)\{a}. El corolario anterior aplicado a la sucesiff,} en el
dominio formado por el discD(a, 8) nos dice que panasuficientemente grand&, y f tienen
el mismo nimero de ceros &a,d). Deducimos asi qué, tiene al menos un cero &, lo
cual contradice las hipotesis hechas. Hemos probado, guesif no es idénticamente nula
enQ entonces no se puede anular en ningan puntoie |

5.57 Corolario. SeaQ un dominio y{ f,} una sucesion de funciones holomorfas e inyectivas
enQ que converge uniformemente en compacto@ deuna funcion f. Entonces f es inyectiva
o f es constante eq.

Demostracién Supongamos qué no es inyectiva y probemos que es constante. Sean, pues,
a,be Q cona # b tales quef(a) = f(b). Consideramos el domini@\{a}. Definimos las
funciones

On(2) = fa(2) — fn(a) para todaze Q\{a}

Como suponemos que caflaes inyectiva, entonces (z) no se anula e@\{a}. Como{ f,}
converge uniformemente en compactos(da f, la sucesion{g,} converge uniformemente
sobre compactos de\{a} a la funciéng dada por

g(z2) = f(z— f(a) para todaze Q\{a}

Sabemos, por el Teorema de Hurwitz, guess idénticamante cero o no se anula en ningln punto
deQ\{a}. Comog(b) = 0, concluimos qug idénticamente nulay, por tantb(z) = f(a) para
todoze Q\{a}, esto esf es constante e, como queriamos probar. [ |

Ejercicios propuestos

337. Calcula el nUmero de ceros en el semiplano de la derecha daupoadde los siguientes
polinomios:

a)P(z) = 2+ 22 — 22+ 10;
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338.

339.

340.

341.

342.
343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

b) P(z) = 2 + 2728 — 2z 10;
C)P(2) =2 22— 4z+6;
d)P(2) = 2 +528+ 112 + 4z+1;

e)P(z2) =2+ 22+ 62 +522+ 82 +4z+1;
f)P(z2) =2 - 32422 +5.
Seaf una funcién continua eD(0, 1) y holomorfa erD(0,1) tal que|f(z)| < 1 siempre

que|zl = 1. Prueba qué tiene exactamente un punto fijo B0, 1).

Calcula la distribucion por cuadrantes de los ceros dehpuolio
P(2) =2 +22—-2+32+62+2z+5.

Dados un nimero naturaly dos nimeros reales distintos de carpb, determinese el
ndmero de ceros del polinomis" 4 aZ"~* + b? situados en el semiplano de la derecha.

Calcula el nimero de ceros del polinonR¢z) = 2 + 22 + 42> + 2 en cada uno de los
discosD(0,3), D(0,1) y D(0,2).

Justifica que paracR, a> e, la ecuaciore?= a7, tienen soluciones distintas @n(0, 1).

Prueba que la ecuaciqz+ 1)e * = 2z— 2 tiene solucion Unica en el semiplano de la
derecha.

Sea 0< |a < 1y peN. Prueba que la ecuacida— 1)P = ae™* tiene exactamentp
ceros simples eD(1,1) y si|al < 1/2P dichos ceros estan én1,1/2).

Prueba que los ceros del polinonzb+-iz® 4 1 pertenecen al disdd(0, g) y determina
cuantos de ellos se hallan en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinomig- 323 + 7245 se hallan situados en el anillo

A(O, %, %) y que exactamente dos de ellos estan en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinori@) = 22 — 32 4- 222 + 6 pertenecen al anillo
A(0;1, £) y determinar cuantos de ellos se hallan en el semiplano deréeloa.

Determina el nimero de ceros del polinori@) = 27° — 224 4z+ 1 en el semiplano de
la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinoraiar- 52° + 1172 + 4z+ 1 en el semiplano de
la derecha y en el disco unidad.

Determina el nimero de ceros del polinordio- 42° + 22 — 2.
a) En el anilloA(0;1,2).
b) En el semiplano de la derecha.
Determina el nimero de ceros del polinorfi@) = 22° + 4z 1.
a) en el anilloA(0; 1, 2);
b) en el semiplano de la derecha.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez

Dpto.

de Analisis Matematico Curso de Variable Compleja



Ceros de un polinomio en una regién angular 217

352.

353.

354.

355.

356.

357.

358.

359.
360.

361.

362.

Determina el nimero de ceros del polinorfi@) = 2 — 72+ 2z+ 4.
a) en el disco unidad;
b) en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinorRi@) = 22 — Z — 4z + 6 pertenecen al anillo
A(0; 1,2) y determinese cuantos de ellos se hallan en el semiplancdéedeha.

Dado 0< p < 1, prueba que, pamae N suficientemente grande, el polinomio
Pa(z2) =142z+32+---+n2"?!
no se anula en el disdd(0, p).

Dadop > 0, prueba que, para N suficientemente grande, todos los ceros de la funcién

1 1 1
se hallan en el discD(0,p).
SeaQ un dominio yf una funcién holomorfa e inyectiva éh SeaD(a,r) C Q. Justifica
que para todev € f(D(a,r)) se verifica que
1 f f'(2)
2ri f(z)—w
C(ar)

zdz=f"(w)

Calcula, usando el principio de argumento generalizaddntagrales

j coshzOIZ f sen(tz/2)(322 —4z—1) &z

f 2€tg(Tz) dz tgz B-22—-7+2
c(0.1) c(0.1) C(0.3)

Calcula, usando el principio de argumento generalizaddntagrales

dz 3(z-1)2-1
B+1 B-32+4z-2
C(1,1/5)

C(0,2)

Demuestra el teorema de la aplicacion abierta a partir d&dipio del argumento.

Demuestra el teorema del comportamiento local de una famgitbmorfa (teoremd.32
a partir del principio del argumento.

SeaQ un dominio erCy { f,} una sucesion de funciones holomorfagersupongamos
que{ fy} converge uniformemente en subconjuntos compact@s aena funcionf que

no es idénticamente nula €n Seaac Q tal quef(a) = 0. Prueba que hay una sucesién
{zy} de puntos d& tal que{z,} —ay unmeN tal quefy(z,) = 0 para toda > m.

Seaf una funcibn meromorfa ef€ y regular enco tal que limf(z) =1y las uni-
Z—

cas singularidades de son los puntoz = —1 dondef tiene un polo de orden uno y
Regf(z),—1) =1, yz= 2 dondef tiene un polo de orden 2 y R€5z),2) = —2. Cal-
culaf.
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363. Seaf una funcibn meromorfa eff cuyas Unicas singularidades spa- —1 dondef
tiene un polo de orden uno y Rd$z),—1) = 1, y z= 2 dondef tiene un polo de orden
2y Regf(2),2) = 2. Ademésf(0) =7/4y f(1) =5/2. Calculaf y su desarrollo de
Laurent erA(0; 1,2).
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Capitulo

Series de Fourier. Transformadas de Fourier y de
Laplace

Series de Fourier

Esencialmente la teoria de Series de Fourier persigue dpégtos:

e El andlisiso descomposicion de una sefial como suma o superposiciéreiienad infi-
nita) de sinusoides.

e Lasintesiso recomposicion de una sefial a partir de sus sinusoides.

Habras notado que estoy empleando la palabra “sefial” camdaisio de “funcién” y asi lo
seguiré haciendo a lo largo de esta leccién con las preesigoe considere necesarias. En
analisis armoénico las sefiales mas simples son las singsaities que nos hemos referido
antes. Conviene darles un repaso.

Sinusoides
Una sinusoide es una sefial de la forma
Asern(2rvt + @).

El nimeroA > 0 es laamplitud v > 0 es lafrecuenciamedida en ciclos por segundo o Hercios
(Hz), —t< @ < mtes lafase(fase inicial),w = 21v es la frecuencia medida en radianes por

219
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segundo (que se llama a veces frecuencia angulapefbdoes el tiempo que necesita la
sinusoide para completar un ciclo completo, es decir, ébgeresT = 1/v segundos.

Aser(2rv(t +1/v) + @) = Aser(2rvt + 211+ @) = Aser(2rvt + ).

En general, una funcioh : R — C se dice que eperiddicaconperiodo Tsi f(t+T) = f(t)

para toda € R. En tal caso cualquier multiplo entero dlees también un periodo de esto

es, f(t+kT) = f(t) para toda € R,ke Z. Por convenio, una funcién constante se considera
periddica con cualquier periodo. Salvo este caso, cuandizaseue una funcion es periddica
de perioddl' se sobreentiende qliees el niUmero positivo mas pequefio que verifica la igualdad
f(t+T)= f(t) paratoda cR.

En la representacion grafica de la sefid) = Asen(2mvt + @) se interpretaf (t) como la
amplitud de la sefial en el instartteLa amplitudA representa la maxima altura que alcanza
dicha grafica, esto es, el maximo absoluto de la fundigel minimo absoluto es-A). La
frecuencia es el numero de veces (ciclos) que se repitefiaayen un segundo. El periodo es
el tiempo necesario para gque la grafica complete un solo. ciclo

6.1. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier

Un polinomio trigonométrico de orded es una funcién de la forma

N
Su(t) =) Agser(2nmt/T + @n) (6.1)

n=0

En una suma de este tipo el numdres elperiodo fundamentay v = 1/T es lafrecuencia
fundamental(en hercios). A cada uno de los sumandos individuales, ciugagencias son
multiplos enteros de la frecuencia principal, se les llamadnicos Esta forma de una suma
trigonométrica tiene la ventaja de mostrar explicitamémsamplitud y la fase de cada uno de
ellos pero es muy incébmoda para los céalculos. Por ello es reésente escribir esta suma en

la forma:
N

Su(t) = 2+ (@ cos2mt/T) + byser(2mt/T)) 6.2)
n=1

la razén de escribir el término constante en la foage es para simplificar las formulas de
los coeficientes que veremos en seguida.

Se trabaja con mucha més comodidad con estas sumas si usagmpsihencial compleja.
Usando las ecuaciones de Euler tenemos que:

Tint/T —2rint/T mint/T __ o—2mint/T
¢ +2e , sen2mt/T) = ¢ 2ie

coq2mt/T) =

con ello la suma§.2) puede ser escrita como:

N

Sut)= D ™7 (6.3)

n=—N
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La relacion entre estas tres formas distintas de escrilbimuisma funcion viene dada por las
siguientes igualdades vélidas paratode 1,2,3,...:

Cn == an_len Cfn == %‘bn (64)
an =Ansenp, b= Aycosp (6.5)

Supongamos qué es una sefial que podemos representar como un polinomiadriggrico

con periodor:
N

f(t) — Z c:ne2Tlint/T

n=—N
entonces se verifica que los coeficientes en esta expres@mdeterminados de forma Unica
por f y vienen dados por:

1 T
—2rint/T
Ch= J‘e f(t)dt

Las consideraciones anteriores motivan las siguientesiclefies.

6.1 Definicion. Seaf : R — C una sefial de periodd integrable en0, T]. Se definen los
coeficientes de Fouriette f por:

-
%f —2T £ (ot (neZ) (6.6)
0
El polinomio trigonométrico:
N .
Sut)= > cpe®™T (6.7)
n=—N

donde los coeficientas, vienen dados pob(6), se llamagpolinomio de Fourier de orden Ne f.
La sucesion de los polinomios de Fourierfdee llamaserie de Fouriede f y la representamos

por> "¢, &™/T. Cuando dicha serie converge escribimos:
nez
. _ Tint /T
'\Ill_r>nmS\l(t) Z ch €2

Nn=—o

Teniendo en cuentd.4 se deduce que las igualdade8y 6.7 pueden escribirse de forma
equivalente:

N
ag
== + (ancog2mit/T) + by ser(2mt/T)) (6.8)
n=1
donde:
5 T
= ?ICOS(ZT[nt/T)f(t)dt n=0,12,... (6.9)
0
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-
by = %!ser(ZTmt/T)f(t)dt n=12.. (6.10)

Los a, se llamarcoeficientes cosenplos b, coeficientes sende f.

Observaciones

~

e También se utilizan las notacioneg f) y f(n) para representar los coeficientes de Fou-
rier c, de f.

e Para calcular los coeficientes de Fourier de una sefial dedpdripodemos integrar en
cualquier intervalo de longitudl. Suele ser frecuente, por razones de simetria, elegir el
intervalo[—T/2,T /2.

e Observa gue nada hemos dicho aun sobre la relacion entreunoiri f y su serie
de Fourier. La pregunta ¢ de qué modo la serie de Fouriérrdpresenta d? no tiene
una respuesta facil porque tiene muchas respuestas. Mastaderesentaremos algunos
resultados en este sentido.

e Observa que si cambias una funcién en un namero finito de p@#iv no afecta pa-
ra nada a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dadoseutio de integrales.
Igualmente, tampoco debe preocuparnos que una funciortédefida en un conjun-
to finito de puntos porque eso no afecta para nada a su intégebni al valor de su
integral.

o Adiferencia de la serie de Taylor de una funcién, la cualreelate esta definida si dicha
funcion es indefinidamente derivable, la Unica condiciora ppie la serie de Fourier de
una funcién esté definida es que la funcién sea integrabler émtervalo. Te recuerdo
gue hay funciones integrables con infinitas discontinuedadEs decir, el concepto de
serie de Fourier es mucho menos restrictivo que el de seriayler y esa es una de
las grandes ventajas de la teoria de series de Fourier: pptidarse a funciones muy
generales.

e En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la Hdjgdtie periodicidad no es
restrictiva para la aplicacion de la teoria de series dei€iour

En efecto, si queremos representar una fundié@n un intervaloja,b] por medio de
una serie de Fourier, lo Gnico que se necesita es que dich@ifuasté definida y sea

integrable en dicho intervalo. En tal caso la serie de Fodyiec,e™/(*"® cuyos

—_ NeZ
coeficientes son

b
1 _orint/(b—a)
cn_ﬁ!e ftydt (nez)

representa (cuando se dan las condiciones de converggmof@aalas) una funcién pe-
riédica de periodd — a que coincide corf en el intervalda, b|.

Podemos considerar esto desde otro punto de vista. Si estai@i@sados en representar
por medio de una serie de Fourier una funci@efinida e integrable en un intervai b
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podemosextenderdicha funcién a toddR de manera que la extension sea una funciéon
periodica de periodd = b— a. Para ello basta repetir la gréafica feen intervalos de
longitudT =b—a(si f(b) = f(a+T) # f(a) sera preciso cambiar el valor desn uno

de los extremos del intervala, b]).

Debes tener en cuenta que en los ejercicios suele definissuncion en un intervalo
[a,b] y se dice que dicha funcidse considera extendida por periodicidadera de dicho
intervalo.Pero esto Ultimo casi nunca se hgoer lo que, para calcular los coeficientes
de Fourier debes integrar la funcién en el interjald] donde dicha funcion se define y
no en otro.

e La consideracion de funciones complejas, si bien desde otopie vista teérico no
presenta ninguna dificultad e incluso hace que la teoria ésalagante y facil de desa-
rrollar, desde un punto de vista practico no afiade nada pues eplicaciones siempre
se consideran sefiales reales.

6.2 Ejemplo (Funcion impulso rectangular). Se llamanmpulsos rectangularelas sefiales
gue son nulas salvo en un determinado intervalo de tiempbgereeson constantes. El ejemplo
tipico es la funciorn1: R — R

1, sil|x]<1/2
0, enotro caso

Con mas generalidad, dado un nimars 0 podemos considerar la funcidi, definida por
Ma(x) = N(x/a), con lo que

Ma(x) = 1, silxl<a/2
2 0, enotrocaso

Dado un niumerd > a podemos considerar la extensién periddicdldecon periodol cuya
gréfica es de la forma

| |
| |
i i
| |
i i
| |
| |
| |
i i
| |
i i
| |
| |
| |
i 1
-5 -3 -1 1 3 5

—_— I

Figura 6.1. Periodizacién con periodo 4[dg

Llamemosf a dicha funcién. Los coeficientes de Fourierfdson

T/2 a/2
1 . 1 . -1 ) t=a/2
_ = f —2rint/T — —27int/T _ : [—ZTunt/T] _
G T j (tye a =7 Ie & = [® t=—a/2
-T/2 —a/2
B 1 efru'na/T_enina/T _ser{nna/T)
m 2i N ™
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paran distinto de cero, y

T/2 a/2 a

1 1
=7 j ftydt == j ld ==
-T/2 —a/2

6.1.1. Series de Fourier senoy coseno

Los coeficientes seno de una funcion par son nulos y los cexrtiés coseno de una funcion
impar son nulos. Esto lleva a definir las series de Fouries yasoseno de una funcion como
sigue.

Sea f una funcion definida e integrable en el intenj@ld.]. Podemogxtender fal inter-
valo [—L, L] de las formas siguientes:

—f(=x), —-L<x<0
f(x), og<x<L
y
f(—=x), —-L<x<0
f(x), 0<x<L

Es claro quef; es impar yf, es par y coinciden com en [0,L]. La funcion f; es llamada la
extension impade f y f, es llamada l&xtension pade f.

= La serie de Fourier de la extension de periodal@ f; se llama laserie de Fourier seno
de f y viene dada por:

> bpser(mit/L), by =

n>1

2 L
[j f(t) sen(rmt/L) dt
0

= Laserie de Fourier de la extension de perioda@f, se llama laserie de Fourier coseno
de f y viene dada por:

L
2 Y ancogmi/L),  an= %J f(t) cosmt/L) ct

n>1

6.1.2. Convergencia de las series de Fourier

Uno de los problemas basicos de las series de Fourier esmificiomes sobre una funcién
gue garanticen que su serie de Fourier converge puntuanaedicha funcién. Uno de los
primeros resultados en este sentido se debe a Dirichlet gfiggar a funciones monétonas
a trozos. Una funciorf esmonétona a trozogn un intervalo cuando dicho intervalo puede
expresarse como la union de un namero finito de intervalossgue la funcion es monaétona.
Recuerda que una funcion mondétona acotada siempre tieméssliaterales en todo punto.
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6.3 Teorema(Dirichlet). Sea f: R — R una sefal peridédica con periodo T que es mondétona
atrozos y acotada ej®, T|. Se verifica entonces que

3 et - f(t+)42' f{t—)

donde ft+) y f(t—) son, respectivamente, los limites por la derecha y por lai&zda de f
en t. En particular, la serie de Fourier de f converge @)fen todo punto de continuidad de f.

Para aplicar este resultado a los puntos extremos del ahtese entiende qué(T+) =
f(0+)y f(0—)=f(T—).

El resultado anterior se refiere a la convergencia puntukd serie. Silo que queremos es
asegurar convergencia uniforme hay que ser mas exigentes.

Una funcionf se dice que esontinua a trozoen un intervalda, b| si hay una particion
a=Xp <X <X <...<Xn—_1<X = bdelintervalo[a,b] de forma que

= f escontinua en cada intervdlg, %1, parai =0,1,2,....n—1,y

= f tiene limites laterales en los puntgsi =0,1,...,n.

Diremos que una funciéfi esderivable a trozon un intervalda, b] si hay una particion
a=to<t;<ty<...<tm1<tm=bdelintervalo[a,b] de forma que

= f esderivable en cada intervdtat; 1], parai =0,1,2,... m—1,y

= La funcién derivadd’ tiene limites laterales en los puntips = 0,1,...,m.

Diremos que una funcién esiave a trozogn un intervalda, b] si es derivable a trozos en
dicho intervalo y su derivada es continua a trozos.

6.4 Teorema. Sea f: R — C una sefial peridédica con periodo T que es continua y suave a
trozos en0, T]. Entonces la serie de Fourier de f converge uniformementem®, T].

6.1.3. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuena

Una sefial anal6gica dada por medio de una funtibpse dice que esta dadaerdominio
del tiempo Supongamos que dicha sefalleperiodica y monoétona a trozos, entonces

00

f(t) _ Z CneZTIint/T

N=—o0

en todo punto de continuidad de Las frecuencias de los arménicos complejos que forman
esta serie son/T. El espectrade f se define como el conjunto de pafgs/T,c,) : n€Z}. El
conocimiento del espectro de la sefial determina a dich& &stlemos considerar una funcion

f definida en el conjunto de las frecuencf@gT : ne Z} por f(n/T) = c,. Se suele decir que
dicha funcién representa a la sefiadn eldominio de la frecuencid_a “gréafica” de la funcién
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|ﬂ se llama ekspectro de amplitudey la “gréafica” de la funcion ar@se llama ekspectro de
fases

Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

00

> Anser(2nvt + @n)

n=0

dondeA, > 0 es la amplitud del arménica-ésimo y@, es su fase, entonces, en virtud de las
igualdades.4y 6.5, se verifica que, = 5 A% = 1A, d(®~12); y eligiendogy €] — 11/2,311/2]
resulta quep, — 11/2 = arg(cy), lo que justifica la terminologia empleada. Ten en cuenta que
para una sefial real se verifica siempre gue T, lo que explica el aspecto de las siguientes
“gréficas”. Elespectro de amplitudes consiste en lineasoeses regularmente espaciadas en

|C_1] 4
[ [
C_ C
T o e
3 Z 1 1 p4 ltl-
-+ -+ v 0 § § 1 7
Figura 6.2. Espectro de amplitudes
(]
@3
3 ¢2 1 2
—r I -r I |
-7 o + | 7
@2
Q-3
¢-1

Figura 6.3. Espectro de fases

las frecuencias/T. Paran=1yn= —1 las lineas corresponden dlecuencia fundamental
Las demas lineas son llamadgamonicosde la sefial.

Lo interesante de estas representaciones es que para laaoipasefial analégica es mas
facil hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplta sefial es un sonido las frecuencias
bajas corresponden a los tonos graves y las altas a los agudogras que las amplitudes
representan la intensidad del sonido del arménico cornebpiate.

Cuando ves las barras que suben y bajan en un ecualizadonide sola gréafica de un
electrocardiograma... jEstas viendo analisis de Fourier!
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Ejercicios propuestos

370. 1. Seaf(t) = sent/3) +sert/4). ¢Esf periddica? En caso afirmativo, ¢cudl es su
periodo?
2. Seaf(t) = senAt) 4+ ser(ut). Prueba que para guesea periodica es necesario y
suficiente qué\ /L sea un nimero racional.
3. ¢Es periddica la funciéf(t) = ser(10t) + sen((10+ m)t)?
371. Considera las distintas formas de escribir la serie de Eode una funcion real periddica
de periodo 1:

ao [oe]
-+ > " ancog2mt) + by ser(2mt)

n=1

o)

Z Ch e2T|int

N=—o0
P4 iAnser{th +@n)
2 n=1

Indica con detalle cémo se pasa de una a otra, es decir, ¢asorets que hay entre los
distintos coeficientes.

372. Seaf una sefal derivable a trozasg,sus coeficientes de Fouriar, s y by sus coeficientes
€0seno Yy seno respectivamente. Justifica las siguientesaafones:

1. fesreal < c¢.,=0C, (neN) < a,eR, byeR (neN)
2. f espar C.n==Ch (N€N) <= b,=0 (neN)

3. fesimpar < c.h,=-¢; (NeN) < a,=0 (neN)
4. frealypar < c_n=ceR (neN)

5. frealeimpar < c_p=-cy€iR (NeN)

373. Prueba que si la serie de Fourier converge uniformementerifica laigualdad de
Parseval

1 T o0
= JIfOPd = 3 fenl?

0 n=—oco

Escribe dicha igualdad usando los coeficientes seno y coseno

374. Prueba que sf : R — C es una funcion suave a trozos con periodos2 verifica que

~

f/’(\k) =ik f (k) para toddk e Z. En otros términos: la serie de Fourier de la derivadé de
se obtiene derivando término a término la serie de Fouridr. de

375. Calcula la serie de Fourier de la funciér-geriédica

0, si—m<x<-—-1/2
f(x) = _
1, si—T/2<x<Tm
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376. Calcula la serie de Fourier de la funcién [4,6] — R definida como

1, sid<x<5
f(x) = ,
2, sib<x<6

377. La funcién “triangular” es la funciom : R — R definida por

1-1|x sil|x <1,
A(X):{ x| sifx

0 parajx > 1

Con més generalidad, dado un numars 0 podemos considerar la funcidy definida
por Aa(X) = A(x/a), con lo que

X :
1-17], siK<a
0, paralx >a

Dado un numerd > a podemos considerar la extension periddica\gdeon periodor .

1

-8-7-6-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 6.4. Periodizacion de periodo 3Aig,

Calcula los coeficientes de Fourier de la extendigoeriddica de la funciom,.

378. Calcula las series de Fourier de las extensiones peridédechs siguientes funciones:

0, —m<x<O0 0, —-2<x<0
f(x) = f(x) =
m 0<x<m X, 0<x<2

379. Calcula la serie de Fourier coseno de la funcifiix) = x parax< [0, T1.
380. Calcula la serie de Fourier seno de la funciéfx) = 1 paraxe [0, 11.
381. Calcula la serie de Fourier seno de la funcibfx) = cosx paraxe [0, T1.

382. Seaac R, a # 0. Si los coeficientes de Fourier de una sefiabnc,, ¢cuales son los
coeficientes de Fourier de la sefial trasladgda= f(t —a)? ¢ Y los de la sefdl(t) =
f(at)?.

383. Calcula las series de Fourier de las funciofsest| y |cost|.

384. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién degerl dada poff (t) =t
para 0<t <1y f(t+1) = f(t) paratodd € R, justifica la igualdad

i (_1)n+l o
n+1 4

n=1
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Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

.1
S3-%

n=1

385. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funciéon dege?t dada porf (t) = t?
para—Ti<t < Ty f(t+2m) = f(t) para todd € R, justifica la igualdad

® n+1 T[2

n=1

386. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcion deger2 dada pof (t) = |t|
para—1<t<1ly f(t+2) = f(t) paratodd €R, justifica la igualdad

™

- 1
z_;(zn—l)zzﬁ

387. DadoacR, alZ, se define la funcién de periodof2t) = €™ para—1 <t <1y f(t) =
f(t+2). Calcula la serie de Fourier dey utiliza la igualdad de Parseval para deducir
que

T

1 @
Zoo (a—n)?2 - serf(ma)

n=—

388. Seaf(x) = x(1—x), (0< x< 1) y consideremos la extension impar fide periodo 2.

1. Calcula la serie de Fourier seno fle

o 2 (-pmt o
2. Justifica que;z_; 3@
3. Calcula la serie de Fourier coseno fléx) = 1—2x, (0 < x < 1); y la serie de
Fourier def”(x) = —2.

4. deduce que:

i o i 1
(2n—1)4 ~ 96’ (2n—1)2 8
n=1

n:l

6.2. Transformada de Fourier

6.5 Definicion. La transformada de Fourier de una funcibnR — C es la funcion

~

f=f:R—=C

definida por:

n
) = je—zﬂist fthdt  (seR) (6.11)

=)
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Comentarios

= Usaremos las notacionéAsy Zf para representar la transformada de Fourier de la sefial
f. A veces conviene escribi#f en la forma (f) para indicar claramente quéf es
la transformada de Fourier de la funcién

= El pardmetro &’ en la definiciéon6.11 se interpreta como frecuencias. La funcibse
interpreta como la representacion de la sdfiah el dominio de la frecuencia.

= La transformada de Fourier convierte una sefiél), dada en el dominio del tiempo en

~

otra sefialf (s), en el dominio de la frecuencia.

= Representaremos pbt(R) el espacio de las funcionds R — C tales que
—+00
j ()] dt < oo.

Para que la definici6f.11tenga sentido es condicion suficiente dueL!(R).

= Para calcular la transformada de Fourier de una funciémtesdibertad para modificar
como queramos dicha funcién en un conjunto siempre que ellafecte al valor de
la integral. Por ejemplo, podemos cambiar el valor de laitmen cualquier conjunto
finito de puntos. Por eso, para calcular la transformada dedfale una funcion no es
imprescindible que la funcién esté definida en td®loes suficiente, por ejemplo, que
esté definida en tod& excepto en un conjunto finito de puntos.

= No hay acuerdo unanime sobre la definicion de la transfornd@dBourier. Algunos
detalles sobre los que los distintos autores no se ponenugedacson: el signo en la
exponencial, multiplicar la integral poy2m o por 1/+/2m, incluir o no incluir 2ten el
exponente de la exponencial.

6.2.1. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una séffdr sus componentes de frecuen-
cia. El conjuntoQ(f) = {SGR: f(s) £ 0} se llama espectro continuo de la sefialCada

frecuenciase Q(f) tiene como amplitudf (s)| y su fase es arfy(s). La sefialf queda carac-
terizada completamente pdren el sentido de que el conocimiento Heermite recuperar
f.

6.6 Definicion. La transformada inversa de Fourier de una fun@drR — C es la funcion
g: R — C definida por:

+o0
§t)= [ ™Sg(9ds  (teR) (6.12)

Es usual usar la notacian=".7# g para representar la transformada de Fourier inversa de
g. Se verifica el siguiente importante resultado.
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6.7 Teorema(de inversion de Fourier)Si f es una sefial suave a trozos tal que Lf!(R) y
tambiénf € L1(R), se verifica que:

+o00
M) _ Tenefigas  (tep) (6.13)

En particular, en todo puntoa¢ R en el que f sea continua es

+o0
f(t) = [ e F(s)ds (6.14)

—o0

La igualdad 6.11) se llama laecuacion de analisiy la igualdad 6.14) se llamaecuacion
de sintesisObserva que la ecuacion de sintesis permite reconstraisefial no periddica a
través de sus componentes de frecuencia y puede verse canfwarsion continua” de la
representacion de una sefial periddica por su serie de Eourie

Explicitamente, la igualdadb(14) afirma que:

+oo [+oo
ft= | [f e 2risu £ () du] st s (6.15)

—00 —00

Evidentemente, es mas comodo escribir esta igualdad emfafo

f =7 Y.7f) (6.16)

Es notable la simetria que hay entre la transformada dedfousu inversa: solamente
se diferencian por un cambio de signo en la exponencial. Bbdhese verifica también la
igualdad:

g=#(7 Yg) (6.17)

La transformada de Fourier es una operacion que regulaszawiza las funciones. Esto
es lo que dice el siguiente resultado.

6.8 Teorema. La transformada de Fourier de una sefial integrable; Lfl(R), es una funcién
continua, acotada gllrjr[l Ff(s)=0.
— 400

6.2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, essdesatisfacen solamente con
la hipotesis de que las funciones que en ellas intervien@m esiL!(R) para que sus corres-
pondientes transformadas estén definidas. Otras progiededuieren hipétesis adicionales en
las que no vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estalpdss como un formalismo
util para calcular transformadas de Fourier. Para elloreendue memorizar las transformadas
de Fourier de unas pocas funciones béasicas y a partir deagli@ando las propiedades que
siguen,sin necesidad de calcular integralesodras deducir las transformadas de Fourier de
muchisimas funciones mas.
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Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Estaeuiecir que s y
son numeros ¥, g sefiales, se verifica la igualdad:

F(af+pg) =a7f +pFg

Propiedades de simetria

De las definiciones dadas para la transformada de Fouriemyetsa:

Ff Ie‘ZT“Stf t)dt = f cog2rst) f(t)dt —i f ser(2rst) f () dt

FM(s) = [ )t = jcos(znst) t)at +ijser{2nst)f(t)dt

—00

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, seetdds siguientes propiedades
de simetria.

1. Fi(s) = .7 (-9).

2. Regla de inversion .# (Zf)(s) = f(—s).

3. Silafuncionf es par entonces se tiene que:

4o a
jser(znst)f(t)dt = lim jser(Znst)f(t)dt =0

a—+o

por lo que
oo +o
Fi(s) =7 M(s) = [ cog2mst)f(t)dt =2 [ cog(2mst)f(t)ck
- 0

y la transformada de Fourier decoincide con su transformada inversa y es una funcion
par.

4. Analogamente, §i es impar su transformada de Fourier también es impar y:

o0 +oo
Fi(s)=—F M(s) =i [ ser2msnf(t)dt =2i [ ser2mst)f ()
—oo0 0

5. Sif esreal entonceg f(—s) = .Zf(9).
6. Sif esrealy par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f es real e impar su transformada de Fourier es impar y tomaegalmaginarios
puros.
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Las siguientes dos propiedades se obtienen facilmenterceencillo cambio de variable.
Traslacion en el tiempo Dado un nimerac R y una sefiaf, definimos la sefial, f por:
T.f(t)=f(t—a)

Se verifica que:

—

Taf (s) = e 2 ()
Es decir, una traslacién en el tiempo produce un cambio deciasa transformada.
Cambio de escala o dilatacionDado un nimerac R* y una sefalf, definimos la sefiad, f

por:
oaf(t) = f(at)

Se verifica que:

@t 9=

Es decir una dilataciéona(> 1) o una compresiona(< 1) en el dominio del tiempo se co-
rresponde con una compresion o dilatacién en el dominio fledaencia mas un cambio de
escala.

Propiedad de modulacion DadoacR, y una sefialf, se verifica que la transformada de
Fourier de la funciomy(t) = €™ f(t) es la funciom,f.

Esta propiedad es inmediata pues:

~

+o0 +00
g9 = [ e i) d = [ (t)dt = F(s-a)

La aplicacion de la transformada de Fourier para resoluggi@ones diferenciales se basa
en la siguiente propiedad.

Propiedad de derivacion
F()(s) =2mis.F1(s) F(=2mtf(t))(s) = (FF) (9

Igualdad de Parseval

+oo

400
j f(t)gt) dt = fﬁf () Zg(s) ds

—00

En particular

[ifwPa = [171(oRas
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6.2.3. Ejemplos

6.9 Ejemplo(La funcidn pulso rectangular). Es la funcién dada por

At = 1 t| <1/2
1o t>1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso difthia funcion en los puntaﬁ%
pero, para recuperar esta funcidn por medio de una tranaftzriche Fourier es necesario definir
su valor en dichos puntos igual d2L Como se trata de una funcion par su transformada de
Fourier viene dada por:

+o 1/2
fi(s) =2 [ N(t)cos2mst)dt =2 | cos{2mst)dt =2
0

[erzr] = _ setry
0

2ms | S

¢

6.10 Ejemplo (La funcién “cardinal seno” o “funcién de muestreo”). Es la funcion dada
para todd € R por
ser(Tt)

Tt

sendt) =
por supuesto, sef@) = 1.

La transformada de Fourier de esta funcién se deduce fauénie que, segun acabamos
de ver,M = senc y, como la funciéfl es par, obtenemos

Fsenc=ZF (FN) =7 (Z 1N)=n.

¢
6.11 Ejemplo(Decaimiento exponencial truncadp Es la funcién dada por
f0={ gt 150
Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:
¢

6.12 Ejemplo(La funcién de Laplace). Es la funcion dada por
gt)y=e
Para calcular su transformada de Fourier observamog(gue- f(t) + f(—t) dondef es

el decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:

L 1 1 2
98) =TS+ 18 = 1ot T omis — 17 4122

¢
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6.13 Ejemplo(La funcién gausiana unidad. Es la funcién definida por:

Esta funcion tiene la notable propiedad de ser invarianta lpatransformada de Fourier: su
transformada de Fourier es ella misma. Para calcularlanposl@isar el hecho de qué(t) =
—2rt f(t) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de estalagliebn lo que, en
virtud de la propiedad de derivacion, resulta:

~

Z%HQ:%PQ

Es decir

~ ~

f'(s)+2msf(s) =0
Deducimos de aqui que la funci(fl(ns) &™ tiene derivada nula por lo que
fle=f0e™ =™ =1(s)
+o0

Donde hemos usado el resultado bien conocﬁ@ﬁ) = f e ™t =1.

—00

Ejercicios propuestos

389. Supongamos que reproduces en un magnetofén una cinta ideelatoble de la velo-
cidad a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre medaptepiedad de cambio de
escala o dilatacion de la transformada de Fourier.

390. Utilizando las propiedades de la transformada de Fouaéoula, sin hacer integrales, la
transformada de Fourier de las siguientes funciones:

(1 Jtl<a/2
1. I'Ia(t)—{ 0, lt|>a/2

2. f(t)=N((t—b)/c) dondel es la funcién “pulso rectangular”.

m
L -b
3. f(t) es una funcién escalonadét) = Zakl'l (X c ”>.
k=1 n
1, O0<x<1
4. f(t)=4¢ 2, 1l<x<2
0, x<0 ox>2

| coqmt), |t|<a/2
=1 5" Hias

o

6. f(t):\/%e(tu)z/zoz
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7. f(t) = cog2mpt) e ¥/’

1
)= 1+ 2t

9. f(t)=2te ™

391. Calcula mediante integracion la transformada de Fourida dincion triangulo” defi-

nida por:
[ 1t <1t
’\(t)—{ 0, ft|>1

392. 1. Supuesto conocida la transformada de Fourier de una $géalcula la transfor-
mada de Fourier de la sefgl) = f(t) coq2mat).

2. Calcula la sefial (en el dominio del tiempo) cuya transémtande Fourier tiene la
grafica siguiente.

6.3. Convolucion y transformada de Fourier

Procesar una sefal consiste en modificar sus componentescderfcia. Si la sefial es
analdgica y su transformada de Fourier es

f(s) = f(s)|€*

donded(s) = argf(s), podemos estar interesados en modificar las amplitydés), o las
fases, ard (s), correspondientes a cada frecuergzigara obtener una nueva sefal que podemos
representar en la forma:

MOTHOIEIER

donde la funciérp(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la funcié e

da cuenta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva sidssar la funciornp(s) €9

y a concluir quef(s)p(s)€?® es la transformacién mas general que podemos hacer sobre
nuestra sefial modificando amplitudes y fases. Es natueapietar la funciom(s) €® como

la transformada de Fourier de una sefial analéglita por tantog(t) = .7 ~Y(p(s) &) (t), y
a preguntarnos qué operacion debemos hacer con las séftaleg(t) para obtener una nueva

sefal cuya transformada de Fourier sea precisan@s)t@(s). Esta claro que dicha operacion
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~

sera el modelo més general del procesamiento de sefialeslédabsg(s) f (S).

~

as)f(s)

+o0 +oo +00 [ o0
jg(t)e‘z"jSt dt I f(x) e 2 dx = j [I g(t) e 2Mste=2UX g | f(x)dx =

—o0

—o0

+00 [0
j [I g(t) e 2ms(tH g

]‘” []mf (X)g(u—x) e sy dx} du = ]w [Tf (X)g(u—x) dx} e2misu

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transforredetauder de la funcién

f(x)dx = fm [jmg(ux)f(x) g 2msu du} dx =

—o0 —o0 | —o0

400
h(u) = f f(X)g(u—x)dx

6.14 Definicion. La convolucién de dos sefialé€sy g es la funcién

400
ht)= [gt-xfdx  teRr

—00

dicha funcién se representara forgy se llama la convolucion déy g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expyaeda convolucién en el do-
minio del tiempo se corresponde con la multiplicacion eroehishio de la frecuencia.

6.15 Teorema(de convolucion) .Z(f xg)(s) = .#f(s).79(9).
Teniendo en cuenta la simetria entre la transformada ddgfgusu inversa, también se

verifica la igualdad:
FHfxg) = (7 H)(F Ty

y, lo que es mas interesante:
F(fg) = 7fx7g

es decir, la multiplicacién en el dominio del tiempo se cgpande con la convolucién en el
dominio de la frecuencia.

Propiedades de la convolucion

La operacion de convolucién se comporta de forma parecidaraultiplicacion. Concreta-
mente, se verifican las siguientes propiedades:

= Conmutativa. fxg=gxf.
= Asociativa. (f xg)«h= fx(g=h).
= Distributiva. (f4+g)*h= fxh+gxh.

La dltima propiedad es inmediata y las otras dos son conseieuécil del teorema de
convolucion.
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¢, Qué es la convolucion?

La convolucion de funciones es una herramienta muy vergadiltiene distintos significa-
dos en distintos campos y no admite una interpretacién U8ié&rata de una operacion que no
es facilmente visualizable y que tiene cierta complicacpara calcular el valor de la convo-
lucién de dos funciones en un solo punto hay que usar todosloses de ambas funciones
y realizar una integracion. En la figuéab tienes un intento de visualizacion del calculo de la
convolucién de la funcién pulso rectangulBr, consigo misma en el punto= 0. 75.

Figura 6.5Gréficas dé1(x) (azul),(0. 75 —x) (verde),M1(x)M1(0. 75 —x) (azul),N M (x) (rojo). El punto azul
es el valor1«M(0. 55)

Observa que aunque la funcién pulso rectangular es disc@ngn los puntos1/2 su
convolucién es la funcién triangulo que es continua. Estanespropiedad importante de la
convolucién:la convoluciéon de dos funciones es una funcion al menos tangbgomo la
mejor de ambas

Podemos ver la convolucion como una operacion para promgdiaavizar una funcion
por medio de otra. Consideremos ggies una funcién positiva, concentrada cerca de 0, con
area total igual a 1:

+o0
f gx)ax =1

Por ejemplog podria ser una campana de Gauss alta y estrecha centrad&retalcaso, la
funcionx — g(t — x) esté concentrada cercatdgsigue teniendo area total 1. La integral

400
{ ot —xf()dx

puede interpretarse como pnomediode los valores dd (x) cerca dex =t ponderadopor
los valores dex— g(t — X). Si nos movemos a otro puntbcercano d y calculamos el valor,
f xg(t'), de la convolucion etl, repetiremos la operacion anterior, es decir, calculaseuna
media ponderada de los valores fleerca de’ y dicha media incluira, s esta cerca de
valores def que ya se usaron en el anterior promedio. Por ello, cabesgspez los valores de
la convolucionf xg(t) y f«g(t’) estén méas proximos quét) y f(t'). Es decir,f xg(t) suaviza
f.

Por otra parte, este procesomtemediar y regularizaes lo que hacen los instrumentos de
medida. Por ejemplo, cuando usamos un termémetro para laeginperatura en un punto del
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espacio lo que estamos midiendo realmente es un promedigegdebe a que el termdmetro
no mide la temperatura solamente en un punto, sino que lamafdén que proporciona es
realmente un promedio de las temperaturas en una pequeda dej espacio. La manera de
realizar este promedio depende de las caracteristicaadidel instrumento y dicho promedio
se realiza de igual forma en cualquier punto donde situerhterraémetro. De esta forma
se entiende que los datos que proporciona el termémetrol sesuttado de una convolucién
de la funcion temperatura con otra funcién, que podemospirgar como una funcion de
densidad de probabilidad - una gausiana -, que es cariceds| instrumento concreto que
usemos. Cuanto mas preciso sea el termometro mas alta ghessera esta gausiana y mas
“concentrada” serd la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convoluciéreapagn contextos tan diversos.
En algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauraeidmagenes, lo que se quiere es
invertir el proceso antes descrito, es decir, se disponeasefiaf que esta “contaminada” por
su convolucion con otra sefiglde manera que lo que nosotros recibimos es la $efaf xg.
La sefalg se interpreta como un “ruido” y pueden hacerse hipétesieesmibnaturaleza para
intentar separar la sefiéldel ruidog que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere es

invertir un proceso de convolucion.

6.4. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una de las herramientas femdales de la matematica
aplicada debido principalmente a su gran utilidad paradvesproblemas de valores iniciales.

La transformada de Laplace de una funciono, +e«[— C se define como la funcion de
variable compleja

+00

ZH9= [ foed = lim [fH)ed (6.18)

U—>+00
0

Observaciones

e Como los valores de f en el intervale- «,0[ no intervienen para nada en la defini-
cion anterior, en la teoria de la transformada de Laplacestsimbre suponer que las
funciones se anulan para valores negativos de la variable.

e En la definicion anterios es una variable compleja de la forma x+ iy conx,ye R.

e Hay una relacion facil de establecer entre la transformadaadirier y la transformada
de Laplace de una funciéh Para cada valor fijo dec R tenemos que:

+o0 +00 +®
Lix+iy) = [ HOe M d = [ef(t)e™d = [h(xt)e™dt = Fhe(y/2m) (6.19)
0 0 —00

dondehy es la funcion

e Xf(t), t>0
hX(t):{o v t<0
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¢ A diferencia de la transformada de Fouri&f (s) de una funcionf (t) que, cuando exis-
te, esta definida para todos los valores del parametra, riealransformada de Laplace
de una funcién f solamente esta definida para aquellos valdess para los que el li-
mite 6.18 existe y es finitoDichos valores constituyen lo que se llagladominio de
convergencia de la integradl cual depende en cada caso de la fundidB8e demuestra
gue si la integral§.18) existe para un valag entonces también existe para tadmom-
plejo con Ré¢s) > Re(sp). Esto implica que el dominio de convergencia es un semiplano
o0 bien todo el plano.

e Esimportante notar que

’e—st’ _ ‘e—xt—iyt’ _ ’e—xte—iyt’ _ e—xt‘e—iyt’ _ e—xt

e Sedice qud es deorden exponenciai hay algin nimerac R tal que

lim f(t)e®=0 (6.20)

t—+o0
+00
Teniendo en cuenta quecsi> 0 la integralf e ®dt =1/c < +y la observacion ante-
0
rior, se deduce que gies una funcién de orden exponencial que verifid, entonces
la transformada de Laplace deesté definida para todocon Rés) > a.

Las funciones polinébmicas, las funciones seno y coseno gdpsnenciales de la for-
ma é* dondec es una constante real o compleja, son funciones de ordemexgal.
Es claro que la suma y el producto de funciones de orden erpiahdéambién es una
funcion de orden exponencial.

e Suele emplearse la notacidi(f(t))(s) para representar la transformada de Laplace de
la funcién f evaluada en un punt® Esta notacion se presta a veces a confusiones pero
es inevitable usarla y asi lo haremos en lo que sigue.

e A efectos tedricasen lo que sigue, puedes suponer que las funciones que sdezons
ran son continuas a trozos en todo intervalo fifitd'] y de orden exponencial. Estas
condiciones son suficientes para que se verifiquen los agsslique siguen.

6.4.1. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

LN +Bg) =AZLf+B2Y
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Teorema de derivacion

La transformada de Laplac#f (s) es derivable en su dominio de convergencia y su derivada
viene dada por

d
E.,ﬁ/(f(t)) () =—-2Z(tf(t))(s) (6.21)
En particular,Zf (s) es una funcién continua y, ademas, se verifica que  li#if(s) = 0.

Re(s)—+00

Teorema de integracion

Seaf continua a trozos efD,+[ y de orden exponencial verifican(?o+Iilfr(t)e*at =0.
—>+00

Supongamos qute !)'mr(t)/t existe y sed (s) la transformada de Laplace de Entonces se
—

. t>0
verifica que

fF(u) du = y(@) () (s>a) (6.22)

Transformada de Laplace de una derivada

A) Supongamos qué es continua ef0,+|[, de orden exponencial y tiene derivatfaque
es continua a trozos €6, +-«|[. Entonces se verifica la igualdad

2(F'1))(s) =sZ(f(1))(s) - F(OF) (6.23)

dondef (07) _I|mf()
t>0

B) En las mismas hip6tesis anteriores, supongamosf digme discontinuidades de salto en
los puntod; <t < --- < tg, entonces se verifica que

Z(t'(1)(s9) =sZ(f(1))(s)— f(01) Ze—stk ) —f(t)) (6.24)

C) Supongamos qué(t), f'(t),...,f("1(t) son continuas e}®, +[ y de orden exponencial
y que f((t) es continua a trozos €@, +[, entonces se verifica que

,,Sf(f(m(t))(s) _ s”,,Sf(f(t))(s) _ 1y (O—i-) _sn—2f/(o+) . — (=1 (O—i-) (6.25)

Estas propiedades son las responsables de la extracadirtifidad que tiene la transfor-
mada de Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedades de traslacion y cambio de escala

Si Zf(s) esta definida para R® > cy ac C, entonces se verifica que

Z(f(t)(s—a)=.2(e"f(1))(s) (Re(s—a) > ¢) (6.26)

Dado un numerd > 0 se verifica que

Z(H({t-b)ft—b))(s) =e>2(f(1))(9 (6.27)
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dondeH es la funcion escalon unidadi(t) = 0 parat <0y H(t) =1 parat > 0.
Dado un numero rea +# 0 se verifica que

2(f(at))(s) = %.&f(f(t)) (%) (6.28)

Teorema de convolucion.Seanf y g funciones de orden exponencial y definamos

t
fg(t) = j f(u)g(t — u)du
0

Entonces se verifica que
L(fxg)=2Lf29 (6.29)

Inversién de la transformada de Laplace
Definimos la transformada de Laplace inversa como el operaflo’ que a una funcion
F(s) = Zf(s) hace corresponder la funcidn

L=t 2f=F
Se usa la notacia®’ ~}(F (s)) (t) para indicar la transformada de Laplace inversk égaluada
ent.

La definicion anterior esta muy bien pero sirve de muy pocter&imos que aplicar la defi-
nicion dada para calcular transformadas inversas de Leplacesitamos tener alguna practica
para que cuando nos den una funcion seamos capaces de icatsirfuncion cuya transfor-
mada de Laplace sea dicha funcién. Sin embargo, a pesar destpuprocedimiento es muy
rudimentario es el que suele seguirse. Mas adelante vermows ejemplos.

6.4.2. Ejemplosy aplicaciones

6.16 Ejemplo. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y siehco

Seaf(t) = e dondeac C. Tenemos que para Rg > Re(a) es

00 u t=u
-1
Z(e")(9) = f fleStdt = Iim [e®¥dt = lim [— e‘(s‘a>t]
0 U—+-o00 0 Uu—+oo [S—a t=0
—(s—aju
—  fim ( 1 ¢ ): 1 (6.30)
u—+oo \ S—a s—a s—a
pues para R@s) > Re(a)
|ef(sfa)U| :efuRe(sfa) 0 (U—) +oo)
Deducimos que para Rg > 0
gt _ gt 1 1 1 w
Z (ser(w))(s) g( 2i > 2i (s—loo s+|w> L+ P (6:31)
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Andalogamente
s

S+ WP

Z(cogut))(s) = (6.32)

6.17 Ejemplo. Transformada de Laplace de una funcion polinébmica.

Como caso particular del ejemplo anterior para: 0, tenemos que la transformada de
Laplace de la funcion escalon unidedt) viene dada porZH (s) = % Usando el teorema de
derivacion deducimos que

n!

L") (s) = ] (n=1,2,3,...) (6.33)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obteneeguida la transformada de Laplace
de una funcién polindmica.

Ademas, teniendo en cuenta la propiedad de trasld&iEs deducimos que

n!

Z (") (s) = 5o (n=1,2,3,..., Re(s—a) > 0) (6.34)
¢
6.18 Ejemplo. Teniendo en cuenta la iguald&d31y el teorema de derivacion y que
d o 2w
dss?+ X (4 w?)?
obtenemos 5
Z(tsena))(s) = ﬁ (6.35)
Analogamente
Z(tcogwt))(s) = % (6.36)
¢

6.4.3. Transformada inversa de Laplace de una funcién raciwal

P(s . . . S L
SeaR(s) = Q una funcion racional donde y Q son funciones polindbmicas sin raices
Q(s)

comunes de grados respectivosc my el coeficiente lider d€ es 1. Searn, (1< j <)
las raices d€)(s) con multiplicidades respectivds > 1, (k1 + ko + - - - + kg = m). Es posible
descomponeR(s) en fracciones simples de la forma

K;

g |
Ro=> > (Sfﬁ (6.37)

i=1 \ h=1

Donde los coeficientdS;, son nimeros complejos que habra que calcular. Teniendcegtecu
qgue la transformada de Laplace inversa es un operador §nebtesultado obtenido en el
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ejemplo anterior, la igualdad 37 permite calcular la transformada de Laplace inversa de
R(s).

Cuando todas las raices son simples, el calculo es muy facil pues de la igualdad

RS =Y Sf‘a ,- (6.38)
j=1
se deduce que
¢, = Jim (2R = (6.39
Yy, por tanto
-1 _ <= P(oj) ajt
Z7HR(9)(t) _J;Q’(a,-))e (6.40)

6.19 Ejemplo. Vamos a calcular
s+1
L
E=y
Descomponiendo en fracciones simples tenemos que

s+1 2 1 2

$(s—1) s ¥ eI

Por tanto

() o2) () () e

¢
6.20 Ejemplo. Vamos a calcular
o1 28
(£+1)(s—1)?
La descomposicién en fracciones simples es
28 s 1 1
=— + +
(+1)(s—1)2 f+1 s-1 (s—1)2
Por tanto 2
2
-1 e _
& <(32+1)(S_1)2> cost + € +té
¢

Si los resultados anteriores los combinas con las propésdde desplazamiento y el teo-
rema de convolucion podras calcular facilmente transfdemale Laplace de productos de
polinomios por funciones seno y coseno y exponenciales.
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6.21 Ejemplo. Calculemos? (serf(at)).

Seaf(t) = serf(wt). Tenemos quef’(t) = 2wsenwt) cogwt) = wsern2wt). Teniendo en
cuenta la igualda6.23 se verifica que

L(wsen(2uwt)) = sZ(serf(ut))

de donde

® 2w 204
s

Z(serf(wt)) = P+40?  S(S+ 4P

6.22 Ejemplo. Se trata de calcular

=

Puede hacerse una descomposicion en fracciones simpleepenas rapido si nos damos

cuenta de que
1 1 1 1

S(E+1) S L1 2
y usamos el teorema de convolucid29 para deducir que

ZL(t?) ZL(sen)

1 _} 2 1 1 _}2 _} 2 B
733(32+1)_2‘$(t xsent) = £ (733(32+1)>_2t +sert = 5 (t°+2cod —2)

¢

6.23 Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales
y'+y=sert y(0)=1y'(0)=1

Es decir, se trata de calcular una solucif), de la ecuacién diferencig +y = sert que ve-
rifique las condiciones inicialeg0) = 1, y’(0) = 1. NotemosY (s) la transformada de Laplace

de la funcion (desconocidg. Tomando transformadas de Laplace en la ecuacion difietgnc
teniendo en cuenta la férmuta25para la transformada de Laplace de una derivada, obtenemos

FY(8)-Y0) Y (0 +Y(9 = 1o

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciakdtee

Y(s) = st1 + !
41 (£+1)2
Por una parte
s+1 1 S
= = Z(sen) + .Z(cost) = Z(sern + cost
g1 9rit 941 (sert) + Z(cost) (sert +cost)
Y por otra
1 11 2s 1 1
——— = = -1 ¥(tsen) = = L(1xtsen
FT17 2s@rap 2 HAltsent) =5 Z(1xtsen)
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Por tanto
1 1
ytt) = £ }Y(s)) =sert+cost + Slxtsert —sert+cost + Efuserudu
0

1 1 3
= sert+cost + §<‘t cost +sert) = cost — §t cost + > sert

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la soluci@tteor ¢
6.24 Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

Y +y= sert, O<<t<m
y= 0, t>m
Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la@tygqmnienddr (s) = .£Y(s),
tenemos

A 14
Y(s)+Y(s) = [ e Stsertdt =
(9 +Y(9 J 11
Por tanto
14e™ 1 e™

Y =
(s) (+1)2  ($£+1)2 + (£+1)2
En el ejemplo anterior hemos visto que

$1<(32T11)2> = %(sert —tcost)

teniendo en cuenta también la igualda#?, deducimos que
1 1
y(t) = E(sert —tcost) +H(t—m) <§(ser{t — T0) — (t — 1) coq(t —n))>

es decir

1
" E(sert—tcost), ot
y(t) =

— = TIcost t>T1
2o ”
¢
6.25 Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones difatesici
y+zZ+y+z = 1 L _
Vs _ @ y(0) =1, #0) =2
Tomando transformadas de Laplace y ponievids) = ZY(s), Z(s) = Zz(s), obtenemos
1
SY(S)+1+sZ(s)—2+Y(s)+Z(s) = <
1
sY(s)+1+Z(s) = —
(9+1+2(9 = 5
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De estas ecuaciones deducimos que

_ —F+s+1 1 2 1

=1z ~s =1 -1
y tomando transformadas inversas obtenemos que
y(t) =1-2€ +té, z(t) = 2¢é —té
¢

6.26 Ejemplo. Consideremos la ecuacion diferencial lineal no homogémeardenn con
coeficientes constantes

y(n) + %7ly(n—1) +-t+ay +agy = f(t) (6.41)
y condiciones iniciales
y(0) =y (0)=--=y"(0) =0 (6.42)
La solucion de5.41 que satisfacé.42 se llama lasolucion de estado estacionariitomando
transformadas de Laplace ér1obtenemos
(S"+an_18" "+ +as+ao).Z (Y1) (s) =2 (f (1)) (9)
esto es 2(10)9
t))(s
Z(yt))(s) = ———=——
(VO =5
donde Q(s) ="+ ap 181+ - +ays+ ap.
Supongamos qugt) es una funcion tal que

1
WS) (g(t))
Entonces
ZL(yt) =2(f1)Z(9t)) =L (fxg)(t)
por lo que

t
y(t) = [ f(wg(t—u)du (6.43)
0

Un caso particularmente sencillo es cuando el polino@lis) tiene todas sus raices sim-
ples. Si éstas sam; (1 < j < n), entones se deduce d&40 que

n

t
0= 5 [rwet
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6.27 Ejemplo. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales puedervezselcon ayuda de
la transformada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuacion
ant2 —3an+1+ 230 =0, a=0 a=1

Para ello definamos
y(t) = an n<t<n+1, n=0,12,...

Con lo cual la ecuacién se convierte en
y(t+2) —3y(t+1)+2y(t)=0 y(0)=0, y(1)=1 (6.44)

Tomando transformadas de Laplace tenemos

o o
Z(yt+2) = Ie‘Sty(tJrZ)dt —[u=t4+2] = f e S 2yu)du =
0 2

o 2
= & f e SUy(u)du — ezsfe‘suy(u) du
0 0

1 2
= 2(yt) - ezsfe‘suy(O) du — ezsf e SUy(1)du
1

0
e _
= &L(y) - =(1-e?)
Andalogamente
Z(y(t+1) =2 ()
Con lo que la ecuaciéB.44se convierte en

&2 (y(1) - S (1) ~3E.2(y1)) +22(y(1)) =0

de donde facilmente se obtiene que

l-e3 1

Zyt)=———"7——5—=
(v(®)) s(1-2eS) s

Teniendo ahora en cuenta que para0 y notandcE (t) la funcidonparte enterase verifica que

f(aE(t)> = 3(11:7:;5) (Re(s) > max{0,loga})

concluimos que
2(y(t) = (V) - 21= 2 (0 -1)

de donde resulta finalmente
an=2"-1, n=0,12,...

¢
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Ejercicios propuestos

393. Calcula, usando los ejemplos anteriores y las propiedaglstchnsformada de Laplace,
sin necesidad de hacer integrales, las transformadas tkceage las funciones siguien-
tes:

coshut), senlwt) (seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico).
é'ser(wt +¢), cogut + ).

f(t)=0si0<t <1, f(t)=(t—1)?sit> 1.
f(t)=sertsit>3,f(t)=0ai0<t <3.

1-et

t

sernt
6. —
t

394. Justifica la igualdad

a M w e

.i”(aE(t)) = 8(11:72;:) (Re(s) > max{0,loga})

395. Calcula las transformadas de Laplace inversas de las sigai@inciones
g-as —b

e S
1. Wdondeoga<b

6725
$£+1

S
2 +4s+1

4, Iog(ii—i) dondea > 0,b > 0.

s—a
5. —
s+a

396. Justifica la igualdad

S

g*('gf(s)) (t):Jf(u)du

Aplicacion: Calcula la transformada de Laplace de la fumsiéno integral

t
sernu

Si(t):deu
0

396. Supongamos qué es una funcion periddica con perio@io SeaF (s) la transformadas
de Laplace dd y pongamos

Fu(s) = [ f(t)estdt

Ot
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397.

398.

399.

400.

401.

402.

Justifica que

9= e

Aplicacion: Calcula la transformada de Laplace de la fumdii) = |ser(wt)|.

Calcula la solucién de la ecuacion diferencial
! o0<t<e
my'(t)+ky(t) =4 & -~
0, e<t

dondey(0) =y’(0) = 0 y &, m, k son constantes positivas.

Calcula la solucién de la ecuacion diferencial
y' + A%y = cog(At)

que verificay(0) = 1, y<%) =1.

Supongamos que la corriente eléctrican un circuito verifica

L%-ﬁ- l(uydu =E

Ol
oV

dondeL,C, E son constantes positivad @) = 0. Calculal (t).

Una bala de masa es disparada por un cafién con una velocigadentro de un medio
viscoso. Se sabe que el desplazamigyito en el tiempat > O de la bala satisface la
ecuacion diferencial

my’ +ky =0
dondey(0) = 0, y’(0) = vp. Calculay(t).

Calcula primero la respuesta impulso y después la soluadesthdo estacionario del
sistema dado por la ecuacion diferencial

y'+y —2y=4e"

Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

X'+y' +3x = 15e*
y' —4x'+3y = 15serf2t)

dondex(0) = 35,x'(0) = —48,y(0) = 27,y’(0) = —55.

403. Resuelve, usando transformadas de Laplace, la ecuacidfemndias finitas

ani2 = a1+ an a=0 a=1
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Curso de Variable Compleja



Transformada inversa de Laplace de una funcién racional 251

404. Resuelve, usando transformadas de Laplace, el problemauwds

! __
X=2EYHE ) Zy(0) =0
y=a+1 " Z0)=1

Z = —z+senh

405. a) Hallala transformada de Laplace de la funcidt), t > 0, cuya gréfica es:

b) Resuelve, usando transformadas de Laplace, el problerGaukhy:

X"+2x'+x=1f(t), t=0
x(0) =0, x'(0) =1

Prof. Javier Pérez
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