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Capítulo1

Números complejos y funciones complejas elementales

1.1. Introducción

Los números que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos años motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad científica. Poco a poco, por la creciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser comúnmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas recientes.
Nada hay de extraño en ello si pensamos que los números negativos no fueron plenamente aceptados
hasta finales del siglo XVII.

Los números complejos hacen sus primeras tímidas apariciones en los trabajos de Cardano (1501-
1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el cálculo delas raíces de la cúbica o ecuación de
tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmó que “ciertas ecuaciones algebraicas sólo
tienen solución en nuestra imaginación”y acuñó el calificativo“imaginarias” para referirse a ellas.
Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los números complejos o imaginarios son usados
con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la solución es un problema resulta ser un nú-
mero complejo se interpreta esto como que el problema no tiene solución. Para Leibnitz“el número
imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espíritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no
ser”.

Las razones de todo esto son claras. Así como los números reales responden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similarcon los números complejos. Mientras
los matemáticos necesitaron interpretar en términos físicos sus objetos de estudio, no se avanzó mucho
en la comprensión de los números complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con números complejos sedebió a que ellos no se preocuparon
de la “naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¿qué es un número complejo?”, sino que se
dijeron“a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos”. Es Gauss quien definitivamente concede
a los números complejos un lugar privilegiado dentro de las matemáticas al probar en 1799 el conocido
comoTeorema Fundamental del Álgebraque afirma que toda ecuación polinómica de gradon con
coeficientes complejos tiene, si cada raíz se cuenta tantas veces como su orden,n raíces quetambién
son números complejos. Es fácil entender lo que significa este teorema. Fíjate en cada una de las
ecuaciones:

x+3= 0, 2x+3= 0, x2−2= 0, x2+2x+2= 0

Cuyas soluciones
x= −3, x= 3/2, x= ±

√
2, x= 1± i

tienen sentido cuandox es es, respectivamente, un número entero, racional, real o complejo. Podría
ocurrir que este proceso de ampliación del campo numérico continuara. ¿Qué ocurrirá si ahora consi-

1



1.1 Introducción 2

deramos ecuaciones polinómicas con coeficientes complejos? Por ejemplo:

x5
+ (1− i)x4

+ (1/5− i
√

2)x2−8x+3− i/
√

3= 0

¿Cómo serán sus soluciones? ¿Aparecerán también nuevos tipos de números? El Teorema Fundamen-
tal del Álgebra nos dice que esa ecuación tiene soluciones que tambiénson números complejos y, por
tanto, que no aparecerán ya por este procedimiento nuevos tipos de números.

El término, hoy usado de“números complejos”se debe a Gauss, quien también hizo popular la
letra “i” que Euler (1707-1783) había usado esporádicamente. En 1806 Argand interpreta los números
complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento de la
teoría de funciones de variable compleja, pues se publica endicho año la Memoria sobre la Integración
Compleja que Cauchy había escrito ya en 1814.

Estructura de la lección y objetivos.

La lección está estructurada en tres partes:

Álgebra y operaciones básicas con números complejos.

Además de dar las definiciones básicas y explicar la terminología, a veces confusa, que se usa
para hablar de números complejos, comprobaremos lo útiles que son las coordenadas polares
para multiplicar números complejos. Aparece así la llamadaforma polarde un número complejo
y el importante concepto deargumento principal. Todavía no he encontrado ningún libro que
explique el porqué de su definición. Un resultado muy útil es la fórmula de De Moivreque nos
permitirá calcular las raíces de ordenn de un número complejo. Las raíces complejas no se
comportan igual que las reales y eso es algo que no suele venirexplicado en los libros de texto.
Al terminar esta lección serás capaz de ver dónde está el error en expresiones como:

−1= i 2 = i i =
√
−1
√
−1=

√
(−1)(−1)=

√
1= 1

i = (−1)1/2 = [(−1)3]1/2
= (−1)3/2 = i3 = −i

También veremos que elmódulode un número complejo relaciona la norma euclídea enR
2 con

el producto complejo y ello proporciona una herramienta muyútil para trabajar con la norma
euclídea en el plano.

Sucesiones de números complejos.

Daremos las definiciones básicas de convergencia de una sucesión de números complejos y
veremos que el estudio de una sucesión de números complejos es equivalente a estudiar dos
sucesiones de números reales. Veremos cómo las sucesiones de números complejos permiten
definir con facilidad los conjuntos fractales de Julia y de Mandelbrot.

Funciones elementales complejas.

Daremos las definiciones básicas de continuidad y derivabilidad de funciones complejas. In-
troduciremos la función exponencial compleja y comprobaremos que dicha función contiene a
las funciones elementales en el sentido de que todas pueden definirse con facilidad a partir de
ella. En particular, las funciones trigonométricas están relacionadas con la función exponencial;
resultado que no cabe ni siquiera sospechar cuando se estudian dichas funciones en el contexto
real.

La justificación de esta lección es clara: los números complejos son una herramienta básica de
cálculo. Son especialmente útiles para trabajar con funciones trigonométricas por medio de lasfórmu-
las de Eulery por ello en la teoría de series de Fourier se hace uso constante de ellos. Las transformadas
de Fourier y de Laplace son funciones complejas.



1.2 Operaciones básicas con números complejos 3

Haremos dos prácticas relacionadas con esta lección. En la primera aprenderás a usar los comando
básicos deMathematicapara trabajar con números complejos. Precisamente,Mathematicatrata por
defecto todas las variables como si fueran números complejos. Comprenderás las respuestas llamati-
vas que daMathematicacuando escribes(zˆ3)̂ (1/3), Exp[Log[z]] o Log[Exp[z]]. Así mismo
aprenderás a usar algunos comandos específicos para representar gráficamente funciones complejas.
La segunda práctica tratará de los conjuntos de Julia y de Mandelbrot y aprenderás a usar el método
de Newton para polinomios complejos con el propósito de generar hermosos conjuntos fractales.

Para seguir con comodidad esta lección conviene que repases:

Las funciones trigonométricas reales y sus “inversas”: definición y propiedades básicas. En par-
ticular, la función arcotangente.

El concepto de límite de una sucesión de números reales. El llamado “criterio del zapato” para
la indeterminación 1∞. La relación entre límite funcional y límite secuencial.

1.2. Operaciones básicas con números complejos

Definición 1.1. Consideremos en el conjuntoR2 las operaciones de adición y producto definidas por

(a,b)+ (c,d)= (a+c,b+d)

(a,b)(c,d)= (ac−bd,ad+bc)

Es muy fácil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones así
definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Además, (−a,−b)
es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) , (0,0) tiene inverso

(a,b)

(
a

a2+b2 ,
−b

a2+b2

)
= (1,0)

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R
2,+, ·) (léase “el conjuntoR2 con las operacio-

nes de adición y producto”) es uncuerpo. Dicho cuerpo se representa simbólicamente porC y sus
elementos se llamannúmeros complejos.

Comentarios a la definición.

A los elementos deR2 se les llama unas vecespares ordenados de números reales, otrasvectoreso
puntosy tambiénnúmeros complejos. La razón de esto es que enR2 conviven varias estructuras cada
una con su terminología propia. Por eso a los elementos deR

2 se les llamavectoressi se está consi-
derando la estructura de espacio vectorial,puntossi fijamos la atención en la estructura topológica o
afín,pares ordenadoscuando estamos pensando enR2 como conjunto sin ninguna estructura particu-
lar y números complejoscuando se considera la estructura de cuerpo antes definida. Ocurre que estos
términos se usan a veces en un mismo párrafo lo que puede resultar confuso. La regla que debes tener
siempre presente es que todoconcepto matemáticotiene sentido propio dentro de una determinada
estructura matemática. Por ello, a un elemento deR2 se le llama número complejo cuando se va a
usar el producto antes definido que es lo que en realidad distingue a los números complejos de los
vectores deR2.

Forma cartesiana de un número complejo.

El símbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para representar el
número complejo (a,b). Para convencerte calcula (1,−1)4. Representaremos los números complejos
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con un simbolismo más apropiado en el que va a intervenir el producto complejo. Para ello, observa
que:

(a,0)+ (b,0)= (a+b,0)

(a,0)(b,0)= (ab,0)

esto indica que los números complejos de la forma (a,0) se comportan respecto a la suma y la mul-
tiplicación de números complejos exactamente de la misma forma que lo hacen los números reales
respecto a la suma y multiplicación propias. En términos, más técnicos,R× {0} es un subcuerpo de
C isomorfo aR. Por esta razón, en las operaciones con números complejos podemos sustituir los
complejos del tipo (a,0) por el número reala. Es decir, hacemos la identificación (a,0)= a.

Fíjate que con dicha identificación el productoa(c,d) tiene dos posibles interpretaciones: producto
del escalar reala por el vector (c,d) (estructura vectorial deR2) y producto del complejo (a,0) por el
complejo (c,d). Pero ambos coinciden y son iguales a (ac,ad).

El número complejo (0,1) lo representaremos pori. Con ello tenemos que

i 2 = (0,1)(0,1)= (−1,0)= −1

Ahora podemos escribir

(a,b) = (a,0)+ (0,b)= (a,0)+ (b,0)(0,1)= a+bi

Se dice quea es laparte real y b es laparte imaginaria del número complejoa+ ib. El producto
ahora es muy fácil de recordar pues

(a+ ib)(c+ id)= ac+ i2bd+ i(ad+bc)= ac−bd+ i(ad+bc)

Es costumbre representar los números complejos con las letras z y w y reservar las letrasx, y, u,
v para representar números reales. Una expresión de la formaz= x+ iy se interpreta como quez es
el número complejo cuya parte real esx y cuya parte imaginaria esy. Se escribe Re(z) e Im(z) para
representar las partes real e imaginaria dez. Naturalmente, dos números complejos son iguales cuando
tienen igual parte real e igual parte imaginaria.

Comentarios a la definición usuali =
√
−1

Acabamos de ver quei2 = −1 pero eso no nos permite escribir así, sin más ni más, quei =
√
−1.

Fíjate lo que ocurre si ponemosi =
√
−1 y manejamos ese símbolo con las reglas a las que estamos

acostumbrados:
i2 = −1= i i =

√
−1
√
−1=

√
(−1)(−1)=

√
1= 1

Luego 1= −1. Por tanto, las matemáticas son contradictorias y aquí hemos acabado.

Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fíjate que en la expresión√
−1 no puedes interpretar que−1 es el número real−1 (porque, como sabes, los números reales

negativos no tienen raíz cuadrada real), sino que tienes queinterpretar−1 como el número complejo−1
(espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta así que estamos usando raíces de números complejos
sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas raíces verifican las mismas propiedades que
las de los números reales positivos.

Antesde escribir
√
−1 hay que definir qué significa

√
z paraz∈C. Cuando lo hagamos veremos

¡sorpresa! quela igualdad
√

z
√

w =
√

zw, válida cuandoz,w∈R+, no es cierta en general cuando
z,w∈C.

Todavía más disparatado esdefinir i=
√
−1 sin ni siquiera haber definido antes los números com-

plejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define (porque sí, sin más ex-
plicaciones)i =

√
−1 y a continuación se dice que los números de la formaa+ ib son los números

complejos. No es de extrañar que luego resulte que 1= −1.
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No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica.

Al ampliarR aC ganamos mucho (como te convencerás cuando estudies la teoría de funciones de
variable compleja) pero también perdemos algo. Te recuerdoqueR tiene dos estructuras: la algebraica
y la de orden. Ambas estructuras están armoniosamente relacionadas. Pues bien, enC no hay nada
parecido. Podemos definir relaciones de orden enC, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible
con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos que6 es una relación de orden enC compatible
con su estructura algebraica, comoi , 0 habría de ser 0< i2 = −1 (esto todavía no es contradictorio
porque pudiera ocurrir que la relación6 no respetara el orden deR). Pero también 0< 12 = 1, luego
0< 1+ (−1)= 0 y eso sí que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de número complejo positivo de forma que la suma y
el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello nose define enC ningún orden. Así que ya
sabes: ¡mucho cuidado con no escribir desigualdades entre números complejos! Naturalmente, puedes
escribir desigualdades entre las partes reales o imaginarias de números complejos, porque tanto la
parte real como la parte imaginaria de un número complejo sonnúmeros reales.

Representación gráfica. Complejo conjugado y módulo de un número complejo.

Es usual interpretar el número complejox+ iy como el vector del plano (x,y) y, en ese sentido,
se habla delplano complejo. El eje horizontal recibe el nombre deeje real, y el eje vertical recibe el
nombre deeje imaginario.

z = x+ i y

x

y

z̄ = x− i y

|z|

Figura 1.1: Representación de un número complejo

Si z= x+ iy es un número complejo (conx ey reales), entonces elconjugadodezse define como:

z= x− iy

y el módulo o valor absolutodez, se define como:

|z| =
√

x2+y2

Observa que
√

x2+y2 está definido sin ambigüedad; es la raíz cuadrada del número real no negativo
x2+y2.

Geométricamentez es sencillamente la reflexión dez respecto al eje real, mientras que|z| es la
distancia euclídea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclídea del vector (x,y) (ver
figura1.1). La distanciaentre dos números complejoszy w se define como|z−w|.

La representación gráfica de la suma es conocida. Dos númeroscomplejosz= a+ ib y w= c+ id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura1.2) esz+w.

Se comprueba fácilmente que sizy w son números complejos se verifica quez= z, z+w= z+w y
zw= zw.
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z

a

w

c

z + w

a+ c

Figura 1.2: Suma de números complejos

También son de comprobación inmediata las desigualdades

máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz| (1.1)

La igualdad|z|2 = zz que se deduce directamente de la definición de módulo de un número complejo,
permite utilizar el producto complejo para trabajar con módulos y es de gran utilidad. La usaremos
para probar que para todosz,w∈C es

a) |zw| = |z| |w| y b) |z+w| 6 |z|+ |w|

a) Basta observar que|zw| y |z| |w| son números positivos cuyos cuadrados coinciden, pues

|zw|2 = zwzw= zwzw= zzww= |z|2 |w|2 = (|z| |w|)2

b) Es suficiente probar que|z+w|2 6 (|z|+ |w|)2. En efecto:

|z+w|2 = (z+w)(z+w) = (z+w)(z+w) = zz+ww+zw+zw=

= |z|2+ |w|2+2Re(zw) 6 |z|2+ |w|2+2|Re(zw)| 6
6 |z|2+ |w|2+2|zw| = |z|2+ |w|2+2|z| |w| = |z|2+ |w|2+2|z| |w| =
= (|z|+ |w|)2

Deducimos también que se verifica la igualdad|z+w| = |z|+ |w| si, y sólo si, Rezw = |zw|, esto es, si
zw∈R+o, o lo que es lo mismozw= ρ dondeρ∈R+o. Esta igualdad, puede escribirse de forma equivalente
multiplicando porw comoz|w|2 = ρw, esto es,z= λw para algúnλ∈R+o lo que quiere decir quez y w
están en una misma semirrecta a partir del origen.

1.2.1. Forma polar y argumentos de un número complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cálculos con productos de números
complejos. Para cualquier número complejoz= x+ iy , 0 podemos escribir

z= |z| ( x
|z| + i

y
|z| )

Como (
x
|z| ,

y
|z| ) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

(
x
|z| ,

y
|z| ) = (cosϑ,senϑ)
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para algún númeroϑ∈R. Resulta así que

z= |z| (cosϑ+ i senϑ)

Esta forma de expresar un número complejo recibe el nombre deforma polar , cuya interpretación
gráfica vemos en la figura1.3.

z

|z|

ϑ

Figura 1.3: Forma polar de un número complejo

Dadoz∈C, z, 0, hay infinitos númerost∈R que verifican la igualdadz= |z| (cost,sent) cualquiera
de ellos recibe el nombre deargumento de z. El conjunto de todos los argumentos de un número
complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) = {t∈R : z= |z| (cost+ i sent)}

Observa que

s, t∈Arg(z)⇐⇒
{

cos(t) = cos(s)

sin(t) = sin(s)

}
⇐⇒ s= t+2kπ para algúnk∈Z

Por tanto, conocido un argumentoto∈Arg(z) cualquier otro es de la formato+2kπ para algúnk∈Z, es
decir, Arg(z) = to+2πZ.

De entre todos los argumentos de un número complejoz, 0 hay uno único que se encuentra en el
intervalo ]−π,π], se representa por arg(z) y viene dado por

arg(z) = 2arctg
Imz

Rez+ |z| si z∉R−

arg(z) = π si z∈ R−

A dicho argumento se le llamaargumento principal dez.

La comprobación de las anteriores afirmaciones es fácil. Como−π/2< arctgt < π/2, se sigue que
−π < arg(z) < π si z∉R−. Luego,−π < arg(z) 6 π. Si z= t∈R− es evidente quez= |t| (cosπ+ i senπ). Y
paraz∉R− se tiene:

cos(arg(z)) =
1− tg2(arg(z)/2)
1+ tg2(arg(z)/2)

=
(|z|+Rez)2− (Imz)2

(|z|+Rez)2+ (Imz)2 =
2Rez(|z|+Rez)
2|z| (|z|+Rez)

=
Rez
|z|

sen(arg(z)) =
2tg(arg(z)/2)

1+ tg2(arg(z)/2)
=

2Imz(|z|+Rez)
(|z|+Rez)2+ (Imz)2 =

2Imz(|z|+Rez)
2|z| (|z|+Rez)

=
Imz
|z|

Donde se ha utilizado que|z|2 = (Rez)2+ (Imz)2.
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No es difícil comprobar que el argumento principal dez= x+ iy , 0 viene también dado por:

arg(z) =





arctg(y/x)−π si y< 0, x< 0

−π/2 si y6 0, x= 0

arctg(y/x) si x> 0

π/2 si y> 0, x= 0

arctg(y/x)+π si y> 0, x< 0

Esta última forma es más cómoda para los cálculos.

Observaciones a la definición de argumento principal

Puede parecer un poco extraña la forma de elegir el argumentoprincipal de un número complejo.
La elección que hemos hecho supone que medimos ángulos en el semiplano superior de 0 aπ y en el
semiplano inferior de 0 a−π.

Fíjate que si tomas un número complejo que esté situado en el tercer cuadrantez= x+ iy con
x< 0,y< 0 y supones quey es próximo a 0, su argumento principal está próximo a−π, y si tomas un
número complejo que esté situado en el segundo cuadrante,w= x+ iv conx< 0,v> 0, y supones que
v es próximo a 0, su argumento principal está próximo aπ. Además, la distancia|w−z| = |v−y| = v−y
es tan pequeña como quieras. Esto nos dice que el argumento principal tiene una discontinuidad en el
eje real negativo: salta de−π aπ cuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavía dirás. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si queremos elegir
argumentos en un intervalo de longitud 2π, digamos, [α,α+2π[ entonces dichos argumentos saltan de
α aα+2π cuando atravesamos la semirrecta (x,y) = ρ(cosα,senα), (ρ > 0). En particular, si tomamos
argumentos en el intervalo [0,2π[ (cosa que, a primera vista, parece lo razonable) nos encontramos con
que entonces se produce una discontinuidad de dichos argumentos enel eje real positivo. Bien, sucede
quela extensión aC de algunas funciones definidas enR+ (el logaritmo, las raíces) hace intervenir
el argumento principal. Naturalmente, queremos que dichasextensiones sigan siendo continuas enR+

y ello justifica que tengamos que tomar argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho:
porque preferimos introducir una discontinuidad enR− a perder la continuidad enR+.

Fórmula de De Moivre

Veamos cómo la forma polar permite hacer fácilmente productos de números complejos. Conside-
remos dos números complejos no nulos

z= |z| (cosϑ+ i senϑ)

w= |w| (cosϕ+ i senϕ)

Entonces

zw= |z| |w| (cosϑ+ i senϑ)(cosϕ+ i senϕ) =

= |zw| [(cosϑcosϕ−senϑsenϕ)+ i(senϑcosϕ+cosϑsenϕ)] =

= |zw| (cos(ϑ+ϕ)+ i sen(ϑ+ϕ))

Es decir:para multiplicar dos números complejos se multiplican sus módulos y se suman sus
argumentos.Por ejemplo, para calcular (1+ i)4 como |1+ i| =

√
2 y arg(1+ i) = π/4, se sigue que

(1+ i)4 = −4.

Así pues, el producto de dos números complejos es geométricamente un giro (pues se suman los
argumentos de los números que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el producto de los
módulos de ambos números).

Acabamos de ver que siz,wson complejos no nulos,ϑ∈Arg(z),ϕ∈Arg(w), entoncesϑ+ϕ∈Arg(z+w).
Es ahora fácil demostrar mediante inducción la siguiente fórmula, muy útil, conocida como fórmula
deDe Moivre.Observa también que siϕ∈Arg(z) entonces−ϕ∈Arg(1/z).
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Proposición 1.2(Fórmula de De Moivre). Si z es un complejo no nulo,ϑ es un argumento de z y n es
un número entero, se verifica que nϑ∈Arg(zn), es decir:

zn =
(
|z| (cosϑ+ i senϑ)

)n
= |z|n (cosnϑ+ i sennϑ)

1.2.2. Raíces de un número complejo

Se trata ahora de resolver la ecuaciónwn = z donden es un número natural,n > 2, y z, 0 es un
número complejo conocido. Escribamosw en forma polar:

w= |w| (cosϕ+ i senϕ)

Ahora, usando la fórmula de De Moivre, podemos escribir la ecuaciónwn = zen la forma equivalente:

wn = |w|n (cosnϕ+ i sennϕ) = |z| (cosϑ+ i senϑ)

Esta igualdad se da cuando|w|n = |z| y nϕ = ϑ+2kπ dondek ∈ Z. Deducimos que|w| = n√|z| (ojo: se
trata de la raízn–ésima de un número positivo, cosa ya conocida). Ahora bien,para cualquier número
ϕk de la formaϕk = (ϑ+2kπ)/n tenemos un número complejo

wk =
n
√
|z|(cosϕk+ i senϕk)

tal que (wk)n = z. Como una ecuación polinómica de gradon no puede tener más den soluciones, se
sigue que distintos valores dek deben dar lugar al mismo númerowk. Veamos:

wk = wq⇔ ϕk−ϕq = 2mπ⇔ k−q= nm

Es decir,k y q dan el mismo resto al dividirlos porn. Deducimos que parak= 0,1,2, . . . ,n−1 obtene-
moswk distintos y cualquier otrowq es igual a uno de ellos. Por tanto hayn raíces n–ésimas distintas
dez.

De entre todas las raíces n–ésimas dez vamos a designar con el símbolon
√

z a la raíz n-ésima
principal , que está definida por

n√z= |z|1/n
(

cos
argz

n
+ i sen

argz
n

)

Observa que en el caso particular de quez sea un número real positivo, entonces la raíz principal
dez (considerado como número complejo) coincide con la raíz dez (considerado como número real
positivo).

Hemos obtenido que las raíces n–ésimas dezvienen dadas por

zk = |z|1/n
(

cos
argz+2kπ

n
+ i sen

argz+2kπ
n

)
k= 0,1,2, . . . ,n−1

Observa que definiendou= cos(2π/n)+ i sen(2π/n), los númerosu0 = 1, u, u2, . . . ,un−1 son las raíces n–
ésimas de la unidad. Podemos escribir las raíces n–ésimas dezen la formazk = z0uk. Como multiplicar
poru es un giro de amplitud 2π/n, deducimos que lasn raíces dezse obtienen girando la raíz n–ésima
principal, z0, con giros sucesivos de amplitud 2π/n. Es decir, si representamos todas las raíces n–
ésimas dez obtenemosn puntos sobre una circunferencia de centro (0,0) y radio n√|z| que forman un
polígono regular den lados.

En general no es cierto que dados dos números complejoszy w entonces el producto de las raíces
n-ésimasprincipalesde z y de w sea igual a la raíz n-ésimaprincipal de zw. Lo que sí es cierto es
que el producto de dos raíces n-ésimas cualesquiera dez y dew es una raíz n-ésima dezw. Por tanto,
n√z n√w, esuna raíz n-ésima dezwpero no tiene por qué ser la principal.
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Por ejemplo, paran= 2,z= w= −1, como arg(−1)= π, tenemos que

√
−1= cos(π/2)+ i sen(π/2)= i

En este caso √
−1
√
−1= i i = −1,

√
(−1)(−1)=

√
1= 1

La igualdad n√z n√w= n√zw equivale a que para algún enterok se verifique que

arg(z)
n
+

arg(w)
n
=

arg(zw)
n
+2kπ

es decir, arg(z)+arg(w) = arg(zw)+2knπ. Como−2π < arg(z)+arg(w) 6 2π y n> 2 tiene que serk= 0
(pues, en otro caso,|2knπ| > 4π). Luego, debe ocurrir que arg(z)+arg(w) = arg(zw) lo que equivale a
que−π < arg(z)+arg(w) 6 π.

Por ejemplo, si los númeroszy w están en el semiplano de la derecha, es decir, Rez> 0, Rew> 0,
entonces−π/2< arg(z) < π/2 y −π/2< arg(w) < π/2; por tanto arg(z)+arg(w) = arg(zw) por lo que,
en este caso,n

√
z n√w= n√zw.

1.2.3. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado enla formaa+ ib.

i) (7−2i)(5+3i) ii) ( i −1)3 iii) (1+ i)(2+ i)(3+ i) iv)
3+ i

2+ i
v)

(4− i)(1−3i)
−1+2i

vi) (1+ i)−2 vii)
1+2i
2− i

viii) i2(1+ i)3

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

a) f1(z) = z2 b) f2(z) = z3 c) f3(z) =
1
z

d) f (z) =
1

1+z2 e) f4(z) =
z+ i
z− i

3. Calcula las siguientes cantidades.

a) |(1+ i)(2− i)| b)

∣∣∣∣
4−3i

2− i
√

5

∣∣∣∣ c)
∣∣(1+ i)20

∣∣ d)
∣∣∣
√

2+ i(
√

2+1)
∣∣∣

4. Calcula los números complejosz tales que
1+z
1−z

es:

a) Un número real; b) Un número imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.

a) −
√

3− i b) −
√

3+ i c)
3√
3+ i

d)
1+ i
√

3
(1+ i)2

6. Expresa los siguientes números en la formaa+ ib:

a) (−1+ i
√

3)11 b)

(
1+ i
1− i

)5

c)

(
1+ i
√

3
1− i

)6

d) (−
√

3+ i)13

7. Calcula arg(zw) y arg
( z

w

)
supuestos conocidos argzy argw.
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8. Supuesto que|z| = 1, prueba que

arg

(
z−1
z+1

)
=

{
π/2 si Imz> 0

−π/2 si Imz< 0

9. Seaz= x+ iy. Supuesto que|z| = 1, z, 1, z, −i, prueba que

arg

(
z−1
z+ i

)
=

{
π/4 si 1− x+y> 0

−3π/4 si 1− x+y< 0

10. Resuelve la ecuación cuadráticaaz2+bz+c= 0 dondea,b,c, son números complejos conocidos y
a, 0.

11. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) z3 = 1+ i b) z4 = i c) z3 = −1+ i
√

3 d)z8 = 1 e)z2+
√

32iz−6i = 0

12. Calcula las soluciones de la ecuaciónz4+ (1+ i)z2+5i = 0.

13. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:

|z+w|2+ |z−w|2 = 2(|z|2+ |w|2) (z,w ∈ C)

y explica su significado geométrico.

14. Dados dos números complejosα y β, calcula el mínimo valor paraz∈ C de la cantidad|z−α|2+
|z−β|2.
Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser útil.

15. Prueba que

∣∣∣∣
z−a

1−az

∣∣∣∣ < 1 si |z| < 1 y |a| < 1 y también si|z| > 1 y |a| > 1.

Sugerencia: Una estrategia básica para probar desigualdades entremódulosde números complejos
consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

16. Seax un número real que no es múltiplo entero de 2π. Prueba las igualdades

a) 1+cosx+cos2x+ · · ·+cosnx = cos
(n

2
x
) sen

(
n+1

2
x

)

sen
( x

2

)

b) senx+sen2x+ · · ·+sennx = sen
(n

2
x
) sen

(
n+1

2
x

)

sen
( x

2

)

Sugerencia: Si llamamosA a la primera suma yB a la segunda, calcúleseA+ iB haciendo uso de
la fórmula de De Moivre.

17. Calcula una fórmula para la suma

N∑

k=−N

(
cos(2kπ t)+ i sen(2kπ t)

)

(tu respuesta debería de ser un cociente de senos).
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18. Sean∈N, n> 2 y w = cos
2π
n
+ i sen

2π
n

. Dado un número enterom∈ Z, calcúlese el valor de las

expresiones:

a) 1+wm+w2m+ · · ·+w(n−1)m;

b) 1−wm+w2m− · · ·+ (−1)n−1w(n−1)m.

19. Haciendo uso de la fórmula de De Moivre prueba que:

a) sen3ϕ = 3 senϕ−4 sen3ϕ;

b) cos4ϕ = 8 cos4ϕ−8 cos2ϕ+1;

c) sen5ϕ = 5 senϕ−20 sen3ϕ+16 sen5ϕ.

20. Representar gráficamente los conjuntos de números complejoszque verifican:

|z−3| 6 3; 2< |z− i| 6 3;
∣∣argz

∣∣ < π/6; |z− i|+ |z+ i| = 4

|z−1| = |z−2i| ;
∣∣∣∣

z− i
z+2i

∣∣∣∣ = 2; Im(z2) > 6; |z− i| = Imz+1

21. Encuentra los vértices de un polígono regular den lados si su centro se encuentra en el puntoz= 0
y uno de sus vérticesz1 es conocido.

22. Resuelve la ecuación (z−1)n = (z+1)n, dondez∈ C y n∈N, n> 2.

23. Sea|z1| = |z2| = |z3| = 1. Prueba quez1, z2, z3 son vértices de un triángulo equilátero si, y sólo si,
z1+z2+z3 = 0.

24. Si 06 argw−argz< π, prueba que el área del triángulo de vértices 0,zy w viene dada por12 Im(zw).

1.3. Sucesiones de números complejos

Un poco de topología.

Dadosa ∈ C y r > 0, el conjunto

D(a, r) = {z∈ C : |z−a| < r}

se llamadisco abiertode centroa y radior. Observa que un disco abierto no puede ser vacío.

Dadosa ∈ C y r > 0, el conjunto

D(a, r) = {z∈ C : |z−a| 6 r},

se llamadisco cerradode centroa y radior. Observa queD(a,0)= {a}.

Un conjunto se llamaacotadosi está contenido en algún disco centrado en el origen. Un conjunto
Ω⊂C se dice que es un conjuntoabierto si todo punto deΩ es centro de algún disco abierto contenido
enΩ. Por convenio el conjunto vacío se considera abierto. Un conjunto se llamacerrado si su com-
plementario es abierto. Un conjunto abierto no vacío con la propiedad de que dos puntos cualesquiera
del mismo pueden unirse por una curva sin salirse del conjunto se llama undominio. Una definición
equivalente aunque menos intuitiva de dominio es la siguiente. Un dominio es un conjunto abierto
no vacío,Ω, cuya única descomposición en la formaΩ = A∪B, dondeA y B son conjuntos abiertos
disjuntos es la trivial, es decir,{A,B} = {Ø,Ω}. Un conjunto cerrado y acotado se llama un conjunto
compacto.
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Dado un conjuntoA⊂C, se dice que un puntoz∈ C es un punto de acumulación deA si todo disco
abierto con centro enzcontiene puntos deA distintos dez. Observa que un puntozpuede ser un punto
de acumulación deA y no pertenecer aA.

Una sucesión de números complejos es una aplicación del conjunto de los números naturales en
C. Como es usual, representaremos por{zn} la sucesión dada porn 7→ zn dondezn∈C. La definición
de sucesión convergente es exactamente la misma que para sucesiones reales.

Definición 1.3. La sucesión de números complejos{zn} converge a un número complejozsi para todo
ε > 0 existe un número naturaln0 tal que para todon> n0 se verifica que|zn−z|< ε. Equivalentemente,
{zn} converge azsi |zn−z| → 0.

Recordemos que máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz|. Gracias a esta desigualdad tenemos que

|Rezn−Rez|
|Imzn− Imz|

}
6 |zn−z| 6 |Rezn−Rez|+ |Imzn− Imz|

Deducimos que|zn−z| → 0 si, y sólo si,|Rezn−Rez| → 0 y |Imzn− Imz| → 0. Hemos probado así el
siguiente resultado.

Proposición 1.4. Una sucesión de números complejos{zn} es convergente si, y sólo si, las sucesiones
de números reales{Rezn} y {Imzn} son convergentes. Además en dicho caso

lı́m{zn} = z⇐⇒ Rez= lı́m{Rezn} y Imz= lı́m{Imzn}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de númeroscomplejos se reduce a estudiar la
convergencia de dos sucesiones de números reales.

Supongamos que{zn} es una sucesión tal que para todoK > 0 existe un número naturaln0 ∈ N de
forma que sin> n0 entonces|zn| > K. En dicho caso diremos que la sucesión{zn} es divergente o que
divergey escribiremos{zn} →∞. Observa que{zn} → ∞ es lo mismo que{|zn|} → +∞.

Los resultados que conoces para sucesiones de números reales en los que no interviene el orden son
también válidos para sucesiones de números complejos. Destacamos entre ellos los más importantes.

Proposición 1.5(Álgebra de límites).

Si {zn} → z y {wn} → w, entonces{zn+wn} → z+w y {znwn} → zw. Además, si zn , 0 para
todo n∈N y z, 0, entonces{1/zn} → 1/z.

Si {zn} diverge y{wn} está acotada entonces{zn+wn} diverge.

Si {zn} diverge y{wn} está separada de0, esto es, existeρ > 0 y n0 ∈N de forma que para n> n0

se cumple|wn| > ρ, entonces{znwn} diverge.

Recuerda que unasucesión parcialde una sucesión{zn} es cualquier sucesión de la forma{zσ(n)}
dondeσ : N→N es una aplicación estrictamente creciente.

Teorema 1.6(de Bolzano –Weierstrass). Toda sucesión acotada de números complejos tiene alguna
sucesión parcial convergente.

Definición 1.7. Una sucesión de números complejos{zn} se dice que es de Cauchy si para cada número
ε > 0 existe un número naturaln0 ∈ N de forma que sip,q> n0 entonces

∣∣zp−zq
∣∣ < ε

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos que{zn} es una sucesión de Cauchy si, y sólo
si, {Rezn} y {Imzn} son sucesiones de Cauchy. Puesto queR es completo, ser de Cauchy equivale a ser
convergente, luego si{Rezn} y {Imzn} son de Cauchy convergen y, por tanto,{zn} es convergente.

Teorema 1.8(de complitud). Toda sucesión de Cauchy de números complejos es convergente.
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1.4. Series de números complejos

Dada una sucesión,{zn}, podemos formar a partir de ella otra sucesión,{Sn}, cuyos términos se
obtienensumando consecutivamentelos términos de{zn}, es decir:

S1 = z1, S2 = z1+z2, S3 = z1+z2+z3, . . . , Sn = z1+z2+ · · ·+zn

La sucesión{Sn} así obtenida se llamaserie de término general zn y es costumbre representarla por∑

n>1

zn o, más sencillamente,
∑

zn.

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones,todos los conceptos y resultados estudiados
ya para sucesiones conservan su misma significación cuando se aplican a series. En particular, es
innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una

serie
∑

n>1

zn es convergente se usa el símbolo
∞∑

n=1

zn para representar el límite de la serie que suele

llamarse suma de la serie. Naturalmente
∞∑

n=1

zn es el número complejo definido por

∞∑

n=1

zn = lı́m{Sn} = lı́m
n→∞

n∑

k=1

zk

Como caso particular de la proposición1.4, la serie
∑

n>1

zn converge si, y sólo si, las series

Re

(∑

n>1

zn

)
=
∑

n>1

Rezn y Im

(∑

n>1

zn

)
=
∑

n>1

Imzn

son convergentes.

Conviene que recuerdes la condición básicanecesariapara la convergencia de una serie. Si la serie

∑
zn converge entonces la sucesiónzn =

n∑

j=1

zj −
n−1∑

j=1

zj es diferencia de dos sucesiones que convergen

al mismo límite y por tanto converge a cero.

Proposición 1.9. Condición necesaria para que
∑

zn sea convergente es quelı́m{zn} = 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergencia,la convergencia absoluta.

Definición 1.10. Se dice que una serie de números complejos
∑

n>1zn converge absolutamente si la
serie de números reales positivos

∑
n>1 |zn| es convergente.

Proposición 1.11.Si una serie de números complejos
∑

zn es absolutamente convergente entonces
dicha serie también es convergente.

Demostración. PongamosSn =

n∑

j=1

zj , An=

n∑

j=1

|zj | y supongamos que la sucesión{An} es convergente,

es decir,
∑

zn es absolutamente convergente. Dadoε > 0, la condición de Cauchy para{An} nos dice
que existen0∈N tal que

∣∣Aq−Ap
∣∣ =

q∑

k=p+1

|zk| < ε para todosp,q∈N tales que q> p>n0
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Deducimos que para todosp,q∈N tales queq> p>no se verifica que

∣∣Sq−Sp
∣∣ =
∣∣zp+1+zp+2+ · · ·+zq| 6

q∑

k=p+1

|zk| < ε

Lo que prueba que la sucesión{Sn}, es decir, la serie
∑

zn cumple la condición de Cauchy y, por tanto,

es convergente. X

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho más fuerte que el de con-
vergencia como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que no demostraremos.

Teorema 1.12(de Riemann). La serie
∑

n>1

zn converge absolutamente si, y sólo si, para toda biyección

π :N→ N la serie
∑

n>1

zπ(n) es convergente. Además, en tal caso se verifica que

∞∑

n=1

zn =

∞∑

n=1

zπ(n)

1.4.1. Criterios de convergencia no absoluta para series

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergencia para series de números reales positivos,
que ya debes conocer, para estudiar la convergencia absoluta de una serie de números complejos.
Pero, ¿qué hacer cuando una serie no es absolutamente convergente? Naturalmente, podemos intentar
comprobar si la serie verifica la condición de Cauchy, pero este procedimiento con frecuencia es difícil.
Pues bien, los siguientes criterios de Dirichlet y Abel proporcionan información sobre la convergencia
no absoluta.

Teorema 1.13. . Sea{an} una sucesión de números reales y{zn} una sucesión de números complejos.

Criterio de Dirichlet. Si {an} es monótona y converge a cero y la serie
∑

zn tiene sumas parciales
acotadas, entonces

∑
anzn converge.

Criterio de Abel. Si {an} es monótona y acotada y la serie
∑

zn converge, entonces
∑

anzn es con-
vergente.

1.4.2. Ejercicios

1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

i) zn =
n√n+ inan (a∈R, |a| < 1) ii) zn =

2n

n
+

in
2n

iii) zn =
n√a+ i sen

1
n

(a> 0) iv) zn = n sen
1
n
+5i cos

1
n

v) zn =

(
1+ i

2

)n

vi) zn =

(
1√
2
+ i

1√
2

)n

2. Sea{zn} una sucesión de números complejos no nulos y para todon∈N seaϕn∈Arg(zn). Suponga-
mos que{ϕn} → ϕ y {|zn|} → ρ. Justifica que la sucesión{zn} → ρ(cosϕ+ i senϕ).

3. Calcula el límite de la sucesiónzn =

(
1+

√
2+ i π3
n

)n

.

Sugerencia: Expresazn = |zn| (cosϕn+ i senϕn) y usa el ejercicio anterior.
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4. Calcula el límite de la sucesiónzn = n
(

n√
2
(

cos
π

2n
+ i sen

π

2n

)
−1
)

.

Sugerencia: Recuerda que el límite de la sucesiónn
( n√

2−1
)

es bien conocido.

5. Seaz∈ C, con |z| = 1, z, 1. Prueba que la sucesión{zn} no converge (¿qué pasa si supones que
converge?). Deduce que siϕ es un número real que no es un múltiplo entero deπ, las sucesiones
{cos(nϕ)} y {sen(nϕ)} no convergen.

6. Estudia la convergencia de las series:

i)
∑

n>0

1
(1+ i)n ii)

∑

n>1

cosn+ i senn
n

iii)
∑

n>1

cosn+ i senn
n2 iv)

∑

n>1

cosπn + i senπn
n

v)
∑

n>1

(2+ i)n

(1+2i)n

1
n

vi)
∑

n>1

1√
n

(
1+ i
√

3
2

)n

vii)
∑

n>1

(
cos

π

n2 + i sen
π

n2

)
viii)

∑

n>0

(3+4i)n

2i(4+3i)n+7

7. Seaρ∈R con |ρ| < 1 y ϑ∈R. Calcula los límites
∞∑

n=0

ρncos(nϑ) y
∞∑

n=0

ρn sen(nϑ).

1.5. Funciones complejas

Las funciones complejas no son más que las funciones definidas en subconjuntos deR2 con valores
enR2 cuando enR2 consideramos su estructura compleja. Dado un conjuntoA ⊂ C, a toda función
compleja f : A→ C se le asocian dos funciones reales: la funciónu = Re f “parte real def ” y la
funciónv= Im f “parte imaginaria def ” definidas para todo (x,y) = x+ iy ∈ A por:

u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy)

Naturalmente,f (z) = Re f (z)+ i Im f (z).

La función conjugadade f es la funciónf̄ dada porf̄ (z) = Re f (z)− i Im f (z). La función módulo de
f es la función| f | dada por| f | (z) = | f (z)|.

1.5.1. Continuidad y límite funcional

Definición 1.14. Se dice que la funciónf : A→ C es continua en un puntoa∈A si para cadaε > 0
existe unδ > 0 tal que

z∈ A
|z−a| < δ

}
=⇒ | f (z)− f (a)| < ε.

Usando una vez más las desigualdades

máx{|Rez| , |Imz|} 6 |z| 6 |Rez|+ |Imz|

se prueba fácilmente que una función complejaf es continua ena si, y sólo si, las funciones Ref y
Im f son continuas ena.
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Definición 1.15. Dado un puntoa de acumulación deA, se dicef : A→ C tiene límite ena si hay un
número complejoL∈C con la propiedad de que para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que

z∈ A
0< |z−a| < δ

}
=⇒ | f (z)− L| < ε.

Simbólicamente escribimos lı́m
z→a

f (z) = L.

Usando las desigualdades anteriores y llamandoa= α+ i β, L = λ+ iµ tenemos

lı́m
z→a

f (z) = L ⇐⇒





lı́m
(x,y)→(α,β)

Re f (x,y) = λ

lı́m
(x,y)→(α,β)

Im f (x,y) = µ

Se dice quef : A→ C tiene límite en infinito si hay un número complejoL∈C con la propiedad
de que para cadaε > 0 existe unK > 0 tal que si|z| > K entonces| f (z)− L| < ε. Simbólicamente
escribimos lı́m

z→∞
f (z) = L.

Se dice quef : A→ C tiene límite infinito en infinito si para todoM > 0 existeK > 0 tal que si
|z| > K entonces| f (z)| > M. Simbólicamente escribimos lı́m

z→∞
f (z) =∞.

Se dice quef : A→ C tiene límite infinito en un puntoa de acumulación deA si para todoM > 0
existeδ > 0 tal que

z∈ A
0< |z−α| < δ

}
=⇒ | f (z)| > M

Simbólicamente escribimos lı́m
z→a

f (z) =∞.

Observa que hay una completa analogía formal entre las definiciones anteriores y las correspon-
dientes para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de cálculo de límites conocidas
para funciones de una variable real son también válidas, conlas mismas demostraciones, para funcio-
nes de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

Proposición 1.16(Continuidad del argumento principal). La función argumento principal es continua
enC \R−o y es discontinua enR−.

Demostración. Sabemos que paraz∈C \R−o el argumento principal viene dado por

argz= 2arctg
Imz

Rez+ |z|
Teniendo en cuenta que la función arcotangente es continua yque Rez+ |z| > 0 para todoz∈C \R−o,
deducimos que el argumento principal es continuo enC \R−o.

Seaa∈R− y zn = a+
(−1)n

n
. Claramente{zn} → a, pero como

arg(z2n) = arctg(1/na)+π→ π arg(z2n−1) = arctg(−1/na)−π→−π

concluimos que{arg(zn)} no converge y por tanto el argumento principal es discontinuo ena.

1.5.2. Derivada de una función de variable compleja

SeaA⊂ C y f : A→ C, se dice quef es derivable en un puntoa ∈ A∩A′ si existe el límite

lı́m
z→a

f (z)− f (a)
z−a

∈ C.
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El valor de dicho límite se representa porf ′(a) y se llama derivada def en el puntoa.

La única novedad de la definición es que se está utilizando el producto complejo y eso, como
veremos, hace que la condición de derivabilidad en sentido complejo sea mucho más fuerte que la
derivabilidad para funciones reales.

Casos Particulares

CuandoA⊆ R y f (A) ⊆ R, la definición dada coincide con la conocida para una funciónreal de
variable real

Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado.

SeaA⊂ R y f : A→ C. Entonces la funciónf es de la forma

f (t) = u(t)+ iv(t)

dondeu y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

f (t)− f (a)
t−a

=
u(t)−u(a)

t−a
+ i

v(t)−v(a)
t−a

y deducimos quef es derivable ena si, y sólo si, las funcionesu y v son derivables ena, en
cuyo caso

f ′(a) = u′(a)+ iv ′(a)

Observa que hay una completa analogía formal entre el concepto de función derivable para funcio-
nes de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de derivación
conocidas para funciones de una variable real son también válidas, con las mismas demostraciones,
para funciones de variable compleja.

Proposición 1.17(Reglas de derivación). Sean dos funciones f,g : A→ C con A⊆ C y a∈ A∩A′.
Supongamos que f y g son derivables en a. Entonces:

( f +g) ′(a) = f ′(a)+g′(a)

( f g) ′(a) = f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a)

Si g(z) , 0 para todo z∈ A entonces
(

f
g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)
(
g(a)

)2

Regla de la cadena. Sean f: A→ C y g : B→ C tales que f(A) ⊆ B, y consideremos la función
compuesta h= g◦ f : A→ C. Supongamos que f es derivable en a∈A∩A′ y g es derivable en
b= f (a)∈B∩B′. entonces h es derivable en a y

h′(a) = g′
(

f (a)
)

f ′(a) = g′(b) f ′(a)

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho más restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.

1.5.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho más restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.
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Teorema 1.18(Relación ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real). SeaΩ ⊂ C un
conjunto abierto, a un punto deΩ y f :Ω→ C una función deΩ enC. Notemos a= α+ i β, u(x,y) =
Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es derivable (en sentido complejo) en a= α+ i β.

ii) Las funciones u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy) son diferenciables en(α,β) y además

∂u
∂x

(α,β) =
∂v
∂y

(α,β)

∂u
∂y

(α,β) = −∂v
∂x

(α,β)





Ecuaciones de Cauchy–Riemann

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene

f ′(a) = f ′(α+ i β) =
∂u
∂x

(α,β)+ i
∂v
∂x

(α,β)

Demostración.Por definición,f es derivable si, y sólo si existe un número complejo, la derivada def
ena, f ′(a) = λ+ iµ que verifica

lı́m
z→a

| f (z)− f (a)− (λ+ iµ)(z−a)|
|z−a| = 0.

Pongamosz= x+ iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

(λ+ iµ)(x+ iy−α− i β)= λ(x−α)−µ(y−β)+ i[µ(x−α)+λ(y−β)]

y el hecho de que el módulo de un complejo coincide con la normaeuclídea (visto enR2), el límite
anterior se escribe como sigue:

lı́m
(x,y)→(α,β)

‖(u(x,y),v(x,y))− (u(α,β),v(α,β))− (λ(x−α)−µ(y−β),µ(x−α)+λ(y−β))‖
‖(x,y)− (α,β)‖ = 0

o bien, como (λ(x−α)−µ(y−β),µ(x−α)+λ(y−β))=

(
λ −µ
µ λ

)(
x−α
y−β

)
,

lı́m
(x,y)→(α,β)

∥∥∥∥(u(x,y),v(x,y))− (u(α,β),v(α,β))−
(
λ −µ
µ λ

)(
x−α
y−β

)∥∥∥∥
‖(x,y)− (α,β)‖ = 0.

La condición anterior quiere decir que la aplicación (x,y) 7→ (u(x,y),v(x,y)) deΩ⊂R2 enR2 es diferen-

ciable en (α,β) y su diferencial es la aplicación lineal dada por (x,y) 7→
(

λ −µ
µ λ

)(
x
y

)
. Por tanto

(
λ −µ
µ λ

)
es la matriz jacobiana de la aplicación (x,y) 7→ (u(x,y),v(x,y)) en (α,β), esto es

∂u
∂x

(α,β) = λ,
∂u
∂y

(α,β) = −µ, ∂v
∂x

(α,β) = µ,
∂v
∂y

(α,β) = λ

Finalmente

f ′(a) = f ′(α+ i β)λ+ iµ =
∂u
∂x

(α,β)+ i
∂v
∂x

(α,β)

X
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Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo mucho, una función compleja en la forma
f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) lo más probable es que, a pesar de lo buenas que puedan ser lasfunciones
u y v, la función así definida no sea derivable. Pues las funcionesu y v no tienen por qué verifi-
car las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque esta es una idea difícil de precisar) que
las funciones complejas derivables son “auténticas funciones complejas” en el sentido de que si la
función f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) es derivable entonces la expresiónu(x,y)+ iv(x,y) debe depender
únicamente de la variablez. Los siguientes ejemplos son ilustrativos.

Ejemplos 1.19.

f (x+ iy) = x no es derivable en ningún punto.

f (z) = z|z|2 sólo es derivable en cero.

f (x+ iy) = ex(cosy+ i seny) es derivable en todoC y f ′(z) = f (z) para todoz∈C.

1.5.4. Propiedades de las funciones holomorfas

Definición 1.20. SeaΩ un abierto deC. Una funciónf : Ω→ C se dice que esholomorfa enΩ si f
es derivable en todo punto deΩ. En tal caso la función definida paraz∈Ω por z 7→ f ′(z) se llama
función derivada de f . Notaremos porH(Ω) el conjunto de todas las funciones holomorfas enΩ. Las
funciones holomorfas en todo el plano complejo se llamanfunciones enteras.

Ejemplos 1.21.

Las funciones polinómicas, es decir, las funciones de la forma

p(z) = c0+c1z+c2z2+ · · ·+cnzn

dondeck∈C para 06 k6 n, son funciones enteras. La función derivada dep viene dada por

p′(z) = c1+2c2z+3c3z2+ · · ·+ncnz
n−1 (z∈C)

Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) =
p(z)
q(z)

dondep(z) y q(z) son

funciones polinómicas, son holomorfas en su dominio natural de definiciónΩ= {z∈C : q(z) , 0}.
La función derivada deR viene dada por

R′(z) =
p′(z)q(z)− p(z)q′(z)

q(z)2 (z∈Ω)

Como consecuencia de las reglas de derivación tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.22.El conjuntoH(Ω) de las funciones holomorfas en un abiertoΩ con la suma y el
producto usual de funciones es un álgebra.

Proposición 1.23. Una función holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo punto es
constante.

Demostración.SeaΩ un dominio,f ∈H(Ω) tal quef ′(z)= 0 para todoz∈Ω. Fijadoz0 ∈Ω, definimos

A= {z∈Ω : f (z) = f (z0)}

A es no vacío y, por serf continua, es un cerrado relativo deΩ. Veamos que también es abierto.
Seaa ∈ A y comoΩ es abierto, exister > 0 tal queD(a, r) ⊂ Ω. Tomamosb ∈ D(a, r) y definimos
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ϕ : [0,1]→ C por ϕ(t) = f ((1− t)a+ tb) . Como f es derivable, la regla de la cadena nos dice queϕ es
derivable y

ϕ ′(t) = f ′((1− t)a+ tb)(b−a)= 0

Por serϕ una función compleja de variable real tenemos

ϕ ′(t) = (Reϕ) ′(t)+ i(Imϕ) ′ = 0 (t ∈ [0,1])

Luego (Reϕ)′(t) = 0 y (Imϕ)′(t) = 0 para todot ∈ [0,1]. Puesto que Reϕ y Imϕ son funciones reales
de variable real definidas en [0,1], se sigue que son constantes. Luegoϕ es constante y por tanto
ϕ(0)= f (a) = ϕ(1)= f (b) luegob ∈ A. Hemos probado queD(a, r) ⊂ A, luegoA es abierto. El hecho
de queΩ sea un dominio permite concluir queA= Ω, es decir,f es constante enΩ. X

Corolario 1.24. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio y coinciden
en un punto son iguales.

La siguiente proposición vuelve a poner de manifiesto que la condición de que una función sea
holomorfa es mucho más restrictiva que la derivabilidad real.

Proposición 1.25.SeaΩ un dominio y f∈ H(Ω). Equivalen las siguientes afirmaciones:

(i) Re f es constante enΩ

(ii) Im f es constante enΩ

(iii) La función compleja conjugada de f ,̄f , es holomorfa enΩ

(iv) f es constante enΩ

(v) | f | es constante enΩ

Demostración.Pongamosf = u+ iv, conu = Re f , v = Im f . Es claro que la condición (iv) implica
todas las demás.

(i)⇒ (iv) Las ecuaciones de Cauchy–Riemann afirman que

f ′(z) = f ′(x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y) (z= x+ iy ∈Ω)

Puesto que Ref es constante tenemos
∂u
∂x

(x,y) =
∂u
∂y

(x,y) = 0 lo que implica quef ′(z) = 0 para

todoz∈Ω de donde deducimos (iv) gracias a la proposición anterior.

(ii )⇒ (iv) Puesto que Imf = −Re(i f ) la implicación (i)⇒ (iv) ya probada nos dice que la funcióni f
es constante y, por lo tanto,f también lo es.

(iii )⇒ (iv) Como f es holomorfa yf̄ lo es por hipótesis tenemos quef + f̄ = 2Ref es holomorfa.
Puesto que Im(Ref ) = 0 es constante, deducimos, por (ii )⇒ (iv), que Ref es constante y por
(i)⇒ (iv) concluimos quef es constante.

(v)⇒ (iv) Si | f | = α entoncesf (z) f̄ (z) = α2. Si α = 0 entoncesf es idénticamente nula y hemos

acabado. Siα , 0 entoncesf no se anula en ningún punto por lo quēf (z) =
α2

f (z)
es holomorfa

enΩ y, por (iii )⇒ (iv), concluimos quef es constante. X

Observa que estas propiedades de las funciones holomorfas están muy lejos de ser ciertas para
funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una función deR2 enR2 diferenciable que no se
anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una función diferenciable cuyo módulo (norma
euclídea) es constante.
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1.5.5. Ejercicios

1. Consideremos la función dada paraz, 0 por f (z) =
z2

z
, y f (0)= 0. ¿En qué puntos verificaf las

ecuaciones de Cauchy-Riemann? ¿Esf derivable enz= 0?.

2. SeaΩ un abierto yf ∈H(Ω). SeanΩ∗ = {z : z∈ Ω} y f ∗ : Ω∗→ C la función definida por:f ∗(z) =
f (z), ∀z∈Ω∗. Prueba quef ∗ es holomorfa enΩ∗.

3. SeaΩ un dominio y f ∈H(Ω). Supongamos que hay númerosa,b,c∈R cona2+b2 > 0, tales que
a Re f (z)+b Im f (z) = c para todoz∈Ω. Prueba quef es constante enΩ.

4. Calcula una funciónf ∈H(C) tal que Ref (x+ iy) = x4−6x2y2+y4 para todosx,y ∈ R. Si se exige
que seaf (0)= 0, entonces dicha función es única.

5. Encuentra una condición necesaria y suficiente que deben cumplir los números realesa,b,c para
que exista una funciónf ∈H(C), verificando que

Re f (x+ iy) = ax2+bxy+cy2

para todosx,y∈R. Determina, cuando dicha condición se cumpla, todas las funciones enterasf
cuya parte real es de la forma indicada.

1.6. Funciones complejas elementales

1.6.1. La función exponencial

Una de las formas de definir la exponencial de un número realx es mediante el límite

ex = lı́m
n→∞

(
1+

x
n

)n

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de unnúmero complejo sería calcular el an-
terior límite paraz∈C. Llamemosz= x+ iy. Consideraremos quey, 0, puesto que siy= 0 tendríamos
quez= x sería un número real. Pongamoswn = 1+z/n y

ϕn = arctg
y/n

1+ x/n

Seano tal que paran> no se verifique que Re(wn) > 0. Entonces, paran> no resulta queϕn = arg(wn).
Por otra parte, el módulo dewn viene dado por

|wn|2 =
∣∣∣1+ z

n

∣∣∣
2
=

(
1+

x
n

)2
+

y2

n2

Tenemos ahora, gracias a la fórmula de De Moivre que

(wn)n
=

(
1+

z
n

)n
=

[(
1+

x
n

)2
+

y2

n2

]n/2

(cos(nϕn)+ i sen(nϕn))

Pero, por el criterio de equivalencia logarítmica, es

lı́m |wn|n = lı́m

[(
1+

x
n

)2
+

y2

n2

]n/2

= exp

(
lı́m

n
2

(
2x
n
+

x2

n2 +
y2

n2

))
= ex
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Además, la sucesión{ϕn} es asintóticamente equivalente a la sucesión

{
y/n

1+ x/n

}
. Por tanto

lı́m{nϕn} = lı́m{n y/n
1+ x/n

} = y

En consecuencia, tenemos que

lı́m
n→∞

(
1+

z
n

)n
= lı́m

n→∞
(wn)n = lı́m

n→∞
|wn|n

(
cos(nϕn)+ i sen(nϕn)

)
= ex(cosy+ i seny)

Definimos, por tanto, la exponencial compleja como

ez = expz= lı́m
n→∞

(
1+

z
n

)n
= eRez

(
cos(Imz)+ i sen(Imz)

)

Observa que
|ez | = eRez, Imz∈Arg(ez)

En particular, obtenemos la llamadafórmula de Euler:

ei t = cost+ i sent (para todot ∈ R)

que establece una relación entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. Haciendo
t = π tenemos la singular igualdad

eiπ+1= 0

en la que intervienen los números más importantes de las matemáticas.

De la fórmula de Euler se deducen fácilmente las llamadasecuaciones de Euler:

cost =
ei t +e−i t

2
, sent =

ei t −e−i t

2i
(t∈R)

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce que la función exponencial es una función
entera y exp′(z) = exp(z). Se prueba fácilmente que ez+w = ezew para todosz,w∈C. Se deduce que
para todoz∈C y todok∈Z es

ez
= ez+2kπi

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funciónperiódica con período 2πi. Naturalmente,
esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una función inyectiva. Observa que la
exponencial no se anula nunca pues|ez | = eRez> 0.

1.6.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periódico de la exponencial compleja se va a traducir, como vamos a ver ense-
guida, en que la ecuación ew= z, dondezes un número complejo no cero, va a tener infinitas soluciones
w∈C. Como

ew = eRew(cos(Imw)+ i sen(Imw)
)

Para que ew = zes necesario y suficiente que:

1. |ew| = |z|, esto es, eRew = |z|, es decir, Rew= log|z| (logaritmo natural del número real positivo
|z|).

2. Arg(ew) = Arg(z), esto es, Imw∈Argz y esto se cumple si, y sólo si Imw = arg(w)+2kπ, con
k∈Z.
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Hemos probado que
{w∈C : ew = z} = {log|z|+ i(arg(z)+2kπ),k∈Z}

Por tanto, existen infinitos números complejosw que satisfacen la ecuación ew = z. Cualquiera de ellos
se llamaun logaritmo dez. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Logz. De entre todos
ellos elegimos uno, llamadologaritmo principal , definido por

logz= log|z|+ i arg(z) para todoz∈ C∗

Observa que cualquier otro logaritmo dez es de la forma log(z)+ i2kπ para algún enterok. Es impor-
tante que observes que la igualdad

logzw= logz+ logw

que es válida para los logaritmos de los números reales positivos, no es siempre cierta cierta para
números complejos. Por ejemplo:

log(−1+ i
√

3)= log| −1+ i
√

3|+ i arg(−1+ i
√

3)= log2+ i(arctan(−
√

3)+π) = log2+ i
2π
3

log(−
√

3+ i) = log| −
√

3+ i|+ i arg(−
√

3+ i) = log2+ i(arctan(−1/
√

3)+π) = log2+ i
5π
6

log((−1+ i
√

3)(−
√

3+ i)) = log(−4i) = log4− i
π

2
, log(−1+ i

√
3)+ log(−

√
3+ i) = log4+ i

3π
2

Lo que está claro es que el número logz+ logw ∈ Log(zw), es decir, logz+ logw esun logaritmo
dezwpero no tiene por qué ser el logaritmoprincipal dezw.

Como la funciónz→ argz es continua enC \R−o y discontinua enR−o, se deduce que el logaritmo
principal es discontinuo enR−o y continuo enC \R−o. De hecho, el logaritmo principal es una función
holomorfa en el dominioC \R−o. Esto puedes probarlo usando las condiciones de Cauchy-Riemann
aunque en este caso es más fácil proceder como sigue. Seaa ∈ C \R−o y b= loga. La función

h(w) =
ew−eb

w−b
, h(b) = eb

es continua en todoC. Ademásh(b) , 0 y, por tanto, hay algúnr > 0 tal queh(w) , 0 para todo
w∈D(b, r). Como la función logaritmo principal es continua ena, deducimos que hay uns> 0 tal que
w = logz∈D(b, r) siempre quez∈D(a, s). Teniendo en cuenta que la función logaritmo principal es
inyectiva, podemos escribir paraz∈D(a, s):

logz− loga
z−a

=
1

h(logz)
=⇒ lı́m

z→a

logz− loga
z−a

=
1

h(loga)
=

1
a

Hemos probado, pues, que log′(z) =
1
z

para todoz∈ C \R−o.

1.6.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos números realesa > 0 y b∈R, la potencia de basea y exponenteb se
define comoab = ebloga. Ahora, dadosa,b ∈ C, cona, 0, sabemos que hay infinitos logaritmos dea,
todos ellos son de la forma loga+ i 2kπ, conk∈Z. Por ello, cualquier número complejo de la forma
eb(loga+i 2kπ) dondek∈Z, esuna potencia de basea y exponenteb. De todas ellas se destaca una:

ab = ebloga

y dicho número se llamavalor principal de la potencia de basea y exponenteb. Observa que si
b= 1/n donden∈N, el número

a1/n
= exp

(
1
n

loga

)
= exp

(
loga

n
+ i

arga
n

)
= |z|1/n

(
cos

arga
n
+ i sen

arga
n

)
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es el valor principal de la raíz n-ésima dea que antes hemos notado porn√a.

La definición anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de basea, z 7−→ az, defini-
das poraz= exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la función potencia compleja de exponenteb, z 7−→ zb, definida porzb = exp(blogz)
es holomorfa enC \R−o.

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdadaz+w = az+aw pero las funciones
potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raíces, la propiedad (zw)b = zbwb. Esta
igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+blogw)

equivalentemente, puesto que la función exp es periódica deperiodo 2πi, cuando se verifique que

blog(zw) = blogz+blogw+2kπi, para algúnk ∈ Z

Como caso particular, cuandoz y w pertenecen al primer cuadrante la igualdad log(zw) = logz+ logw
es cierta con lo cual lo anterior se cumple parak= 0. Por los mismos motivos la igualdad (zb)c = zbc

no es cierta en general.

1.7. Funciones trigonométricas complejas

Seno y coseno complejos

Las ecuaciones de Euler:

cost =
ei t +e−i t

2
, sent =

ei t −e−i t

2i

válidas para todot ∈R, también tienen sentido para números complejos. Por ello, para todoz∈C
definimos el coseno y el seno complejos por:

cosz=
eiz+e−iz

2
, senz=

eiz−e−iz

2i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y coseno reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos está definidos como combinación de exponenciales sus
propiedades se deducen fácilmente a partir de las propiedades de la exponencial.

1. Identidad fundamental cos2z+sen2z= 1

2. cos(−z) = cos(z), sen(−z) = −sen(z)

3. Fórmulas de adición

sen(z+w) = senzcosw+senwcosz

cos(z+w) = coszcosw+senwsenz

4. Las funciones seno y coseno son derivables en todoC con sen′z= cosz, cos′z= −senz

5. Relación con las funciones hiperbólicas. Recordando quelas funciones hiperbólicas senhx y
coshx se definen por:

coshx=
ex+e−x

2
senhx=

ex−e−x

2
Es de comprobación inmediata que:

coshx= cos(ix) senh(x) = −i sen(ix)
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6. Se cumplen las igualdades

senz= senx coshy+ i cosx senhy

cosz= cosx coshy− i senx senhy

|cosz|2 = cos2 x+senh2

|senz|2 = sen2 x+senh2

7. Las funciones seno y coseno complejos no están acotadas, aunque si lo están en bandas acotadas
paralelas al eje real.

8. Las funciones seno y coseno complejas no tienen más ceros que los reales, esto es, senz= 0 si,

y sólo si,zes real de la forma 2kπ y cosz= 0 si, y sólo si,zes real de la forma
π

2
+kπ.

Tangente compleja

Por analogía con la tangente real definimos la función tangente compleja como

tgz=
senz
cosz

(cosz, 0)

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es una función holomorfa
en su dominio de definiciónC \ {z : cosz= 0}. Además sabemos que cosz= 0 sólo siz es real de la

formaz=
π

2
+2kπ para algúnk∈Z.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades del seno y el coseno.
Por ejemplo, puedes comprobar que

tg(z+w) =
tgz+ tgw

1− tgz tgw

1.7.1. Funciones trigonométricas inversas

Arcocoseno complejo

Dado un número complejoz∈ C se trata de calcular los complejosw tales que cosw= z.

eiw+e−iw

2
= z ⇐⇒ eiw

+e−iw−2z= 0

puesto que exp(w) , 0 para cualquierw, podemos multiplicar poreiw la expresión anterior

e2iw−2zeiw+1= 0

Poniendou= eiw, la ecuación anterior podemos escribirlau2−2zu+1= 0, cuyas raíces son

u= z±
√

z2−1= z± i
√

1−z2

Observa que dichas raíces son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra pues su producto es
igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z± i
√

1−z2⇐⇒ iw ∈ Log(z± i
√

1−z2)⇐⇒ cosw= z

Naturalmente, hay infinitos valores dew que verifican la igualdad anterior. El conjunto de todos ellos
se representa por Arccosz.

Arccosz=
1
i

Log(z± i
√

1−z2)
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De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le llamamos valor principal de
Arccoszque está definido por:

arccosz=
1
i

log(z+ i
√

1−z2)

Veamos que el arccoszextiende al arcocoseno real. En efecto, paraz= x∈ [−1,1] tenemos que:

1
i

log(x+ i
√

1− x2) =
1
i

(
log
∣∣∣x+ i

√
1− x2

∣∣∣+ i arg(x+ i
√

1− x2)
)
=

=
1
i

(
log1+ i arg(x+ i

√
1− x2)

)
=

= arg(x+ i
√

1− x2)

Observemos que (x,
√

1− x2) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unidady una medida
del ángulo que forma el número complejox+ i

√
1− x2 con el eje real positivo es precisamente el arco

cuyo coseno esx. Además, parax ∈ [−1,1] se tiene que 06 arccosx 6 π. Deducimos que arg(x+
i
√

1− x2) = arccosx.

Teniendo en cuenta que
√

1−z2 = exp(12 log(1−z2)), y que el logaritmo principal es holomorfo en

C \R−o, deducimos, por la regla de la cadena, que la funciónz 7→
√

1−z2 es holomorfa en el conjunto

Ω =
{

z∈ C : 1−z2∉R−o
}
= C \ (] −∞,−1]∪ [1,+∞[)

Análogamente log(z+ i
√

1−z2) es derivable en el conjunto

Ω1 =

{
z∈ C : z+ i

√
1−z2∉R−o

}

Comoz+ i
√

1−z2 y z− i
√

1−z2 son inversos, tenemos que

z+ i
√

1−z2∈R−o⇒ z− i
√

1−z2∈R−o⇒
{

z∈R−√
1−z2∈ iR

}
⇒ z∈] −∞,−1]

deducimos queΩ1 = C\]−∞,−1] ⊃Ω. Luego el arcocoseno es holomorfo enΩ. La regla de la cadena
nos permite calcular su derivada

arccos′z=
1
i

1+ i
−z√
1−z2

z+ i
√

1−z2

=
1√

1−z2

√
1−z2− iz

iz−
√

1−z2
=
−1√
1−z2

Arcoseno complejo

Dado un número complejoz queremos calcular los complejosw tales que senw = z. El conjunto
de tales números lo representaremos por Arcsen. Aunque podemos repetir el mismo proceso anterior,
podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

senw= cos
(π

2
−w
)

luego senw= z si, y sólo si,
π

2
−w∈ 1

i
Log

(
z± i
√

1−z2
)
. Equivalentemente si

w ∈ π
2
+ i Log

(
z± i

√
1−z2

)
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El valor principal del arcoseno, que notaremos por arcsenz, se define eligiendo el logaritmo prin-
cipal:

arcsenz=
π

2
+ i log

(
z+ i

√
1−z2

)
z∈ C

y es una función holomorfa enC\] −∞,−1]∪ [1,+∞[.

Arcotangente compleja

Dadoz∈ C queremos calcular los números complejosw tales quez= tgw, esto es,z=
senw
cosw

o, lo

que es lo mismo,zcosw= senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Arctgz. Escribiendo
la definición de seno y coseno

eiw−e−iw

2i
= z

eiw+e−iw

2
Si z= ±i la ecuación anterior no tiene solución por lo que consideramosz, ±i. Multiplicando por
eiw = u la expresión anterior resulta

u2−1= iz(u2
+1)⇒ u2(1− iz) = 1+ iz

puesto quez, −i podemos escribiru2 =
1+ iz
1− iz

, esto es,

e2iw =
1+ iz
1− iz

⇐⇒ w ∈ 1
2i

Log

(
1+ iz
1− iz

)
(z, ±i)

Definimos entonces el valor principal de Arctgzpor:

arc tgz=
1
2i

log

(
1+ iz
1− iz

)
(z, ±i)

Puedes probar ahora que la función arctgzes holomorfa enC \ {iρ : ρ ∈ R, |ρ| > 1}

Es fácil probar que la función arcotangente compleja, al igual que ocurre con las demás funciones
trigonométricas complejas, extiende a la función arcotangente real.

1.7.2. Ejercicios

1. Expresa los 8 números±1± i, ±
√

3± i en la formar eiϕ.

2. Calcula el módulo y los argumentos principales de los números

1+eiϕ, 1−eiϕ, −aeiϕ

donde|ϕ| 6 π y a> 0.

3. Calcula logzy Logzcuandozes uno de los números siguientes

i, −i, e−3, e5i , 4, −5e, 1+ i

4. Calcula log(3i)+ log(−1+ i
√

3) y log
(
3i(−1+ i

√
3)
)
.

5. Calcula log(−1− i)− logi y log

(
−1− i

i

)
.

6. Calcula
[(−4)i], i−3i , [i2/π], [i i], 12i , 31−i , ((−i)i)i , (1+ i)1+i
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7. a) Estudia, paraz∈C∗ y n∈N, las igualdades:

a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; c) log

(
1
z

)
= − log(z) ;

d) log( n√z) =
log(z)

n
; e) log(zn) = nlog(z).

b) Prueba que la función logaritmo establece una biyección entre los conjuntosC\R−o y Ω = {z∈
C
∗ : −π < Im(z) < π}.

8. Con una interpretación adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z)+Arg(w) Log(zw) = Log(z)+Log(w)

9. Estudia, interpretándolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igualdades:

a) Log[ab] = bLog(a) b) log[ab] = bLog(a) c) log(ab) = bloga

10. Indica el error en los razonamientos siguientes: (−z)2 = z2; por tanto 2Log(−z) = 2Log(z) y, por
consiguiente, Log(−z) = Log(z).

11. Explica con detalle dónde está el error en las igualdades siguientes:

i = (−1)1/2 = [(−1)3]1/2 = (−1)3/2 = i3 = −i

12. Calcula las partes real e imaginaria de los números

sen(1+ i), cos(1− i), tg(1+2i)

13. Indica los conjuntos de puntosz∈C donde las funciones ez, senz, cosz, tgz, arcsenz, arc tgz toman:

a) Valores reales.

b) Valores imaginarios puros.

14. Calcula Arcsen(1+ i), Arctg(1− i), arcseni, arc tg2i.

15. Seaa ∈ C y {zn} una sucesión de complejos no nulos tal que{|zn|} → +∞. Justifica que

{(
1+

a
zn

)zn
}
→ exp(a) ;

{
zn

(
a

1
zn −1

)}
→ log(a) (a, 0)



Capítulo2

Procesos iterativos. El método de aproximaciones sucesivas.

2.1. Introducción

En términos coloquiales podemos decir que un proceso iterativo es un proceso que se alimenta a sí
mismo, es decir, se trata de un proceso secuencial en el que encada etapa se obtiene un resultado que se
utiliza para obtener el resultado de la etapa siguiente. Muchos métodos matemáticos de solución exacta
o aproximada de ecuaciones de diversos tipos (ecuaciones algebraicas, diferenciales, integrales...) son
procesos iterativos. Entre los más conocidos se encuentranel método de Newton-Raphson para la
solución de una ecuaciónf (x) = 0 a partir de un valor inicial y el método de Picard para la solución
de una ecuación diferencial ordinariax′ = F(x, t) con condiciones iniciales dadas. Dichos métodos
consisten en iterar una funcióng a partir de un valor inicialx1 para formar la sucesión dada por
xn+1 = g(xn). No pienses que este proceso se aplica solamente a sucesiones numéricas. En el método
de Picard la funcióng es un operador que actúa sobre una funciónx y proporciona otra funcióng(x). En
condiciones bastante generales puede asegurarse que dichométodo es convergente a una solución de la
ecuaciónx= g(x), es decir a un punto fijo deg, que es la solución exacta de nuestro problemaf (x) = 0.
Naturalmente, hay que precisar qué se entiende por convergencia cuando la sucesiónxn+1 = g(xn) sea
una sucesión de funciones. Otra ventaja de este método es quepermite con frecuencia dar cotas del
error cometido al aproximar la solución exacta por el término xn.

Estructura de la lección y objetivos.

La lección está estructurada en dos partes:

Sucesiones numéricas recurrentes.

Estudiaremos algunos aspectos de las sucesiones numéricasrecurrentes relacionados con su
convergencia, con la existencia de puntos fijos y de puntos periódicos. Veremos con algunos
ejemplos que estas sucesiones pueden ser muy regulares o muysensibles a pequeñas variaciones
de los datos iniciales y que pueden tener un comportamiento caótico.

El método de las aproximaciones sucesivas.

Nos situaremos en el contexto general de los espacios métricos completos para establecer el
importante teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas. Haremos uso de este resultado
para obtener soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

La justificación de esta lección está en su interés matemático y computacional. Se trata de una
lección eminentemente práctica aunque también permite motivar e introducir algunos conceptos im-

30
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portantes de Análisis Matemático. Estudiaremos algunos ejemplos muy bonitos de sucesiones recu-
rrentes procurando establecer una estrecha relación entrelos resultados teóricos y las prácticas con el
programaMathematicael cual usaremos con frecuencia porque en esta lección la visualización juega
un papel muy importante.

Haremos dos prácticas relacionadas con esta lección. En la primera estudiaremos las iteraciones
de la función cuadráticaf (x) = λx(1− x) para distintos valores deλ lo que proporciona ejemplos
sencillos de comportamientos caóticos. En la segunda de ellas estudiaremos la famosa sucesión de
Fibonacci con distintas técnicas que pueden generalizarsepara estudiar sucesiones recurrentes lineales.
También estudiaremos iteraciones de punto fijo funcionalespara obtener soluciones de diferentes tipos
de ecuaciones funcionales.

Muchas de las ideas que siguen están tomadas del libro de Miguel de GuzmánEl rincón de la
pizarra(Ed. Pirámide, 1997). Otros libros que hay que agradecer a Miguel de Guzmán sonPara pensar
mejor (1994) yAventuras matemáticas(1996), ambos en la misma editorial. Fuimos muchos los que
encontramos en la amplia producción de Miguel de Guzmán dedicada a la divulgación y a la enseñanza
de las matemáticas, el antídoto contra las matemáticas profundamente aburridas que llegaron a estar
de moda hace algunos años. Miguel, cuya reciente pérdida todos los matemáticos lamentamos, nos
enseñó que las matemáticas más útiles y más profundas son también las matemáticas más divertidas.
Sirvan estos apuntes de modestísimo homenaje a quien entendió las matemáticas como una aventura
que hay que acometer con la curiosidad y la espontaneidad de los niños que preguntan incansables
“eso, ¿por qué?”y no se conforman con teorías oxidadas y exigen que cada pregunta vaya seguida de
un descubrimiento gozoso y . . . de nuevas preguntas.

2.2. Sucesiones numéricas recurrentes

Una sucesión cuyo términon-ésimo viene dado en función de algunos de los términos anteriores se
dice que es una sucesión recurrente. Las llamadas “iteraciones de punto fijo” consistentes en iterar una
funcióng a partir de un valor inicialx1 para formar la sucesión dada porxn+1 = g(xn) son un ejemplo
de sucesiones recurrentes. Otro ejemplo es la sucesión de Fibonacci definida por la condición de que
cada término es igual a la suma de los dos anterioresFn+2 = Fn+1+Fn, conF1 = F2 = 1. Este es un
caso particular de una recurrencia de tipo lineal, es decir,de la forma

xn+p = apxn+p−1+ap−1xn+p−2+ · · ·+a1xn+1+a0xn

dondep es un número natural fijo ya0,a1, . . .ap son números complejos conocidos. Para las recurren-
cias de tipo lineal hay técnicas generales que, dados unos valores iniciales parax1, x2, . . . xp, permiten
calcular de forma explícitaxn para todon∈N. Veremos ejemplos de estas técnicas en la práctica que
dedicaremos a la sucesión de Fibonacci. Vamos a centrarnos ahora en el estudio de algunos aspectos
de las iteraciones de punto fijo. Ya hemos visto ejemplos de tales sucesiones en la lección anterior
al estudiar los conjuntos de Julia y de Mandelbrot. Empezaremos esta lección con una sucesión cuyo
comportamiento es bastante sorprendente.

2.2.1. La sucesiónxn+1 = i xn con x1 = i.

Esta sucesión se obtiene iterando la funcióng(z) = i z = exp(z logi) = exp(izπ/2) a partir del valor
inicial x1 = i. En la figura2.1están representados los primeros treinta términos de esta sucesión donde
cada término se ha unido con el siguiente por un segmento.

Puedes observar que la sucesión parece ser convergente a un númeroα próximo a0.5 + 0.4 i y
que se forman tres espirales que se aproximan a dicho número aunque los términos de la sucesión van
saltando de una a otra espiral.
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Figura 2.1: Los primeros 30 términos dei i
i.
..

Como la funcióng es continua, el límite de la sucesión debe verificar queα = g(α), es decir,α =
exp(α i π/2). Calculamos dicho valor con Mathematica y obtenemos que
α = 0.438283 + 0.360592 i.

Para entender el comportamiento de la sucesión y justificar su convergencia podemos razonar
como sigue. Observa que siz está cerca deα entoncesg(z)− g(α) = g(z)−α es aproximadamente
igual ag′(α)(z−α). Es decir, sustituirz porg(z) enz−α tiene aproximadamente el mismo efecto que
multiplicarz−a por g′(α). Definamosen = xn−α. Entoncesen+1 ≃ g′(α)en. Por tantoen+1 se obtiene
girandoen un ángulo (en grados) igual a arg(g′(α))π/180≃ 129. Deducimos que cada término de la
sucesión está girado aproximadamente unos 129 grados respecto del anterior (con centro de giro en
α). Eso explica que la gráfica aparezca como una triple espiral. Además|en+1| ≃ |g′(α)| |en| ≃ 0.9 |en|,
lo que nos dice que la distancia de cada término de la sucesiónal puntoα disminuye en la proporción
constante de 0.9 y, por tanto,en→ 0, esto es,xn→ α.

2.2.2. Visualización de sucesiones iterativas

Para estudiar una sucesión recurrentexn+1= g(xn) de números reales es muy conveniente represen-
tar la funcióny= g(x) y observar cómo se van obteniendo, a partir de un valor inicial x1, los términos
x2, x3, x4,... de la sucesión. Para ello levantamos una vertical por (x1,0) hasta cortar a la gráficay= g(x)
en (x1,g(x1)) = (x1, x2). Trazamos una horizontal desde ese punto hasta cortar a la rectay = x en el
punto (x2, x2). Repetimos el proceso: vertical por (x2, x2) hasta cortar ay= g(x) en (x2,g(x2))= (x2, x3)
y horizontal desde este punto hasta cortar a la rectay= x en (x3, x3)... El método es: vertical hasta la
curva seguida de horizontal hasta la bisectriz. Puedes verlo en la figura2.2donde aparecen los prime-
ros dieciocho puntos de la sucesiónxn+1 = g(xn) cong(x) = 2.9x(1− x) y x1 = 0.1 representados en
color rojo sobre la bisectriz. En este caso parece que la sucesión converge siendo su límite el único
punto fijo deg distinto de 0 el cual, naturalmente, está en la intersecciónde la rectay= x con la gráfica
y= g(x). Calculando el valor de dicho punto se obtiene que vale0.655172 (para ser exactos 19/29).
No es difícil comprobar que cualquiera sea el valor inicial que tomemos en el intervalo [0,1] el com-
portamiento de la sucesión será el mismo. En la figura2.3puedes ver los primeros trece términos de
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Figura 2.2: Los primeros 18 términos dexn+1 = 2.9xn(1− xn) conx1 = 0.1

la sucesión partiendo del valor inicialx1 = 0.9.
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Figura 2.3: Los primeros 13 términos dexn+1 = 2.9xn(1− xn) conx1 = 0.9

Pero si partimos de un valor inicial que no esté en el intervalo [0,1] se obtiene una sucesión diver-
gente (figura2.4).

El comportamiento de estas sucesiones puede ser muy complicado. En la figura2.5puedes ver los
primeros 55 términos de la sucesiónxn+1 = 4xn(1− xn) conx1 = 0.2

2.2.3. Puntos fijos y puntos periódicos

Si la funcióng tiene derivada continua yα es un punto fijo deg, en virtud del teorema del valor
medio se verifica que:

g(x)−α = g(x)−g(α) = g′(c)(x−α)

dondec es un punto comprendido entrex y α. Si x está próximo aα entonces tambiénc estará próximo
aα y, por la continuidad de la derivada, se tendrá queg′(c) ≃ g′(α) y por tanto:

g(x)−α = g(x)−g(α)≃ g′(α)(x−α)
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Figura 2.4: Los primeros 3 términos dexn+1 = 2.9xn(1− xn) conx1 = 1.1
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Figura 2.5: Los primeros 55 términos dexn+1 = 4xn(1− xn) conx1 = 0.2
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Si |g′(α)| < 1 deducimos que|g(x)−α| 6 ρ |x−α|. Lo que, en términos de la sucesión
xn+1 = g(xn) se expresa por:

|xn+1−α| 6 ρ |xn−α| (06 ρ < 1)

lo que implica que|xn+1−α| 6 ρn |x1−α|. Deducimos que la sucesión converge rápidamente aα cual-
quiera sea el valor inicialx1 suficientemente próximo aα. Se dice queα es unpunto fijo atractivo.
En la figura2.2 el punto fijo,α = 0.655172, de g(x) = 2.9x(1− x) es un punto fijo atractivo pues
|g′(α)| = 0.9.

Análogamente, si|g′(α)| > 1 la sucesión no converge cualquiera sea el valor inicialx1 suficiente-
mente próximo aα y distinto deα. Se dice queα es unpunto fijo repelente. En la figura2.5el punto
fijo, α = 0.75, deg(x) = 4x(1− x) es un punto fijo repelente pues|g′(α)| = 2.

Se dice queα es unpunto periódicodeg deperíodo k> 2 cuando se verifica queα es un punto

fijo de gk = g◦k
··· ◦g (la composición deg consigo mismak veces) pero no es punto fijo deg j para

1 6 j 6 k−1. Equivalentemente, en la sucesiónxn+1 = g(xn) con x1 = α se verifica quexk+1 = x1 y
x j , x1 para 26 j 6 k. Observa que en tal caso también se verifica quexn+k = xn para todon∈N. Los
puntos fijos deg se consideran puntos periódicos con período 1.

Diremos que la sucesiónxn+1 = g(xn) con x1 = α es periódicasi alguno de sus términos (no
necesariamente el primero) es un punto periódico parag. Observa que las sucesiones periódicas son
muy regulares (figuras2.6y 2.7).
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Figura 2.6:x1 es periódico con período 4
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Figura 2.7:x3 es periódico con período 4

2.2.4. Monotonía

La monotonía de la sucesiónxn+1 = g(xn) tiene poca relación con la monotonía de la funcióng
(figuras2.8y 2.9).

La desigualdadxn+1 > xn es lo mismo queg(xn) > xn, que equivale axn∈{x∈R : g(x) > x}. Aná-
logamentexn+1 6 xn equivale axn∈{x∈R : g(x) 6 x}. Por tanto, para estudiar la monotonía, podemos
destacar los conjuntos:

A+ = {x∈R : g(x) > x} zona demarcha adelante

A− = {x∈R : g(x) 6 x} zona demarcha atrás
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Figura 2.8:g decreciente,xn+1 = g(xn) no mo-
nótona.

Figura 2.9:g creciente,xn+1 = g(xn) decre-
ciente.

Es claro que la sucesión{xn} será creciente (resp. decreciente) cuando todos sus términos a partir de
uno de ellos en adelante estén enA+ (resp.A−). Cuando la sucesión no es monótona es porque tiene
infinitos términos enA+ e infinitos términos enA−. Las zonas de salto de una región a otra son los
conjuntos:

S+− = A+∩
{

x∈R : g(x)∈A−
}

zona de salto deA+ a A−

S−+ = A−∩
{

x∈R : g(x)∈A+
}

zona de salto deA− a A+

2.2.5. Acotación

Supongamos que [a,b] es un intervalo para el que se verifica queg([a,b]) ⊆ [a,b]. En tal caso, si
un término de la sucesión{xn} cae en [a,b] todos los términos siguientes permanecen dentro de dicho
intervalo. Gráficamente queg([a,b]) ⊆ [a,b] se traduce en que la gráfica deg en el intervalo [a,b]
queda dentro del cuadrado [a,b] × [a,b].

a b

a

b

Figura 2.10: (x,g(x))∈ [a,b] × [a,b] (a6 x6 b)
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2.2.6. Ejercicios

1. Estudia el comportamiento de la sucesiónxn+1 =
xn

2
+

3
xn

, x1 = α , 0 para los distintos valores de

α∈R, α , 0.

2. Estudia el comportamiento de la sucesiónxn+1 = (xn−7)2+6, x1 = α para los distintos valores de
α∈R.

3. Estudia el comportamiento de la sucesiónxn+1 = xn
2−2, x1 = α para los distintos valores deα∈R.

2.2.7. Comportamiento caótico yefecto mariposa

Cuando la sucesiónxn+1 = g(xn) con x1 = α no es convergente, ni divergente, ni periódica, ni
presenta ningún tipo reconocible de regularidad se dice quetiene un comportamiento caótico. Ya
hemos visto un ejemplo de dicho comportamiento en la figura2.5donde puedes ver cómo los términos
de la sucesión están distribuidos de forma muy irregular llenando gran parte del intervalo [0,1]. Una
característica frecuente de este comportamiento es la extremada sensibilidad con respecto a pequeños
cambios en las condiciones iniciales; lo que se ha dado en llamar “efecto mariposa”.

En los ejemplos anteriores hemos usado con frecuencia la función cuadrática
g(x) = ax(1− x) para distintos valores del parámetroa. Dedicaremos una clase práctica al estudio del
comportamiento caótico de dicha función para ciertos valores del parámetroa. Acabaremos esta parte
de la lección con un ejemplo del efecto mariposa. En la figura2.11se han representado los primeros
mil términos de la sucesiónzn= xn−yn dondexn+1= 3.9xn(1−xn) conx1= 0.4 y yn+1= 3.9yn(1−yn)
cony1 = 0.400001. Es decir{xn} y {yn} se obtienen iterando la función cuadrática cona = 3.9 to-
mando como valores iniciales respectivos0.4 y 0.400001. Pese a que dichos valores están muy
próximos, las sucesiones obtenidas son completamente diferentes lo que se pone de manifiesto en el
comportamiento de la sucesiónzn = xn−yn que se muestra en la figura2.11.
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Figura 2.11: Efecto mariposa

2.3. El método de las aproximaciones sucesivas

Acabamos de ver que, en algunos casos, los términos de la sucesiónxn+1 = g(xn) paran suficiente-
mente grande son soluciones aproximadas de la ecuacióng(x) = x. Con frecuencia interesa considerar
ecuaciones de la formag(x) = x dondex es una función que pertenece a un cierto espacio de funcio-
nes, digamosX, y g : X→ X es una aplicación deX en sí mismo. Un ejemplo sencillo de esto es el
conocido problema de valores iniciales. Se trata de hallar una función,x, definida en un intervalo,I ,
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con derivada continua y que verifique

x′(t) = f (t, x(t)) ∀t∈ I , x(a) = α (2.1)

donde suponemos quef es una función conocida de dos variables suficientemente buena y quea es
un punto deI . La ecuación2.1puede escribirse de forma equivalente como:

x(t) = α+
t
w

a

f (s, x(s))ds ∀t∈ I (2.2)

Lo que nos dice quex es un punto fijo de la aplicación

G : C(I )→C(I )
ϕ∈C(I )→G(ϕ)∈C(I )

G(ϕ)(t) = α+
t
w

a

f (s,ϕ(s))ds ∀t∈ I

dondeC(I ) es el espacio de las funciones continuas enI . Siguiendo la analogía con el caso numérico,
podemos partir de una función inicialx1∈C(I ), tal quex1(a) = α, y formar la sucesión de funciones
xn+1 = G(xn). Esto se conoce comométodo de las iteraciones de Picardpara resolver el problema
de valores iniciales dado. ¿Podemos esperar que esta sucesión converja a una solución de la ecuación
2.2? Para responder a esta pregunta tenemos que precisar qué se entiende por convergencia en este
contexto. Fíjate que enC(I ) podemos considerar distintos tipos de convergencia. Supongamos, por
comodidad, queI = [a,b]. Aquí tienes dos posibles tipos de convergencia enC(I ). Seaϕn,ϕ∈C(I ):

ϕn→ ϕ⇐⇒máx{|ϕn(t)−ϕ(t)| : t∈ [a,b]} → 0 (convergencia uniforme)

ϕn→ ϕ⇐⇒
b
w

a

|ϕn(t)−ϕ(t)| dt → 0 (convergencia en media)

En el caso que estamos considerando la convergencia apropiada es la uniforme. ¿Podemos asegurar
que la sucesión de funcionesxn+1 =G(xn) converge uniformemente a una solución de la ecuación2.2?
Para ello hay que imponer algunas perfecciones a la funciónf . Observa que

|xn+1(t)− xn(t)| 6
b
w

a

| f (t, xn(t))− f (t, xn−1(t))| dt (2.3)

Supongamos que hay una constante 0< k tal que se cumple la condición:

| f (t,u)− f (t,v)| 6 k |u−v|

Entonces de2.3deducimos fácilmente que:

máx{|xn+1(t)− xn(t)| : t∈ [a,b]} 6 k(b−a)máx{|xn(t)− xn−1(t)| : t∈ [a,b]}

Si ρ= k(b−a)< 1, entonces poniendo, parau,v∈C(I ), d(u,v)=máx{|u(t)−v(t)| : t∈ [a,b]}, la desigual-
dad anterior se escribe:

d(G(xn),G(xn−1) 6 ρd(xn, xn−1) (ρ < 1) (2.4)

de donde se deduce, por serρ < 1, que{xn} es unasucesión de Cauchypara la convergencia uniforme.
Ahora necesitamos un resultado teórico importante: una sucesión de Cauchy para la convergencia
uniforme en el espacioC(I ) es convergente en dicho espacio. Podemos por tanto asegurar que hay una
funciónx∈C(I ) tal que{xn} converge uniformemente ax. Las propiedades de la convergencia uniforme
permiten ahora justificar el siguiente paso al límite:

x(t) = lı́m
n→∞

xn(t) = α+ lı́m
n→∞

t
w

a

f (s, xn−1(s))ds = α+
t
w

a

lı́m
n→∞

f (s, xn−1(s))ds = α+
t
w

a

f (s, x(s))ds
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por lo que dicha funciónx es solución de2.2y, por tanto, de2.1.

La situación considerada en el ejemplo anterior es tan frecuente que merece la pena abstraer sus
componentes esenciales para establecer un resultado general que es el fundamento teórico que explica
la convergencia de muchos procesos iterativos. Ya ves, a veces conviene demostrar un teorema. Nos
situaremos en un ambiente suficientemente general e introduciremos sobre la marcha los conceptos
necesarios.

Consideraremos un conjuntoX que puedes interpretar como un conjunto de funciones. En el ejem-
plo consideradoX era el espacioC[a,b] de las funciones continuas en [a,b]. Pero también puede ser el
espacioR[a,b] de las funciones integrables en [a,b], o el espacioC1[a,b] de las funciones con primera
derivada continua en [a,b]. La naturaleza del problema es la que en cada caso determinaqué espacio
debemos considerar.

En el conjuntoX necesitamos tener un concepto de convergencia. Para ello essuficiente tener
definido un concepto dedistanciaentre elementos deX. Una distancia es simplemente una aplicación
d : X×X→ R+o que a cada par de elementosx,y∈X asocia un número,d(x,y) > 0, que se interpreta
como la distancia entre dichos elementos. Tal aplicación debe verificar las condiciones siguientes:

d(x,y) = 0 si, y sólo si,x= y.

d(x,y) = d(y, x) (simetría)

d(x,z) 6 d(x,y)+d(y,z) (desigualdad triangular)

Ejemplos de distancias enX = C[a,b] son:

d(x,y) =máx{|x(t)−y(t)| t∈ [a,b]} (distancia uniforme)

d(x,y) =
b
w

a

|x(t)−y(t)| dt (distancia de la convergencia en media)

El par (X,d) formado por un conjuntoX y una distanciad definida en el mismo se llama unespacio
métrico. Los elementos de un espacio métrico suelen llamarsepuntos(¡aunque suelen ser funciones!).
Una sucesión de puntos,{xn}, de un espacio métrico (X,d) se dice que es convergente si hay algúnx∈X
tal qued(xn, x)→ 0. En tal caso el elementox es único y se llama el límite de la sucesión. Observa que
en un mismo conjunto para cada distancia tenemos su correspondiente convergencia. Naturalmente,
puede ocurrir que sucesiones que converjan con una distancia no sean convergentes para otra distancia.
Por ejemplo, la sucesión de funciones{ fn} dada porfn(x) = xn es convergente en media a la función
nula en el espacioC[0,1] pero dicha sucesión no es convergente con la distancia uniforme.

Volvamos a nuestro ejemplo inicial. En él construimos una sucesión para justificar que el problema
de valores iniciales2.1 tiene solución cuando se cumple la condición2.4. Esta condición es la que
garantiza que la sucesión construida converge. Observa quecuando se estudia la convergencia de una
sucesión{xn}, lo que conocemos es, justamente, la sucesión y, naturalmente, se desconoce su posible
límite el cual pudiera, incluso, no existir. Por ello interesa tenercriterios de convergencia intrínsecos a
la sucesión, es decir, que no hagan intervenir a un objeto en principioextrañoa ella como es su posible
límite. Por ejemplo, tú sabes que una sucesión monótona y acotada de números reales es convergente
sin necesidad de conocer su límite. En espacios métricos abstractos el concepto de monotonía no tiene
sentido pero sí lo tiene el siguiente concepto.

Definición 2.1. Se dice que una sucesión{xn} de puntos de un espacio métrico (X,d) es unasucesión
de Cauchy, si para cada número positivo,ε > 0, existe un número naturalm, tal que para todosp,q∈N
conp>m y q>m se verifica qued(xp, xq) < ε.

Se dice que (X,d) es unespacio métrico completosi toda sucesión de Cauchy en (X,d) es conver-
gente en (X,d).
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El espacio métricoC[a,b] con la distancia uniforme es completo peroC[a,b] no es completo con
la distancia de la convergencia en media.

Tenemos ya todos los elementos necesarios para entender el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sea(X,d) un espacio métrico completo y G: X → X una aplicación contractiva, es
decir, verificando que existe un número0< ρ < 1 tal que para todos u,v∈X es

d(G(u),G(v)) 6 ρd(u,v). (2.5)

Entonces G tiene un único punto fijo, es decir existe un único x∈X tal que G(x) = x. Además, dado
un punto cualquiera x1∈X, la sucesión definida por xn+1 =G(xn) para todo n∈N es convergente, su
límite es el punto fijo de G y

d(xn+1, x) 6
ρn

1−ρd(x1,G(x1))

Demostración. Seax1 ∈X. Probaremos que la sucesión definida porxn+1 = G(xn) es convergente.
Como, por hipótesis, (X,d) es un espacio métrico completo, será suficiente probar que dicha sucesión
es una sucesión de Cauchy. Usando la hipótesis2.5tenemos que parak∈N, k> 2:

d(xk+1, xk) = d(G(xk),G(xk−1)) 6 ρd(xk, xk−1) = ρd(G(xk−1),G(xk−2)) 6

6 ρ2d(xk−1, xk−2) 6 · · · 6 ρk−1d(x2, x1)

Es decird(xk+1, xk) 6 ρk−1d(x2, x1). Usando esta desigualdad, parap,n∈N con p> 2 tenemos que:

d(xn+p, xp) 6 d(xn+p, xn+p−1)+d(xn+p−1, xp) 6

6 d(xn+p, xn+p−1)+d(xn+p−1, xn+p−2)+d(xn+p−2, xp) 6

6 d(xn+p, xn+p−1)+d(xn+p−1, xn+p−2)+d(xn+p−2, xn+p−3)+ · · ·+d(xp+1, xp) 6

6 (ρn+p−2
+ρn+p−3

+ρn+p−4 · · ·+ρp−1)d(x2, x1) 6 ρp−1
( ∞∑

j=0

ρ j
)

d(x2, x1) =

=
ρp−1

1−ρd(x2, x1)

Donde hemos usado que, por ser 0< ρ < 1, la serie
∑∞

j=0ρ
j es una serie geométrica convergente.

Hemos probado que

d(xn+p, xp) 6
ρp−1

1−ρd(x2, x1) ∀p,n∈N, p> 2.

De la desigualdad anterior se deduce fácilmente que la sucesión {xn} es de Cauchy. En efecto, dado

ε > 0 elegimosm∈N por la condición de que
ρm−1

1−ρd(x2, x1) < ε. Si ahorap,q son números naturales

mayores quem, la desigualdad anterior implica que

d(xq, xp) 6
ρm−1

1−ρd(x2, x1) < ε

Hemos probado así que existe un elementox∈X tal que{xn} converge ax. Deducimos, por la
continuidad deG (la cual es consecuencia de2.5), que:

x= lı́m xn+1 = lı́mG(xn) =G(lı́m xn) =G(x)

Por tantox es un punto fijo deG. Si y es un punto fijo deG, de la desigualdad2.5se deduce que:

d(x,y) = d(G(x),G(y)) 6 ρd(x,y)
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y, comoρ < 1 esta desigualdad implica qued(x,y) = 0, es decir,x= y. LuegoG tiene un único punto
fijo. Finalmente:

d(xn+1, x) = d(G(xn),G(x)) 6 ρd(xn, x) = ρd(G(xn−1),G(x)) 6 (2.6)

6 ρ2d(xn−1, x) 6 · · · 6 ρnd(x1, x) (2.7)

Pero

d(x1, x) 6 d(x1,G(x1))+d(G(x1), x) = d(x1,G(x1))+d(G(x1),G(x)) 6 d(x1,G(x1))+ρd(x1, x)

de donde se sigue que

d(x1, x) 6
1

1−ρd(x1,G(x1))

lo que, por la desigualdad2.6, implica que

d(xn+1, x) 6
ρn

1−ρd(x1,G(x1)).

2

Después de establecer un resultado en un contexto abstractoes conveniente “descender” para ver
lo que dicho resultado aporta en una situación familiar concreta.

Corolario 2.3. Sea g: [a,b]→ [a,b] una función derivable en el intervalo[a,b] y supongamos que
hay un número0< ρ < 1 tal que|g′(x)| 6 ρ para todo x∈ [a,b]. Entonces g tiene un único punto fijo
x∈ [a,b] y cualquiera sea el punto x1∈ [a,b] la sucesión dada por xn+1 = g(xn) converge al punto fijo

de g y|xn+1− x| 6 ρn

1−ρ |x1,g(x1)|.

Demostración. Se aplica el resultado anterior conX = [a,b] que es un espacio métrico completo con
la distancia usuald(x,y) = |x−y|. Basta tener en cuenta que, por el teorema del valor medio, para
todosu,v∈ [a,b] se verifica queg(u)−g(v)= g′(c)(u−v) dondec es un punto comprendido entreu y
v. Tomando valor absoluto en esta igualdad y teniendo en cuenta que|g′(c)| 6 ρ, se deduce que

|g(u)−g(v)| 6 ρ |u−v|

Por tanto,g es una aplicación contractiva. 2

Podemos usar este resultado para obtener condiciones de convergencia para el método de Newton-
Raphson.

Corolario 2.4. Sea f: [a,b]→ R una función con derivada segunda continua en[a,b]. Supongamos
que existe algún punto p∈]a,b[ tal que f(p) = 0 y f ′(p) , 0. Entonces existe un númeroδ > 0 tal que
el único cero de f en[p−δ, p+δ] es p y cualquiera sea el punto x1∈ [p−δ, p+δ] la sucesión dada por

xn+1 = xn−
f (xn)
f ′(xn)

∀n∈N

converge a p.

Demostración. Como f ′(p) , 0 y f ′ es continua, existirá un intervalo abiertoJ ⊂ [a,b] que contiene

al puntop en el cual no se anula la derivada def . Pongamosg(x) = x− f (x)
f ′(x)

, función que estará

definida parax∈ J. Calculando su derivada tenemos que:

g′(x) =
f (x) f ′ ′(x)
( f ′(x))2
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Como f (p) = 0 y f ′ ′ es continua, se deduce que existe un númeroδ > 0 tal que el intervalo [p−δ, p+
δ] ⊂ J y |g′(x)| 6 1/2 para todox∈ [p− δ, p+ δ]. En tal caso, comog(p) = p, tenemos también que:

|g(x)− p| = |g(x)−g(p)| 6 1
2
|x− p| 6 1

2
δ < δ ∀x∈ [p− δ, p+ δ]

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el corolario anterior a la funcióng en el intervalo [p−δ, p+δ]
de donde fácilmente se siguen las afirmaciones del enunciado. 2



Capítulo3

Conceptos básicos de la teoría elemental de series de Fourier

3.1. Introducción

Con el nombre “análisis de Fourier” y también “análisis armónico” se conoce un conjunto de téc-
nicas matemáticas dirigidas a la descomposición de señalesen sinusoides (elanálisisde la señal) y su
posterior reconstrucción (lasíntesisde la señal). La Transformada de Fourier, las Series de Fourier, la
Transformada de Fourier Discreta son, junto con otras técnicas del análisis armónico, la base para el
procesamiento y digitalización de todo tipo de señales; cuando escuchas música en tu ordenador, usas
un escáner o haces una fotografía con una cámara digital, estás usando una tecnología que no sería po-
sible sin dichas técnicas matemáticas. Los métodos de reconocimiento de imágenes, tan importantes en
medicina y en la industria automovilística, usan también dichas técnicas. Cuando miras un analizador
de frecuencias o la gráfica de un electrocardiograma o el monitor que muestra el pulso de un enfermo,
estásviendoanálisis de Fourier. Las aplicaciones del análisis armónico se han multiplicado debido a
los métodos eficaces para el cálculo de la Transformada de Fourier Discreta (el algoritmo conocido
como Transformada Rápida de Fourier) y a la potencia de cálculo de los modernos ordenadores.

Desde un punto de vista puramente matemático, no es exagerado afirmar que el análisis de Fourier
ha sido el principal motor del desarrollo de las matemáticasen los siglos XIX y XX. Sin ir más lejos, la
teoría de conjuntos infinitos de Cantor, la teoría de la medida e integración de Lebesgue y la evolución
del concepto de función hasta llegar a la teoría de distribuciones, han estado motivados directamente
por problemas surgidos en el análisis armónico.

Estructura de la lección y objetivos.

En esta lección vamos a introducir algunos conceptos elementales de la teoría de Series de Fourier
y de la Transformada de Fourier Discreta. En este temahay matemáticas, parece innecesario decirlo,
pero eludiremos los detalles técnicos y nos centraremos en los aspectos de cálculo y en las aplicacio-
nes. El mundo del tratamiento de la señal es muy amplio: óptica, fotografía, vídeo, telefonía, música,
radio, televisión. . . y el tratamiento de la señal requiere potentes técnicas de cálculo que no podrían
llevarse a cabo sin el concurso del ordenador. Por ello creo que este tema tiene interés para todos
los profesionales de la informática. Quién sabe si alguna vez tendrás la oportunidad de trabajar en
estos temas tan apasionantes. Aquí vas a aprender la terminología y los conceptos más básicos lo
que te permitirá, si alguna vez lo necesitas o te interesas enello, que puedas continuar con provecho
profundizando en su estudio.

Conviene que repases las fórmulas de Euler para la exponencial compleja que vimos en la lección
primera. También te vendrá bien repasar la técnica de integración por partes y el cálculo de primitivas
de productos de senos y cosenos.

43
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Haremos dos prácticas relacionadas con esta lección en las que nos ocuparemos de la aproxi-
mación por polinomios trigonométricos y del tratamiento desonidos e imágenes con la ayuda de la
Transformada de Fourier Discreta.

3.2. Conceptos básicos de la teoría de Series de Fourier

Esencialmente la teoría de Series de Fourier persigue dos propósitos:

El Análisis o descomposición de una señal como suma o superposición (en general infinita) de
sinusoides.

La síntesis o recomposición de una señal a partir de sus sinusoides.

Habrás notado que estoy empleando la palabra “señal” como sinónimo de “función” y así lo seguiré
haciendo a lo largo de esta lección con las precisiones que considere necesarias. En análisis armónico
las señales más simples son las sinusoides a las que nos hemosreferido ya varias veces. Conviene
darles un repaso.

3.2.1. Sinusoides

Una sinusoide es una señal de la forma

Asen(2πνt+φ).

El númeroA> 0 es laamplitud, ν > 0 es lafrecuenciamedida en ciclos por segundo o Hercios (Hz),
−π < φ 6 π es lafase(fase inicial), 2πν es la frecuencia medida en radianes por segundo (que se llama
a veces frecuencia angular). Elperíodoes el tiempo que necesita la sinusoide para completar un ciclo
completo, es decir, el período esT = 1/ν segundos.

Asen(2πν(t+1/ν)+φ)= Asen(2πνt+2π+φ)= Asen(2πνt+φ).

En general, una funciónf : R→ C se dice que esperiódicaconperíodo Tsi f (t+T) = f (t) para todo
t∈R. En tal caso cualquier múltiplo entero deT es también un período def , esto es,f (t+kT) = f (t)
para todot∈R,k∈Z. Cuando se dice que una función es periódica de períodoT se sobreentiende que
T es el número positivo más pequeño que verifica la igualdadf (t+T) = f (t) para todot∈R.

En la representación gráfica de la señalf (t) = Asen(2πνt+φ) se interpretaf (t) como la amplitud
de la señal en el instantet. La amplitudA representa la máxima altura que alcanza dicha gráfica, esto
es, el máximo absoluto de la funciónf (el mínimo absoluto es−A). La frecuencia es el número de
veces (ciclos) que se repite la gráfica en un segundo. El período es el tiempo necesario para que la
gráfica complete un solo ciclo.

3.2.2. Frecuencia principal y armónicos

Observa que cuanto mayor es la frecuencia más rápidamente oscila la señal. En lo que sigue puedes
suponer que las señales representan sonidos. El rango de frecuencias audibles por el oído humano está
entre 20 Hz y22.000 Hz. Las frecuencias fundamentales de las 88 notas de un pianovarían desde
27.5Hz a 4096 Hz. El tono de un sonido depende de la frecuencia. Lossonidos graves se corresponde
con bajas frecuencias y los agudos con frecuencias altas. Laintensidad del sonido se mide en decibelios
(db) y es proporcional a la amplitud de la señal. El timbre o calidad de un sonido (lo que distingue
una misma nota en diferentes instrumentos) depende de los armónicos que acompañan al armónico
principal (después explicaremos esto de los armónicos).
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Las ondas sinusoidales tienen la particularidad de producir un sonido puro, es decir, un sonido que
consta de una única frecuencia. Los sonidos que producen losinstrumentos musicales son mucho más
ricos porque en ellos se superponen sonidos de distintas frecuencias: los armónicos. Los armónicos
son sonidos cuyas frecuencias son múltiplos enteros de la frecuencia fundamental. Si la frecuencia
fundamental es 260 Hz, los armónicos tendrán frecuencias 520 Hz, 780 Hz, 1040 Hz etcétera.

Normalmente no escuchamos los armónicos como tonos separados debido, en parte, a que las
amplitudes de los armónicos van decreciendo conforme aumenta la frecuencia. Pero son ellos los que
proporcionan a los sonidos musicales y a la voz humana su profundidad y riqueza. ¿Cómo se producen
los armónicos? Considera una cuerda de guitarra. Ella puedavibrar en un movimiento simple hacia
arriba y hacia abajo. Pero también puede vibrar de formas máscomplejas. Por ejemplo, la mitad de la
cuerda vibra hacia un lado y la otra media hacia el otro (un nodo en el centro). O la tercera parte de
la cuerda pueda vibrar en sentido contrario a las otras partes adyacentes (dos nodos centrales). Y así
podríamos continuar. Cada modo de vibración produce una sinusoide con su propia frecuencia y am-
plitud. La frecuencia correspondiente a la vibración básica hacia arriba y hacia abajo es la frecuencia
fundamental. La frecuencia de la sinusoide producida por lasegunda forma de vibración es dos veces
la frecuencia fundamental (el sonido que produce es una octava más alta que el anterior). La frecuencia
que corresponde a la tercera forma de vibración es tres vecesla frecuencia fundamental, etcétera.

Naturalmente, cuando una cuerda de guitarra vibra se producen todas las vibraciones consideradas
simultáneamente y muchas otras más. Cada una de las sinusoides de frecuencia múltiplo entero de la
fundamental se llama un armónico. En las vibraciones que se producen de forma natural hay armónicos
para cada múltiplo de la frecuencia fundamental, en teoría puede haber infinitos aunque su amplitud
decrece conforme aumenta la frecuencia. Prueba el siguiente experimento. Pulsa una cuerda de guitarra
y cuando empiece a vibrar tócala ligeramente justo en su punto medio. Observa cómo cambia el sonido
que produce: lo que estás oyendo ahora es el segundo armónico. Observa que tú no has pulsado la
cuerda de guitarra una segunda vez: estos sonidos estaban allí. Al tocar suavemente la cuerda en su
punto medio estás eliminando todos los armónicos cuyas frecuencias son múltiplo impar de la principal
(incluida dicha frecuencia).

3.2.3. Representación en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia

Los sonidos puros pueden representarse gráficamente por unasinusoide con amplitud y frecuencia
apropiadas. En esta representación el eje de abscisas se interpreta como el tiempo y en el eje de
ordenadas se representa la amplitud. Esto es lo que se conocecomo la representación en el dominio
del tiempo. Pero la mayoría de los sonidos son complejos y están formados por una superposición
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de armónicos cada uno con su propia frecuencia y amplitud. Para tales sonidos una representación
en el dominio del tiempo no nos proporciona información de sus componentes. Una forma mejor de
visualizar la estructura de un sonido complejo consiste en representar las frecuencias en el eje de
abscisas y las amplitudes de cada frecuencia en el eje de ordenadas. De esta forma lo que obtenemos
es un diagrama de barras; sobre cada frecuencia múltiplo de la principal levantamos un segmento cuya
altura representa su amplitud: esta es la representación enel dominio de la frecuencia y el gráfico
correspondiente se suele llamar el espectro de amplitudes de la señal. Una señal sinusoidal pura tiene
el espectro de amplitudes más sencillo posible: consta de unsolo segmento vertical pues dicha señal
tiene toda su energía concentrada en una sola frecuencia. Otro espectro sencillo es el de un ruido. Un
ruido es un sonido en el que se superponen todas las frecuencias con iguales amplitudes, el espectro
correspondiente sería una recta horizontal.

Aquí tienes una representación en el dominio del tiempo de laseñal

f (t) = sen(260×2πt)+.6sen(2×260×2πt)+.4sen(3×260×2πt)+.2sen(4×260×2πt)

0.001 0.002 0.003
tiempo

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

amplitud

Aquí tienes la representación de la misma señal en el dominiode la frecuencia (la unidad en el eje
de frecuencias representa 260 Hz).

1 2 3 4
frecuencia

0.2

0.4

0.6

0.8

1

amplitud

3.2.4. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) escribió en 1807 un trabajo sobre la propagación del
calor en el que se afirmaba que cualquier señal continua con período 1/ν podía representarse como
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suma de ondas sinusoidales en la forma:
∞∑

n=0

Ansen(2nπνt+φn)

Para empezar nuestro estudio consideremos no una serie sinouna suma finita y, por comodidad,su-
pondremos que el período de nuestra señal es1. Tenemos, pues, una suma de la forma:

N∑

n=0

Ansen(2nπ t+φn) (3.1)

Es frecuente llamar a las sinusoides individuales de una suma de este tipoarmónicos. Esta forma de
una suma trigonométrica de armónicos tiene la ventaja de mostrar explícitamente la amplitud y la fase
de cada uno de ellos pero es muy incómoda para los cálculos. Por ello es más frecuente escribir esta
suma en la forma:

a0

2
+

N∑

n=1

(ancos(2πnt)+bnsen(2πnt)) (3.2)

la razón de escribir el término constante en la formaa0/2 es para simplificar las fórmulas de los
coeficientes que veremos pronto.

Se trabaja con mucha más comodidad con estas sumas si usamos la exponencial compleja. Usando
las ecuaciones de Euler tenemos que:

cos(2πnt) =
e2π in t+e−2π in t

2
, sen(2πnt) =

e2π in t−e−2π in t

2i

con ello la suma3.2puede ser escrita como:

N∑

n=−N

cne2π in t (3.3)

La relación entre estas tres formas distintas de escribir una misma suma trigonométrica viene dada por
las siguientes igualdades válidas para todon∈N:

cn =
an− ibn

2
c−n =

an+ ibn

2
(3.4)

an = Ansenφn bn = Ancosφn (3.5)

Una suma como la que estamos considerando se llama unpolinomio trigonométricode ordenn.

Supongamos que tenemos una señalf que podemos representar como un polinomio trigonométri-
co:

f (t) =
N∑

n=−N

cne2π in t

Observa que para que esto sea posible la señalf tiene que sermuy buenapues, por ejemplo, tiene
que ser indefinidamente derivable y tener período 1. Pero ahora lo que estamos suponiendo es que
la función f es conocida y que se verifica la igualdad anterior y nuestro problema es calcular los
coeficientescn. Para ello multiplicamos dicha igualdad por e−2π i k t y obtenemos que:

e−2π i k t f (t) = ck+

N∑

n=−N,n,k

cne2π i (n−k) t

Ahora integramos ambos lados entre 0 y 1 y tenemos en cuenta que siq∈Z y q, 0 entonces:

1
w

0

e2π iq t dt =
1

2π iq

[
e2π iq t

]t=1
t=0 =

1
2π iq

(e2π iq−e0) =
1

2π iq
(1−1)= 0
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Resulta así que:

ck =

1
w

0

e−2π i k t f (t)dt

Es interesante observar que, debido a quef se supone con período 1, el cálculo de la integral anterior
puede hacerse en cualquier intervalo de longitud 1. En efecto, si x∈R tenemos que:

d
dx

x+1
w

x

e−2π i k t f (t)dt = e−2π i k (x+1) f (x+1)−e−2π i k x f (x) = e−2π i k x f (x)−e−2π i k x f (x) = 0

Lo que prueba que la función
x+1
w

x

e−2π i k t f (t)dt es constante y, por tanto, igual a
1
w

0

e−2π i k t f (t)dt .

Si ahora suponemos quef tiene períodoT podemos considerar la funcióng(t) = f (tT) que tiene
período 1. Supuesto que

g(t) =
N∑

n=−N

cne2π in t

se deduce enseguida que:

f (t) =
N∑

n=−N

cne2π in t/T

donde los coeficientes vienen dados por:

cn =

1
w

0

e−2π in sg(s)ds = [s= t/T] =
1
T

T
w

0

e−2π in t/T g(t/T)dt =
1
T

T
w

0

e−2π in t/T f (t)dt

Las consideraciones anteriores motivan a las siguientes definiciones.

Definición 3.1. Seaf : R→ C una señal de periodoT integrable en [0,T]. Se definen loscoeficientes
de Fourierde f por:

cn =
1
T

T
w

0

e−2π in t/T f (t)dt (n∈Z) (3.6)

El polinomio trigonométrico:

SN(t) =
N∑

n=−N

cne2π in t/T (3.7)

donde los coeficientescn vienen dados por3.6, se llamapolinomio de Fourier de orden Nde f . La
sucesión de los polinomios de Fourier def se llamaserie de Fourierde f . Cuando dicha serie converge
escribimos:

lı́m
N→∞

SN(t) =
∞∑

n=−∞
cne2π in t/T

Teniendo en cuenta3.4se deduce que las igualdades3.6y 3.7pueden escribirse de forma equiva-
lente:

SN(t) =
a0

2
+

N∑

n=1

(ancos(2πnt/T)+bnsen(2πnt/T)) (3.8)
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donde:

an = cn+c−n =
1
T

T
w

0

(
e−2π in t/T +e2π in t/T

)
f (t)dt =

2
T

T
w

0

cos(2πnt/T) f (t)dt n= 0,1,2, . . . (3.9)

bn = i(cn−c−n) =
1
T

T
w

0

i
(
e−2π in t/T −e2π in t/T) f (t)dt =

2
T

T
w

0

sen(2πnt/T) f (t)dt n= 1,2, . . . (3.10)

Losan se llamancoeficientes cosenoy losbn coeficientes senode f .

Es frecuente queT = 2π y que se elija como intervalo de integración [−π,π] con lo cual se tiene:

cn =
1
2π

π
w

−π
e−in t f (t)dt (n∈Z) (3.11)

an =
1
π

π
w

−π
cos(nt) f (t)dt n= 0,1,2, . . . (3.12)

bn =
1
π

π
w

−π
sen(nt) f (t)dt n= 1,2, . . . (3.13)

Observaciones

También se utilizan las notacionescn( f ) y f̂ (n) para representar los coeficientes de Fouriercn

de f .

Para calcular los coeficientes de Fourier de una señal de periodoT podemos integrar en cual-
quier intervalo de longitudT. Suele ser frecuente, por razones de simetría, elegir el intervalo
[−T/2,T/2].

Observa que nada hemos dicho aún sobre la relación entre una función f y su serie de Fourier.
La pregunta ¿de qué modo la serie de Fourier def representa af ? no tiene una respuesta fácil
porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presentaremos algunos resultados en este sentido.

Observa que si cambias una función en un número finito de puntos esto no afecta para nada a
sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio de integrales.

A diferencia de la serie de Taylor de una función, la cual solamente está definida si dicha función
es indefinidamente derivable, la única condición para que laserie de Fourier de una función
esté definida es que la función sea integrable en un intervalo. Te recuerdo que hay funciones
integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto de serie de Fourier es mucho
menos restrictivo que el de serie de Taylor y esa es una de las grandes ventajas de la teoría de
series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.

En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la hipótesis de periodicidad no es restrictiva
para la aplicación de la teoría de series de Fourier. En efecto, si estamos interesados en repre-
sentar por medio de una serie de Fourier una funciónf definida e integrable en un intervalo
[a,b] podemosextenderdicha función a todoR de manera que la extensión sea una función
periódica de períodoT = b−a. Para ello basta repetir la gráfica def en intervalos de longitudT
(si f (b)= f (a+T) , f (a) será preciso cambiar el valor def en uno de los extremos del intervalo
[a,b]).

La consideración de funciones complejas, si bien desde un punto de vista teórico no presenta
ninguna dificultad e incluso hace que la teoría sea más elegante y fácil de desarrollar, desde un
punto de vista práctico no añade nada pues en las aplicaciones siempre se consideran señales
reales.
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3.2.5. Series de Fourier seno y coseno

Seaf : R→ C una señal de periodoT integrable en [0,T] y pongamosT/2= L.

Si f es par, esto esf (−t) = f (t), entonces, teniendo en cuenta que la función coseno es par yla
función seno es impar, se deduce que:

an =
2
T

T
w

0

cos(2πnt/T) f (t)dt =
2
T

T/2
w

−T/2

cos(2πnt/T) f (t)dt =
2
L

L
w

0

cos(πnt/L) f (t)dt

bn =
2
T

T
w

0

sen(2πnt/T) f (t)dt =
2
T

T/2
w

−T/2

sen(2πnt/T) f (t)dt = 0 (n= 1,2, . . .)

Análogamente, sif es impar, esto esf (−t) = − f (t), entonces tenemos que:

an =
2
T

T
w

0

f (t)cos(2πnt/T)dt =
2
T

T/2
w

−T/2

f (t)cos(2πnt/T)dt = 0 (n= 0,1,2, . . .)

bn =
2
T

T
w

0

sen(2πnt/T) f (t)dt =
2
T

T/2
w

−T/2

sen(2πnt/T) f (t)dt =
2
L

L
w

0

sen(πnt/L) f (t)dt

Este resultado lleva a definir las series de Fourier seno y coseno.

Sea ahora f una función definida e integrable en el intervalo[0,L]. Podemosextender fal inter-
valo [−L,L] de dos formas distintas:

f1(x) =

{
− f (−x), −L 6 x< 0

f (x), 06 x6 L

y

f2(x) =

{
f (−x), −L 6 x< 0

f (x), 06 x6 L

Es claro quef1 es impar yf2 es par y coinciden conf en [0,L]. La función f1 es llamada laextensión
impar de f y f2 es llamada laextensión parde f .

La serie de Fourier de la extensi¾n de perÝodo 2L de f1 se llama laserie de Fourier senode f
y viene dada por:

∑

n>1

bnsen(πnt/L), bn =
2
L

L
w

0

f (t)sen(πnt/L)dt

La serie de Fourier de la extensi¾n de perÝodo 2L de f2 se llama laserie de Fourier cosenode
f y viene dada por:

a0

2
+
∑

n>1

ancos(πnt/L), an =
2
L

L
w

0

f (t)cos(πnt/L)dt
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3.2.6. Convergencia de las series de Fourier

El siguiente resultado nos dice que en condiciones razonablemente generales la serie de Fourier de
una función converge puntualmente a dicha función.

Teorema 3.2. Sea f: R→ C una señal periódica con período T e integrable en[0,T].

1. En todo punto t donde f sea derivable por la izquierda y por la derecha se verifica que:

∞∑

n=−∞
cne2π in t/T = f (t)

2. En todo intervalo[a,b] donde f sea derivable con derivada acotada se verifica que:

∞∑

n=−∞
cne2π in t/T

= f (t) ∀t∈ [a,b]

y además la convergencia es uniforme en[a,b].

3. Si f no es continua en un punto t pero la derivada de f tiene límites por la izquierda y por la
derecha en t entonces se verifica que:

∞∑

n=−∞
cne2π in t/T =

f (t+)+ f (t−)
2

donde f(t+) y f(t−) son, respectivamente, los límites por la derecha y por la izquierda de f en
t.

3.2.7. Ejercicios

1. a) Seaf (t) = sen(t/3)+sen(t/4). ¿Esf periódica? En caso afirmativo, ¿cuál es su período?

b) Seaf (t) = sen(λ t)+sen(µ t). Prueba que para quef sea periódica es necesario y suficiente
queλ/µ sea un número racional.

c) ¿Es periódica la funciónf (t) = sen(10t)+sen
(
(10+π)t

)
?

2. Supongamos quef es una función definida enR que se anula fuera de un intervalo acotado y
seaT > 0. Definamos

g(t) =
∞∑

n=−∞
f (t−nT)

Observa queg es, de hecho, una suma finita.

a) Prueba queg es periódica de períodoT (g se llama la “periodización” def con período
T).

b) Sea

Γ(t) =





1−2|t | |t | 6 1
2

0, |t | > 1
2

Representa gráficamente la “periodización” deΓ(t) paraT = 1/2, T = 3/4, T = 1, T = 2.
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3. Considera las distintas formas de escribir la serie de Fourier de una función real periódica de
período 1:

a0

2
+

∞∑

n=1

ancos(2πnt)+bnsen(2πnt)

∞∑

n=−∞
cne2π int

a0

2
+

∞∑

n=1

Ansen(2πnt+φn)

Indica con detalle cómo se pasa de una a otra, es decir, las relaciones que hay entre los distintos
coeficientes.

4. Seaf una señal,cn sus coeficientes de Fourier,an s y bn sus coeficientes coseno y seno respec-
tivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) f es real =⇒ c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ an∈R, bn∈R (n∈N)

b) f es par =⇒ c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ bn = 0 (n∈N)

c) f es impar =⇒ c−n = −cn (n∈N) ⇐⇒ an = 0 (n∈N)

d) f real y par =⇒ c−n = cn∈R (n∈N)

e) f real e impar =⇒ c−n = −cn∈ iR (n∈N)

5. Da una demostración aceptable de la igualdad de Parseval:

1
T

T
w

0

| f (t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|cn|2

6. Calcula las series de Fourier de las extensiones periódicas de las siguientes funciones:

f (x) =

{
0, −π < x< 0

π, 06 x6 π
f (x) =

{
0, −2< x< 0

x, 06 x6 2

7. Calcula la serie de Fourier coseno de la funciónf (x) = x parax∈ [0,π].

8. Calcula la serie de Fourier seno de la funciónf (x) = 1 parax∈ [0,π].

9. Calcula la serie de Fourier seno de la funciónf (x) = cosx parax∈ [0,π].

10. Seaa∈R, a, 0. Si los coeficientes de Fourier de una señalf soncn, ¿cuáles son los coeficientes
de Fourier de la señal trasladadag(t) = f (t−a)? ¿Y los de la señalh(t) = f (at)?.

11. Calcula las series de Fourier de las funciones|sent| y |cost|.
Sugerencia: usa el ejercicio anterior.

12. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 1 dada porf (t) = t para
06 t < 1 y f (t+1)= f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

(−1)n+1

2n+1
=
π

4

Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6
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13. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2π dada por
f (t) = t2 para−π 6 t 6 π y f (t+2π) = f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

(−1)n+1

n2 =
π2

12

14. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2 dada por
f (t) = |t | para−16 t 6 1 y f (t+2)= f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

1
(2n−1)2

=
π2

8

15. Calcula la serie de Fourier de la función 2π periódica que aparece en la figura.

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

16. Dadoa∈R, a∉Z, se define la función de período 2f (t) = eiπat para−16 t < 1 y f (t) = f (t+2).
Calcula la serie de Fourier def y utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

∞∑

n=−∞

1
(a−n)2 =

π2

sen2(πa)

17. Prueba que sif :R→C es una función 2π-periódica y derivable, cuya derivadaf ′ es integrable
en [−π,π], se verifica quê f ′ (k) = ik f̂ (k) para todok∈Z. En otros términos: la serie de Fourier
de la derivada def se obtiene derivando término a término la serie de Fourier def .

18. Seaf : R→C 2π-periódica e integrable en [−π,π] y definamosF(x) =
x
w

0

f (t)dt para todox∈R.

Prueba que la funciónG : R→ C dada porG(x) = F(x)− f̂ (0)x, es 2π-periódica y expresa sus
coeficientes de Fourier por medio de los def .

19. Seaf (x) = x(1− x), (06 x6 1) y consideremos la extensión impar def de período 2.

a) Calcula la serie de Fourier seno def .

b) Justifica que
∞∑

n=0

1
(2n+1)4

=
π2

96
.

c) Calcula la serie de Fourier coseno def ′(x) = 1−2x, (06 x 6 1); y la serie de Fourier de
f ′′(x) = −2.

d) deduce de lo anterior que:

∞∑

n=0

1
(2n+1)2

=
π2

8
,

∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
=
π

4
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3.3. Geometría de las series de Fourier

La teoría de las series de Fourier está estrechamente relacionada con los aspectos algebraicos y
geométricos de los espacios euclídeos. Lo característico de la geometría euclídea es el concepto de or-
togonalidad o perpendicularidad y sus consecuencias. Te recuerdo que six= (x1, x2, x3),y = (y1,y2,y3)
son vectores deR3, suproducto escalar, que notaremos por (x | y), se define como:

(x | y) = x1y1+ x2y2+ x3y3

Se dice quex e y son ortogonales si (x | y) = 0 y se escribex⊥y. Te recuerdo también que lanorma
euclídeade un vectorx viene dada por

‖x‖ =
√

(x | x)

Observa que:
3∑

j=1

(x2
j +y2

j ) = ‖x‖2+ ‖y‖2

y

‖x+y‖2 =
3∑

j=1

(x j +y j)2 =

3∑

j=1

(x2
j +y2

j )+2
3∑

j=1

x jy j

Deducimos de estas dos igualdades que:

x⊥y⇐⇒
3∑

j=1

x jy j = 0⇐⇒ ‖x+y‖2 = ‖x‖2+ ‖y‖2

que no es otra cosa que elteorema de Pitágoras.

Observa que si‖y‖ = 1, los vectoresx− (x | y)y e y son ortogonales. Por esta razón se dice que el
vector (x | y)y es laproyección ortogonaldex sobrey. Una interpretación muy sugerente del producto
escalar es la siguiente:el producto escalar de dos vectores nos dice lo que cada uno deellos conoce
del otro.

En el espacio euclídeoR3 las bases ortonormalesson muy útiles porque en ellas es muy fácil
representar un vector. Te recuerdo que una base deR

3, B = {u1,u2,u3}, se llama ortonormal siui⊥uj
parai , j y ‖ui‖ = 1 donde 16 i, j 6 3. Dado un vectora, sus componentes en una baseB = {u1,u2,u3}
son los númerosα1,α2,α3 que verifican la igualdad:

a= α1u1+α2u2+α3u3 (3.14)

Esta igualdad vectorial es un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incógnitas que deberemos resolver
para calcular lasαi . Pero si la baseB es una base ortonormal entonces podemos calcular directamente
lasαi pues basta para ello multiplicar escalarmente la igualdad3.14poru1 para obtener que:

(a | u1) = α1(u1 | u1)+α2(u2 | u1)+α3(u3 | u1) = α1

Análogamente se obtiene queα2 = (a | u2) y α3 = (a | u3). Con ello la expresión del vectora en la base
ortonormalB = {u1,u2,u3} es:

a= (a | u1)u1+ (a | u2)u2+ (a | u3)u3

Fíjate que (a | u1)ui es la proyección ortogonal dea sobreui por lo que la igualdad anterior nos dice
que la expresión de un vector en una base ortonormal se obtiene sumando las proyecciones ortogonales
de dicho vector sobre los vectores de la base.
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Todo esto son conceptos algebraicos y geométricos. Pero enR
3 también hay una estructura analí-

tica. Recuerda que ladistancia euclídeaentre dos vectoresx e y viene dada por:

d(x,y) = ‖x−y‖ =
√

(x1−y1)2+ (x2−y2)2+ (x3−y3)2

Pues bien, la estructura analítica a la que me refería antes es la siguiente: con la distancia euclídeaR3

es un espacio métrico completo.

La generalización de lo antes dicho deR3 aRn yaCn es inmediata. Nos proponemos generalizar
todo esto a espacios de funciones y relacionarlo con las series de Fourier. En esta generalización es
fácil entender los aspectos algebraicos y geométricos peroel aspecto analítico requiere el uso de la
integral de Lebesgue por lo que no entraremos en él.

Lo primero que es fácil de generalizar es el concepto de ortogonalidad. Supongamos quef y g
son funciones reales integrables en un intervalo [a,b]. Podemos considerarn puntos de dicho intervalo
igualmente espaciados una distanciah y evaluar en ellos dichas funciones para obtener dos vectores
(u1,u2, . . . ,un), (v1,v2, . . . ,vn). La sumah

∑n
j=1 uivi es una suma de Riemann de la integral

r b
a f g y el

hecho de que los vectores (u1,u2, . . . ,un), (v1,v2, . . . ,vn) sean ortogonales se traduce en que
∑n

j=1 uivi =

0, es decir, en que dicha suma sea igual a cero. De esta forma llegamos a la siguiente definición.

Definición 3.3. Dos funciones realesf y g son ortogonales en un intervalo [a,b] si

b
w

a

f (t)g(t)dt = 0

Cuando las funciones toman valores complejos la definición anterior requiere una modificación.

Definición 3.4. Dos funciones (reales o complejas)f y g son ortogonales en un intervalo [a,b] si

b
w

a

f (t)g(t)dt = 0

La definición anterior nos lleva a definir un producto escalarde la forma:

( f | g) =
b
w

a

f (t)g(t)dt (3.15)

y una norma por:

‖ f ‖ =
√

( f | f ) =

√√√√
b
w

a

| f (t)|2 dt (3.16)

Aquí hay un detalle técnico y es que para que la definición3.16tenga sentido debe verificarse que la
función| f |2 sea integrable en [a,b], es decir,

b
w

a

| f (t)|2 dt <∞

se dice entonces quef es una función de cuadrado integrable en[a,b]. Esta condición esmás restric-
tiva que exigir quef sea integrable en [a,b]. Es decir, sif es de cuadrado integrable en [a,b] también
f es integrable en [a,b] pero el recíproco no tiene por qué verificarse como puedes comprobar con
f (t) = 1/

√
t que es integrable en [0,1] pero| f (t)|2 = 1/t no es integrable en [0,1].

Afortunadamente esta exigencia es compatible con la definición 3.15pues sif ,g son funciones de
cuadrado integrable en [a,b] entonces la función productof g es integrable en [a,b].

También hay otro detalle menor y es que para conseguir que la función constante 1 tenga norma
igual a 1 debemos modificar la definición3.15. Introducimos a continuación la terminología adecuada
y damos las definiciones precisas.
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Definición 3.5. Representaremos porL2(0,T) el espacio de las funcionesf :R→C que sonT periódi-
cas y de cuadrado integrable en [0,T]. Este conjunto con las operaciones usuales de suma de funciones
y producto por escalares complejos es un espacio vectorial complejo.

Para todo par de funcionesf ,g∈L2(0,T) definimos su producto escalar por:

( f | g) =
1
T

T
w

0

f (t)g(t)dt (3.17)

y definimos la norma def ∈L2(0,T) por:

‖ f ‖ =
√

( f | f ) =

√√√√ 1
T

T
w

0

| f (t)|2 dt (3.18)

Observaciones

Las propiedades del producto escalar definido por la igualdad 3.17son las usuales. Paraα,β∈C
y f ,g,h∈L2(0,T) se verifica:

1.
(α f +βg | h) = α( f | h)+β(g | h)

Lo que se expresa diciendo que el producto escalar es lineal en la primera variable.

2. (f | g) = (g | f )

De las dos propiedades anteriores se deduce que

( f | αg+βh) = α( f | g)+β( f | h)

lo que se expresa diciendo que el producto escalar es conjugado–lineal en la segunda va-
riable.

3. (f | f ) > 0.

La norma definida por la igualdad3.18tiene las propiedades usuales de las normas:

• ‖α f ‖ = |α| ‖ f ‖.
• ‖ f +g‖ 6 ‖ f ‖+ ‖g‖

Las propiedades (f | f )= 0=⇒ f = 0 o, lo que es igual,‖ f ‖= 0=⇒ f = 0 son también ciertas pero
hay que precisar lo que se entiende porf = 0. Desde un punto de vista práctico puedes interpretar
la igualdadf = 0 en el sentido de que a efectos de integración la funciónf se comporta igual
que la función nula.

La consideración del intervalo [0,T] en lo anterior es por conveniencia. Puesto que las funcio-
nes con las que trabajamos sonT-periódicas podemos considerar en las definiciones anteriores
cualquier intervalo de longitudT. Por razones de simetría es frecuente considerar el intervalo
[−T/2,T/2].

Definición 3.6. Dos funcionesf ,g∈L2(0,T) se llaman ortogonales si (f | g) = 0 en cuyo caso escri-
bimos f⊥g. Un conjunto de funcionesB ⊂ L2(0,T) se dice ortogonal si para cada par de elementos
distintos f ,g∈B se tiene quef⊥g. Si, además para toda funciónf ∈B es‖ f ‖ = 1 se dice queB es un
conjunto ortonormal de funciones.

Es inmediato que un conjunto de funciones ortogonales es linealmente independiente.
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Ejemplo 3.7. En el espacioL2(−π,π) con el producto escalar:

( f | g) =
1
2π

π
w

−π
f (t)g(t)dt ∀ f ,g∈L2(−π,π)

un ejemplo de conjunto ortonormal de funciones especialmente importante es el formado por las ex-
ponenciales complejas:

E =
{

ein t : n∈Z
}

Otro ejemplo de conjunto ortogonal es el formado por las funciones trigonométricas:

T = {1,cos(nt),sen(nt) : n∈N}

De hecho, tenemos las siguientes igualdades:

π
w

−π
cos(nt)cos(mt)dt =





0 si n,m

π si n=m, 0

2π si n=m= 0

π
w

−π
sen(nt)sen(mt)dt =

{
π si n=m, 0

0 en otro caso

π
w

−π
sen(nt)cos(mt)dt = 0 ∀n,m∈N

�

Las siguientes igualdades son de comprobación inmediata:

‖ϕ+ψ‖2 = ‖ϕ‖2+ ‖ψ‖2+2Re(ϕ | ψ) ∀ϕ,ψ∈L2(0,T) (3.19)

Si {ek : 16 k6 n} es un conjunto den funciones ortonormales enL2(0,T) y λk∈C (16 k6 n) entonces:

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

λ jej

∥∥∥∥∥∥

2

=

n∑

j=1

∣∣λ j
∣∣2 (3.20)

Proposición 3.8.Supongamos queB= {ek : 16 k6 n} es un conjunto de n funciones ortonormales en
L2(0,T) y seaM el subespacio vectorial engendrado porB. Dada una función f∈ L2(0,T) la función:

PM( f ) =
n∑

j=1

( f | ej)ej

se llama laproyección ortogonalde f sobreM y tiene las propiedades siguientes:

1. PM( f )∈M.

2. f −PM( f ) es ortogonal aM.

3. mı́n{‖ f −g‖ : g∈M} = ‖ f −PM( f )‖

Demostración. La primera afirmación es evidente porque por su definiciónPM( f ) es combinación
lineal de los vectoresek que forman una base deM.
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Para probar la segunda afirmación basta observar que:

( f −PM( f ) | ek) = ( f | ek)−
n∑

j=1

( f | ej )(ej | ek) = ( f | ek)− ( f | ek) = 0

lo que prueba quef − PM( f ) es ortogonal a los vectoresek y, por tanto, también es ortogonal a
cualquier combinación lineal de ellos, es decir, a cualquier vector deM.

Para probar el punto 3 tenemos que para todag=
∑n

j=1α jej ∈M se verifica:

‖ f −g‖2 = ‖( f −PM( f ))+ (PM( f )−g)‖2 =
(
por3.19conϕ = f −PM( f ), ψ = PM( f )−g

)

= ‖ f −PM( f )‖2+ ‖PM( f )−g‖2+2Re(f −PM( f ) | PM( f )−g) =
(
por serPM( f )−g∈M se verifica que (f −PM( f ))⊥ (PM( f )−g)

)

= ‖ f −PM( f )‖2+

∥∥∥∥∥∥
PM( f )−

n∑

j=1

α jej

∥∥∥∥∥∥

2

=

(
por3.20conλ j = ( f | ej)−α j

)

= ‖ f −PM( f )‖2+
n∑

j=1

∣∣( f | ej)−α j
∣∣2

Deducimos que parag∈M la cantidad‖ f −g‖ es mínima cuando (f | ej)−α j = 0, es decir,α j = ( f | ej),
esto es,g= PM( f ). 2

Particularicemos el resultado anterior al espacioL2(−π,π).

Proposición 3.9. Sea f∈L2(−π,π), y seaM el espacio vectorial engendrado por las funcionesB ={
ei k t : −N 6 k6 N

}
. La proyección ortogonal de f sobreM es el polinomio de Fourier de f de orden

N:

SN(t) = PM( f )(t) =
N∑

k=−N

ck ei k t

dicho polinomio es además el polinomio trigonométrico de orden N que proporciona la aproximación
óptima a f en la norma de L2(−π,π):

mı́n{‖ f −g‖ : g∈M} = ‖ f −SN‖

Demostración. Pongamosek para representar la función ei k t. Basta observar que el conjunto de fun-
cionesB = {ek : −N 6 k6 N} es ortonormal enL2(−π,π) y que:

PM( f ) =
N∑

k=−N

( f | ek)ek =

N∑

k=−N

(
1
2π

π
w

−π
f (t)e−i k t dt

)
ek = (por3.11) = SN

2

Algunos resultados anteriores los hemos enunciado paraL2(−π,π) pero valen igualmente para
L2(0,T). Hasta aquí hemos visto los aspectos algebraicos y geométricos de los que hablamos antes.
Los aspectos analíticos se recogen en el siguiente teorema.
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Teorema 3.10(Teorema de Riesz-Fisher). Para toda función f∈L2(0,T) se verifica que su serie de
Fourier converge a f en la norma de L2(0,T):

lı́m
N→∞

∥∥∥∥∥ f (t)−
N∑

k=−N

ck e2π i k t/T

∥∥∥∥∥ = 0.

La validez del anterior teorema depende de un hecho analítico profundo: el espacioL2(0,T) es un
espacio métrico completo con la distancia dada por

d( f ,g) = ‖ f −g‖

La convergencia en la norma deL2(0,T) se llamaconvergencia en media cuadrática. Observa
que dos funciones pueden estar muy próximas en media cuadrática y, sin embargo, tomar valores muy
diferentes pues la media cuadrática mide un área.

Terminaremos esta sección con un resultado muy útil conocido con el nombre de “igualdad de
Parseval”.

Proposición 3.11(Igualdad de Parseval). Para toda función f∈L2(0,T) se verifica que

1
T

T
w

0

| f (t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|cn|2 (3.21)

La igualdad de Parseval3.21 tiene una interpretación interesante. El número|cn|2 se interpreta

como la energía del armónicocnein t, mientras que la integral
π
w

−π
| f (t)|2 dt se interpreta como la energía

de la señal (en este sentido se dice que las funciones deL2(−π,π) tienen energía finita). La igualdad de
Parseval expresa, pues, que la energía de la señal es igual a la suma de las energías de sus armónicos
componentes.

3.3.1. Suavidad de una señal y convergencia de su serie de Fourier

El teorema3.2pone de manifiesto una estrecha relación entre las propiedades locales de una fun-
ción (continuidad, derivabilidad) y las propiedades globales de convergencia de su serie de Fourier.
Queremos precisar un poco más esta relación. Observa que la convergencia de una serie de Fourier
depende de la rapidez con la que los coeficientescn convergen a cero. Un primer resultado a este
respecto, consecuencia directa de la igualdad de Parseval yde la condición básica necesaria para la
convergencia de una serie, es el siguiente.

Proposición 3.12. Los coeficientes de Fourier de una función de cuadrado integrable convergen a
cero.

La hipótesis de que una función sea de cuadrado integrable (tenga energía finita) es muy poco
exigente, podemos intuir que si exigimos perfecciones mayores a la función obtendremos también
más información sobre la forma en que los coeficientes de Fourier convergen a cero. De hecho, se
verifica el siguiente resultado que puede probarse integrando por partes.

Proposición 3.13.Sea f una función periódica y supongamos que f tiene derivadas continuas hasta
el orden k. Entones hay un número M> 0 tal que

|cn| 6
M

|n|k
para todo n∈Z

En el caso en que k= 1 se verifica que la serie de los coeficientes de Fourier de f converge absoluta-

mente, es decir,
∞∑

n=−∞
|cn| < +∞.
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3.3.2. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia

Una señal analógica dada por medio de una funciónf (t) se dice que está dada enel dominio del
tiempo. Supongamos que dicha señal esT-periódica y de cuadrado integrable y que su serie de Fourier
es

f (t) =
∞∑

n=−∞
cne2π in t/T

(igualdad que, al menos, se verifica en el sentido de la convergencia en media cuadrática). Las fre-
cuencias de los armónicos complejos que forman esta serie son n/T. El espectrode f se define como
el conjunto de pares{(n/T,cn) : n∈Z}. El conocimiento del espectro de una señal determina a dicha
señal (al menos en el sentido de la convergencia en media cuadrática). Podemos considerar una fun-
ción f̂ definida en el conjunto de las frecuencias{n/T : n∈Z} por f̂ (n/T)= cn. Se suele decir que dicha

función representa a la señalf en eldominio de la frecuencia. La “gráfica” de la función
∣∣∣ f̂
∣∣∣ se llama

el espectro de amplitudes, y la “gráfica” de la función arĝf se llama elespectro de fases.

Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

∞∑

n=0

Ansen(2nπνt+φn)

dondeAn> 0 es la amplitud del armónicon-ésimo yφn es su fase, entonces, en virtud de las igualdades
3.4 y 3.5, se verifica que cn = −i

2 Anei φn = 1
2Anei(φn−π/2); y eligiendo

φn ∈] −π/2,3π/2] resulta queφn− π/2 = Arg(cn), lo que justifica la terminología empleada. Ten en
cuenta que para una señal real se verifica siempre quecn = c−n lo que explica el aspecto de las siguien-
tes “gráficas”.

− 3
T − 2

T − 1
T 0 1

T
2
T

3
T

4
T

|c−3|

|c−2|
|c−1|

|c0|

|c1|
|c2|

|c3| |c4|

Figura 3.1: Espectro de amplitudes

El espectro de amplitudes consiste en líneas espectrales regularmente espaciadas en las frecuencias
n/T. Paran= 1 y n= −1 las líneas corresponden a lafrecuencia fundamental. Las demás líneas son
llamadasarmónicosde la señal.

Lo interesante de estas representaciones es que para manipular una señal analógica es más fácil
hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si la señal es un sonido las frecuencias bajas
corresponden a los tonos graves y las altas a los agudos, mientras que las amplitudes representan la
intensidad del sonido del armónico correspondiente.
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Figura 3.2: Espectro de fases

3.3.3. Ejercicios

1. Usando las propiedades algebraicas del producto escalarenL2(0,T), prueba las siguientes igual-
dades:

a) ‖ f +g‖2 = ‖ f ‖2+ ‖g‖2+2Re(f | g)

b) ‖ f +g‖2+ ‖ f −g‖2 = 2‖ f ‖2+2‖g‖2

c) ‖ f − ig‖2 = ‖ f ‖2+ ‖g‖2−2Im( f | g)

d) 4( f | g) =
(
‖ f +g‖2−‖ f −g‖2

)
+ i
(
‖ f + ig‖2−‖ f − ig‖2

)

2. Comprueba que el conjunto formado por las funciones trigonométricas:

{1,cos(2πnt/T),sen(2πnt/T) : n∈N}

es ortogonal enL2(0,T).

3.4. Introducción a la Transformada de Fourier Discreta

Actualmente la mayor parte de las señales están digitalizadas. Para fijar ideas, consideremos una
señal de sonido. Las variaciones en la presión del aire que constituyen un sonido hacen vibrar la
membrana de un micrófono que las transforma en una señal eléctrica cuyo voltaje oscila continuamente
y es convertido en una serie de números por un digitalizador.Un digitalizador es algo así como un
voltímetro que hace miles de medidas por segundo. Cada medida da lugar a un número que se almacena
digitalmente (en formato de 8 bits o 16 bits dependiendo de laperfección con que se quiera reproducir
el sonido). Este número se llama una muestra y al proceso de convertir un sonido en una serie de
números se le llama muestreo.

La tarjeta de sonido de tu ordenador tiene un digitalizador.Si conectas un micrófono a tu ordenador
y grabas tu voz, el archivo que resulta contiene una serie de muestras que permiten reproducir lo que
has grabado.

Lo anterior quiere decir que usualmente lo que conocemos de una señal es una muestra, esto es,
una señal podemos verla como un vector cuyas componentes sonvalores de la señal en determinados
instantes. Si el tamaño de la muestra esN, este vector está en el espacio vectorialN-dimensionalCN.
En términos muy generales puede afirmarse que el análisis de esta señal consiste en representarla en
diferentes bases deCN. Estas bases se eligen de forma que la correspondiente representación pueda
ser fácilmente interpretada y proporcione información útil sobre la señal. Un ejemplo de esto es la
Transformada de Fourier Discreta que vamos a ver a continuación.



3.4 Introducción a la Transformada de Fourier Discreta 62

Supongamos que conocemosN muestras de una señal periódicaf de períodoT las cuales se han
tomado en instantestk igualmente espaciados a lo largo de un período, es decir,tk = kT/N, donde
k= 0,1,2, . . . ,N−1. Conocemos, pues, losN números1:

f (kT/N) = yk, k= 0,1,2, . . . ,N−1

y sabemos quef tiene períodoT. Usando esta informaciónqueremos calcular una buena aproxima-
ción de los coeficientes de Fourier de f.

Como tenemosN datos parece lógico calcularN coeficientescn. Sabemos que bajo hipótesis muy
generales se verifica que lı́m{cn}= 0, esto es, la sucesión de los coeficientes de Fourier converge a cero.
Por ello los coeficientes más significativos vienen al principio. Teniendo esto en cuenta, vamos a tratar
de calcular los coeficientescn paran= −N/2, . . . ,N/2−1 (o un intervalo centrado siN es impar). Este
cálculo podemos hacerlo de dos formas.

Calculando de forma aproximada el valor de la integral

cn =
1
T

T
w

0

f (t)e−2iπnt/T dt

Para ello podemos proceder como sigue:

cn =

N−1∑

k=0

1
T

(k+1)T/N
w

kT/N

f (t)e−2iπnt/T dt ≈
N−1∑

k=0

1
N

f (kT/N)e−2iπnk/N

lo que nos lleva a tomar como una aproximación de los coeficientescn los números

c′n =
1
N

N−1∑

k=0

ykω
−nk dondeω = e2iπ/N, −N

2
6 n6

N
2
−1 (3.22)

Otra forma de proceder es calcular coeficientesĉn por la condición de que el polinomio trigono-
métrico

P(t) =
N/2−1∑

n=−N/2

ĉne2iπnt/T

interpole af en los puntostk, es decir, verifique queP(kT/N) = yk parak= 0,1,2, . . . ,N−1. Debemos
resolver para ello el siguiente sistema deN ecuaciones lineales conN incógnitas (loŝcn):

N/2−1∑

n=−N/2

ĉnω
nk = yk, k= 0,1,2, . . . ,N−1 (3.23)

Teniendo en cuenta que:

−1∑

n=−N/2

ĉnω
nk =

N−1∑

p=N/2

ĉp−Nω
(p−N)k =

N−1∑

n=N/2

ĉn−Nω
nk

y definiendo:

Yn =





ĉn 06 n6
N
2
−1

ĉn−N
N
2
6 n6 N−1

1Es usual en este contexto trabajar con índices que empiezan en 0. La gran mayoría de los textos lo hacen así. Esto tiene el
pequeño inconveniente de que un vector de datos no tiene una posición 0 lo que, como veremos en las prácticas que haremos
sobre este tema conMathematica, obliga a hacer pequeños ajustes en los algoritmos de cálculo.
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el sistema3.23puede escribirse en la forma:

N−1∑

n=0

Ynω
nk = yk, k= 0,1,2, . . . ,N−1 (3.24)

Este sistema puede escribirse en forma matricial:




y0

y1

y2
...

yN−1



=




1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(N−1)

...
...

...
. . .

...

1 ωN−1 ω2(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)







Y0

Y1

Y2
...

YN−1




(3.25)

PongamosΩN =
(
ωnk
)

06k6N−1
06n6N−1

. Es evidente queΩN es una matriz simétrica. Definamos los vecto-

res columna de esta matriz:

ωk =
(
1,ωk,ω2k, . . . ,ωk(N−1)), k= 0,1,2, . . . ,N−1 ω = e2iπ/N

Observa que, de forma natural, estamos ya trabajando enC
N. Recuerda que enCN el producto escalar

euclídeo está dado por:

(z | w) =
N−1∑

j=0

zjwj z= (z0,z1, . . . ,zN−1), w = (w0,w1, . . . ,wN−1)

Teniendo en cuenta queωN = 1, es fácil comprobar que los vectoresω k (06 k6N−1) son ortogonales
y tienen norma igual a

√
N. Dichos vectores son, por tanto, linealmente independientes y forman una

base ortogonal deCN. La igualdad3.25nos dice que (Y0,Y1, . . . ,YN−1) son las coordenadas del vector
y = (y0,y1, . . . ,yN−1) en dicha base o, lo que es igual, notandoek el vectork-ésimo de la base canónica
deCN:

N−1∑

k=0

ykek =

N−1∑

k=0

Ykωk

Multiplicando escalarmente esta igualdad porωn obtenemos:

N−1∑

k=0

yk(ek | ωn) =
N−1∑

k=0

Yk(ωk | ωn) = Yn(ωn | ωn) = NYn

esto es:

Yn =
1
N

N−1∑

k=0

ykω
−nk n= 0,1,2, . . . ,N−1, ω = e2iπ/N (3.26)

Pero estas son exactamente las mismas igualdades3.22. Observa que pueden escribirse en forma fácil
de recordar:

Yn =
1
N

(y | ωn), y = (y0,y1, . . . ,yN−1), ωn = (1,ωn,ω2n, . . . ,ω(N−1)n), ω = e2iπ/N (3.27)

Hemos probado así que:

c′n = ĉn = Yn 06 n6
N
2
−1 (3.28)

c′n−N = ĉn−N = Yn
N
2
6 n6 N−1 (3.29)
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Definición 3.14. La transformaciónF : CN → CN que a un vectory = (y0,y1, . . . ,yN−1) ∈CN hace
corresponder el vectorY = (Y0,Y1, . . . ,YN−1) ∈CN dado por las igualdades3.26 o 3.27 se llama la
Transformada de Fourier Discreta (DFT) enCN.

Observa que la DFT es una biyección lineal deCN en CN cuya inversa viene dada por3.25.
Teniendo en cuenta queΩN es una matriz ortogonal simétrica cuya inversa viene dada porΩ−1

N =
1
N ΩN,

podemos escribir:

Y = F (y) =
1
N
ΩN y, y = F −1(Y) = ΩNY

equivalentemente

Yn =
1
N

N−1∑

k=0

yk e−2iπnk/N, yn =

N−1∑

k=0

Yk e2iπnk/N, n= 0,1,2, . . . ,N−1

Observaciones

La definición que hemos dado de la DFT es la más usual aunque adolece de cierta falta de sime-
tría debido al factor de escala 1/N que figura en la transformada directa pero no en su inversa.
De hecho, la definición de la DFT puede variar de unos textos a otros. Es frecuente ortonorma-
lizar la base formada por los vectoresω k, esto es, considerar la base ortonormal formada por
los vectores 1√

N
ω k. Con ello se consigue que en las fórmulas anteriores figure como factor de

escala en ambas 1/
√

N.

No hay que olvidar la relación entre losYn y los coeficientes aproximados de Fourierĉn que
viene dada por las igualdades3.28y 3.29.

Aunque hemos supuesto al principio que el vectory se obtenía tomandoN valores igualmente
espaciados de una función periódica a lo largo de un período,es claro que se trataba nada más
que de una motivación inicial. La TFD (transformada de Fourier discreta) no tiene ninguna
limitación: el vectory puede ser cualquier elemento deCN. De hecho, la TFD se utiliza para
intentar averiguar las frecuencias presentes en series de datos de cualquier naturaleza. Pero hay
un convenio que se sigue siempre cuando se trabaja con la TFD yque consiste en considerar que
el vectory = {y0,y1,y2, . . . ,yN−1} es una muestra de una sucesión infinita periódica de período
N. Es decir, dado un entero arbitrariok∈Z, definimosyk = yq donde 06 q6N−1 es el resto de la
división dek por N. Con este convenio es inmediato comprobar que el vectorY = F (y) verifica
queYk+N = Yk, es decir, es periódico con períodoN. Esta propiedad se expresa diciendo que
la TFD transforma señales periódicas discretas en el dominio del tiempo en señales periódicas
discretas en el dominio de la frecuencia.

El espectro de la señaly es el conjunto{(n/N,Yn) : n∈Z}. El espectro de amplitudes es el con-
junto {(n/N, |Yn|) : n∈Z} y el espectro de fases{(n/N,Arg(Yn)) : n∈Z} dichos conjuntos suelen
representarse por segmentos de línea que unen los puntos (n/N,0) con los puntos del espectro
correspondiente. Debido a la periodicidad de losYn es suficiente representar dichos espectros
paraN valores consecutivos de n.

Para señalesy reales se verifica queY−n = Yn donde la barra indica complejo conjugado. Como
Y−n = YN−n haciendon= N/2−k obtenemos queYN/2+k = YN/2−k de donde se deduce que

∣∣YN/2+k
∣∣ =
∣∣YN/2−k

∣∣ y Arg(YN/2+k) = Arg(YN/2−k) = −Arg(YN/2−k)

esto es el espectro de amplitudes es simétrico respecto aN/2 y el espectro de fases es anti-
simétrico respecto aN/2. Por esta razón, como en la práctica siempre se trabaja con señales
reales, es costumbre representar solamente la mitad más unode los puntos de dichos espectros
correspondientes a los valores 0,1,2, . . . ,N/2. Los cuales son suficientes para recuperar la señal
original combinándolos con sus conjugados que representanfrecuencias negativas.
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Hay una estrecha analogía entre la DFT y las series de Fourier.

• Series de Fourier.

◦ Se considera una señalcontinuaen el dominio del tiempo,f , con períodoT y, por
tanto, con frecuencia 1/T expresada en Hercios (ciclos por segundo).
◦ Se trata de descomponer dicha señal como una serie de señalescon frecuenciasn/T

(múltiplos enteros de la frecuencia fundamental). La señalmodelo con frecuencian/T
(ciclos por segundo) es sen(2πnt/T). La forma compleja de dicha señal es la función
en(t) = e2π in t/T .
◦ El pesoque la componente de frecuencian/T tiene en nuestra señal viene dado por el

producto escalar:

( f | en) =
1
T

T
w

0

f (t)e−2π in t/T dt

◦ La serie que representa a la señalf es
∞∑

n=−∞
( f | en)e2π i k t/T . Dicha serie proporciona

el espectro de la señal y constituye la representación de la señal en el dominio de la
frecuencia.
◦ En el contexto de las series de Fourier las igualdades:

f̂ (n) =
1
T

T
w

0

f (t)e−2πint/T dt (3.30)

f (t) =

∞∑

n=−∞
f̂ (n)e2πint/T (3.31)

se llaman, respectivamente, las ecuaciones de análisis y desíntesis.

• Transformada de Fourier Discreta.

◦ Se considera una señal discretay = (y0,y1, . . .yN−1) formada porN valores que se
interpretan como un período de una señal discreta periódicade períodoN.
◦ Se trata de descomponer dicha señal como una suma de señales con frecuenciasn/N

(múltiplos enteros de la frecuencia fundamental 1/N). La señalcontinuamodelo con
frecuencian/N (ciclos por segundo) es sen(2πnt/N). La forma compleja de dicha
señal es e2π in t/N. Puesto que de la señal original solamente conocemos sus valores
parak= 0,1,2, . . .N−1, lo que hacemos es evaluar en dichos puntos la señal e2π in t/N

y obtenemos así el vector

ωn = (1,e2π in2/N,e2π in3/N, . . . ,e2π in (N−1)/N)

◦ El pesoque la componente de frecuencian/N tiene en nuestra señal viene dado por el
producto escalar:

(y | ωn) =
1
N

N−1∑

k=0

yk e−2iπnk/N

◦ La suma que representa a la señal discretay es
∑N−1

n=0 (y | ωn)ωn. Dicha suma se
interpreta como la representación de la señal en el dominio de la frecuencia.
◦ Los coeficientesYn se llamancoeficientes espectralesde la señaly. Las igualdades:

Yn =
1
N

N−1∑

k=0

yk e−2iπnk/N, n= 0,1,2, . . . ,N−1 (3.32)

yn =

N−1∑

k=0

Yk e2iπnk/N, n= 0,1,2, . . . ,N−1 (3.33)



3.4.1 Convolución y DFT 66

se llaman, respectivamente, laecuación de análisisy la ecuación de síntesis. La fre-
cuencia fundamental en3.33esω = 1/N.

3.4.1. Convolución y DFT

Como acabamos de explicar, interpretamos los elementos deC
N como sucesiones periódicas con

períodoN (observa que esto se corresponde con la situación inicialmente consideradayk = f (kT/N)
parak = 0,1,2, . . . ,N− 1 dondef era una señal con períodoT, lo que implica queyk+N = yk). Esto
justifica la siguiente definición.

Dadoy = (y0,y1, . . . ,yN−1)∈CN y un entero arbitrariok∈Z, definimosyk = yq donde 06 q6 N−1
es el resto de la división dek por N.

Se define la convolución2 (llamada a veces convolución circular o periódica o cíclica) de dos ele-
mentos de CN, x = (x0, x1, . . . , xN−1) e y = (y0,y1, . . . ,yN−1) como el elemento
z= (z0,z1, . . . ,zN−1) deCN definido por:

zk =

N−1∑

q=0

xqyk−q k∈Z

Es inmediato quezk es una sucesión periódica con períodoN. Escribiremos simbólicamentez= x⊙y.

Fijado un vectory = (y0,y1, . . . ,yN−1), la aplicación que a un vectorx = (x0, x1, . . . , xN−1) hace
corresponder el producto de convoluciónz= y⊙x es una aplicación lineal deCN enCN que podemos
escribir en forma matricial como sigue:




z0

z1

z2
...

zN−1



=




y0 yN−1 yN−2 · · · y1

y1 y0 yN−1 · · · y2

y2 y1 y0 · · · y3
...

...
...

. . .
...

yN−1 yN−2 yN−3 · · · y0







x0

x1

x2
...

xN−1




(3.34)

Las propiedades del producto de convolución se deducen fácilmente de la siguiente importante
propiedad.

Dados dos vectoresa= (a0,a1, . . . ,aN−1) y b = (b0,b1, . . . ,bN−1) enCN notaremos porab∈CN su
producto puntual:

ab= (a0b0,a1b1, . . . ,aN−1bN−1)

Proposición 3.15.Seanx= (x0, x1, . . . , xN−1), y= (y0,y1, . . . ,yN−1) vectores enCN. Entonces se verifica
que:

F
(
x⊙y

)
= NF (x)F (y), F (xy) = F (x)⊙F (y) (3.35)

Demostración. Pongamosz= x⊙y, X = F(x), Y = F(y) y Z = F(z). Por definición:

Zn =
1
N

N−1∑

k=0

N−1∑

q=0

xqyk−qω
−nk

permutando el orden en las sumas obtenemos que:

Zn =
1
N

N−1∑

q=0

xqω
−nq

N−1∑

k=0

yk−qω
−n(k−q) = N XnYn

2Este es uno de los distintos tipos de convolución más frecuentes. Las operaciones de convolución son muy usadas en el
procesamiento de señales digitales. Los tipos de filtros másfrecuentes actúan sobre la señal de entrada “input” haciendo una
convolución con la “función respuesta-impulso del filtro”.
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lo que prueba la primera igualdad en3.35. La otra igualdad se comprueba de forma análoga. 2

3.4.2. ¿Qué podemos hacer con la Transformada de Fourier Discreta?

La DFT permite representar una muestra en el dominio de la frecuencia. Para ello representamos
segmentos que unen los puntos (n/T,0) y (n/T, |Yn|). En el dominio de la frecuencia la señal queda
claramente descompuesta en sus componentes sinusoidales:cada segmento representa la componen-
te sinusoidal de la frecuencian/T y amplitud |Yn|. Es muy fácil manipular esta representación para
suprimir, por ejemplo, pequeñas distorsiones. En la señal original (en el dominio del tiempo) estas
pequeñas distorsiones pueden quedar ocultas pero eso no ocurre en el dominio de la frecuencia pues
en él podemos ver las distintas frecuencias que acompañan a la principal y podemos eliminar las fre-
cuencias más altas que suelen corresponder a las distorsiones. Posteriormente recuperamos la señal
modificada vía la DFT inversa. Esto es lo que se conoce como “filtrado de la señal” y eso es lo que
hacen los convertidores digitales-analógicos.

El dominio de la frecuencia forma parte de nuestra vida diaria. La combinación cerebro-oído es
un excelente analizador de frecuencias, capaz de distinguir en un sonido complejo frecuencias muy
próximas. Un médico que ausculta un paciente está tratando de oír frecuencias que le digan que algo
no va bien. Lo mismo hace un mecánico que escucha el sonido de un motor.

3.4.3. Noticia sobre un famoso algoritmo: la Transformada Rápida de Fourier

Para calcular la DFT usando las fórmulas3.26son necesarias

(N−1)2 multiplicaciones complejas

N(N−1) adiciones complejas

Y no hay que olvidar que una multiplicación compleja son 4 operaciones reales. Por ello el coste
de cálculo de una DFT deN puntos es del orden de 4N2 operaciones reales de punto flotante. Para
hacernos una idea de lo que esto supone, recordemos que en losaños 50 un ordenador podía realizar
del orden de 103 operaciones por segundo y para calcular una DFT de 100 puntosnecesitaría un tiempo
de:

4×1002 operaciones× 1 s
103 operaciones

= 40s

y una DFT de 1000 puntos necesitaría un tiempo de cálculo de 4000 s= 1.1h. Actualmente un PC
es capaz de realizar 107 operaciones por segundo y el tiempo de cálculo de una DFT de 1000 puntos
es 0.4 segundos. Esto parece rápido pero en la práctica está muy lejos de ser suficientemente rápido.
Considera que es una técnica muy frecuente hacer una DFT de 1000 puntos para generar cada imagen
de una animación. Si la animación consta de 10000 imágenes (por tanto es de muy corta duración) el
tiempo total de cálculo sería de 4000 segundos, unos 67 minutos. Demasiado.

Puesto que la DFT se ha convertido en la herramienta básica para el tratamiento de señales, no
es de extrañar que haya quien afirme que el mundo moderno empezó en 1965 cuando J. Cooley and
J. Tukey publicaron su eficaz método para calcular la DFT. Dicho método de cálculo se conoce con
el nombre deTransformada Rápida de Fourier(FFT=Fast Fourier Transform). Este algoritmo, que
marcó una importante etapa en el desarrollo de lo que se conoce como la teoría decomplejidad de
algoritmos, reduce el coste de cálculo de la DFT (suponiendo queN es de la forma 2p) del orden de
N2 al orden deN log2(N). ParaN = 1024= 210 esto supone unas 10.240 operaciones de punto flotante,
esto es, reducimos en 1/100 el tiempo de cálculo. Esta enorme reducción del coste computacional es
lo que en la práctica hizo posible realizar análisis de Fourier en ordenadores, lo que explica que el
trabajo
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J.W. Cooley and J.W. Tukey,An algorithm for the machine computation of complex Fou-
rier series, Math. Comp.19(1965), 297-301

sea el trabajo de matemáticas más frecuentemente citado de todos los tiempos.3

Un uso frecuente de la FFT es para calcular convoluciones. Observa que la igualdad3.34implica
que para calcular el producto de convolucióny⊙x se necesitan:

N2 multiplicaciones complejas

N(N−1) adiciones complejas

La igualdadF
(
x⊙y

)
= NF (x)F (y) implica que:

x⊙y = NF −1 (F (x)F (y))

lo que permite usar el algoritmo de la FFT para calcular convoluciones ahorrando tiempo de cálculo.

3.4.4. Ejercicios

1. Comprueba que los vectores

ωk =
(
1,ωk,ω2k, . . . ,ωk(N−1)), k= 0,1,2, . . . ,N−1 ω = e2iπ/N

forman una base ortogonal deCN.

2. Recuerda que consideramos los elementos deC
N como sucesiones periódicas con períodoN.

Explícitamente: dadoy = (y0,y1, . . . ,yN−1) ∈CN y un entero arbitrariok∈Z, definimosyk = yq

donde 06 q6 N−1 es el resto de la división dek por N. Por ejemplo,y−1 = yN−1, y−2 = yN−2,
yN = y0, yN+1 = y1.

Se dice que la sucesión (yn) es par siy−n = yn y se dice que es impar siy−n = −yn para todon∈Z.

Supongamos que (yn)
F7−→ (Yn). Prueba que:

a) (y−n)
F7−→ (Y−n)

b) (yn)
F7−→ (Y−n)

c) (y−n)
F7−→ (Yn)

d) (yn) es par (impar) ⇐⇒ (Yn) es par (impar).

e) (yn) es real ⇐⇒ Y−n = Yn para todon∈Z.

f ) (yn) es real y par ⇐⇒ (Yn) es real y par.

g) (yn) es real e impar ⇐⇒ (Yn) es imaginario puro e impar.

3. Calcula la transformada de Fourier discreta de las siguientes sucesiones:

a) (1,1,1,1,1,1,1,1)

b) (1,1,1,1,0,0,0,0)

c) (0,0,1,1,1,1,0,0)

d) (1,1,−1,1,−1,1,−1,1)

e) (0,0,1,0,0,0,1,0)

4. Justifica que
N−1∑

n=0

|Yn|2 =
1
N

N−1∑

n=0

|yn|2.

5. SeaZ = F (F (y)). Calcula las componentesZk deZ en función de las componentesyn dey.

3Tukey fue también el inventor del término “bit” como una abreviatura de “binary digit”. ¿No sería esto motivo suficiente
para pasar a la Historia?



Capítulo4

Transformadas de Fourier y de Laplace

4.1. Introducción

Los dominios del tiempo y de la frecuencia son formas alternativas de representar las señales.
Si una señal es modificada en un dominio, también lo será en el otro. Los problemas que plantea el
procesamiento de señales pueden tratarse en el dominio del tiempo con técnicas clásicas de ecuaciones
diferenciales (señales analógicas) o ecuaciones en diferencias (señales discretas), mientras que en el
dominio de la frecuencia estos problemas se traducen en ecuaciones algebraicas generalmente más
sencillas de resolver. Por ejemplo, en la lección anterior hemos visto que la convolución (una operación
complicada) de dos señales discretas en el dominio del tiempo se corresponde con el producto (una
operación muy sencilla) de sus Transformadas de Fourier Discretas en el dominio de la frecuencia.

Las herramientas que establecen las relaciones matemáticas entre los dominios del tiempo y de
la frecuencia se llamantransformadas. Dos de las más usadas son la transformada de Fourier y la
transformada de Laplace y ambas están relacionadas. La transformada de Fourier se usa para repre-
sentar en el dominio de la frecuencia señales continuas y describe el espectro continuo de una señal
no periódica.

Los métodos basados en la transformada de Fourier son usadosprácticamente en todas las áreas de
la ciencia y de la ingeniería: óptica, diseño de circuitos, cristalografía y espectroscopía, procesamiento
de señales y comunicaciones, tratamiento de imágenes.

4.2. La transformada de Fourier

Lo que sigue es un intento de motivar la definición de transformada de Fourier que daremos pos-
teriormente. No nos preocuparemos mucho por la precisión matemática pues se trata de ayudar a la
intuición.

La transformada de Fourier puede interpretarse como una“versión continua” del concepto de
serie de Fourier para funciones no periódicas. Recuerda queel espectro de una señalf , periódica de
períodoT, es el conjunto de pares{(n/T,cn) : n∈Z}, dondecn son los coeficientes de Fourier complejos
de f . Para nuestros propósitos actuales, es conveniente considerar la funciónf̂ dada porf̂ (n/T) = cn.
Observa que la gráfica de dicha función es justamente el espectro de f .

La clave de lo que sigue consiste en interpretar una función no periódica como el límite de una
función periódica cuyo período,T, se hace arbitrariamente grande, es decir,T → +∞. Observa que
cuanto mayor es el períodoT más cerca están los puntos del espectro de forma que cuandoT → +∞

69
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podemos considerar que el espectro se convierte en una curvacontinua y la funciónf̂ en una función
definida enR cuya gráfica es dicha curva. Veamos todo esto con un ejemplo.

Consideremos la función “pulso rectangular” definida por:

Π(t) =

{
1 |t| < 1/2

0 |t| > 1/2

Es claro queΠ no es una función periódica y, por ello, no tiene una serie de Fourier asociada. No
obstante, podemos considerar versiones periódicas deΠ repitiendo su parte no nula separada regular-
mente por grandes intervalos en los que la función es cero. Aquí tienes la gráfica de la periodización
deΠ con período 15.

-20 -10 10 20

Como las periodizaciones deΠ son funciones pares y reales sus coeficientes de Fourier son reales.
Aquí tienes los gráficos de los espectros correspondientes alas periodizaciones deΠ con períodos 5,
10 y 20.
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Calculemos los coeficientes de Fourier de la periodización deΠ con períodoT.

Π̂

( n
T

)
=

1
T

T/2
w

−T/2

e−2π in t/TΠ(t)dt =
1
T

1/2
w

−1/2

e−2π in t/T dt =

=
1
T

[
1

−2π in/T
e−2π in t/T

]t=1/2

t=−1/2
=

1
2π in

(
eπ in/T −e−π in/T ) = 1

nπ
sen
(πn

T

)

Deducimos que
T/2
w

−T/2

e−2π in t/TΠ(t)dt =
sen
(πn

T

)

πn
T

Haciendo ahoraT → +∞ en esta expresión podemos interpretar que la variable discretan/T se con-
vierte en una variable continuascon lo que resulta:

∞
w

−∞
e−2π i s tΠ(t)dt =

sen(π s)
π s

Bien, acabamos de obtener la transformada de Fourier de la funciónΠ. Aquí puedes ver su gráfica.
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Figura 4.1:La función
sen(πt)
πt

Definición 4.1. La transformada de Fourier de una funciónf : R → C es la función
f̂ = Ff : R→ C definida por:

f̂ (s) = Ff (s) =
∞
w

−∞
e−2πis t f (t)dt (s∈R) (4.1)

Comentarios

Usaremos las notacioneŝf y Ff para representar la transformada de Fourier de la señalf . A
veces conviene escribirFf en la formaF( f ) para indicar claramente queFf es la transformada
de Fourier de la funciónf .

El parámetro “s” en la definición4.1se interpreta como frecuencias. La funciónf̂ se interpreta
como la representación de la señalf en el dominio de la frecuencia.

La transformada de Fourier convierte una señal,f (t), dada en el dominio del tiempo en otra
señal,f̂ (s), en el dominio de la frecuencia.

Representaremos porL1(R) el espacio vectorial de todas las funcionesf : R → C tales que
∞
w

−∞
| f (t)| dt <∞. Para que la definición4.1tenga sentido es condición suficiente quef ∈L1(R).

Para calcular la transformada de Fourier de una función tenemos libertad para modificar como
queramos dicha función en un conjunto siempre que ello no afecte al valor de la integral. Por
ejemplo, podemos cambiar el valor de la función en cualquierconjunto finito de puntos. Por
eso, para calcular la transformada de Fourier de una funciónno es imprescindible que la función
esté definida en todoR, es suficiente, por ejemplo, que esté definida en todoR excepto en un
conjunto finito de puntos.

No hay acuerdo unánime sobre la definición de la transformadade Fourier. Algunos detalles
sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en la exponencial,
multiplicar la integral por 1/2π o por 1/

√
2π, incluir o no incluir 2π en el exponente de la

exponencial.

4.2.1. La transformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una señalf por sus componentes de frecuencia. El

conjuntoΩ( f ) =
{

s∈R : f̂ (s) , 0
}

se llama espectro continuo de la señalf . Cada frecuencias∈Ω( f )
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tiene como amplitud
∣∣∣ f̂ (s)

∣∣∣ y su fase es arĝf (s). La señalf queda caracterizada completamente por

f̂ en el sentido de que el conocimiento def̂ permite recuperarf . Veamos de manera informal cómo
puede hacerse esto.

Consideremos quef es una señal que se anula fuera de un intervalo acotado lo que permite con-
siderar su periodización para valores grandes del períodoT de manera quef (t) = 0 para|t | > T/2.
Desarrollemos dicha periodización en serie de Fourier:

f (t) =
∞∑

n=−∞
cne2π in t/T

Teniendo en cuenta quef (t) = 0 para|t | > T/2, los coeficientes de Fourier def vienen dados por:

cn =
1
T

T/2
w

−T/2

f (t)e−2π in t/T dt =
1
T

∞
w

−∞
f (t)e−2π in t/T dt =

1
T

f̂
( n

T

)

Pongamossn = n/T. Sustituyendo el valor decn en la serie obtenemos:

f (t) =
1
T

∞∑

n=−∞
f̂ (sn)e2π i sn t

Como los puntossn están igualmente espaciados una distancia 1/T, podemos interpretar esta suma
como una suma de Riemann de la integral:

∞
w

−∞
f̂ (s)e2π i s t ds

CuandoT→ +∞ podemos esperar que se tenga la igualdad:

f (t) =
∞
w

−∞
f̂ (s)e2π i s t ds

Llegamos así a la siguiente definición.

Definición 4.2. La transformada inversa de Fourier de una funcióng : R → C es la función
ǧ= F−1g : R→ C definida por:

ǧ(t) = F−1g(t) =
∞
w

−∞
e2π i s t g(s)ds (t∈R) (4.2)

Tenemos también el siguiente teorema.

Teorema 4.3(de inversión de Fourier). Si f es una señal continua tal que f∈ L1(R) y tambiénf̂ ∈
L1(R), se verifica que:

f (t) =
∞
w

−∞
e2π i s t f̂ (s)ds (t∈R) (4.3)

La igualdad4.1 se llama laecuación de análisisy la igualdad4.3 se llamaecuación de síntesis.
Observa que la ecuación de síntesis permite reconstruir unaseñal no periódica a través de sus com-
ponentes de frecuencia y puede verse como una “versión continua” de la representación de una señal
periódica por su serie de Fourier.
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Explícitamente, la igualdad4.3afirma que:

f (t) =
∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
e−2π i su f (u)du

]
e2π i s t ds (4.4)

Evidentemente, es más cómodo escribir esta igualdad en la forma:

f = F−1(Ff ) (4.5)

Es notable la simetría que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente se diferen-
cian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también la igualdad:

g= F(F−1g) (4.6)

La transformada de Fourier es una operación que regulariza ysuaviza las funciones. Esto es lo que
dice el siguiente resultado.

Teorema 4.4.La transformada de Fourier de una señal integrable, f∈L1(R), es una función continua,
acotada y lı́m

t→±∞
Ff (s) = 0.

Observación

Hay versiones más generales del teorema de inversión en las que se permite que la funciónf
tenga algunas discontinuidades finitas de salto. Cuando esto ocurre, la funciónF−1(Ff ) en dichas
discontinuidades tiene un valor igual a la semisuma de los correspondientes límites laterales. Por ello,
aunque para calcular la transformada de Fourier de una función tenemos libertad para modificar dicha
función en algunos puntos, cuando queremos recuperar una función que tiene discontinuidades de
salto a partir de su transformada de Fourier, es imprescindible regularizar dicha función definiéndola
en dichas discontinuidades igual a la semisuma de los límites laterales correspondientes.

4.2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente con la
hipótesis de que las funciones que en ellas intervienen estén enL1(R) para que sus correspondientes
transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipótesis adicionales en las que no vamos a
entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades como un formalismo útil para calcular transforma-
das de Fourier. Para ello tendrás que memorizar las transformadas de Fourier de unas pocas funciones
básicas y a partir de ellas aplicando las propiedades que siguen,sin necesidad de calcular integrales,
podrás deducir las transformadas de Fourier de muchísimas funciones más.

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que siα y β son
números yf , g señales, se verifica la igualdad:

F(α f +βg) = αFf +βFg

Propiedades de simetría

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y suinversa:

Ff (s) =
∞
w

−∞
e−2π i s t f (t)dt =

∞
w

−∞
cos(2π st) f (t)dt − i

∞
w

−∞
sen(2π st) f (t)dt

F
−1f (s) =

∞
w

−∞
e2π i s t f (t)dt =

∞
w

−∞
cos(2π st) f (t)dt + i

∞
w

−∞
sen(2π st) f (t)dt

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes propiedades de
simetría.
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1. Ff (s) = F−1f (−s).

2. Regla de inversión. F (Ff )(s) = f (−s).

3. Si la funciónf es par entonces se tiene que:

∞
w

−∞
sen(2π st) f (t)dt = lı́m

a→+∞

a
w

−a

sen(2π st) f (t)dt = 0

por lo que

Ff (s) = F−1f (s) =
∞
w

−∞
cos(2π st) f (t)dt = 2

∞
w

0

cos(2π st) f (t)dt

y la transformada de Fourier def coincide con su transformada inversa y es una función par.

4. Análogamente, sif es impar su transformada de Fourier también es impar y:

Ff (s) = −F−1f (s) = i
∞
w

−∞
sen(2π st) f (t)dt = 2i

∞
w

0

sen(2π st) f (t)

5. Si f es real entoncesFf (−s) = Ff (s).

6. Si f es real y par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f es real e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios puros.

Las siguientes dos propiedades se obtienen fácilmente con un sencillo cambio de variable.

Traslación en el tiempo. Dado un númeroa∈R y una señalf , definimos la señalτa f por:

τa f (t) = f (t−a)

Se verifica que:
τ̂a f (s) = e−2π ia s f̂ (s)

Es decir, una traslación en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.

Cambio de escala o dilatación. Dado un númeroa∈R∗ y una señalf , definimos la señalσa f por:

σa f (t) = f (at)

Se verifica que:

σ̂a f (s) =
1
|a| f̂

( s
a

)

Es decir una dilatación (a> 1) o una compresión (a< 1) en el dominio del tiempo se corresponde con
una compresión o dilatación en el dominio de la frecuencia más un cambio de escala.

Propiedad de modulación. Dadoa∈R, y una señalf , se verifica que la transformada de Fourier de la
función g(t) = e2π ia t f (t) es la funciónτa f̂ .

Esta propiedad es inmediata pues:

ĝ(s) =
∞
w

−∞
e−2π i s t f (t)e2π ia t dt =

∞
w

−∞
e−2π i(s−a)t f (t)dt = f̂ (s−a)



4.2.3 Ejemplos de transformadas de Fourier 76

La aplicación de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se basa en la
siguiente propiedad.

Propiedad de derivación

F( f ′)(s) = 2πisFf (s) F(−2iπ t f (t))(s) = (Ff )′(s)

Igualdad de Parseval
∞
w

−∞
f (t)g(t)dt =

∞
w

−∞
Ff (s)Fg(s)ds

En particular
∞
w

−∞
| f (t)|2 dt =

∞
w

−∞
|Ff (s)|2 ds

4.2.3. Ejemplos de transformadas de Fourier

La función pulso rectangular

Es la función dada por

Π(t) =

{
1 |t| < 1/2

0 |t| > 1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha función en los puntos±1
2 pero,

para recuperar esta función por medio de una transformada deFourier es necesario definir su valor en
dichos puntos igual a 1/2. Como se trata de una función par su transformada de Fourierviene dada
por:

Π̂ (s) = 2
∞
w

0

Π(t)cos(2π st)dt = 2
1/2
w

0

cos(2π st)dt = 2

[
sen(2π st)

2π s

] t=1/2

t=0
=

sen(π s)
π s

La función “cardinal seno” o “función de muestreo”

Es la función dada para todot∈R por

senc(t) =
sen(π t)
π t

por supuesto, senc(0)= 1. Su gráfica puedes verla en la figura4.1.

La transformada de Fourier de esta función se deduce fácilmente de que, según acabamos de ver,
Π̂ = senc y, como la funciónΠ es par, obtenemos

Fsenc= F (FΠ) = F (F−1Π) = Π.

Decaimiento exponencial truncado

Es la función dada por

f (t) =

{
0, t 6 0
e−t, t > 0

Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:

f̂ (s) =
∞
w

−∞
e−2π i s t f (t)dt =

∞
w

0

e(−2π i s−1)t dt =

[
−e−t e−2π i s

1+2π i s

]t→+∞

t=0
=

1
1+2π i s
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La función de Laplace

Es la función dada por
g(t) = e−| t |

Para calcular su transformada de Fourier observamos queg(t) = f (t)+ f (−t) dondef es el decai-
miento exponencial truncado. Deducimos que:

ĝ(s) = f̂ (s)+ f̂ (−s) =
1

1+2π i s
+

1
1−2π i s

=
2

1+4π2s2

La función gausiana unidad

Es la función definida por:

f (t) = e−π t2

Esta función tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier: su transfor-
mada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de quef ′(t) = −2πt f (t) y tomar
transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad conlo que, en virtud de la propiedad de
derivación, resulta:

2πis f̂ (s) =
1
i

f̂ ′(s)

Es decir
f̂ ′(s)+2πsf̂ (s) = 0

Deducimos de aquí que la función̂f (s)eπs2
tiene derivada nula por lo que

f̂ (s) = f̂ (0)e−πs2
= e−πs2

= f (s)

Donde hemos usado el resultado bien conocidof̂ (0)=
∞
w

−∞
e−π t2 dt = 1.

4.2.4. Ejercicios

1. Supongamos que reproduces en un magnetofón una cinta a velocidad doble de la velocidad a que
se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de cambio de escala o dilatación
de la transformada de Fourier.

2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer integrales, la trans-
formada de Fourier de las siguientes funciones:

a) Πa(t) =

{
1, |t | < a/2
0, |t | > a/2

b) f (t) = Π
(
(t−b)/c

)
dondeΠ es la función “pulso rectangular”.

c) f (t) es una función escalonadaf (t) =
m∑

k=1

akΠ

(
x−bn

cn

)
.

d) f (t) =





1, 0< x< 1
2, 1< x< 2
0, x< 0 o x> 2

e) f (t) =

{
cos(πt), |t | < a/2
0, |t | > a/2

f ) f (t) =
1√
2πσ

e−(t−µ)2/2σ2
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g) f (t) = cos(2πβt)e−π(x/α)2

h) f (t) =
1

1+2πit

i) f (t) = 2te−πt2

3. Calcula mediante integración la transformada de Fourierde la “función triángulo” definida por:

Λ(t) =

{
1− |t | , |t | 6 1
0, |t | > 1

4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una señalf , calcula la transformada de
Fourier de la señalg(t) = f (t)cos(2πat).

b) Calcula la señal (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene la gráfica
siguiente.

-6 -4 -2 2 4 6

1

5. Supongamos que la señalf (t) es nula fuera del intervalo [−1/2,1/2]. Sea

g(t) =
∞∑

n=−∞
f (t−n)

la periodización def con período 1. Estudia la relación entre los coeficientes de Fourier deg y
la transformada de Fourier def .

6. Calcula las transformadas de Fourier de las funciones cuyas gráficas son las siguientes.

-1 1 2 3 4 5 6
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3

4.3. Convolución y transformada de Fourier

Procesar una señal consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la señal es analógica
y su transformada de Fourier es

f̂ (s) =
∣∣∣ f̂ (s)

∣∣∣Arg f̂ (s)
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podemos estar interesados en modificar las amplitud
∣∣∣ f̂ (s)

∣∣∣, o las fases Arĝf (s) correspondientes a

cada frecuencias, para obtener una nueva señal que podemos representar en la forma:

ρ(s)
∣∣∣ f̂ (s)

∣∣∣ei sArg f̂ (s)

donde la funciónρ(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la función ei s da cuenta del
cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la funciónρ(s)ei s y a concluir quêf (s)ρ(s)ei s

es la transformación más general que podemos hacer sobre nuestra señal modificando amplitudes y fa-
ses. Es natural interpretar la función ρ(s)ei s

como la transformada de Fourier de una señal analógicag(t), por tanto
g(t) = F−1(ρ(s)ei s)(t), y a preguntarnos qué operación debemos hacer con las señales f (t) y g(t) para
obtener una nueva señal cuya transformada de Fourier sea precisamentêg(s) f̂ (s). Está claro que dicha
operación será el modelo más general del procesamiento de señales. Calculemoŝg(s) f̂ (s).

ĝ(s) f̂ (s) =

∞
w

−∞
g(t)e−2πi s t dt

∞
w

−∞
f (x)e−2πi s x dx =

∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
g(t)e−2πi s t e−2πi s x dt

]
f (x)dx =

=

∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
g(t)e−2πi s(t+x) dt

]
f (x)dx =

∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
g(u− x) f (x)e−2πi su du

]
dx =

=

∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
f (x)g(u− x)e−2πi su dx

]
du =

∞
w

−∞

[ ∞
w

−∞
f (x)g(u− x)dx

]
e−2πi su du

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la función

h(u) =
∞
w

−∞
f (x)g(u− x)dx

Definición 4.5. La convolución de dos señalesf y g es la función

h(t) =
∞
w

−∞
g(t− x) f (x)dx t∈R

dicha función se representará porf ∗g y se llama la convolución def y g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresaque la convolución en el dominio del
tiempo se corresponde con la multiplicación en el dominio dela frecuencia.

Teorema 4.6(de convolución). F( f ∗g)(s) = Ff (s)Fg(s).

Teniendo en cuenta la simetría entre la transformada de Fourier y su inversa, también se verifica la
igualdad:

F
−1( f ∗g) = (F−1f )(F−1g)

y, lo que es más interesante:
F( f g) = Ff ∗Fg

es decir, la multiplicación en el dominio del tiempo se corresponde con la convolución en el dominio
de la frecuencia.

4.3.1. ¿Qué es la convolución?

Es la segunda vez que aparece en este curso la operación de convolución. En la lección anterior
vimos la convolución cíclica de dos señales periódicas discretas y ahora surge la convolución de dos
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señales continuas no periódicas. Entre ambas hay ciertas analogías y ambas se comportan igual res-
pecto a las respectivas transformadas de Fourier discreta ocontinua. No son estos los únicos tipos
de convolución que se consideran. La convolución de funciones es una herramienta muy versátil que
tiene distintos significados en distintos campos y no admiteuna interpretación única. Se trata de una
operación que no es fácilmente visualizable y que tiene cierta complicación: para calcular el valor
de la convolución de dos funciones en un solo punto hay que usar todos los valores de ambas fun-
ciones y realizar una integración. En la figura4.2 tienes un intento de visualización del cálculo de la
convolución de la función pulso rectangular,Π, consigo misma en el puntox= 0.75.

-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2

-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2

Figura 4.2: Gráficas deΠ(x) (azul),Π(0.75− x) (verde),Π(x)Π(0.75− x) (azul),Π ∗Π(x) (rojo). El
punto azul es el valorΠ ∗Π(0.75)

Observa que aunque la función pulso rectangular es discontinua en los puntos±1/2 su convolu-
ción es la función triángulo que es continua. Esta es una propiedad importante de la convolución:la
convolución de dos funciones es una función al menos tan buena como la mejor de ambas.

Podemos ver la convolución como una operación para promediar y suavizar una función por medio
de otra. Consideremos queg es una función positiva, concentrada cerca de 0, con área total igual a 1:

∞
w

−∞
g(x)dx = 1

Por ejemplo,g podría ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0.En tal caso, la función
x 7→ g(t− x) está concentrada cerca det y sigue teniendo área total 1. La integral

∞
w

−∞
g(t− x) f (x)dx

puede interpretarse como unpromediode los valores def (x) cerca dex= t ponderadopor los valores
de x 7→ g(t − x). Si nos movemos a otro puntot′ cercano at y calculamos el valor,f ∗ g(t′), de la
convolución ent′, repetiremos la operación anterior, es decir, calcularemos una media ponderada de
los valores def cerca det′ y dicha media incluirá, sit′ está cerca det, valores def que ya se usaron en
el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los valoresde la convoluciónf ∗g(t) y f ∗g(t′) estén
más próximos quef (t) y f (t′). Es decir,f ∗g(t) suaviza f.
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Por otra parte, este proceso depromediar y regularizares lo que hacen los instrumentos de medida.
Por ejemplo, cuando usamos un termómetro para medir la temperatura en un punto del espacio lo que
estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe a que el termómetro no mide la temperatura
solamente en un punto, sino que la información que proporciona es realmente un promedio de las
temperaturas en una pequeña región del espacio. La manera derealizar este promedio depende de las
características físicas del instrumento y dicho promedio se realiza de igual forma en cualquier punto
donde situemos el termómetro. De esta forma se entiende que los datos que proporciona el termó-
metro son el resultado de una convolución de la función temperatura con otra función, que podemos
interpretar como una función de densidad de probabilidad - una gausiana -, que es característica del
instrumento concreto que usemos. Cuanto más preciso sea el termómetro más alta y estrecha será esta
gausiana y más“concentrada” será la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolución aparece en contextos tan diversos. En al-
gunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauración de imágenes, lo que se quiere es invertir el
proceso antes descrito, es decir, se dispone de una señalf que está “contaminada” por su convolución
con otra señalg de manera que lo que nosotros recibimos es la señalh= f ∗g. La señalg se interpreta
como un “ruido” y pueden hacerse hipótesis sobre su naturaleza para intentar separar la señalf del
ruidog que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere es invertir un proceso de convolución.

Aquí puedes ver dos fotografías de una comadreja. La primerade ellas está “corrida” debido a
un pequeño movimiento de la cámara que tomó la foto. Esto es una convolución. La segunda es el
resultado de someter los datos de la foto a una de-convolución.
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4.3.2. Propiedades de la convolución

La operación de convolución se comporta de forma parecida a la multiplicación. Concretamente,
se verifican las siguientes propiedades:

Conmutativa. f ∗g= g∗ f .

Asociativa.( f ∗g) ∗h= f ∗ (g∗h).

Distributiva. ( f +g) ∗h= f ∗h+g∗h.

La última propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia fácil del teorema de convolu-
ción.

Llegados aquí es natural preguntarse si hay alguna función que sea la unidad para la convolución,
es decir, una funciónδ que verifique quef ∗δ = f para toda función integrablef . Explícitamente, una
tal función habría de verificar la igualdad:

∞
w

−∞
f (x)δ(t− x)dx = f (t)

En particular, tomandof (x) = Π(x/2ε), se sigue que debería ser:
ε
w

−ε
δ(x)dx = 1
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para todoε > 0. Está claro que no hay ninguna función en el sentido usual que verifique estas condi-
ciones. Volveremos sobre esto más adelante.

4.3.3. Convolución y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

Un sistemaes cualquier proceso que transforma señales de entrada en señales de salida. En térmi-
nos matemáticos, podemos representar un sistema por un operadorL que al actuar sobre una señalx
produce una señaly, lo que se escribey= L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Ejemplos de sistema son:

Los instrumentos que usamos para comunicarnos: teléfonos,radios, televisores, cámaras foto-
gráficas,... Todos ellos aceptan cierto tipo de señales de entrada y producen nuevas señales de
salida.

Todo proceso matemático en el que una función se transforme en otra. Por ejemplo, las ecuacio-
nes diferenciales, la convolución con una función dada.

Se distinguen distintos tipos de sistemas según el tipo de señal de entrada y de salida. Los más intere-
santes para nosotros son:

Sistemas analógicoslos que transforman señales analógicas en señales analógicas.

Sistemas discretoslos que transforman señales discretas en señales discretas.

Para que un concepto tan general sea realmente útil hay que suponer que se cumplen ciertas pro-
piedades.

4.3.4. Propiedades de los sistemas

Linealidad. Se dice que un sistemaL es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir, cuales-
quiera sean las señales de entradax e y y los númerosα,β se verifica que:

L(α x+βy) = αL x+βLy

Esta propiedad suele llamarseprincipio de superposición.

Invariancia en el tiempo.Se dice que un sistemaL es invariante en el tiempo si un adelanto o
retraso de la señal de entrada produce el mismo efecto en la señal de salida.

Representando porτax la señal (τax)(t) = x(t−a), la invariancia en el tiempo se expresa por la
igualdad:

L(τax) = τaL x

De manera más explícita, si esy(t) = (L x)(t) la señal transformada dex y es
z(t) = (L(τax))(t) la señal transformada deτax, se verifica quez(t) = y(t−a).

Estabilidad. Se dice que un sistemaL es estable cuando es lineal ycontinuo. Matemáticamente
esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe dotarse de significado matemá-
tico preciso):

L

( ∞∑

n=0

xn

)
=

∞∑

n=0

L xn
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Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo1. Un filtro es un sistema LTI que
además es estable.

Nuestro propósito es ver que los filtros lo que hacen es una convolución de la señal de entrada
con una función que se llama larespuesta impulsodel filtro. Consideremos primero filtros discretos y
después filtros analógicos.

4.3.5. Respuesta impulso de un filtro discreto

Representaremos las señales discretas por funciones definidas enZ con valores enC. Dadas dos
señalesu,v : Z→ C se define su convolución como la señalzdada por

z(n) =
∞∑

k=−∞
u(k)v(n−k) (n∈Z)

supuesto, claro está, que dicha serie converge para todon∈Z. La señalzse llama laconvoluciónde las
señalesu y v y se representa poru∗v. Esta convolución de sucesiones tiene análogas propiedades a la
convolución de funciones por medio de una integral.

La señalδ : Z→C definida porδ(n)= 0 paran, 0 y δ(0)= 1 se llama señalimpulso unidado señal
delta de Dirac2 discreta. Dada una señal discretax : Z→ C, para todon∈Z se verifica la igualdad:

x(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)δ(n−k)

pues dicha suma consta realmente de un único sumando no nulo que se obtiene parak= n. Represen-
taremos porδk la funciónδk(n) = δ(n−k), es decir, con la notación ya usada varias veces,δk = τkδ. La
igualdad anterior nos dice que la sucesión de funcionesxN =

∑N
k=−N x(k)δk convergepuntualmentea

la funciónx.

Supongamos ahora queL : X→ Y un filtro dondeX e Y son espacios vectoriales normados de
sucesiones y que se verifica quexN converge ax en la norma deX (es decir,‖xN− x‖ → 0). Entonces,
la linealidad y continuidad deL permite escribir:

L x= L

(
lı́m

N→∞

N∑

k=−N

x(k)δk

)
= lı́m

N→∞

N∑

k=−N

x(k)Lδk =

∞∑

k=−∞
x(k)Lδk

ComoL es invariante en el tiempo se verifica queLδk = L(τkδ) = τk(Lδ). Poniendoy= L x, y llamando
h= Lδ, la igualdad anterior nos dice que para todon∈Z se verifica que:

y(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)(τkh)(n) =

∞∑

k=−∞
x(k)h(n−k)

Es decir,y= x∗h. En consecuencia, la funciónh, que es es la respuesta del filtro a la función impulso
unidad, caracteriza al filtro. Dicha función se llama la función respuesta impulsodel filtro.

1También puede interpretarse LTI como “sistema lineal invariante por traslaciones” pues no siempre la variable es el tiempo
y lo propio de un sistema LTI, además de la linealidad, es la invariancia por traslaciones de la variable ya sea esta continua o
discreta.

2P. Dirac (1902-1984). Físico inglés que propuso la existencia de partículas con energías negativas - antipartículas - asociadas
al electrón que fueron descubiertas posteriormente por Carl Anderson en 1932 y se llaman positrones. Dirac desarrollo también
una versión tensorial de la ecuación de Schrödinger, conocida como la ecuación de Dirac, que es correcta desde el punto de
vista de la Teoría de la Relatividad. Recibió el premio Nobelde Física en 1933 por sus trabajos sobre antipartículas y mecánica
de ondas. Se le considera precursor de la Teoría de Distribuciones desarrollada posteriormente por L. Schwartz.
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4.3.6. Respuesta impulso de un filtro analógico

Admitamos que existe una “función”δ que es la unidad para la convolución de funciones. En tal
caso podremos escribir una señalx en la forma:

x(t) = (x∗ δ)(t) =
∞
w

−∞
x(s)δ(t− s)ds

Usando la continuidad y linealidad del filtroL y poniendoL(δ) = h, podemos escribir:

y(t) = (L x)(t) =
∞
w

−∞
x(s)L(τsδ)(t)ds

=

∞
w

−∞
x(s)(τsLδ)(t)ds =

∞
w

−∞
x(s)h(t− s)ds = (x∗h)(t)

Resulta así que el filtro es un filtro de convolución. La función h, que es es la respuesta del filtro a la
función impulso unidad,δ, caracteriza al filtro. Dicha función se llama la funciónrespuesta impulso
del filtro. La transformada de Fourier de la respuesta impulso, H(s) = Fδ(s) se llama lafunción de
transferenciadel filtro. La acción del filtro sobre una señalx viene dada en el dominio de la frecuencia
por el productôx(s)H(s).

Este es un buen momento para explicar el papel especial que desempeñan las exponenciales com-
plejas. Consideremos quea es un número real y sea ea(t) = e2πia t. La respuesta del filtro a la señal ea

viene dada por

L(ea)(t) = (ea∗h)(t) = (h∗ea)(t) =
∞
w

−∞
h(s)ea(t− s)ds =

∞
w

−∞
h(s)e2πia(t−s) ds

=

∞
w

−∞
h(s)e−2πia se2πia t ds = e2πia t

∞
w

−∞
h(s)e−2πia s ds

= H(a)ea(t)

la igualdad obtenidaL(ea)(t)=H(a)ea(t) que puede expresarse en términos de funciones comoL(ea)=
H(a)ea nos dice que ea es un vector propio deL con valor propio asociado igual aH(a). Es decir,las
exponenciales complejas son vectores propios de los filtros.

Se acerca la hora de la verdad

Ni que decir tiene que muchas de las anteriores afirmaciones carecen del más elemental rigor
matemático. . . lo que no quiere decir que sean falsa, de hechoson esencialmente ciertas. Para dar
significado matemático a la “función”δ hay que hablar, aunque solo sea un poquito, de la teoría de
distribuciones. Una teoría que está considerada como uno delos mayores logros de las matemáticas del
siglo XX. No olvides que en estas notas estamos dejando deliberadamente de lado los tecnicismos ma-
temáticos, esos que solamente interesan a quienes estamos aquejados de esa extraña enfermedad que
se llamaMatemáticas, pero a veces algunos tecnicismos matemáticos son necesarios incluso para los
ingenieros, aunque solamente sea para proporcionar seguridad y confianza en los cálculos. Tendremos
que volver sobre esto.

Así trabaja la convolución

Vamos a considerar algunos ejemplos de sistemas para comprobar cómo la convolución está pre-
sente en todos ellos.
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4.3.7. Filtro de paso-bajo

Un filtro ideal de paso-bajo es aquél que elimina todas las frecuencias por encima de una frecuencia
dadaνc y deja pasar inalteradas las frecuencias por debajo deνc. Si escribimos la operación del filtro
en la forma:

y(t) = (x∗h)(t), ŷ(s) = x̂(s)H(s)

entonces la función de transferencia viene dada por:

H(s) =

{
1, |s| < νc

0, |s| > νc

Es claro que multiplicar̂x(s) por H(s) deja igual el espectro dex para|s| < νc y elimina las demás

frecuencias. Observa queH(s) = Π

(
s

2νc

)
dondeΠ es la función pulso rectangular.

En el dominio del tiempo, la respuesta impulso del filtro se obtiene calculando la transformada
inversa de Fourier deH(s), que viene dada por:

h(t) = F−1H(t) = 2νcsenc(2νct)

4.3.8. Filtro de paso-banda

Con frecuencia lo que se desea es filtrar una señal dejando pasar sin alterar un determinado in-
tervalo de frecuencias y eliminando las demás. Este es el filtro ideal de paso-banda. Su función de
transferencia,B(s), puede obtenerse de la función de transferencia,H(s), del filtro de paso-bajo. Cen-
trando la banda de frecuencias que se quiere dejar pasar enν0 con un ancho de bandaνc tenemos que
(Ver figura4.3):

B(s) =

{
1, |s− ν0| < νc o |s+ ν0| < νc

0, |s− ν0| > νc y |s+ ν0| > νc

}
= H(s− ν0)+H(s+ ν0)

1

Figura 4.3: Filtro de paso-banda

Podemos obtener fácilmente la función respuesta impulso, que viene dada por:

b(t) = h(t)e2πiν0t+h(t)e−2πiν0t = 4νc cos(2πν0t)senc(2νct)

En la figura4.4puedes ver su gráfica paraν0 = 6 y νc = 2.

4.3.9. Filtro de paso-alto

En este filtro se eliminan todas las frecuencias por debajo deuna frecuencia de corteνc y se dejan
pasar inalteradas las frecuencias por arriba deνc. Este tipo de filtros es frecuente en tratamiento de
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Figura 4.4: Respuesta-impulso del filtro de paso-banda

imágenes donde altas frecuencias espaciales están asociadas perfiles nítidos mientras que las bajas
producen un efecto borroso. La función de transferencia de este filtro viene dada por 1−H(s) donde
H(s) es la función de transferencia del filtro de paso-bajo. Por tanto, la función respuesta impulso es
δ(t)−2νcsenc(2νct).

4.3.10. Una ecuación diferencial ordinaria

Consideremos la ecuación diferencial

my′′(t)+ky(t) = f (t)

que podemos interpretar como la ecuación de un sistema material formado por un resorte, con cons-
tante de recuperaciónk, que sujeta una masamque puede deslizar sobre un plano sin fricción sometida
a una fuerzaf . La señal de entrada esf y la señal de salida del sistema es la funcióny(t) solución de
la ecuación diferencial. Se trata, evidentemente, de un sistema LTI.

Tomando transformadas de Fourier en ambos lados de la ecuación obtenemos:

m(2πis)2ŷ(s)+ k̂y(s) = f̂ (s)

de donde

ŷ(s) =
1

k−4mπ2s2 f̂ (s)

La función 1/(k−4mπ2s2) recuerda a la transformada de Fourier de e−|t|. Ajustando los parámetros a la
vista de la propiedad de cambio de escala, obtenemos que dicha función es la transformada de Fourier
de la función

g(t) =
i

2
√

km
e−i
√

k/m | t |

Por tantoFy= FgFf y, por el teorema de convolución, se sigue que:

y(t) = g∗ f (t) =
i

2
√

km

∞
w

−∞
f (u)e−i

√
k/m | t−u | du
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Este ejemplo puede sernos útil para motivar la funciónδ desde un punto de vista físico. Consideremos
para ello que sometemos al sistema a un impulso casi instantáneo de duraciónε > 0 y magnitud
constantefε(t) = 1/ε, de forma que el momento lineal de dicha fuerza es:

ε
w

0

fε(t)dt = 1

En este caso tenemos que la ecuación diferencial se convierte en:

my′′(t)+ky(t) =

{ 1
ε
, 06 t 6 ε

0, ε < t o t < 0
(4.7)

cuya solución viene dada por:

y(t) =
i

2
√

km

∞
w

−∞
fε(u)e−i

√
k/m | t−u | du =

i

2
√

km

ε
w

0

1
ε

e−i
√

k/m | t−u | du

El cálculo de esta integral depende de quet sea mayor o menor queε. Poniendo
ω =
√

k/m, obtenemos:

i

2
√

km

ε
w

0

1
ε

e−iω | t−u | du =
1

2mω2ε

{
2−e−iω t−eiω (t−ε), 0< t < ε
e−iω t

(
−1+eiωε

)
, ε < t

Como estamos interesados en soluciones reales tomaremos laparte real de la función obtenida. Con
ello obtenemos como solución de la ecuación4.7:

y(t) =
1

2mω2ε

{
2−cos(ω t)−cos

(
ω (t− ε)

)
, 0< t < ε

−cos(ω t)+cos
(
ω (t− ε)

)
, ε < t

Ahora observamos que podemos sumar las dos partes de la solución obtenida para simplificar la expre-
sión de la solución en el intervalo 0< t < ε. Al mismo tiempo, para conseguir una solución continua en
t = 0 y t = ε, multiplicamos por 2 la parte de la solución en el intervalot > ε (observa que esto puede
hacerse porque parat > ε le ecuación4.7es homogénea). Resulta así que:

yε(t) =
1

mω2ε

{
1−cos(ω t), 0< t < ε
cos
(
ω (t− ε)

)
−cos(ω t), ε < t

(4.8)

Por supuesto,yε(t) = 0 parat < 0. Puedes comprobar que la solución obtenida, que claramente depende
deε, es continua y derivable una vez y es solución de la ecuación diferencial4.7 en todo puntot∈R
excepto ent = 0 y t = ε donde la derivada segunda no está definida.

Ahora, paraε→ 0 la función respuestayε(t) tiene el límite:

y0(t) = lı́m
ε→0

yε(t) =
1

mω

{
0, t 6 0
sen(ω t), t > 0

(4.9)

Es perfectamente natural considerary0 como la respuesta del sistema al impulso instantáneo:

f0(t) = lı́m
ε→0

fε(t)

con momento lineal dado por:
∞
w

−∞
f0(t)dt = lı́m

ε→0

∞
w

−∞
fε(t)dt = 1
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Naturalmente, dichoimpulso instantáneoes una idealización. Pero también es una idealización el
concepto de punto material. Lo importante es que dicho impulso instantáneo tiene una interpretación
física claramente intuitiva. Esta idea de “función impulsoinstantáneo” ha sido usada por físicos e
ingenieros (Maxwell, Heaviside, Dirac, . . ) durante más de 150 años obteniendo resultados correctos a
pesar de que los métodos que empleaban no tenían justificación matemática. Al impulso instantáneof0
se le llama funciónδ y aquí nos aparece como un límite paraε→ 0 de las funciones pulso rectangular

fε(t) = (1/ε)Π

(
t− ε/2

2ε

)
. En la figura4.5 puedes ver la gráfica de la respuestayε(t) del sistema a

un impulso fε(t) y en la figura4.6 puedes ver la gráfica de la respuesta del sistemay0(t) al impulso
instantáneof0(t).

1

Figura 4.5:Respuestayε(t) a un impulsofε(t).

1

Figura 4.6: Respuesta-impulsoy0(t) del sistema
al impulso instantáneof0(t).

4.3.11. Así empezó todo: la ecuación del calor

En 1807 Fourier envió un trabajo a la Academia de Ciencias de París en el que trataba el problema
de la conducción del calor. Concretamente, Fourier consideraba un alambre delgado con una distribu-
ción inicial de temperatura dada por una funciónf (x) (se supone que la temperatura en cada sección
transversal del alambre es constante) y se trataba de calcular la funciónu(x, t) que proporciona la tem-
peratura en el puntox del alambre en el instantet. La solución propuesta por Fourier implicaba la
posibilidad de representar cualquier función como la suma de una serie trigonométrica y sus métodos
fueron severamente criticados por su falta de rigor. Esto fue un estímulo para Fourier que siguió sus
estudios publicando en 1822 su obra“Théorie Analytique de la chaleur”en la que hace un amplio uso
de tales representaciones.

Bajo condiciones físicas adecuadas, Fourier, probó que la funciónu(x, t) debe satisfacer la siguiente
ecuación en derivadas parciales:

∂u(x, t)
∂t

=
1
2
∂2u(x, t)
∂x2 (4.10)

El valor de la constante 1/2 se ha elegido así para facilitar los cálculos. Supondremosque el alam-
bre tiene longitud infinita. Nuestro dato de partida es la distribución inicial de temperatura dada por
u(x,0)= f (x) parax∈R.

El sistema que estamos estudiando admite como señal de entrada f (x) y su salida es la función
u(x, t). Observa que se trata de un sistema LTI. La idea para obtenerla solución de la ecuación del
calor es tomar transformadas de Fourier en ambos ladoscon respecto a la variable x. La notación

usual
∂2u(x, t)
∂x2 puede ser confusa y emplearemos la notaciónD1,1u para indicar la derivada parcial de

la funciónu dos veces respecto de la primera variable. Esta notación tiene la ventaja de que permite
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nombrar las variables como queramos sin que ello conduzca a error. La transformada de Fourier de la
funciónx 7→ (1/2)D1,1u(x, t) viene dada, en virtud del teorema de derivación, por:

1
2
̂D1,1u(s, t) =

1
2

∞
w

−∞
D1,1u(x, t)e−2π is x dx =

1
2

(2πis)2û(s, t) = −2π2s2û(s, t)

En el lado izquierdo, además de tomar transformada de Fourier respecto dex, permutamos la deriva-
ción con la integral (usamos la notaciónD2u(x, t) para indicar derivación parcial una vez respecto de
la segunda variable):

D̂2u(s, t) =
∞
w

−∞
D2u(x, t)e−2π is x dx = D2

( ∞
w

−∞
u(x, t)e−2π is x dx

)
= D2û(s, t)

Por tanto, al tomar transformadas de Fourier en ambos lados de la ecuación4.10con respecto a la
variablex obtenemos:

∂û(s, t)
∂t

= −2π2s2û(s, t)

Paras fijo, esta es una ecuación diferencial ordinaria respecto a la variablet y podemos resolverla
fácilmente para obtener:

û(s, t) = û(s,0)e−2π2s2t

La condición inicial̂u(s,0) viene dada por:

û(s,0)=
∞
w

−∞
u(x,0)e−2π is x dx =

∞
w

−∞
f (x)e−2π is x dx = f̂ (s)

Por tanto:
û(s, t) = f̂ (s)e−2π2s2t

La función e−2π2s2t recuerda la transformada de Fourier de una gausiana; de hecho, ajustando los pará-
metros según la propiedad de cambio de escala, es fácil deducir que dicha función es la transformada
de Fourier con respecto a la variablex de la función

h(x, t) =
1√
2πt

e−x2/2t

Tenemos por tanto quêu(s, t) = f̂ (s)ĥ(s, t) es el producto de dos transformadas de Fourier (respecto de
la variablex) y, por el teorema de convolución, deducimos que:

u(x, t) = ( f ∗h)(x, t) = (convolución en la primera variable)

=

∞
w

−∞
f (y)

1√
2πt

e−(x−y)2/2t dy

La solución encontrada nos dice que la temperatura del alambre en el puntox y en el tiempot > 0 es
un promedio suavizado de la temperatura inicialf (x) = u(x,0). Eso es lo que significa la convolución
con una gausiana.

La función

h(x, t) =
1√
2πt

e−x2/2t

es la función de Green de la ecuación del calor para un alambreinfinito. Las gráficas deh(x, t) como
función dex para valores det=1,0.5,0.3,0.1,0.05,0.03,0.01 puedes verlas en la figura4.7.

Observa cómo las curvas se van concentrando enx= 0. No obstante lo hacen de forma que el área
bajo cada curva es constante igual a 1 (no olvides que son funciones de densidad de la distribución
normal). Por tanto, estas funciones podemos verlas, cuandot → 0, como una aproximación de la
“función” δ.
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Figura 4.7:Gausianas aproximando aδ

4.4. Funciones generalizadas

La “función” δ o impulso unidad nos ha aparecido varias veces en estas notas. Las dos últimas
como límite de funciones pulso rectangular o de gausianas. En ambos casos dicha “función” parece
cumplir las siguientes condiciones:

δ(t) =

{
0 t , 0
∞, t=0

y, además:
∞
w

−∞
δ(t)dt = 1

0

Figura 4.8: Representación del impulso unidad en el origen.

Es claro que no hay una función que verifique estas condiciones y sin embargo si aceptamos estas
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propiedades y operamos con ellas sin preocuparnos del rigorpodemos calcular, por ejemplo, la integral

∞
w

−∞
f (t)δ(t)dt

donde suponemos quef es derivable. Para ello integramos por partes poniendo

u(x) =
x
w

−∞
δ(t)dt =

{
0, x< 0
1, x> 0

Con lo que:

∞
w

−∞
f (t)δ(t)dt = [u(t) f (t)]∞−∞−

∞
w

−∞
u(t) f ′(t)dt = f (∞)−

∞
w

0

f ′(t)dt =

= f (∞)− f (∞)+ f (0)= f (0)

Como este resultado tiene perfecto sentido sin necesidad deque f sea derivable podemos definir:

∞
w

−∞
f (t)δ(t) = f (0)

para toda función continuaf . Continuando este orden de ideas podemos probar con un “cambio de
variable” que

∞
w

−∞
f (t)δ(t−a) = f (a)

E incluso antes hemos “probado” que la derivada de la funciónescalón unidad es la funciónδ.

Así podríamos seguir desarrollando un formalismo que en la práctica conducía a resultados co-
rrectos pero que en sí mismo era incomprensible.

Hay, además, otras razones importantes para realizar el estudio que vamos a comenzar. Comente-
mos algunas de ellas. Recuerda que una de las primeras transformadas de Fourier que hemos calculado

ha sido la de la función senc(t) =
sen(πt)
πt

. Dicha función la obtuvimos como la transformada de la fun-

ción pulso rectangular,FΠ(s) = senc(s) y, usando la propiedad de inversión de la transformada de
Fourier y la paridad deΠ, dedujimos queFsenc(s) = Π(s). Recuerda también que la condición sufi-
ciente básica para que la transformada de Fourier de una función f esté definida es quef ∈L1(R), es

decir,
∞
w

−∞
| f (t)| dt <∞. Pues, bien, la función senc no está enL1(R), es decir,

∞
w

−∞
|senc(t)| dt =∞. Te

digo esto para que seas consciente de que los cálculos que hemos hecho se han basado con frecuencia
en el teorema de inversión de Fourier sin molestarnos en comprobar si en cada caso se satisfacían las
hipótesis de dicho teorema.

En el caso de la función senc el arreglo es fácil pues su transformada de Fourier tiene sentido como
integral impropia de Riemann, es decir, se verifica que:

lı́m
a→−∞
b→∞

b
w

a

sen(πt)
πt

e−2πist dt = Π(s) (4.11)

La diferencia respecto a la integral de Lebesgue, que es la que se usa en toda la teoría de análisis
armónico, es que la integral de Lebesgue de una función realf se define en la forma

∞
w

−∞
f (t)dt =

∞
w

−∞
f +(t)dt −

∞
w

−∞
f −(t)dt
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dondef +(t) =máx{ f (t),0} es la parte positiva def y f −(t) =máx{− f (t),0} es la parte negativa def .
Para quef sea Lebesgue integrable debe ocurrir que:

∞
w

−∞
f +(t)dt <∞

∞
w

−∞
f −(t)dt <∞

y esto no ocurre para la función senc para la cual las dos integrales anteriores son infinitas. Sin em-
bargo, sí existe el límite4.11porque en él cancelan las partes positivas y negativas de la función de
manera que su diferencia resulta ser convergente.

No es cómodo que la transformada de Fourier dependa de estas sutilezas y es deseable una teoría
más robusta para trabajar con ella. Pero es que hay otros aspectos en la transformada de Fourier que no
tienen tan fácil arreglo. Sabemos que la transformada de Fourier de una señal es la representación de
dicha señal en el dominio de la frecuencia; las señales más elementales son las sinusoides. Pues bien,
la señal sen(2πt) no tiene transformada de Fourier. No hay ninguna teoría de la integral que pueda
dotar de significado coherente a la integral:

∞
w

−∞
sen(2πt)e−2πist dt

Es decir, las señales sinusoidales !no tienen espectro!

Ha habido otro momento en estas notas, al obtener la función respuesta impulso del filtro de paso-
alto, en el que “calculamos” la transformada inversa de Fourier de la función constante 1:

∞
w

−∞
e2πist ds

¿Necesito decirte que esa integral carece por completo de significado?

En otro momento, para obtener la respuesta impulso de un filtro analógico, hemos necesitado
suponer que existe una función unidad para la convolución !cuya transformada de Fourier debería ser
la función constante igual a 1! Es momento de poner un poco de orden en todo esto.

4.4.1. Funciones rápidamente decrecientes

Representaremos porS el conjunto de las funcionesϕ : R→ C que verifican las condiciones:

Tienen derivadas de todos órdenes.

lı́m
x→−∞

xmϕ(n)(x) = lı́m
x→+∞

xmϕ(n)(x) = 0 n,m= 0,1,2, . . . (4.12)

Es decir, cualquier potencia dex multiplicada por cualquier derivada deϕ tiene límite cero en
±∞.

Las funciones deS se llaman funcionesrápidamente decrecienteso funciones de Schwartz3.

No es difícil dar ejemplos de funciones de Schwarz. Por ejemplo, la función e−x2
es una función

de Schwartz. También es inmediato que el producto de una función polinómica por una función de

3L. Schwartz (1915-2002) matemático francés creador en 1948de la Teoría de Distribuciones por la que se le concedió en
1950 la medalla Fields (considerada como el premio Nobel de Matemáticas). La Teoría de Distribuciones introduce un concepto
muy general de función y permite extender los procesos del Cálculo Diferencial e Integral a esta nueva clase de funcioneslo
que permite una nueva interpretación de las ecuaciones diferenciales e integrales del Análisis Matemático así como de sus
soluciones.
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Schwartz es también una función de Schwartz. Lo importante de esta clase de funciones es que son
muy suaves (son de claseC∞) y tienen “colas” que decrecen muy rápidamente. Son funciones excep-
cionalmente buenas tanto desde el punto de vista de la derivación como de la integración. Por ejemplo,
la condición4.12implica que las funciones de Schwarz y todas sus derivadas son integrables y, por
tanto, sus transformadas de Fourier están definidas.

A continuación resumimos algunas propiedades importantesde la claseS. Algunas son inmediatas
y, lo que es fundamental, todas ellas pueden probarse fácilmente con técnicas básicas del cálculo sin
necesidad de recurrir a la teoría de la integración de Lebesgue.

4.4.2. Propiedades de la claseS

S es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma yproducto por escalares.

La transformada de Fourier de una función deS también es una función deS.

El teorema de inversión de Fourier es válido para funciones deS.

Consideremos una funciónf tal que para toda funciónϕ∈S tenga sentido la integral

∞
w

−∞
f (t)ϕ(t)dt

Eso no es pedirle mucho af . Cualquier funciónf ∈L1(R) o f ∈L2(R) satisface esta condición. Con
mayor generalidad, es suficiente suponer quef es una función integrable en todo intervalo acotado;
condición que supondremos implícitamente en todo lo que sigue. En tal caso, podemos definir una
aplicación, que notaremosT f deS enC que a cada funciónϕ∈S hace corresponder el número dado
por la integral anterior:

T f : S→ C T f (ϕ) =
∞
w

−∞
f (t)ϕ(t)dt

Una primera observación importante es que el conocimiento de T f permite recuperarf en todo punto
dondef sea continua. Es decir, si olvidamos la funciónf pero sabemos calcular para cadaϕ∈S el valor
deT f , entonces podemos obtener el valor def en sus puntos de continuidad. Para ello consideremos
la función:

ϕ(x) =

{
exp
(

x2

x2−1

)
, x∈] −1,1[

0, x∉] −1,1[

y definamos para todon∈N y x∈R:

ϕn(x) =
ϕ(nx)

r ∞
−∞ϕ(nx)dx

Tenemos queϕn∈S y fácilmente se comprueba que sia es un punto de continuidad def se verifica
que:

lı́m
n→∞

∞
w

−∞
f (x)ϕn(x−a)dx = f (a)

La aplicaciónT f tiene además otra propiedad: es lineal.

T f (λϕ+µψ) = λT f (ϕ)+µT f (ψ) (λ,µ∈C,ϕ,ψ∈S)

Podemos considerar queT f es una extensión de la funciónf y esa es la clave que conduce a la siguiente
definición.
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Definición 4.7. Una función generalizadao unadistribución temperada Tes una aplicación lineal
continua deS enC.

Con más detalle: Una función generalizada es una aplicaciónT : S→ C que es lineal:

T f (λϕ+µψ) = λT f (ϕ)+µT f (ψ) (λ,µ∈C,ϕ,ψ∈S)

y es continua en el sentido de que si{ϕn} es una sucesión de funciones de Schwartz con la propiedad
de que{ϕn} → ϕ∈S entoncesT f (ϕn)→ T f (ϕ).

La continuidad es la parte difícil en esta definición. Decir que {ϕn} → ϕ en S quiere decir que
la sucesión{ϕn} y todas sus derivadas{ϕ(k)

n } convergen uniformemente en todo intervalo acotado. Te
gustará saber que no tendremos que preocuparnos por esto en lo que sigue.

Las distribuciones que hemos definido se llaman “temperadas” porque hay otros tipos de distribu-
ciones pero, en lo que sigue, las llamaremos, simplemente, “distribuciones” o “funciones generaliza-
das”.

Una notación cómoda para trabajar con distribuciones es la siguiente:

T(ϕ) = 〈T,ϕ〉

que usaremos con frecuencia en lo que sigue.

Representaremos porT f la distribución definida por una funciónf :

〈T f ,ϕ〉 =
∞
w

−∞
f (x)ϕ(x)dx (ϕ∈S)

Es usual identificarT f con f pues ambas se determinan mutuamente. Pero hay otras distribuciones
que no están definidas de esta forma. Un ejemplo importante esel siguiente.

4.4.3. La distribución δ

La aplicaciónδ : S→ C definida por

δ(ϕ) = 〈δ,ϕ〉 = ϕ(0) (ϕ∈S)

es una distribución temperada. La linealidad es clara pues:

〈δ,ϕ+ψ〉 = (ϕ+ψ)(0)= ϕ(0)+ψ(0)= 〈δ,ϕ〉+ 〈δ,ψ〉
〈δ,λϕ〉 = (λϕ)(0)= λϕ(0)= λ〈δ,ϕ〉

La continuidad también, pues si{ϕn} → ϕ entonces, en particular,{ϕn(0)} → ϕ(0), por lo que

〈δ,ϕn〉 = ϕn(0)→ ϕ(0)= 〈δ,ϕ〉

Es fácil probar que no hay ninguna funciónf cuya distribución asociadaT f sea la distribuciónδ. De
esta forma,δ aparece como la distribución temperada más sencilla que no procede de una función.

Con más generalidad. Dadoa∈R se define la distribuciónδa por la igualdad:

〈δa,ϕ〉 = ϕ(a) (ϕ∈S)

Otras aproximaciones deδ que se han sugerido anteriormente pueden obtenerse como sigue.
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Definición 4.8. Una sucesión{Tn} de distribuciones se dice que converge (débilmente) a una distribu-
ciónT si para todaϕ∈S se verifica que

〈Tn,ϕ〉 → 〈T,ϕ〉

Es frecuente introducir la funciónδ como un límite de funciones rectángulo o de gausianas; no-
sotros mismos hemos considerado antes estas aproximaciones. El hecho de que la funciónδ pueda
interpretarse de maneras en apariencia tan diferentes queda explicado en la siguiente construcción.

Seaf cualquier función que verifique

∞
w

−∞
f (t)dt = 1

y definamos para cadap> 0 la función

fp(x) = p f(p x)

Entonces se verifica queT fp→ δ.

La demostración es instructiva y sencilla. Hay que probar que para todaϕ∈S es

lı́m
p→+∞

∞
w

−∞
fp(t)ϕ(t)dt = ϕ(0)= 〈δ,ϕ〉

Tenemos que

∞
w

−∞
fp(t)ϕ(t)dt =

∞
w

−∞
fp(t)

(
ϕ(t)−ϕ(0)+ϕ(0)

)
dt

=

∞
w

−∞
fp(t)

(
ϕ(t)−ϕ(0)

)
dt +ϕ(0)

∞
w

−∞
f (t)dt

=

∞
w

−∞
fp(t)

(
ϕ(t)−ϕ(0)

)
dt +ϕ(0)

=

∞
w

−∞
f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt +ϕ(0)

Seaε > 0. Como la integral
∞
w

−∞
f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt

es finita, podemos tomar un númeroa> 0 tal que
∣∣∣∣∣

−a
w

−∞
f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt

∣∣∣∣∣ < ε
∣∣∣∣∣

∞
w

a

f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt

∣∣∣∣∣ < ε

Pongamos

M =
a
w

−a

| f (t)| dt

Por la continuidad deϕ enx= 0 podemos tomarp0 suficientemente grande de modo que parap> p0

se tenga|ϕ(x/p)−ϕ(0)| < ε/m. Con ello resulta que
∣∣∣∣∣

a
w

a

f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt

∣∣∣∣∣ 6
a
w

a

∣∣ f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)∣∣ dt < ε
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Combinando las tres acotaciones anteriores se deduce que:
∣∣∣∣∣
∞
w

−∞
f (t)
(
ϕ(t/p)−ϕ(0)

)
dt

∣∣∣∣∣ < 3ε

Como queríamos probar.

4.4.4. Derivación de distribuciones

Consideremos una funciónf derivable cuya derivadaf ′ define una distribución. Dadaϕ∈S, inte-
grando por partes (con la hipótesis de quef (x)ϕ(x)→ 0 cuandox→ ±∞ que no es mucho pedir) se
obtiene fácilmente:

〈T f ′ ,ϕ〉 =
∞
w

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx = −

∞
w

−∞
f (x)ϕ ′(x)dx = −

〈
T f ,ϕ

′〉

Lo interesante de esta igualdad es que en la última integral no figura la derivada def y tiene perfecto
sentido sin necesidad de quef sea derivable.

Definición 4.9. Dada una distribuciónT, su derivada es la distribuciónT ′ definida por

〈T ′,ϕ〉 = −〈T,ϕ ′〉 (ϕ∈S)

El hecho de que, efectivamente, la definición dada deT ′ define una distribución, es consecuencia
del tipo de convergencia que se considera enS que involucra no solamente a las funciones sino también
a sus derivadas como ya comentamos anteriormente.

Observa que con la definición dada, sif es una función derivable se verifica que
T ′f = T f ′ , lo que permite identificar la derivada usualf ′ de una función derivablef con su deriva-
da generalizadaT ′f .

Naturalmente, la definición de derivada de una distribuciónse puede aplicar aT ′ para obtener la
derivada segundaT ′′ y derivadas sucesivas. Resulta así que, con la definición dada, las distribuciones
son indefinidamente derivables.

A partir de ahora, cuando no haya lugar a confusión, identificaremos la distribuciónT f con la
función f y escribiremos〈 f ,ϕ〉 en lugar de〈T f ,ϕ〉.

4.4.5. Derivada de la función escalón unidad

La función escalón unidad llamada tambiénfunción de Heaviside, es la función dada por:

H(x) =

{
0, x6 0
1, x> 0

Dicha función determina una distribución que viene dada por

〈H,ϕ〉 =
∞
w

−∞
H(x)ϕ(x)dx =

∞
w

0

ϕ(x)dx

La distribución derivadaH ′ viene dada por:

〈H ′,ϕ〉 = −
∞
w

−∞
H(x)ϕ ′(x)dx = −

∞
w

0

ϕ ′(x)dx = −( lı́m
x→+∞

ϕ(x)−ϕ(0))= ϕ(0)

Hemos obtenido que para todaϕ∈S es

〈H ′,ϕ〉 = ϕ(0)= 〈δ,ϕ〉
Por tanto,H ′ = δ.



4.4.6 Derivada de la función rampa 97

4.4.6. Derivada de la función rampa

La función rampa es la función dada por:

u(x) =

{
0, x6 0
x, x> 0

Dicha función determina una distribución que viene dada por

〈u,ϕ〉 =
∞
w

−∞
u(x)ϕ(x)dx =

∞
w

0

xϕ(x)dx

La distribución derivadau′ viene dada por:

〈u′,ϕ〉 = −
∞
w

−∞
u(x)ϕ ′(x)dx = −

∞
w

0

xϕ ′(x)dx = −
(
[
xϕ(x)

]x→∞
x=0 −

∞
w

0

ϕ(x)dx

)
=

∞
w

0

ϕ(x)dx

Hemos obtenido que para todaϕ∈S es

〈u′,ϕ〉 =
∞
w

0

ϕ(x)dx = 〈H,ϕ〉

Por tanto,u′ = H.

4.4.7. La derivada generalizada de una función discontinua

Consideremos una función continua enR excepto en dos puntosa< b donde tiene discontinuidades
de salto y que tiene derivada continua en los intervalos ]−∞,a[, ]a,b[ y ]b,+∞[. Vamos a calcular la
derivada generalizada def vista como distribución, es decir, identificandof con la distribuciónT f .
Tenemos que:

〈
T ′f ,ϕ

〉
= −

∞
w

−∞
f (x)ϕ ′(x)dx = −

a
w

−∞
f (x)ϕ ′(x)dx −

b
w

a

f (x)ϕ ′(x)dx−
∞
w

b

f (x)ϕ ′(x)dx

a b

Integrando por partes en cada uno de los intervalos, notandof (a+), f (b+) los límites laterales por
la derecha yf (a−), f (b−) los límites laterales por la izquierda def ena y enb, y obtenemos

〈
T ′f ,ϕ

〉
= − f (a−)ϕ(a)+

a
w

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx− f (b−)ϕ(b)+ f (a+)ϕ(a)

+

b
w

a

f ′(x)ϕ(x)dx+ f (b+)ϕ(b)+
∞
w

b

f ′(x)ϕ(x)dx
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Que podemos escribir en la forma
〈
T ′f ,ϕ

〉
= λϕ(a)+µϕ(b)+

〈
T f ′ ,ϕ

〉

donde

λ = f (a+)− f (a−)

µ = f (b+)− f (b−)

Hemos obtenido que la derivada generalizada def viene dada por

T ′f = T f ′ +λδa+µδb

que suele escribirse como
T ′f = f ′+λδa+µδb

Observa que en este caso la derivada generalizada,T ′f , de f , no coincide con la distribuciónT f ′

definida por la derivada def . Las discontinuidades def en los puntosa y b hacen intervenir las
funcionesδa y δb multiplicadas por los saltosλ y µ de f en dichos puntos.

El resultado anterior se generaliza fácilmente para cualquier número finito de discontinuidades
de salto. Incluso puede generalizarse para funciones con infinitas discontinuidades de salto. Vamos a
verlo.

Sea f una función con discontinuidades de salto en los puntos{xk : k∈Z}, donde suponemos que
xk < xk+1. Sea

λk = lı́m
t→xk
t> xk

f (t)− lı́m
t→xk
t< xk

f (t)

el salto def enxk, y supongamos que la sucesión{λk} está acotada (pueden hacerse hipótesis bastante

más generales). Entonces, para todaϕ∈S se verifica que la serie
N∑

n=−N

ϕ(λk) es convergente (de hecho

es absolutamente convergente) y la sucesión de distribuciones
N∑

k=−N

λkδxk converge a una distribución

que notamos, claro está,
∞∑

n=−∞
λkδxk definida para todaϕ∈S por

〈 ∞∑

n=−∞
λkδxk,ϕ

〉
=

∞∑

n=−∞
ϕ(λk)

En estas condiciones, suponiendo quef es derivable enR exceptuando los puntosxk, se verifica que

T ′f = f ′+
∞∑

n=−∞
λkδxk (4.13)

4.4.8. La distribución “valor principal”

La función f (x) = 1/x no define una distribución pues siϕ∈S la integral

∞
w

−∞

ϕ(x)
x

dx

puede no existir. Dado que la funciónf (x) = 1/x aparece con frecuencia en la práctica (piensa en
la descomposición en fracciones simples de las funciones racionales) es importante darle entrada de
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alguna forma en el mundo de las distribuciones. Ello puede hacerse observando que la funcióng(x) =
log|x| sí define una distribución pues para todaϕ∈S la integral

∞
w

−∞
log|x|ϕ(x)dx

está definida. Como la derivada deg es f , definimos la distribución “valor principal”, que representa-

mos por vp

(
1
x

)
, como la derivada generalizada de la funcióng(x) = log|x|. Por tanto

〈
vp

(
1
x

)
,ϕ

〉
=
〈
T ′g,ϕ

〉
= −〈g,ϕ ′〉 = −

∞
w

−∞
log|x|ϕ ′(x)dx

Como
∞
w

−∞
log|x|ϕ ′(x)dx = lı́m

ε→0
Jε

donde

Jε = −
−ε
w

−∞
log|x|ϕ ′(x)dx−

∞
w

ε

log|x|ϕ ′(x)dx

Integrando por partes se obtiene fácilmente que

Jε =
(
ϕ(ε)−ϕ(−ε)

)
logε+

w

|x|>ε

ϕ(x)
x

dx

Por el teorema del valor medio

ϕ(ε)−ϕ(−ε) = 2εϕ ′(cε) |cε| < ε

lo que implica que lı́m
ε→0

(
ϕ(ε)−ϕ(−ε)

)
logε = 0 y, por tanto, obtenemos

〈
vp

(
1
x

)
,ϕ

〉
= lı́m
ε→0

w

|x|>ε

ϕ(x)
x

dx = lı́m
ε→0

∞
w

ε

ϕ(x)−ϕ(−x)
x

dx

Teorema 4.10.Dos distribuciones que tienen igual derivada se diferencian en una constante.

Es suficiente probar que siT es una distribución con derivada nula entonces hay un númeroλ tal

queT = λ, es decir,〈T,ϕ〉 = λ
∞
w

−∞
ϕ(x)dx para todaϕ∈S.

Por hipótesis se verifica que〈T ′,ϕ〉 = −〈T,ϕ ′〉 = 0, esto es,〈T,ϕ ′〉 = 0 para todaϕ∈S. Esto nos
lleva a considerar el conjuntoS0 = {ϕ ′ : ϕ∈S}. Probemos que

S0 = {ϕ ′ : ϕ∈S} =
{
ψ∈S :

∞
w

−∞
ψ = 0

}

Si ϕ∈S entonces tambiénϕ ′ ∈S y
r ∞
−∞ϕ

′ = 0. Recíprocamente, siψ∈S y
r ∞
−∞ψ = 0 definiendo

ϕ(x) =
x
w

−∞
ψ(t)dt

se tiene que la funciónϕ pertenece aS y ϕ ′(x) = ψ(x), luegoψ∈S0.
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Seaω una función fija enS tal que
r∞
−∞ω(x)dx = 1. Dado un elemento arbitrarioϕ deS, definamos

ψϕ = ϕ− I (ϕ)ω, dondeI (ϕ) =
r ∞
−∞ϕ. Entonces

ϕ = ψϕ + I (ϕ)ω

y ψϕ∈S0. Poniendoλ = 〈T,ω〉, deducimos que

〈T,ϕ〉 = I (ϕ) 〈T,ω〉 = λI (ϕ) =
∞
w

−∞
λϕ(x)dx = 〈λ,ϕ〉

lo que prueba que la distribuciónT es la distribución constanteλ.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de las definiciones dadas y del tipo de conver-
gencia que se considera enS.

Teorema 4.11.La derivación de distribuciones es una operación continua.Es decir si una sucesión
de distribuciones Tn converge a una distribución T entonces se verifica que T′

n converge a T′.

4.4.9. Transformada de Fourier de una distribución

Dadaψ∈S sabemos que su transformada de Fourier,Fψ también está enS y, por tanto, define una
distribución por la igualdad:

〈Fψ,ϕ〉 =
∞
w

−∞
Fψ(x)ϕ(x)dx

Podemos escribir esta integral como sigue:

〈Fψ,ϕ〉 =
∞
w

−∞

( ∞
w

−∞
ψ(y)e−2πixy dy

)
ϕ(x)dx =

x

R2

ϕ(x)ψ(y)e−2πixy d(x,y)

=

∞
w

−∞

( ∞
w

−∞
ϕ(x)e−2πixy dx

)
ψ(y)dy =

∞
w

−∞
Fϕ(y)ψ(y)dy = 〈ψ,Fϕ〉

Hemos obtenido que para todaϕ∈S se verifica que

〈Fψ,ϕ〉 = 〈ψ,Fϕ〉

Esto nos da la pista para definir la transformada de Fourier deuna distribución.

Definición 4.12. La transformada de Fourier de una distribuciónT es la distribuciónFT o T̂ definida
para toda funciónϕ∈S por la igualdad

〈FT,ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉

La misma estrategia sirve para definir la transformada inversa de Fourier. La transformada inversa
de Fourier de una distribuciónT es la distribuciónF−1T o Ť definida para toda funciónϕ∈S por la
igualdad

〈F−1T,ϕ〉 = 〈T,F−1ϕ〉

Las definiciones dadas hacen que el siguiente resultado sea un simple ejercicio.

Teorema 4.13(Teorema de inversión de Fourier). Para toda distribución temperada T se verifica que:

F
−1
FT = T y FF

−1T = T
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La demostración es consecuencia inmediata de las definiciones dadas y de que el teorema de in-
versión es válido para funciones de la claseS (esa es la razón que justifica la elección de dicha clase).
Tenemos que:

〈F−1(FT),ϕ〉 = 〈FT,F−1ϕ〉 = 〈T,FF−1ϕ〉 = 〈T,ϕ〉
Como esta igualdad es válida para todaϕ∈S concluimos queF−1(FT) = T. Análogamente se prueba
la otra igualdad.

Si f es una función integrable se verifica queFT f = TFf . En efecto, para todaϕ∈S tenemos que

〈
FT f ,ϕ

〉
=

〈
T f ,Fϕ

〉
=

∞
w

−∞
f (x)(Fϕ)(x)dx

=

∞
w

−∞
f (x)

[ ∞
w

−∞
ϕ(t)e−2πi tx dt

]
dx =

x

R2

f (x)ϕ(t)e−2πi tx d(t, x)

=

∞
w

−∞
ϕ(t)

[ ∞
w

−∞
f (x)ϕ(t)e−2πi tx dx

]
dt =

∞
w

−∞
ϕ(t)(Ff )(t)dt =

〈
TFf ,ϕ

〉

La permutación de integrales está justificada por la integrabilidad de f .

4.4.10. Transformada de Fourier de la distribuciónδ

La transformada de Fourier deδ viene dada por

Fδ = 1

Esta igualdad debe ser correctamente entendida. Lo que nos dice es que las distribucionesFδ y la
distribución inducida por la función constante 1:

〈1,ϕ〉 =
∞
w

−∞
ϕ(x)dx

son iguales. Para comprobarlo basta usar las definiciones correspondientes.

〈Fδ,ϕ〉 = 〈δ,Fϕ〉 = Fϕ(0)=
∞
w

−∞
ϕ(x)dx

La igualdad primera es la definición de la transformada de Fourier de una distribución, la igualdad
segunda es la definición de la distribuciónδ y la última igualdad es consecuencia de que el valor en
s= 0 de la transformada de Fourier de una función es la integral en R de dicha función. Resulta así
queFδ = 1. En virtud del teorema de inversión deducimos queF−11= δ.

También podemos probar que
F1= δ

Pues

〈F1,ϕ〉 = 〈1,Fϕ〉 =
∞
w

−∞
Fϕ(s)ds

Pero

F
−1
Fϕ(t) =

∞
w

−∞
Fϕ(s)e2πist ds =⇒ F

−1
Fϕ(0)=

∞
w

−∞
Fϕ(s)ds
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y, como el teorema de inversión de Fourier es válido enS,F−1Fϕ(0)= ϕ(0). Por tanto, hemos obtenido
que

〈F1,ϕ〉 = ϕ(0)= 〈δ,ϕ〉
y concluimos queF1= δ.

4.4.11. La transformada de Fourier de la distribuciónδa

Dadoa∈R se define la distribuciónδa por la igualdad:

〈δa,ϕ〉 = ϕ(a) (ϕ∈S)

Calculemos su transformada de Fourier.

〈Fδa,ϕ〉 = 〈δa,Fϕ〉 = Fϕ(a) =
∞
w

−∞
ϕ(x)e−2πiax dx

La última igualdad, que es simplemente la definición de la transformada de Fourier, puede interpretarse
como el valor de la distribución asociada a la funciónx 7→ e−2πiax sobre la funciónϕ, es decir:

〈Fδa,ϕ〉 = 〈e−2πiax,ϕ〉

Por tanto
Fδa = e−2πiax

Donde esta igualdad se entiende (no puede entenderse de otraforma) como una igualdad entre distri-
buciones. Observa que aunque la función e−2πiax no es integrable, sin embargo define una distribución
por el convenio usual de que a una funciónϕ∈S le asigna el valor de la integral

∞
w

−∞
ϕ(x)e−2πiax dx

integral que sí existe por serϕ integrable. Por tanto, la igualdadFδa = e−2πiax es otra forma de escribir
la igualdad

〈Fδa,ϕ〉 =
∞
w

−∞
ϕ(x)e−2πiax dx (ϕ∈S)

También podemos comprobar que la transformada de Fourier dela distribución e2πiax es la distri-
buciónδa.

Fe2πiax = δa

Tenemos que

〈Fe2πiax,ϕ〉 = 〈e2πiax,Fϕ〉 =
∞
w

−∞
e2πiax

Fϕ(x)dx

Pero esta última integral es la transformada de Fourier inversa deFϕ ena y, por tanto, igual aϕ(a).
Resulta así que

〈Fe2πiax,ϕ〉 = ϕ(a) = 〈δa,ϕ〉
LuegoFe2πiax = δa.

Observaciones sobre la notación.

Es frecuente escribirδ(x) por δ y δ(x− a) por δa. Estas notaciones son cómodas y pueden ser útiles
pero no tienen mucho sentido. Recuerda:δ y δa no son funciones y no se evalúan en puntos; son
distribuciones y se evalúan en funciones.
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Así mismo es frecuente escribir

∞
w

−∞
δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0)

∞
w

−∞
δ(x−a)ϕ(x)dx = ϕ(a)

que es otra manera de escribir lasdefinicionesde dichas funciones pero no son integrales en el sentido
usual del término. Nosotros también usaremos esta notaciónde vez en cuando.

4.4.12. Las transformadas de Fourier del seno y del coseno

Podemos combinar los resultados anteriores para obtener las transformadas de Fourier del seno y del
coseno.

Tenemos que

F
(1

2
(δa+ δ−a)

)
=

1
2

(
e−2πias+e2πias

)
= cos(2πas)

Que suele escribirse en la forma

F
(1

2
(δ(x−a)+ δ(x+a))

)
= cos(2πas)

Y también

Fcos(2πas) = F
1
2

(
e−2πias+e2πias

)
=

1
2

(δa+ δ−a) =
1
2

(δ(x−a)+ δ(x+a))

La transformada de Fourier del coseno suele representarse gráficamente como en la figura4.9.

0-a a

0.5

Figura 4.9:Representación de la transformada de Fourier del coseno.

Análogamente, para la función seno tenemos que

F
( 1

2i
(δ−a− δa)

)
=

1
2i

(
e2πias−e−2πias)

= sen(2πas)

y

Fsen(2πax) = F
( 1

2i

(
e2πiax−e−2πiax)) = 1

2i
(δa− δ−a)

La transformada de Fourier del seno suele representarse gráficamente como en la figura4.10.

4.4.13. Operaciones elementales con distribuciones

Las operaciones elementales con señales que consisten en trasladar la variable o en multiplicarla
por un número no nulo:

(σa f )(x) = f (ax), (τa f )(x) = f (x−a)

pueden definirse también para distribuciones siguiendo el procedimiento, que ya debe empezar a sonar
familiar, que consiste en expresar primero dichas operaciones en términos de la distribución definida
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0-a

a

0.5

-0.5

Figura 4.10:Representación de la transformada de Fourier del seno.

por una función para después generalizar al caso de una distribución cualquiera. Sea, pues,f una
función yϕ∈S:

〈
Tτa f ,ϕ

〉
=

∞
w

−∞
τa f (x)ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
f (x−a)ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
f (t)ϕ(t+a)dt

=

∞
w

−∞
f (x)τ−aϕ(x)dx =

〈
T f , τ−aϕ

〉

En general, siT es una función generalizada definimosτaT como la distribución dada por:

〈τaT,ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉 (ϕ∈S)
Con esta definición se tiene queτaT f = Tτa f .

Se dice queT esperiódicacon períodoa, 0 siτaT = T.

Análogamente, como:

〈
Tσa f ,ϕ

〉
=

∞
w

−∞
σa f (x)ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
f (ax)ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
f (t)

1
|a| ϕ(t/a)dt

=

∞
w

−∞
f (x)

1
|a| σ1/aϕ(x)dx =

〈
T f ,

1
|a| σ1/aϕ

〉

Definimos para toda función generalizadaT:

〈σaT,ϕ〉 =
〈

T,
1
|a| σ1/aϕ

〉
(ϕ∈S)

Con esta definición se tiene queσaT f = Tσa f .

Con las definiciones dadas es inmediato comprobar queδa = τaδ y σaδ =
1
|a| δ. Igualdades que

suelen escribirse en la formaδa(x) = δ(x−a), δ(ax) = 1
|a| δ(x).

4.4.14. Distribuciones pares e impares. Propiedades de simetría de la transfor-
mada de Fourier

Una función f es par cuandof (−x) = f (x) y es impar cuandof (−x) = − f (x) para todo
x∈R. Podemos escribir estas igualdades en la formaσ−1 f = f y σ−1 f = − f respectivamente. Di-
remos que una distribuciónT es par cuandoσ−1T = T y diremos que es impar cuandoσ−1T = −T.
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Es cómodo usar la notaciónσ−1 f = f − y σ−1T = T− y así lo haremos en adelante. Por tanto:

T es par ⇐⇒ 〈T,ϕ〉 =
〈
T,ϕ−

〉
(ϕ∈S)

T es impar ⇐⇒ 〈T,ϕ〉 = −
〈
T,ϕ−

〉
(ϕ∈S)

Por ejemplo, la distribuciónδ es par pues:

〈δ,ϕ〉 = ϕ(0)= ϕ(−0)=
〈
δ,ϕ−

〉

Igualmente se comprueba fácilmente queδa+ δ−a es par yδa− δ−a es impar. No es de extrañar que
podamos recuperar para distribuciones las propiedades de simetría de la transformada de Fourier.
Recordemos las siguientes propiedades válidas, por supuesto, para todaϕ∈S:

a) Fϕ(s) = F−1ϕ(−s) que podemos escribirFϕ = (F−1ϕ)−.

b) FFϕ(s) = ϕ(−s) que podemos escribirFFϕ = ϕ−. De donde se sigue queF−1(ϕ−) = Fϕ o, lo que
es igual,F−1ϕ = F(ϕ−).

c) Si ϕ es par entoncesFϕ = F−1ϕ y Fϕ es una función par.

d) Si ϕ es impar entoncesFϕ = −F−1ϕ y Fϕ es una función impar.

Pues bien, es un ejercicio sencillo probar que estas propiedades permanecen válidas para distribucio-
nes. SiT es una distribución se verifica:

a’) FT = (F−1T)−.

b’) FFT = T−.

c’) Si T es par entoncesFT = F−1T y FT es una función generalizada par.

d’) Si T es impar entoncesFT = −F−1T y FT es una función generalizada impar.

Comprobemos la primera igualdad de la que pueden deducirse las otras. Seaϕ∈S.
〈
(FT)−,ϕ

〉
=

〈
FT,ϕ−

〉

=
〈
T,F(ϕ−)

〉
(por definición de transformada de Fourier deT)

=
〈
T,F−1ϕ

〉
(por el apartadob) anterior)

=
〈
F
−1T,ϕ

〉
(por definición de transformada de Fourier inversa deT)

Deducimos que (FT)− = F−1T o, lo que es igual,FT = (F−1T)−.

Usemos estos resultados para obtener de nuevo queF1= δ. Tenemos

F1= (F−11)− = δ− = δ

Al empezar este apartado comentamos que la función senc no esintegrable en el sentido de Le-
besgue y que su transformada de Fourier debe interpretarse como una integral impropia de Riemann.
Aunque la función senc no es integrable, es continua y, por tanto, define una distribuciónTsenc. Vamos
a calcularFTsenc. Usaremos queFΠ = senc igualdad perfectamente lícita pues la funciónΠ es, evi-
dentemente, integrable. En consecuencia se verifica queFTΠ = TFΠ = Tsenc. Para todaϕ∈S tenemos:

〈FTsenc,ϕ〉 = 〈Tsenc,Fϕ〉 = 〈TFΠ,Fϕ〉 = 〈FTΠ,Fϕ〉 = 〈TΠ,FFϕ〉 =
〈
TΠ,ϕ

−〉
= 〈TΠ,ϕ〉
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Donde, en la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la paridad deΠ. Hemos probado que

FTsenc= TΠ

igualdad que suele escribirseFsenc= Π.

La propiedad de cambio de escala de la transformada de Fourier válida para funciones permanece
igualmente válida para distribuciones y su comprobación sedeja como ejercicio.

Cambio de escala o dilatación.Dado un númeroa∈R∗ y una distribuciónT, se verifica que:

F(σaT) =
1
|a|σ1/aFT

4.4.15. Producto de una función por una distribución

No pienses que con las distribuciones podemos hacer cualquier cosa; por ejemplo no es posible definir
el producto de dos distribuciones cualesquiera de forma querespete el producto usual de funciones.
Si fuera posible definir el producto de dos distribuciones dela forma indicada, entonces debería veri-
ficarse que

T f Tg = T f g

Pero esto no tiene por qué ser cierto ya que puede ocurrir quef y g sean localmente integrables pero
su producto no lo sea (por ejemplof (x) = g(x) = |x|−1/2).

No hay problema en definir el producto de una distribución poruna funcióng que verifique la
condición de quegϕ∈S para todaϕ∈S (por ejemplo, las funciones polinómicas). En tal caso se define
el productogT deg por una distribuciónT como la distribución dada por

〈gT,ϕ〉 = 〈T,gϕ〉 (ϕ∈S)

Con esta definición es inmediato comprobar que siT f es la distribución definida por una función, se
verifica quegTf = Tg f .

A las propiedades de la transformada de Fourier de distribuciones podemos añadir ahora la propie-
dad de traslación en el tiempo y de modulación cuya comprobación queda como ejercicio.

Traslación en el tiempo.Dado un númeroa∈R y una distribuciónT, se verifica que:

F(τaT) = e−2π ia s
FT

Propiedad de modulación.Dadoa∈R, y una distribuciónT, se verifica que:

F(e2π ia t T) = τaFT

Es fácil comprobar quegδa = g(a)δa pues para todaϕ∈S es

〈gδa,ϕ〉 = 〈δa,gϕ〉 = g(a)ϕ(a)= 〈g(a)δa,ϕ〉

Esta igualdad suele escribirse
g(x)δ(x−a)= g(a)δ(x−a) (4.14)

Deducimos que sig es una función que se anula en 0 se tiene quegδ = 0, en particularxδ = 0.
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La propiedadxδ = 0 caracteriza aδ en el sentido de quesi T es una distribución y se verifica que
xT = 0 entonces hay un número c tal que T= cδ. Este resultado (cuya demostración es elemental) lo
usaremos a continuación.

Es fácil, por otra parte, comprobar la igualdadx ·vp

(
1
x

)
= 1 pues para todaϕ∈S se tiene que

〈
x ·vp

(
1
x

)
,ϕ

〉
=

〈
vp

(
1
x

)
, xϕ

〉
= lı́m
ε→0

w

|x|>ε
ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
ϕ(x)dx = 〈1,ϕ〉

Deducimos que siT es una distribución y se verifica quexT = 1 entonces

x

(
T −vp

(
1
x

))
= 0=⇒ T −vp

(
1
x

)
= cδ (4.15)

4.4.16. Teorema de derivación para la transformada de Fourier

Una de las propiedades más interesantes de la transformada de Fourier es que convierte la opera-
ción de derivación en un producto; lo que hace que la transformada de Fourier sea una herramienta
extraordinariamente útil en el estudio de las ecuaciones diferenciales.

Recordemos que el teorema de derivación para la transformada de Fourier de funciones dice que

F( f ′)(s) = 2πisFf (s) F(−2iπ t f (t))(s) = (Ff )′(s)

dicho resultado no es válido en general pero sí lo es, por supuesto, para cualquier función de la clase
de Schwartz.

Queremos generalizar este resultado para distribuciones:

F(T ′) = 2πisFT F(−2πisT) = (FT)′ (4.16)

Probaremos la primera de estas igualdades. Basta observar que para todaϕ∈S se verifica

〈F(T ′),ϕ〉 = 〈T ′,Fϕ〉 = −
〈
T, (Fϕ)′

〉
= −〈T,F(−2iπ sϕ)〉 = −〈FT,−2iπ sϕ〉 = 〈2πisFT,ϕ〉

4.4.17. Transformada de Fourier de la función escalón unidad, de la función
“signo” y de la distribución “valor principal”

La función “signo” está definida por

sgnx=

{
1, x> 0
−1, x< 0

Su derivada generalizada es sgn′ = 2δ por lo queFsgn′ = 2 y comoFsgn′ = 2πixFsgn, deducimos
queπixFsgn= 1 y, por4.15, se sigue que hay un númeroc tal que

Fsgn=
1
πi

vp

(
1
x

)
+cδ

Como la función sgn es impar su transformada de Fourier también es impar y también es impar la
distribuciónvalor principal. Comoδ es par, la igualdad anterior exige quec= 0. Hemos obtenido así
que:

Fsgn=
1
πi

vp

(
1
x

)
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En el contexto de la teoría de distribuciones la distribución valor principal suele escribirse

vp

(
1
x

)
=

1
x

siguiendo este convenio escribimos

Fsgn=
1
πi x

A partir de aquí deducimos la transformada de Fourier de 1/x. Como se trata de distribuciones impares
resulta

F

(
1
x

)
= −πi sgn

Ahora, teniendo en cuenta que la función escalón unidadH(t) = 1/2(1+sgnt), deducimos que

FH =
1
2

(
δ+

1
πi x

)

4.4.18. La función generalizada “tren de impulsos”

Supongamos queϕ∈S y seaa> 0. Es fácil comprobar que la serie
∑

n>1

ϕ(an) es absolutamente con-

vergente. En efecto, comox2ϕ(x) tiene límite 0 cuandox→ +∞, se sigue que existeM > 0 tal que∣∣x2ϕ(x)
∣∣ 6 M para todox> 0. Por tanto

∣∣n2a2ϕ(na)
∣∣ 6 M =⇒ |ϕ(na)| 6 M

a2

1
n2

y, por el criterio de comparación, se sigue que la serie
∑

n>1

ϕ(an) es absolutamente convergente. De la

misma forma, usando quex2ϕ(x) tiene límite 0 cuandox→−∞, se justifica que la serie
∑

n>1

ϕ(−an) es

absolutamente convergente. Podemos por tanto escribir:

∞∑

n=−∞
ϕ(an) = lı́m

N→∞

N∑

n=−N

ϕ(an)

SeaTN la distribuciónTN =

N∑

n=−N

δan. Para todaϕ∈S tenemos que

〈TN,ϕ〉 =
N∑

n=−N

〈δan,ϕ〉 =
N∑

n=−N

ϕ(an)

y deducimos queTN converge débilmente, en el sentido de la definición4.8, a la distribución:

III a =

∞∑

n=−∞
δan

definida por

〈III a,ϕ〉 =
∞∑

n=−∞
ϕ(an) (ϕ∈S)
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Cuandoa= 1 la distribución III1 =
∞∑

n=−∞
δn se representa por III, y se llama funcióntren de impulsoso

funciónpeineo funciónshah. La función generalizada IIIa es periódica con períodoa.

Suele escribirse

III a(x) =
∞∑

k=−∞
δak(x) =

∞∑

k=−∞
δ(x−ka)

Esta función se emplea para representar las muestras de una señal f a intervalos igualmente espaciados
a segundos. Esto se debe a la siguiente igualdad que resulta demultiplicar la señalf por dicha función.

f (x)III a(x) =
∞∑

k=−∞
f (ka)δ(x−ka) (4.17)

Es decir, el productof (x)III a(x) conserva los valores def en los múltiplos enteros dea y pierde
cualquier otra información sobref ; por eso se interpreta como el resultado de muestrear la señal f a
intervalos igualmente espaciadosa segundos.

La función shah, como toda distribución, tiene una transformada de Fourier que vamos a calcular.
Para eso necesitamos un resultado clásico que establece unallamativa igualdad.

Fórmula de sumación de Poisson.Para todaϕ∈S se verifica que

∞∑

k=−∞
Fϕ(k) =

∞∑

k=−∞
ϕ(k) (4.18)

De hecho, esta igualdad es válida para funciones más generales que las de la clase de Schwartz pero
para dichas funciones es muy fácil de probar. Basta recordarque siϕ∈S (en cuyo caso tambiénFϕ∈S)
entonces la funciónx2ϕ(x) está acotada enR lo que implica que las series en4.18son (absolutamente)
convergentes y que también converge la serie:

ψ(t) =
∞∑

k=−∞
ϕ(t−k)

y define una función con derivada continua. La funciónψ es periódica con período 1 y tiene un desa-
rrollo en serie de Fourier

ψ(t) =
∞∑

n=−∞
cne2πin t (t∈R)

Tenemos que

ψ(0)=
∞∑

k=−∞
ϕ(k) =

∞∑

k=−∞
ck

Para probar4.18probaremos quecn = Fϕ(n).

cn =

1
w

0

e−2πin tψ(t)dt =
1
w

0

e−2πin t

( ∞∑

k=−∞
ϕ(t−k)

)
dt

=

∞∑

k=−∞

1
w

0

e−2πin tϕ(t−k)dt =
[
u= t−k

]
=

∞∑

k=−∞

−k+1
w

−k

e−2πin(u+k)ϕ(u)du

=

∞∑

k=−∞

−k+1
w

−k

e−2πin t e−2πinkϕ(t)dt =
[
e−2πink = 1

]
=

=

∞
w

−∞
e−2πin tϕ(t)dt = Fϕ(n)
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Calculemos la transformada de Fourier de la función shah. Para todaϕ∈S tenemos que

〈F III ,ϕ〉 = 〈III ,Fϕ〉 =
〈 ∞∑

k=−∞
δk,Fϕ

〉
=

∞∑

k=−∞
〈δk,Fϕ〉

=

∞∑

k=−∞
Fϕ(k) =

∞∑

k=−∞
ϕ(k) =

∞∑

k=−∞
〈δk,ϕ〉 =

〈 ∞∑

k=−∞
δk,ϕ

〉
= 〈III ,ϕ〉

Deducimos queF III = III. Una notable propiedad de la función tren de impulsos: sutransformada
de Fourier es ella misma. Recordando queFδk = e−2πik s podemos obtener una interesante igualdad.

∞∑

n=−∞
δn = III = F III = F

( ∞∑

k=−∞
δk

)
=

∞∑

k=−∞
Fδk =

∞∑

k=−∞
e−2πik s =

∞∑

k=−∞
e2πik s (4.19)

en donde se entiende que la serie
∞∑

k=−∞
e2πik s es convergente en el sentido de las distribuciones. Es

decir, se verifica que

〈III ,ϕ〉 =
〈 ∞∑

k=−∞
e2πik s,ϕ

〉

igualdad que es bien fácil de comprobar usando la fórmula de Poisson:
〈 ∞∑

k=−∞
e2πik s,ϕ

〉
= lı́m

N→∞

N∑

k=−N

∞
w

−∞
e2πik sϕ(s)ds = lı́m

N→∞

N∑

k=−N

Fϕ(−k) =
∞∑

k=−∞
Fϕ(−k)

=

∞∑

k=−∞
Fϕ(k) =

∞∑

k=−∞
ϕ(k) = 〈III ,ϕ〉

Observa que, como la función seno es impar y la función cosenopar, se tiene que

N∑

k=−N

∞
w

−∞
e2πik sϕ(s)ds =

∞
w

−∞
ϕ(s)ds+2

N∑

k=1

∞
w

−∞
cos(2πks)ϕ(s)ds =

〈
1+2

N∑

k=1

cos(2πks),ϕ

〉

Por lo que también

III =
∞∑

n=−∞
δn =

∞∑

n=−∞
δ(x−n) = 1+2

∞∑

n=−∞
cos(2πnx) (4.20)

Una relación útil entreσaIII y III a viene dada por la igualdad fácil de comprobar:

σaIII =
1
a

III 1/a (4.21)

Usando esta igualdad y su equivalente IIIa =
1
a
σ1/aIII y recordando el comportamiento de la transfor-

mada de Fourier respecto a los cambios de escala, se tiene que

F III a =
1
a
F
(
σ1/aIII

)
= σaF III = σaIII =

1
a

III 1/a

o, lo que es igual, IIIa =
1
a
F III 1/a, es decir

III a =

∞∑

n=−∞
δan=

∞∑

n=−∞
δ(x−an) =

1
a
F III 1/a =

1
a

∞∑

n=−∞
F δn/a =

1
a

∞∑

n=−∞
e2πi xn/a (4.22)
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Al igual que antes, podemos escribir esta igualdad solamente con cosenos

∞∑

n=−∞
δ(x−an)=

1
a
+

2
a

∞∑

n=1

cos

(
2nπ
a

x

)
(4.23)

Deducimos también fácilmente que parab∈R se tiene

∞∑

n=−∞
δ(x−b−an)=

1
a
+

2
a

∞∑

n=1

cos

(
2nπ
a

(x−b)

)
(4.24)

Lo repetiré una vez más: todas las igualdades anteriores sonigualdades entre distribuciones.

4.4.19. Convolución de una función con una distribución

Es fácil definir la convolución de una función de Schwartz conuna distribución. Seaψ∈S y T una
distribución. Se define la convoluciónψ ∗T como la distribución dada por:

〈ψ ∗T,ϕ〉 =
〈
T,ψ− ∗ϕ

〉

Con esta definición es fácil probar que siT f es la distribución definida por una funciónf se verifica
queψ ∗T f = Tψ∗ f .

Propiedad de convolución deδ. Para todaψ∈S se verifica que

ψ ∗ δ = ψ

igualdad que, naturalmente, se interpreta en el sentido de las distribuciones.

En efecto, para todaϕ∈S tenemos que:

〈ψ ∗ δ,ϕ〉 =
〈
δ,ψ− ∗ϕ

〉
= (ψ− ∗ϕ)(0)=

∞
w

−∞
ψ−(−x)ϕ(x)dx =

∞
w

−∞
ψ(x)ϕ(x)dx = 〈ψ,ϕ〉

La igualdadψ ∗ δ = ψ suele escribirse en la forma

∞
w

−∞
δ(x−y)ψ(y)dy = ψ(x) (4.25)

y nos referiremos a ella comopropiedad de localización o de filtradode la funciónδ.

De igual forma se obtiene que
ψ ∗ δa = τaψ

que suele escribirse como
ψ(x) ∗ δ(x−a)= ψ(x−a) (4.26)

Teorema 4.14(Teorema de convolución). Para todaψ∈S y para toda distribución T se verifica que

F(ψ ∗T) = (Fψ)(FT) y F(ψT) = Fψ ∗FT (4.27)

igualdades que, naturalmente, se interpretan en el sentidode las distribuciones. Análogas igualdades
son válidas paraF−1.
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En efecto, para todaϕ∈S tenemos que

〈F(ψ ∗T),ϕ〉 = 〈ψ ∗T,Fϕ〉 =
〈
T,ψ− ∗Fϕ

〉 (
usando la igualdadFFψ = ψ−

)

= 〈T,FFψ ∗Fϕ〉(
convolución de transformadas de Fourier igual a transformada de Fourier del producto

)

= 〈T,F((Fψ)ϕ)〉 = 〈FT, (Fψ)ϕ〉 = 〈(Fψ)(FT),ϕ〉

lo que prueba la primera igualdad. La otra igualdad se pruebade forma análoga.

Convolución con la funciónIII a. Si f es una función para la que la convolución con la distribución
III a tiene sentido resulta que:

f ∗ III a = f ∗
( ∞∑

k=−∞
δka

)
=

∞∑

k=−∞
f ∗ δka=

∞∑

k=−∞
f (x−ka) (4.28)

que es la periodización def con períodoa. Es decir, la convolución de una funciónf con la función
III a lo que hace es periodizar la funciónf .

Indiquemos para terminar, que es posible definir, con algunas condiciones, la convolución de dos
distribuciones pero no hay una definición de convolución quesea válida para dos distribuciones cua-
lesquiera. Con las definiciones oportunas se prueban, por ejemplo, las igualdades

δ ∗ δ = δ, δa ∗ δb = δa+b

Consideraciones sobre la teoría desarrollada.

Antes de llegar aquí te habrás preguntado si vale la pena el esfuerzo realizado. Indudablemente hemos
logrado algunos de nuestros propósitos iniciales: dar sentido a la funciónδ y coherencia a los cálculos
con la misma; generalizar la transformada de Fourier para incluir señales sinusoidales y hemos podido
introducir la función tren de impulsos que se usa mucho en muestreo de señales. Lo cierto es que las
funcionesδ, sgn, función escalón unidad y función rampa, así como la distribución valor principal y
la función IIIa, junto con sus transformadas de Fourier, son de uso constante en el procesamiento de
señales y la teoría de distribuciones nos enseña a manejarlas con seguridad. Pero, además, y esto es
importante, la teoría de distribuciones permite que realicemos cálculos con una facilidad sorprendente.
Con frecuencia en dichos cálculos el punto de partida y el de llegada son “clásicos” pero en los pasos
intermedios se usan herramientas de la teoría de distribuciones. Vamos a ver algunos ejemplos de esto
que digo.

Ejemplo 4.15. Se trata de calcular la transformada de Fourier de la funciónf (t) = e−|t| cos(2πat) donde
a> 0 es una constante.

La función f es integrable por lo que su transformada de Fourier está biendefinida y, en principio,
puede calcularse por integración directa lo que, en este caso, es bien fácil. Pero podemos ahorrarnos
todos los cálculos si nos damos cuenta de quef es producto de dos funcionesg(t) = e−|t| y h(t) =
cos(2πat) cuyas transformadas de Fourier son conocidas:

Fg(s) =
2

1+4π2s2 Fh(s) =
1
2

(
δa+ δ−a

)

Por el teorema de convolución la transformada de Fourier def es la convolución de las transformadas
de Fourier deg y deh.

Ff (s) =

∞
w

−∞
Fg(u)Fh(s−u)du =

1
2

∞
w

−∞
Fg(u)

(
δ(s−u−a)+ δ(s−u+a)

)
du

=
1
2

(Fg(s−a)+Fg(s+a))=
1

1+4π2(s−a)2 +
1

1+4π2(s+a)2
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Hemos obtenido la transformada de Fourier def sin hacer ninguna integral usando el teorema de
convolución y las propiedades deδ. �

Ejemplo 4.16. Tenemos un filtro cuya función de transferenciaH es real y par. Se trata de obtener la
respuesta del filtro a la señalf (t) = cos(2πat).

La respuesta del filtro a la señalf viene dada en el dominio del tiempo porg= f ∗h dondeh es la
respuesta impulso del filtro. La respuesta en el dominio de lafrecuencia esFg(s) = Ff (s)H(s). Como

Ff (s) =
1
2

(
δ(s−a)+ δ(s+a)

)
, deducimos que

g(t) = F
−1
(

1
2

(
δ(s−a)+ δ(s+a)

)
H(s)

)
= F

−1
(

1
2

(
δ(s−a)H(a)+ δ(s+a)H(−a)

))

= F
−1
(

1
2

(
δ(s−a)+ δ(s+a)

)
H(a)

)
= cos(2πat)H(a)

�

Ejemplo 4.17. El proceso de filtrado de señales, del que ya hemos visto algo,está estrechamente re-
lacionado con el proceso de truncamiento de una señal. Esta es una técnica que consiste en multiplicar
la señal de entrada por unafunción ventana. El objetivo de este proceso es suavizar la señal tratando al
mismo tiempo de conservar su espectro y eliminando las rápidas oscilaciones en la frecuencia. Es una
técnica que se usa con frecuencia antes de calcular la transformada de Fourier discreta de una señal
digital. Si f es la señal original y4 la función ventana, la señal resultante del truncamiento esf4 = f 4
y su transformada de Fourier se obtiene por convoluciónFf4 = Ff ∗F4. Una función ventana que se
utiliza mucho es la siguiente (ventana de Hamming).

4(t) =

{
cos2(π t), |t| 6 1/2
0, |t| > 1/2

Calculemos su transformada de Fourier.

4(t) = Π(t)cos2(π t) = Π(t)

(
1
2
+

1
2

cos(2π t)

)

Por tanto su transformada de Fourier es

F4(s) =

(
senc∗

(
1
2
δ(s)+

1
2

(1
2
δ(s−1)+

1
2
δ(s+1)

)))
(s)

esto es

F4(s) =
1
2

senc(s)+
1
4

senc(s−1)+
1
4

senc(s+1)

�

Ejemplo 4.18. Calcular la serie de Fourier de la función periódica cuya gráfica es la siguiente.

0−T −T
2 −a

2
a
2

T
2 T

A

Se trata de la función

f (x) =





0, −T
2 6 x6 −a

2
A, −a

2 < x< a
2

0, a
2 6 x6 T

2



4.4.19 Convolución de una función con una distribución 114

Y ademásf (x) = f (x+T) para todox∈R. La función f tiene discontinuidades de salto en los puntos
x− a

2 +nT con salto igual aA y en los puntosx+ a
2 +nT con salto igual a−A. En los demás puntos es

derivable con derivada nula. La derivada generalizada def viene dada por

T ′f = A
∞∑

n=−∞
δ
(

x+
a
2
−nT

)
−A

∞∑

n=−∞
δ
(

x− a
2
−nT

)

0−T −T
2 −

a
2

a
2

T
2 T

Aδ
(
x+ a

2

)

−Aδ
(
x− a

2

)

y teniendo en cuenta la igualdad4.24,obtenemos

T ′f =
2A
T

∞∑

n=1

[
cos

(
2nπ
T

(
x+

a
2

))
−cos

(
2nπ
T

(
x− a

2

))]
= −4A

T

∞∑

n=1

sen
(nπa

T

)
sen

(
2nπ
T

x

)

Pongamos

fn(x) = sen

(
2nπ
T

x

)
gn(x) = − T

2nπ
cos

(
2nπ
T

x

)
λn = −

4A
T

sen
(nπa

T

)

Comog′n = fn se sigue queT ′gn
= Tg′n = T fn. Por tanto, la igualdad anterior se puede escribir como

T ′f =
∞∑

n=1

λnT fn =

∞∑

n=1

λnT ′gn
=

( ∞∑

n=1

λnTgn

)′
=

(
T∑∞

n=1λngn

)′

Por tanto, las distribucionesT f y T∑∞
n=1λngn tienen igual derivada y, por tanto, se diferencian en una

constante, lo que equivale a afirmar que hay un númeroλ0 tal que

T f = Tλ0+
∑∞

n=1λngn

lo que implica que en todo punto de continuidad def es

f (x) = λ0+

∞∑

n=1

λngn(x) = λ0+
2Aa
T

∞∑

n=1

sen
(nπa

T

)

nπa
T

cos

(
2nπ
T

x

)

Teniendo en cuenta que
T/2
w

−T/2

cos

(
2nπ
T

x

)
dx = 0

λ0 se calcula fácilmente integrandof en el intervalo [−T/2,T/2] resultandoλ0 = Aa/T. Hemos obte-
nido finalmente

f (x) =
Aa
T
+

2Aa
T

∞∑

n=1

sen
(nπa

T

)

nπa
T

cos

(
2nπ
T

x

)
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igualdad válida en todo punto de continuidad def .

�

Ejemplo 4.19. Calcular la serie de Fourier de la función periódicaf cuya gráfica es la siguiente.

0--

-

- a ab b

T
2

T
2

T T

A

Figura 4.11: Gráfica def

Observa quef es una función par con períodoT. Su derivadaf ′ está representada en la gráfica si-
guiente.

0
--

-

- a
a

b
b

T
2

T
2

T T

A
b−a

− A
b−a

Figura 4.12: Gráfica def ′

Observa quef ′ es una función impar con períodoT. En el intervalo [−T/2,T/2] la función f ′ tiene

discontinuidades de salto en los puntos−b,−a, a, b siendo el salto en−b, b positivo de magnitud
A

b−a

y el salto en−a, anegativo de magnitud
−A

b−a
. Por periodicidad,f ′ tiene saltos de magnitud positiva en

todos los puntos de la forma{±b+nT : n∈Z} y tiene saltos de magnitud negativa en todos los puntos
de la forma{±a+nT : n∈Z}.

La derivada segundaf ′′ está representada en la gráfica siguiente.

Se sigue que la derivada generalizada def ′ viene dada por

T ′f ′ =
A

b−a

∞∑

n=−∞
(δ(x± b+nT)− δ(x± a+nT))

=
2A

(b−a)T

∞∑

n=1

(
cos

(
2nπ
T

(x± b)

)
−cos

(
2nπ
T

(x± a)

))
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0
-b

-a +a

+b

-

-

-

-

a a

b b

T
2

T
2

T T
T

T

T

T

A
b−aδ(t−b)

− A
b−aδ(t−a)

Figura 4.13: Gráfica def ′′

Poniendoβn =
2nπ
T

y teniendo en cuenta que

cos(βn(x+b))+cos(βn(x−b)) = 2cos(βnb)cos(βnx)

cos(βn(x+a))+cos(βn(x−a)) = 2cos(βna)cos(βnx)

resulta

T ′f ′ =
4A

(b−a)T

∞∑

n=1

(cos(βnb)−cos(βna))cos(βnx)

Razonando como en el ejercicio anterior deducimos queT ′f ′ = T ′g donde

g(x) =
4A

(b−a)T

∞∑

n=1

(cos(βnb)−cos(βna))
1
βn

sen(βnx)

Por tantof ′ y g coinciden (en todo punto de continuidad def ′) salvo una constante y como ambas
coinciden enx= 0 se sigue que

f ′(x) =
4A

(b−a)T

∞∑

n=1

cos(βnb)−cos(βna)
βn

sen(βnx)

Finalmente, por integración de esta igualdad obtenemos la serie de Fourier def excepto el primer
término de la misma que, al igual que el ejercicio anterior, debe calcularse por separado resultando,
después de simplificar, que

f (x) =
A
T

(a+b)+
AT

π2(b−a)

∞∑

n=1

cos(βna)−cos(βnb)
n2 cos(βnx)

igualdad válida para todox∈R. �

Los ejemplos anteriores, en los que he sido más cuidadoso conlas justificaciones de los cálculos
de lo que suele ser usual en la mayoría de los textos, ponen de manifiesto que el formalismo de las
distribuciones proporciona una poderosa herramienta de cálculo. Una vez que uno se acostumbra a su
uso se adquiere confianza y seguridad en los resultados obtenidos, y si alguna vez surge alguna duda
en la corrección de los cálculos siempre puede volverse a lasdefiniciones dadas para comprobarlos.

Para terminar esta ya larga sección vamos a obtener un resultado básico en teoría de muestreo.
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4.4.20. Muestreo e interpolación

Vamos a estudiar el siguiente problema:

Dada una señalf (t) y un conjunto de valores muestrales de la misma, es decir, valores de la
señal en un conjunto de puntosf (t0), f (t1), f (t2), . . . , ¿hasta dónde es posible recuperar valores
de la señalf (t) en otros puntos distintos de los valores muestrales?

Esto puede verse como un problema de interpolación: queremos deducir valores def (t) a partir de
unos pocos valores conocidos. Es evidente que no cabe esperar que podamos hacer esto si no se tiene
algún conocimiento de la señal; pues por un conjunto finito depuntos dados en el plano pueden pasar
infinitas curvas distintas, ¿cómo puedo saber de cuál de ellas proceden mis valores? Está claro que si
queremos recuperar la señal o parte de ella a partir de sus valores muestrales es preciso tener algún
conocimiento previo de la señal. Por poner un caso sencillo,si sabemos que la señal es un polinomio
de gradon entoncesn+1 valores la determinan de forma única.

Señales de banda limitada

Supongamos que tomamos muestras de una señal analógicaf (t) cadaTs segundos. Representemos
por

x(n) = f (nTs)

la señal en tiempo discreto obtenida de esta forma. El intervalo de tiempoTs (medido en segundos)
entre cada dos muestras consecutivas se llamaperíodo de muestreo o intervalo de muestreo, y su
recíprocoνs = 1/Ts se llamafrecuencia de muestroy es igual al número de muestras por segundo.
Supongamos que nuestra señal es una sinusoide

f (t) = Asen(2πνt+φ)

en cuyo caso

x(n) = f (nTs) = Asen(2πνnTs+φ) = Asen

(
2πnν
νs
+φ

)

La señalx(n) es unasinusoide discretade frecuencia

νd =
ν

νs

Observa que dos sinusoides discretas de la forma

x1(n) = Asen(2πnν1+φ) x2(n) = Asen(2πnν2+φ) (n∈Z)

cuyas frecuencias se diferencian en un número entero,ν2 = ν1+k conk∈Z, son idénticas.

Dado un número cualquieraν1 hay un número enterok tal que−1/2< ν1− k 6 1/2 (basta tomar
k = máx{q∈Z : q< ν1+1/2}). Para una fase y amplitud dadas, una sinusoide con frecuencia ν1 es
idéntica a la sinusoide (con la misma fase y amplitud) de frecuenciaν2 = ν1−k∈] −1/2,1/2]. Debido
a ello, para sinusoides discretas solamente se consideran frecuencias en el intervalo ]−1/2,1/2].

Volviendo a nuestra sinusoide discretax(n) = f (nTs) con frecuenciaνd =
ν
νs

la condición−1/2<
νd 6 1/2 es equivalente a

− 1
2Ts
= −νs

2
< ν 6

νs

2
=

1
2Ts

Es decir, la máxima frecuencia de una señal analógica que puede determinarse cuando dicha señal se
muestrea con una frecuencia de muestreoνs = 1/Ts es igual a 1/2Ts.

Lo anterior nos dice que para recuperar una señal analógica sinusoidal de frecuenciaν debemos
muestrearla con una frecuencia de muestreo tal que 1/2Ts> ν, es decir,νs > 2ν.
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Observa que una sinusoide de frecuenciaν recorre la mitad de su período en 1/2ν segundos. La
condición anterior puede escribirseTs< 1/2ν, es decir el intervalo de tiempo que separa dos muestras
consecutivas es menor que la mitad del período, por lo que esta condición garantiza que el número de
muestras tomadas en un segundo,νs= 1/Ts, es mayor que 2ν por lo quetiene que haber al menos tres
de dichas muestras en un mismo período de la señal. Pero es que tres muestrasde un mismo período
es todo lo que se necesita para determinar una sinusoide puesson tres los parámetros que figuran en la
expresiónf (t) = Asen(2πνt+φ) y es razonable suponer que con tres ecuaciones podríamos calcular los
valores de dichos parámetros y para eso necesitamos conocerlos valores de la función en tres puntos
distintosde un mismo período.

Acabamos de ver que el muestreo de una señal analógica de la forma

f (t) = Asen(2πνt+φ)

con una frecuencia de muestreoνs= 1/Ts produce una señal discreta

x(n) = Asen(2πνdn+φ)

dondeνd = ν/νs y hemos justificado que para poder recuperar la señal analógica a partir del cono-
cimiento de sus muestras, la frecuencia de muestreoνs debe ser suficientemente grande para que
−1/2< νd < 1/2. Supongamos queνd cumple esta condición y veamos lo que ocurre si las señales

fk(t) = Asen(2π(ν+kνs)t+φ) (k∈Z)

se muestrean con una frecuencia de muestreoνs. Las señales discretas obtenidas son

xk(n) = fk(nTs) = Asen(2π(ν+kνs)nTs+φ) = Asen

(
2π
ν+kνs

νs
n+φ

)
= Asen(2πνdn+φ)

es decir, la señal discreta que obtenemos es idéntica a la obtenida anteriormente. Resulta así que
muestreando una sinusoide con una frecuencia de muestreo“pequeña”, donde por “pequeña” se en-
tiende menor que el doble de la frecuencia de la sinusoide, las muestras que obtenemos pueden ser
iguales a las que se obtendrían muestreando otra sinusoide de frecuencia menor. Cuando esto ocurre
se dice que se ha producido unenmascaramiento(el término usado en inglés esaliasing) de la señal.

En la figura4.14puedes ver un ejemplo de enmascaramiento oaliasing. Una sinusoide de fre-
cuencia 17/16 Hz (representada en azul) se ha muestreado con una frecuencia de muestreo de una
muestra por segundo. En la figura se han representado 16 muestras y se observa cómo dichas muestras
coinciden con muestras de otra sinusoide de frecuencia 1/16 Hz (representada en color violeta). Por
tanto las muestras tomadas nos llevarían a reconstruir estaseñal y no la original: se ha producido un
enmascaramiento de la señal muestreada por otra señal de menor frecuencia.

Lo dicho para sinusoides se extiende inmediatamente para señales de la forma

n∑

k=1

Ak sen(2πνkt+φk)

en las cuales es el armónico de mayor frecuenciaνn el que nos dice cómo debe ser muestreada dicha
señal para poder ser recuperada a partir de sus muestras: debemos muestrear con una frecuencia de
muestreoνs mayor que 2νn. Haciéndolo así también tenemos la certeza de que estamos muestreando
adecuadamente las señales de menor frecuencia que componenla señal dada.

Todo lo dicho tiene sentido para señales que tienen una “máxima frecuencia” cosa que no siempre
ocurre pues, al menos en teoría, una señal puede tener componentes de frecuencia arbitrariamente
grandes; por ejemplo cualquier señal periódica cuya serie de Fourier tenga infinitos coeficientes no
nulos. Esto lleva al siguiente importante concepto.
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Figura 4.14:Enmascaramiento o aliasing de una señal por otra de menor frecuencia

Definición 4.20. Una señalf (t) se dice que es una señal debanda limitadasi existe un número
0 < p < +∞ tal queFf (s) = 0 siempre que|s| > p/2. El más pequeño númerop para el cual esta
condición se cumple se llama laamplitud de bandade f (t).

En otros términos una señal es de banda limitada cuando su espectro está acotado.

4.4.21. Interpolación de señales de banda limitada

Todo está preparado ya para justificar que una señal de banda limitada muestreada de forma apro-
piada puede serexactamentereconstruida a partir de sus muestras. Aunque en principio este resultado
parece no tener nada que ver con transformadas de Fourier, convolución de funciones y teoría de distri-
buciones, nosotros vamos a resolverlo de forma bastante espectacular usando muchos de los resultados
vistos anteriormente y, muy especialmente, la función III.

4.4.22. Teorema de muestreo de Shannon y Whittaker

Consideremos una señalf (t) de banda limitada y supongamos quep> 0 es tal queFf (s) = 0 para
|s| > p/2. Teniendo en cuenta la igualdad4.28, periodizamosFf con IIIp (aquí se usa que la señal
es de banda limitada, para que esta periodización tenga sentido) y después volvemos a recuperarFf
multiplicando por la función rectánguloΠp. Obtenemos así la identidad:

Ff = Πp(Ff ∗ III p)



4.4.23 Espectro de una señal muestreada 120

Ahora todo se reduce a tomar transformada inversa de Fourieren esta igualdad.

f (t) = F−1
Ff (t) = F

−1(Πp(Ff ∗ III p)
)
(t) (por4.27)

= F
−1Πp(t) ∗F−1(

Ff ∗ III p
)
(t) (por4.27)

= F
−1Πp(t) ∗

(
F
−1

Ff (t)F−1 III p(t)
)

= psenc(pt) ∗
(

f (t)
1
p

III 1/p(t)
)

(por4.17)

= senc(pt) ∗
∞∑

k=−∞
f

(
k
p

)
δ

(
t− k

p

)

=

∞∑

k=−∞
f

(
k
p

)
senc(pt) ∗ δ

(
t− k

p

)
(por4.26)

=

∞∑

k=−∞
f

(
k
p

)
senc

(
p

(
t− k

p

))

Hemos demostrado el teorema clásico de muestreo que podemosenunciar como sigue:

Si f (t) es una señal de banda limitada tal queFf (s) = 0 para|s| > p, entonces

f (t) =
∞∑

k=−∞
f

(
k
p

)
senc

(
p

(
t− k

p

))

Observa cómo la anchura de banda determina la mínima frecuencia de muestreo para reconstruir
la señal. Si el espectro de la señal está comprendido entre−νmax y νmax, entonces el resultado anterior
nos dice que podemos recuperar la señal muestreándola con una frecuencia de muestreo mayor que
2νmax. La frecuencia 2νmax se llamafrecuencia de Nyquist.

4.4.23. Espectro de una señal muestreada

Supondremos quef (t) es una señal de banda limitada, siendo 2νc la frecuencia Nyquist, es decir,
Ff (s)= 0 para|s|> νc. Muestrear la señalf (t) cadaa segundos es multiplicarf por la función IIIa como
se pone de manifiesto en la igualdad4.17. Para calcular el espectro de la señal muestreada debemos
calcular la transformada de Fourier def III a. Tenemos que

F( f III a)(s) = (Ff ∗F III a) (s) =
1
a

(
Ff ∗ III 1/a

)
(s) =

1
a

∞∑

k=−∞
Ff

(
s− k

a

)
(4.29)

Es decir, la transformada de Fourier de la señal muestreada aintervalos regulares dea segundos es
igual a la periodización con período 1/a de la transformada de Fourier de la señal (más un cambio de
escala debido al factor 1/a).

Deducimos que

{s∈R : F( f III a)(s) , 0} =
⋃

k∈Z

{
s+

k
a

: Ff (s) , 0

}
(4.30)

Por tanto sis está en el espectro de la señal muestreada entoncess± 1/a también está. Podemos
expresar esto diciendo que el espectro de la señal muestreada a intervalos regulares dea segundos es
un conjunto periódico con período 1/a. Por tanto si 1/a > 2νc los trasladados del espectro def no
se pisan y el espectro def III a coincide con el espectro def en el intervalo [−νc, νc] lo que explica
que podamos recuperar la señalf . Si, por el contrario, 1/a< 2νc entonces los trasladados del espectro
de f se solapan y el espectro def III a no coincide con el espectro def en el intervalo [−νc, νc]. La
frecuencia de Nyquist es justamente el valor dea tal que 1/a= 2νc.
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4.5. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una de las herramientas fundamentales de la matemática aplicada
debido principalmente a su gran utilidad para resolver problemas de valores iniciales.

Definición 4.21. La transformada de Laplace de una funciónf :]0,+∞[→C se define como la función
de variable compleja

Lf (s) =
∞
w

0

f (t)e−s t dt (4.31)

Observaciones

En la definición anteriorses una variable compleja. En lo que sigue escribiremoss= x+ iy con
x, y∈R.

Hay una relación fácil de establecer entre la transformada de Fourier y la transformada de La-
place de una funciónf . Para cada valor fijo dex∈R tenemos que:

Lf (x+ iy) =
∞
w

0

f (t)e−(x+i y) t dt =
∞
w

0

e−xt f (t)e−i y t dt =
∞
w

−∞
h(x, t)e−i y t dt = Fhx(y/2π) (4.32)

dondehx es la función

hx(t) =

{
e−xt f (t), t > 0
0, t < 0

A diferencia de la transformada de FourierFf (s) de una funciónf (t), que cuando existe está
definida para todos los valores del parámetro reals, la transformada de Laplace de una función
f solamente está definida para ciertos valores de sque constituyen lo que se llama eldominio
de convergencia de la integralel cual depende en cada caso de la funciónf . Se demuestra que
si la integral4.31 existe para un valors0 entonces también existe para todos complejo con
Re(s) > Re(s0). Esto implica que el dominio de convergencia es en un semiplano o bien todo el
plano.

Es importante notar que
∣∣e−s t

∣∣ =
∣∣e−xt−i y t

∣∣ =
∣∣e−xt e−i y t

∣∣ = e−xt
∣∣e−i y t

∣∣ = e−xt

Se dice quef es deorden exponencialsi hay algún númeroa∈R tal que

lı́m
t→+∞

f (t)e−at
= 0 (4.33)

Teniendo en cuenta que sic > 0 la integral
∞
w

0

e−ct dt = 1/c< +∞ y la observación anterior, se

deduce que sif es una función de orden exponencial que verifica4.33, entonces la transformada
de Laplace def está definida para todos con Re(s) > a.

Algunos autores definen la transformada de Laplace mediantela integral

∞
w

−∞
f (t)e−st dt

que suele llamarsetransformada de Laplace biláterala cual coincide con la transformada de
Laplace usual para funciones que se anulan en ]−∞,0[. El dominio de convergencia de la
transformada de Laplace bilátera es una banda vertical en elplano o un semiplano o todo el
plano.
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Una condición suficiente para que la integral4.31exista para todos con Re(s) > 0 es quef sea
una función de cuadrado integrable, es decir,f ∈L2(0,∞).

Suele emplearse la notaciónL
(

f (t)
)
(s) para representar la transformada de Laplace de la función

f evaluada en un puntos. Esta notación se presta a veces a confusiones pero es inevitable usarla
y así lo haremos en lo que sigue.

4.5.1. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

L(λ f +βg) = λLf +βLg

Teorema de derivación

La transformada de LaplaceLf (s) de una funciónf ∈ L2(0,∞) es una función derivable en sentido
complejo (holomorfa) en su dominio de convergencia y su derivada viene dada por

d
ds

L
(

f (t)
)
(s) = −L

(
t f (t)

)
(s) (4.34)

En particular,Lf (s) es una función continua y, además, se verifica que lı́m
Re(s)→+∞

Lf (s) = 0.

Teorema de integración

Seaf continua a trozos en [0,+∞[ y de orden exponencial verificando lı́m
t→+∞

f (t)e−at = 0. Supongamos

que lı́m
t→0
t>0

f (t)/t existe y seaF(s) la transformada de Laplace def . Entonces se verifica que

∞
w

s

F(u)du = L

(
f (t)
t

)
(s> a) (4.35)

Transformada de Laplace de una derivada

A) Supongamos quef es continua en ]0,+∞[, de orden exponencial y tiene derivadaf ′ que es
continua a trozos en [0,+∞[. Entonces se verifica la igualdad

L
(

f ′(t)
)
(s) = sL

(
f (t)
)
(s)− f (0+) (4.36)

dondef (0+) = lı́m
t→0
t>0

f (t).

B) En las mismas hipótesis anteriores, supongamos quef tiene discontinuidades de salto en los
puntost1 < t2 < · · · < tq, entonces se verifica que

L
(

f ′(t)
)
(s) = sL

(
f (t)
)
(s)− f (0+)−

q∑

j=1

e−stk
(

f
(
t+k
)
− f
(
t−k
))

(4.37)

C) Supongamos quef (t), f ′(t),. . . , f (n−1)(t) son continuas en ]0,+∞[ y de orden exponencial y que
f (n)(t) es continua a trozos en [0,+∞[, entonces se verifica que

L
(

f (n)(t)
)
(s) = sn

L
(

f (t)
)
(s)− sn−1 f

(
0+
)
− sn−2 f ′

(
0+
)
− · · ·− f (n−1)(0+

)
(4.38)
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Estas propiedades son las responsables de la extraordinaria utilidad que tiene la transformada de
Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedades de traslación y cambio de escala

Si Lf (s) está definida para Re(s) > c y a∈C, entonces se verifica que

L
(

f (t)
)
(s−a) = L

(
eat f (t)

)
(s) (Re(s−a) > c) (4.39)

Dado un númerob> 0 se verifica que

L
(
H(t−b) f (t−b)

)
(s) = e−b s

L
(

f (t)
)
(s) (4.40)

dondeH es la función escalón unidad.

Dado un número reala, 0 se verifica que

L
(

f (at)
)
(s) =

1
|a|L

(
f (t)
)( s

a

)
(4.41)

Teorema de convolución.Seanf y g funciones de orden exponencial y definamos

f ∗g(t) =
t
w

0

f (u)g(t−u)du

Entonces se verifica que
L( f ∗g) = LfLg (4.42)

4.5.2. Inversión de la transformada de Laplace

Definimos la transformada de Laplace inversa como el operador L−1 que a una funciónF(s) = Lf (s)
hace corresponder la funciónf .

L
−1F = f ⇐⇒ Lf = F

Se usa la notaciónL−1
(
F(s)

)
(t) para indicar la transformada de Laplace inversa deF evaluada ent.

La definición anterior está muy bien pero sirve de muy poco. Sitenemos que aplicar la definición
dada para calcular transformadas inversas de Laplace, necesitamos tener alguna práctica para que
cuando nos den una función seamos capaces de construir otra función cuya transformada de Laplace
sea dicha función. Sin embargo, a pesar de que este procedimiento es muy rudimentario es el que suele
seguirse.

Es fácil desarrollar una teoría sencilla para obtener transformadas de Laplace inversas de funciones
racionales sin más que descomponerlas en fracciones simples. Esto, junto con el teorema de convolu-
ción y las propiedades de traslación, da lugar a unas técnicas que tienen éxito en los casos ordinarios
(veremos unos pocos ejemplos en lo que sigue) pero que eludenel auténtico problema que no es otro
que el de la inversión de una transformada de Laplace. Es decir, así como para la transformada de
Fourier se dispone de un teorema de inversión que nos proporciona una expresión sencilla para la
transformada de Fourier inversa, la situación en lo que se refiere a la transformada de Laplace no
es tan cómoda. Ello se debe a que la transformada de Laplace convierte funciones complejas de una
variable real en funciones complejasde variable compleja. Por eso, el teorema de inversión para la
transformada de Laplace implica una integración en el campocomplejo lo que queda fuera del alcance
de estas notas.



4.5.3 Transformada de Laplace de una distribución 124

4.5.3. Transformada de Laplace de una distribución

La transformada de Laplace de una distribuciónT es la distribuciónLT definida para todaϕ∈S por la
igualdad

〈LT,ϕ〉 = 〈T,Lϕ〉
La transformada de Laplace de la funciónδ es la función escalón unidadH. Pues

〈Lδ,ϕ〉 = 〈δ,Lϕ〉 = Lϕ(0)=
∞
w

0

ϕ(x)dx =
∞
w

−∞
H(x)ϕ(x)dx = 〈H,ϕ〉

Como en la teoría de la transformada de Laplace solamente se consideran funciones definidas en los
reales positivos y como para todot > 0 esH(t) = 1, la igualdadLδ = H suele escribirseLδ = 1.

Es fácil comprobar que la transformada de Laplace de la derivadan-ésima deδ viene dada por

L
(
δ(n))(s) = sn

4.6. Ejemplos y aplicaciones

Ejemplo 4.22. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y del coseno.

Seaf (t) = eat dondea∈C. Tenemos que para Re(s) > Re(a) es

L
(

eat
)
(s) =

∞
w

0

eat e−s t dt = lı́m
u→+∞

u
w

0

e−(s−a) t dt = lı́m
u→+∞

[
−1

s−a
e−(s−a) t

]t=u

t=0

= lı́m
u→+∞

(
1

s−a
− e−(s−a)u

s−a

)
=

1
s−a

(4.43)

pues para Re(s) > Re(a) ∣∣e−(s−a)u
∣∣ = e−uRe(s−a)→ 0 (u→ +∞)

Deducimos que para Re(s) > 0

L
(

sen(ω t)
)
(s) = L

(
eiω t−e−iω t

2i

)
=

1
2i

(
1

s− iω
− 1

s+ iω

)
=

ω

s2+ω2 (4.44)

Análogamente

L
(

cos(ω t)
)
(s) =

s
s2+ω2 (4.45)

�

Ejemplo 4.23. Transformada de Laplace de una función polinómica.

Como caso particular del ejemplo anterior paraa= 0, tenemos que la transformada de Laplace de la

función escalón unidadH(t) viene dada porLH(s) =
1
s
. Usando el teorema de derivación deducimos

que

L
(
tn
)
(s) =

n!
sn+1 (n= 1,2,3, . . .) (4.46)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obtener enseguida la transformada de Laplace de una
función polinómica.

Además, teniendo en cuenta la propiedad de traslación4.39, deducimos que

L
(

eat tn
)
(s) =

n!
(s−a)n+1 (n= 1,2,3, . . . , Re(s−a) > 0) (4.47)

�
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Ejemplo 4.24. Teniendo en cuenta la igualdad4.44y el teorema de derivación y que

d
ds

ω

s2+ω2 = −
2sω

(s2+ω2)2

obtenemos

L
(
t sen(ω t)

)
(s) =

2sω
(s2+ω2)2 (4.48)

Análogamente

L
(
t cos(ω t)

)
(s) =

s2−ω2

(s2+ω2)2 (4.49)

Si los resultados anteriores los combinas con las propiedades de desplazamiento y el teorema de
convolución podrás calcular fácilmente transformadas de Laplace de productos de polinomios por
funciones seno y coseno y exponenciales.

�

Ejemplo 4.25. Vamos a calcular

L
−1
(

s+1
s2(s−1)

)

Descomponiendo en fracciones simples tenemos que

s+1
s2(s−1)

= − 2
s
− 1

s2 +
2

s−1

Por tanto

L
−1
(

s+1
s2(s−1)

)
= −L−1

(
2
s

)
−L−1

(
1
s2

)
+2L−1

(
2

s−1

)
= −2− t+2et

�

Ejemplo 4.26. Vamos a calcular

L
−1
(

2s2

(s2+1)(s−1)2

)

La descomposición en fracciones simples es

2s2

(s2+1)(s−1)2
= − s

s2+1
+

1
s−1

+
1

(s−1)2

Por tanto

L
−1
(

2s2

(s2+1)(s−1)2

)
= −cost+ et+ tet

�

Ejemplo 4.27. CalculemosL
(

sen2(ω t)
)
.

Sea f (t) = sen2(ω t). Tenemos quef ′(t) = 2ωsen(ω t)cos(ω t) = ωsen(2ω t). Teniendo en cuenta la
igualdad4.36, se verifica que

L(ωsen(2ω t)) = sL(sen2(ω t))

de donde

L(sen2(ω t)) =
ω

s
2ω

s2+4ω2 =
2ω2

s(s2+4ω2)

�
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Ejemplo 4.28. Se trata de calcular

L
−1
(

1
s3(s2+1)

)

Puede hacerse una descomposición en fracciones simples pero es más rápido si nos damos cuenta de
que

1
s3(s2+1)

=
1
s3

1
s2+1

=
1
2
L(t2)L(sent)

y usamos el teorema de convolución (4.42) para deducir que

1
s3(s2+1)

=
1
2
L(t2 ∗sent) =⇒ L

−1
(

1
s3(s2+1)

)
=

1
2

t2 ∗sent =
1
2

(t2+2cost−2)

�

Ejemplo 4.29. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales pueden resolverse con ayuda de la trans-
formada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuación

an+2−3an+1+2an = 0, a0 = 0, a1 = 1

Para ello definamos
y(t) = an n6 t < n+1, n= 0,1,2, . . .

Con lo cual la ecuación se convierte en

y(t+2)−3y(t+1)+2y(t)= 0 y(0)= 0, y(1)= 1 (4.50)

Tomando transformadas de Laplace tenemos

L
(
y(t+2)

)
=

∞
w

0

e−sty(t+2)dt = [u= t+2] =
∞
w

2

e−s(u−2) y(u)du =

= e2s
∞
w

0

e−suy(u)du−e2s
2
w

0

e−suy(u)du

= e2s
L
(
y(t)
)
−e2s

1
w

0

e−suy(0)du−e2s
2
w

1

e−suy(1)du

= e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)

Análogamente
L
(
y(t+1)

)
= es

L
(
y(t)
)

Con lo que la ecuación5.43se convierte en

e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)−3es

L
(
y(t)
)
+2L

(
y(t)
)
= 0

de donde fácilmente se obtiene que

L
(
y(t)
)
=

1−e−s

s(1−2e−s)
− 1

s

Teniendo ahora en cuenta que paraa> 0 y notandoE(t) la funciónparte enterase verifica que

L
(
aE(t)) = 1−e−s

s(1−ae−s)
(Re(s) >máx

{
0, loga

}
)
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concluimos que
L
(
y(t)
)
= L
(
2E(t))−L1= L

(
2E(t) −1

)

de donde resulta finalmente
an = 2n−1, n= 0,1,2, . . .

�

4.6.1. Ejercicios

1. Calcula, usando los ejemplos anteriores y las propiedades de la transformada de Laplace, sin
necesidad de hacer integrales, las transformadas de Laplace de las funciones siguientes:

a) cosh(ω t), senh(ω t) (seno hiperbólico y coseno hiperbólico).

b) eat sen(ω t+ϕ), eat cos(ω t+ϕ).

c) f (t) = 0 si 06 t 6 1, f (t) = (t−1)2 si t > 1.

d) f (t) = sent si t > 3, f (t) = 0 ai 06 t < 3.

e)
1−e−t

t

f )
sent

t

2. Justifica la igualdad

L
(
aE(t)) = 1−e−s

s(1−ae−s)
(Re(s) >máx

{
0, loga

}
)

3. Calcula las transformadas de Laplace inversas de las siguientes funciones

a)
e−a s−e−b s

(b−a)s
donde 06 a< b

b)
e−2s

s2+1

c)
s

s2+4s+1

d) log
( s+a

s+b

)
dondea> 0, b> 0.

e)
s−a
s+a

4. Justifica la igualdad

L
−1
(
Lf (s)

s

)
(t) =

t
w

0

f (u)du

Aplicación: Calcula la transformada de Laplace de la función seno integral:

S i(t) =
t
w

0

senu
u

du

5. Supongamos quef es una función periódica con períodoT. SeaF(s) la transformadas de La-
place def y pongamos

F1(s) =
T
w

0

f (t)e−st dt
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Justifica que

F(s) =
F1(s)

1−e−sT

Aplicación: Calcula la transformada de Laplace de la función f (t) = |sen(ω t)|.



Capítulo5

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

5.1. Generalidades

1 Una ecuación diferencial es una ecuación en la que se relacionan derivadas de una función des-
conocida con otras funciones. Las ecuaciones siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

1) y′− xsenx= 1;

2) y′′+ (x2−1)y′+3ycosx−4x= 2;

3) (x′′)2+3x′+et+ t2−1= 0;

4)
√

(y′)2+sen2(x)+1+ log(1+ (y′)2) = 1+sen(yy′)+ex2+x+1;

5)
∂2z
∂x2 +

∂2z
∂y2 = x2+4xy.

En 1), 2) y 4) se entiende quey es la función incógnita y la variable independiente esx. En 3) se
entiende que la función incógnita esx y la variable independiente est. En 5) se entiende que la
función incógnita esz y las variables dependientes sonx e y.

Si en la ecuación hay derivadas respecto de una sola variableindependiente se dice que es una
ecuación diferencial ordinaria(EDO); y si hay derivadas parciales respecto a dos o más variables
independientes se llama ecuación en derivadas parciales (EDP).

Es frecuente usar la notación de Leibniz
dy
dx

,
d2y
dx2 ,

d3y
dx3 para representar, respectivamente, las

derivadas primera, segunda, tercera y, en general,
dny
dxn para representar la derivada de ordenn de y

respecto ax. En Física, especialmente en Mecánica, suele usarse la notación de Newton en la que
�
x,

��
x representan las derivadas primera y segunda dex respecto a la variable independientet, que suele
ser el tiempo.

El orden de una ecuación diferenciales el orden de la derivada más alta que aparece en dicha
ecuación.

1Soy consciente de las muchas carencias de estas notas que sonuna primera versión que debe ser mejorada y ampliada. En
las siguientes versiones se incluirán nuevos ejemplos, se propondrán ejercicios interesantes y se ampliará la parte dedicada a los
sistemas LTI y al empleo de “técnicas de Fourier” para el estudio de las ecuaciones diferenciales.
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La forma más general de representar una EDO de ordenn es

F
(
x,y,y′,y′′, . . . ,y(n)) = 0 (5.1)

dondeF es una función den+2 variables. Se dice que dicha ecuación está dada en forma implícita.

Una EDO de ordenn de la forma

y(n) = Φ
(
x,y,y′,y′′, . . . ,y(n−1)) (5.2)

dondeΦ es una función den+1 variables, se dice que está dada en forma normal.

Una función f : I → R es solución de la ecuación diferencial (5.1) en el intervaloI cuando al
sustituiry por f en dicha ecuación obtenemos una identidad:

F
(
x, f (x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x)

)
= 0 ∀x∈ I

En general, la existencia de soluciones de una EDO no está garantizada y pueden darse gran diver-
sidad de situaciones.

Suelen distinguirse tres tipos de soluciones de una ecuación diferencial.

a) La solución generalde una EDO de ordenn es una solución en la que, además de la variable
independiente, intervienenn parámetros o “constantes arbitrarias”.

b) Lassoluciones particularesson las que se obtienen a partir de la solución general dando valores
específicos a los parámetros.

c) Lassoluciones singularesson soluciones que no se deducen de la solución general dandovalores
a los parámetros.

La ecuación (y′)2 = y tiene como solución generaly=

(
x+C

2

)2

. HaciendoC = 0 obtenemos la

solución particulary= x2/4; mientras quey= 0 es una solución singular.

Las soluciones de una EDO (o, más apropiadamente, sus gráficas) se llaman tambiéncurvas inte-
grales.

5.1.1. Ecuación diferencial de una familia de curvas. Trayectorias

Consideremos una familiaF de curvas planas dada por una ecuación de la formaf (x,y,C) = 0, donde
C es un parámetro real que toma valores en un intervaloI y para cada valor deC∈ I tenemos una
curva de dicha familia. Para obtener la ecuación diferencial deF lo que se hace es eliminarC en las
ecuaciones 




f (x,y,C) = 0
∂ f (x,y,C)

∂x
+
∂ f (x,y,C)

∂y
y′ = 0

obtenemos de esta forma una EDΦ(x,y,y′) = 0 que expresa una propiedad común a todas las curvas
deF . Naturalmente, la solución general de la EDΦ(x,y,y′) = 0 es la familia dadaf (x,y,C) = 0.

Se llamanω-trayectoriasdeF a las curvas que cortan bajo un ángulo constanteω a las curvas de
F . La tangente en un punto (x,y) a una curvay= y(x) de la familiaF forma un ánguloα con el eje
de abscisas cuya tangente viene dada pory′ = tg(α). La pendiente en este punto de laω-trayectoria
z= z(x) buscada seráz′ = tg(α+ω). Deducimos que

y′ = tg(α) = tg(α+ω−ω) =
tg(α+ω)− tg(ω)

1+ tg(α+ω) tg(ω)
=

z′ − tg(ω)
1+z′ tg(ω)
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En consecuencia, si esΦ(x,y,y′) = 0 la ED de la familiaF , la ED que verifican lasω-trayectorias de
dicha familia es

Φ

(
x,z,

z′− tg(ω)
1+z′ tg(ω)

)
= 0

Para el caso en queω = π/2 se tiene quez′ = −1/y′ por lo que lastrayectorias ortogonalesdeF
satisfacen la EDΦ(x,y,−1/y′) = 0.

5.1.2. Envolvente de una familia de curvas

Consideremos una familiaF de curvas planas dada por una ecuación de la formaf (x,y,C) = 0, donde
C es un parámetro real que toma valores en un intervaloI y para cada valor deC∈ I tenemos una curva
de dicha familia. Supongamos que hay una curvaΓ con la propiedad de que por cada punto deΓ pasa
una curvaγC de la familiaF de tal forma que en el punto de contacto las curvasΓ y γC tienen la
misma tangente. En tal caso se dice que la curvaΓ esla envolventede la familiaF .

Para obtener la ecuación de la curva envolvente deF lo que se hace es eliminarC en las ecuaciones




f (x,y,C) = 0
∂ f (x,y,C)

∂C
= 0

Ejemplo 5.1. SeaF la familia de rectas de ecuaciónf (x,y,C) = y−Cx−3/C+2= 0 dondeC > 0.
Tenemos que





f (x,y,C) = 0=⇒ y+2=Cx+
3
C
=⇒ (y+2)2 =C2x2+

9
C2 +6x

∂ f (x,y,C)
∂C

= 0=⇒−x+
3

C2 = 0=⇒C2 =
3
x




=⇒ (y+2)2 = 12x

La envolvente es la parábola de ecuación (y+2)2 = 12x. Puedes ver algunas rectas de la familia junto
a su envolvente en la siguiente figura.

La solución general de una EDF(x,y,y′)= 0 es una familia de curvas dependiente de un parámetro
que se podrá representar porf (x,y,C) = 0. Es claro que la envolvente de dicha familia (cuando existe)
es también solución de la ED; pues la pendiente de la envolvente en cada punto coincide con la de la
curva integral que pasa por dicho punto. Se trata de una solución singular de la ED. �

Con frecuencia interesa obtener solamente una solución de una EDO que verifica unas determina-
das condiciones. Esto da lugar a dos tipos de problemas. Cuando las condiciones que debe verificar la



5.2 Métodos de resolución de EDOs de primer orden 132

solución buscada se especifican para un único valor de la variable independiente dichas condiciones
reciben el nombre de “condiciones iniciales” y se dice que tenemos unproblema de valores iniciales
(PVI) para la EDO dada. Si las condiciones dadas se refieran a más de un valor de la variable indepen-
diente dichas condiciones reciben el nombre de “condiciones de contorno” y se dice que tenemos un
problema de contornopara la EDO dada.

El caso más usual de problema de valores iniciales para una EDO de ordenn es el llamadoproble-
ma de Cauchyque consiste en obtener la solución de dicha ecuación cuyo valor y el de sus primeras
n−1 derivadas en un puntox0 son dados.

Ejemplo 5.2. El problema de Cauchy
{

y′′−2y′+y= senx

y′(0)= 1, y(0)= −1

tiene como solucióny(x) = 1
2 (−3ex+5x ex+ cosx) .

El problema de contorno {
y′′+y= senx

y′(0)= π, y(π) = 0

tiene como solución

y(x) =
1
4

(
2π cos(x)−2x cos(x)+2sen(x)+4π sen(x)−2cos2(x) sen(x)+cos(x) sen(2x)

)
.

�

A continuación vamos a estudiar algunos tipos sencillos de EDO cuyas soluciones pueden ob-
tenerse con técnicas elementales. Usaremos indistintamente las siglas EDO y ED para referirnos a
ecuaciones diferenciales ordinarias.

5.2. Métodos de resolución de EDOs de primer orden

Vamos a considerar EDOs de la formay′ = f (x,y) donde se supone que la funciónf está definida en
un abierto deR2 y es todo lo buena que se precise para justificar en cada caso los cálculos que siguen.
Las soluciones que encontraremos pueden venir dadas de tresformas.

a) Explícitamentecuando la solución obtenida es de la formay= ϕ(x).

b) Implícitamente cuando la solución obtenida viene dada por una igualdadH(x,y) = 0 que define a
y como función (implícita) dex.

c) Paramétricamentecuando las curvas integrales viene dadas en función de un parámetro.

No hay que pensar que la solución se podrá expresar por medio de funciones elementales. Esto
no puede asegurarse ni aún en el caso más simple de la ecuacióny′ = f (x) porque puede ocurrir que
la función f (x) no tenga primitivas que sean funciones elementales. Por ejemplo, la solución de la
ecuacióny′ = sen(x2) que cumple la condición inicialy(x0) = y0 es

y(x) = y0+

x
w

x0

sen(t2)dt
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que no puede expresarse por medio de funciones elementales.En general, una EDO se considera
resuelta cuando se logra expresar su solución mediante la determinación de ciertas funciones primitivas
las cuales, a su vez, podrán o no expresarse por medio de funciones elementales. En tales casos se dice
que la ecuación se ha resuelto por medio decuadraturas.

Las EDs del tipoy′ = f (x,y) también suelen expresarse en la formaP(x,y)dx +Q(x,y)dy = 0,

que es otra manera de escribir la igualdadP(x,y)+Q(x,y)y′ = 0, o sea,y′ = −P(x,y)
Q(x,y)

. La notación

diferencialP(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 tiene la ventaja de que permite elegir, según interese, la variable
independiente igual ax o a y.

Vamos a estudiar tres tipos básicos de ecuaciones.

Ecuaciones de variables separadas.

Ecuaciones exactas.

Ecuaciones lineales.

Veremos que usando las técnicas de cambio de variable o de factor integrante otros tipos de ecua-
ciones pueden ser convertidos en alguno de los anteriores.

5.2.1. Ecuaciones de variables separadas

Se llaman así las ecuaciones que pueden escribirse en la forma

P(x)+Q(y)y′ = 0⇐⇒ P(x)dx+Q(y)dy = 0 (5.3)

Es decir, el coeficiente de dx es sólo función dex, el de dy es sólo función dey. SeanG(x) y H(y)
primitivas deP(x) y Q(y) respectivamente. DefinamosF(x,y) =G(x)+H(y). La solución general de
(5.3) es la familia de curvas definidas implícitamente porF(x,y) =C dondeC es una constante. Pues
si y= ϕ(x) es una curva de esta familia se tendrá que

F(x,ϕ(x)) =C =⇒ 0=
d

dx
F(x,ϕ(x)) =

d
dx

(G(x)+H(ϕ(x))) =G′(x)+H ′(ϕ(x))ϕ ′(x) =

= P(x)+Q(ϕ(x))ϕ ′(x)

lo que prueba quey= ϕ(x) es solución de (5.3).

Recíprocamente, supongamos quey= ψ(x) es una solución de (5.3) definida en un intervaloI . Se
tiene entonces que

0= P(x)+Q(ψ(x))ψ ′(x) =
d

dx
F(x,ψ(x)) ∀x∈ I =⇒ F(x,ψ(x)) =C ∀x∈ I

Si la funciónQ(y) no se anula en su intervalo de definición, entonces la función H(y) es inyectiva
por lo que existe su inversaH−1 y (en teoría) podemos despejary en la igualdadH(y) = C−G(x)
obteniendoy= H−1(C−G(x)).

En la práctica se sobreentiende todo lo anterior y la solución general de (5.3) se expresa simple-
mente por

w

P(x)dx+
w

Q(y)dy =C

que es otra forma de escribirF(x,y) =G(x)+H(y) =C.
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Ejemplo 5.3. Calcular la velocidad crítica de escape de la Tierra de un objeto de masam (en kilogra-
mos) suponiendo que la única fuerza que actúa sobre dicho cuerpo es la atracción gravitatoria de la
Tierra. Tomar como valor del radio de la TierraR= 6371 Km.

Solución. Se trata de calcular la velocidadv0 con la que hay disparar verticalmente dicho objeto para
que permanezca alejándose de la Tierra indefinidamente.

Como el movimiento y la acción de la fuerza tienen lugar en unarecta que pasa por el centro de
la Tierra, elegimos un sistema de referencia con origen en elcentro de la Tierra de manera que el
movimiento tiene lugar en el ejeOZ de dicho sistema. De esta forma podemos prescindir del carácter
vectorial de las magnitudes implicadas y trabajar solamente con sus módulos (normas euclídeas).

Cuando el objeto se halla a una distanciah (en metros) del centro de la Tierra la fuerza de atracción
gravitatoria que la Tierra ejerce sobre el mismo es proporcional a su masa e inversamente proporcional
a h2, es decir, de la formaF(h) = km/h2. Como F(R) = mg (el peso del cuerpo en la superficie de
la Tierra), deducimos quek = gR2 y, por tanto,F(h) = mgR2/h2, donde suponemosR expresado
en metros. Seanh(t) la distancia del objeto al centro de la Tierra yv(t) = h′(t) su velocidad en el
momentot.

Teniendo en cuenta que la aceleración es la derivada de la velocidad respecto al tiempo y que la
fuerza ejercida se opone al movimiento, la segunda ley de Newton nos dice que

m
dv
d t
= −mgR2

(h(t))2 =⇒ v
dv
d t
= −gR2 h′(t)

(h(t))2 =⇒ v dv = −gR2 h′(t)
(h(t))2 dt

que es una ecuación de variables separadas cuya solución viene dada por

w

v dv = −gR2
w h′(t)

(h(t))2 dt +C

y deducimos que

v2 = 2gR2 1
h(t)
+C

Como parat = 0 esh(0)= R y v(0)= v0, se sigue queC = v2
0−2gR. Luego

(v(t))2
= 2gR2 1

h(t)
+v2

0−2gR

Puesto que debe verificarse lı́m
t→+∞

h(t) = +∞, deducimos que lı́m
t→+∞

(v(t))2 = v2
0− 2gR, lo que implica

quev2
0−2gR> 0, es decir,v0 >

√
2gR≅ 11180m/s= 11,18 Km/s.

�

5.2.2. Ecuaciones exactas

Supondremos en lo que sigue queP y Q son funciones con derivadas parciales continuas. La ecuación
diferencial

P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 (5.4)

se dice que es exacta en un dominioΩ ⊂ R2 cuando el campo vectorialF(x,y) =
(
P(x,y),Q(x,y)

)

es conservativo enΩ, es decir, existe un campo escalarU(x,y), llamado el potencial del campoF,
determinado de manera única salvo una constante aditiva, cuyo gradiente

∇U(x,y) =

(
∂U
∂x

(x,y),
∂U
∂y

(x,y)

)
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coincide en todo punto deΩ conF(x,y):

∂U
∂x

(x,y) = P(x,y),
∂U
∂y

(x,y) = Q(x,y) ∀(x,y)∈Ω

Es sabido que, en las hipótesis hechas sobreP y Q, una condición necesaria para que el campoF sea
conservativo enΩ es que se verifiquen las igualdades

∂P
∂y

(x,y) =
∂Q
∂x

(x,y) ∀(x,y)∈Ω (5.5)

Cuando estas condiciones necesarias se cumplen y, además,Ω es un dominio simplemente conexo (sin
agujeros), entonces el campo vectorialF(x,y) =

(
P(x,y),Q(x,y)

)
es conservativo enΩ.

No hay que olvidar que esta última condición no es necesaria,es decir, si se cumplen las igualdades
(5.5) y el dominioΩ no es simplemente conexo puede ocurrir que el campo sea conservativo enΩ o
que no lo sea. Por ejemplo, el campo

F(x,y) =

(
−y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)

verifica las igualdades (5.5) enΩ = R2 \ {(0,0)} (un dominio que no es simplemente conexo pues tiene
un agujero: el punto (0,0)) y no es conservativo enΩ. El campo

F(x,y) =

(
2xy

(x2+y2)2 ,
y2− x2

(x2+y2)2

)

verifica las igualdades (5.5) enΩ = R2 \ {(0,0)} y es conservativo enΩ.

Supuesto que el campo es conservativo, vamos a calcular la función potencialU que se anula en
un punto (a,b)∈Ω.

∂U
∂x

(x,y) = P(x,y) =⇒ U(x,y) =
x
w

a

P(t,y)dt +ϕ(y)

Derivando esta igualdad respecto de la segunda variable y usando las igualdades (5.5) y el Teorema
Fundamental del Cálculo tenemos

Q(x,y) =
∂U
∂y

(x,y) =
x
w

a

∂P
∂y

(t,y)dt +ϕ ′(y) =
x
w

a

∂Q
∂x

(t,y)dt +ϕ ′(y) = Q(x,y)−Q(a,y)+ϕ ′(y)

y deducimos que

ϕ ′(y) = Q(a,y) =⇒ ϕ(y) =
y
w

b

Q(a, t)dt ∀(x,y)∈Ω

luego

U(x,y) =
x
w

a

P(t,y)dx +
y
w

b

Q(a, t)dt

Observa que para que este cálculo sea correcto los segmentosque van de (a,b) a (a,y) y de (a,y) a
(x,y) deben estar contenidos enΩ.

Una vez que tenemos la función potencial, las soluciones de la ecuación exacta (5.4) viene dadas
implícitamente por

U(x,y) =C

dondeC es una constante arbitraria (C∈U(Ω)). Pues cualquier función derivabley= y(x) definida en
un intervaloI y que verifiqueU(x,y(x)) =C para todox∈ I debe verificar también que

0=
d

dx
U(x,y(x)) =

∂U
∂x

(x,y(x))+
∂U
∂y

(x,y(x))y′(x) = P(x,y(x))+Q(x,y(x))y′(x)

lo que prueba quey(x) es solución de (5.4).



5.2.2 Ecuaciones exactas 136

Ejemplo 5.4. Determinar las curvas planas que tienen la propiedad de concentrar en un punto un haz
de rayos paralelos reflejados en ellas.

Solución.

α

β

x

y

O

X

Y

P

En la gráfica de la izquierda se ha representa-
do parte de la curva (en rojo) y de su tangente
en un puntoP. Se ha supuesto que los rayos
incidentes son paralelos al ejeX y que el pun-
to en donde se concentran los rayos reflejados
es el origen. El ángulo de incidencia (el que
forma el rayo incidente con la tangente en el
punto de incidencia),α, debe ser igual al de
reflexión (el que forma el rayo reflejado con
la tangente) que es igual aβ−α.

Deberá cumplirse por tanto

tg(α) = tg(β−α) =
tg(β)− tg(α)

1+ tg(α) tg(β)
=⇒ y′ =

y/x−y′

1+y′y/x
=⇒ y′ =

−2x ±
√

4x2+4y2

2y
=⇒

ydy+ xdx ∓
√

x2+y2dx = 0=⇒
(
∓ x√

x2+y2
+1

)
dx ∓ y√

x2+y2
dy = 0.

Esta última ecuación es de la formaP(x,y)dx+Q(x,y)dy con

P(x,y) = ∓ x√
x2+y2

+1, Q(x,y) = ∓ y√
x2+y2

=⇒ ∂P
∂y

(x,y) = ± xy√
x2+y2

=
∂Q
∂x

(x,y)

Observa queP y Q están definidas enΩ = R2 \ {(0,0)} que es un dominio no simplemente conexo por
lo que, a priori, no es seguro que la ecuación sea exacta. Tratemos de calcular una función potencial
U.

∂U
∂x

(x,y) = 1 ∓ x√
x2+y2

=⇒U(x,y) = x ∓
√

x2+y2+ϕ(y) =⇒

∂U
∂y

(x,y) = ∓ y√
x2+y2

+ϕ ′(y) = Q(x,y) =⇒ ϕ ′(y) = 0=⇒ ϕ(y) =C

Hemos obtenido asíU(x,y) = x ∓
√

x2+y2+C. Es claro que
∂U
∂x

(x,y) = P(x,y) y
∂U
∂y

(x,y) = Q(x,y)

para todo (x,y)∈Ω. Concluimos que las curvas solución buscadas vienen dadas implícitamente por

±
√

x2+y2 = x+c=⇒ x2+y2 = (x+c)2 =⇒ y2 = 2c
(

x+
c
2

)

que es una familia de parábolas con su foco en el origen. Ya Arquímides conocía esta propiedad de las
parábolas pero ahora hemos probado que son lasúnicascurvas que la tienen.

�
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5.2.3. Ecuaciones lineales

Son de la forma
y′(x)+a(x)y(x)= b(x) (5.6)

dondea y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas en unintervalo I . Vamos a probar
que dadosx0∈ I , y0∈R, hay una única función derivabley: I → R que es solución de la ecuación (5.6)
y verifica quey(x0) = y0.

NotemosA la primitiva dea que se anula enx0:

A(x) =
x
w

x0

a(t)dt (x∈ I )

Multiplicando los dos miembros de la ecuación (5.6) por eA(x) obtenemos:

y′(x)eA(x)+a(x)eA(x) y(x) = eA(x) b(x)

ecuación que poniendoϕ(x) = y(x)eA(x), puede escribirseϕ ′(x) = eA(x) b(x) y, como debe ser
ϕ(x0) = y(x0) = y0, se tiene que:

ϕ(x) = y0+

x
w

x0

eA(t) b(t)dt.

Concluimos que la función

y(x) = e−A(x)


y0+

x
w

x0

eA(t) b(t)dt


 (5.7)

es una solución de la ecuación (5.6) que verifica la condicióny(x0) = y0. La unicidad es consecuencia
inmediata de la forma en que hemos obtenido dicha solución.

Ejemplo 5.5. Consideremos un depósito que inicialmente contiene un volumen igual aV0 litros de
agua. A partir de ese instante, en el depósito entranL litros por minuto de agua contaminada con
ρ miligramos de mercurio por litro y salenM litros por minuto. Se supone que en cada instante la
concentración de mercurio en el depósito es uniforme. Calcula la cantidad de mercurio que hay en el
depósito en cada momento.

Solución. En cada tiempot (en minutos) seaV(t) el volumen de agua (en litros) ey(t) la cantidad de
mercurio (en miligramos) que hay en el depósito. Tenemos queV(t) =V0+ t(L−M). Para calculary(t)
debemos tener en cuenta que la concentración de mercurio en la entrada es constante igual aρ pero
no así en la salida.La concentración de mercurio en el depósito en el tiempot es igual ay(t)/V(t);

por tanto, la cantidad de mercurio que ha salido del depósitoen el tiempot es igual aM
t
w

0

y(s)
V(s)

ds.

Deducimos que

y(t) = ρLt−M
t
w

0

y(s)
V(s)

ds

y derivando obtenemos

y′(t)+
M

V0+ t(L−M)
y(t) = ρL

Se trata de una ecuación lineal cona(t) =
M

V0+ t(L−M)
y b(t) = ρL. Supuesto queL , M se tiene

A(t) =
t
w

0

M
V0+ t(L−M)

dt =
M

L−M

(
log
(
V0+ t(L−M)

)
− log(V0)

)
= log

(
1+ t

L−M
V0

) M
L−M
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y teniendo en cuenta (5.7) y haciendo unos sencillos cálculos, obtenemos que la solución que verifica
y(0)= 0 viene dada por

y(t) = ρV0

(
1+ t

L−M
V0

)(
1−
(

1+ t
L−M

V0

) L
M−L
)

Si esL = M se obtiene
y(t) = ρV0

(
1−e−Lt/V0

)

Estudiadas con cierto detalle los tres tipos básicos de EDO1(EDO de orden 1), en lo que sigue
vamos a estudiar algunos tipos de EDO1 que pueden convertirse en alguno de ellos usando las técnicas
de cambio de variable o de función y de factor integrante.

�

5.2.4. Ecuaciones de variables separables

Se llaman así las EDO1 que pueden transformarse mediante operaciones sencillas en una EDO1 de
variables separadas.

Tipo y ′ = f (ax+by+c).

Se supone quea,b,c son números reales conb, 0. El cambio de funcióny(x) por z(x) dado por
z= ax+by+c la transforma en una ecuación de variables separadas enzy x.

y(x) =
z(x)−ax−c

b
=⇒ y′(x) =

z′(x)−a
b

=⇒ z′(x)−a= b f(z(x)) =⇒ z′(x)
b f(z(x))+a

= 1

Hemos obtenido así la ecuación
1

b f(z)+a
dz− dx = 0

cuya solución está dada implícitamente por

w 1
b f(z)+a

dz− x=C

Deshaciendo el cambio de función realizado en esta igualdadobtenemos la relación entrex e y que
define implícitamente las soluciones de la ecuación dada.

5.2.5. Ecuaciones homogéneas

.

Se llaman así las de la forma
y′ = f

(y
x

)

Para resolverla, cambiamos la funcióny(x) por u(x) dondey(x) = u(x)x. De esta forma obtenemos la
ecuaciónu′x+u= f (u) que podemos escribir

1
f (u)−u

du− 1
x

dx = 0

que es de variables separadas.
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(
ax+by+c
α x+βy+γ

)
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Las ecuaciones homogéneas pueden definirse también de otra manera equivalente. Una función
h(x,y) se dice que es homogénea de gradoα∈R∗ si para todot > 0 se verifica queh(tx, ty) = tαh(x,y).
Es inmediato comprobar que una EDO1 de la forma

P(x,y)dx x+Q(x,y)dy = 0

en la queP(x,y) y Q(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado, puede escribirse como una
ecuación diferencial homogénea según la definición antes dada.

Ejemplo 5.6. Determinar la trayectoria que sigue un avión cuya velocidadtiene módulo constantev
y siempre está dirigida hacia el origen de coordenadas, y quesufre el empuje de un viento lateral con
dirección del semieje positivo de abscisas y velocidad constantew.

Solución

v

w

O
X

Y

x

y
P

x−y/y′

En la figura de la izquierda se ha representado
parte de la trayectoria buscada (en rojo) y de
su tangente (en azul) en un puntoP. La tan-
gente lleva la dirección de la resultante de las
velocidades del avión y del viento lateral. La
intersección de la tangente con el ejeX es el
punto de abscisax− y/y′ representado en la
figura.

Teniendo en cuenta la semejanza de triángulos, se verifica que:

x−y/y′

OP
=

w
v
= λ =⇒ x−y/y′ = λ

√
x2+y2 =⇒ ydx+λ

(√
x2+y2− x

)
dy = 0

Hemos obtenido una ecuación homogénea. Es preferible, debido a la forma que (intuitivamente) va a
tener la curva solución, obtenerx como función dey. Hacemos, pues,x= uy considerandoy como la
variable independiente yu= u(y) como función dey. De esta manera obtenemos la ecuación

1
y

dy = − 1

λ
√

1+u2
du

que puede integrase elementalmente obteniendo

log(C y) = −1
λ

log(u+
√

1+u2) =⇒ u+
√

1+u2 = (Cy)−λ

Teniendo en cuenta que (u+
√

1+u2)(u−
√

1+u2) = −1 se sigue queu−
√

1+u2 = −(Cy)λ y, final-
mente, obtenemos que

u=
(Cy)−λ− (Cy)λ

2
=⇒ x=

(Cy)1−λ− (Cy)1+λ

2C
�

5.2.6. EDO del tipoy′ = f

(
ax+by+c
α x+βy+γ

)

Si c= γ = 0 es una ecuación homogénea.
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Si las rectasax+by+c= 0 y α x+βy+γ = 0 se cortan en un punto (x0,y0) podemos escribir
{

ax+by+c= a(x− x0)+b(y−y0)

α x+βy+γ = α(x− x0)+β(y−y0)

Los cambios de variable y de función dados port = x− x0, z= y−y0 convierten la ecuación en
una homogénea enz, t.

Si las rectas son paralelas, el cambio de funciónz= ax+by transforma la ecuación en una de
variables separables enz, x.

5.2.7. Ecuaciones reducibles a exactas. Factores integrantes

Decimos queµ(x,y) es un factor integrante de la ecuación

P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0

cuando la ecuación que resulta al multiplicar dicha ecuación porµ

µ(x,y)P(x,y)dx+µ(x,y)Q(x,y)dy = 0 (5.8)

es una ecuación exacta.

Por ejemplo, la ecuaciónydx+ (x2y− x)dy = 0 no es exacta; pero si la multiplicamos porµ(x,y) =
1/x2 obtenemos una ecuación exacta.

Se sabe que siempre existen factores integrantes aunque esto no es de tan gran ayuda como puede
parecer en un primer momento porque, salvo en algunos casos típicos, el cálculo de un factor integrante
es un problema mucho más difícil que la propia ecuación que queremos resolver. En general, las
condiciones que debe verificar a funciónµ para que la ecuación (5.8) sea exacta son:

∂

∂y

(
µ(x,y)P(x,y)

)
=
∂

∂x

(
µ(x,y)Q(x,y)

)
=⇒

µ(x,y)
∂P
∂y

(x,y)+P(x,y)
∂µ

∂y
(x,y) = µ(x,y)

∂Q
∂x

(x,y)+Q(x,y)
∂µ

∂x
(x,y)

(5.9)

Pero en la práctica nos interesa obtener solamente una solución de esta ecuación en derivadas parciales.
Lo que se hace es tratar de encontrar un factor integrante quesea de alguna forma especial. Suelen
buscarse factores integrantes de los siguientes tipos:

µ = µ(x) (depende solamente dex)

µ = µ(y) (depende solamente dey)

µ = µ(x+y) (puede expresarse como función dex+y)

µ = µ(xy) (puede expresarse como función dexy)

Veamos bajo qué condiciones hay un factor integrate de la formaµ(x).Teniendo en cuenta la ecuación
(5.9), debe cumplirse que

µ ′(x)
µ(x)

=

∂P
∂y

(x,y)− ∂Q
∂x

(x,y)

Q(x,y)

Esta condición exige que la función de la derecha dependa solamente solamente dex, esto es

h(x) =

∂P
∂y

(x,y)− ∂Q
∂x

(x,y)

Q(x,y)
=⇒ µ(x) = e

r

h(x)dx
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Por ejemplo, la ecuación linealy′+a(x)y= b(x), que puede escribirse (a(x)y−b(x))dx+ dy = 0,
admite un factor integrante que solamente depende dex. Pues tenemosP(x,y) = a(x)y−b(x), Q(x,y) =
1, por lo que

h(x) =

∂P
∂y

(x,y)− ∂Q
∂x

(x,y)

Q(x,y)
= a(x)

Deducimos queµ(x) = e
r

a(x)dx es un factor integrante.

5.2.8. Ecuaciones de Bernoulli

Son de la forma
y′+a(x)y+b(x)yα = 0

dondeα es un número real. Siα = 0 se trata de una ecuación lineal y siα = 1 se trata de una ecuación
de variables separables. En otro caso, el cambio de funciónz= y1−α la convierte en la ecuación lineal
z′+ (1−α)a(x)z= (α−1)b(x).

Otro método consiste en escribiry(x) = u(x)v(x). Derivando,y′ = u′v+uv′ y, sustituyendo en la
ecuación,u′v+uv′ +a(x)uv+b(x)uαvα = 0, que puede escribirseu′v+ (v′ +a(x)v)u+b(x)uαvα = 0.
Ahora igualamos a cero el coeficiente deu, con lo cual tenemosv′ +a(x)v= 0, que es una ecuación
de variables separadas env, x. Resolviéndola calculamosv(x). De esta forma, la ecuación inicial
ha quedado reducida au′v+ b(x)uαvα = 0, que es una ecuación de variables separadas que permite
calcularu.

5.2.9. Ecuaciones de Ricatti

Son de la forma
y′+a(x)y+b(x)y2= c(x)

No hay métodos generales para resolver este tipo de ecuaciones; pero si de alguna forma somos ca-
paces de calcular una solución particular de dicha ecuación, yp(x), entonces el cambio de función
y= yp+z transforma la ecuación enz′+

(
a(x)+2b(x)yp(x)

)
z+b(x)z2 = 0, que es una de Bernoulli con

α = 2. El cambioz= u−1 reduce esta última ecuación a una lineal.

5.2.10. Otras formas de resolver la EDO1 lineal

Hemos visto ya dos formas de resolver la ecuacióny′ +a(x)y= b(x) . Directamente, como se hizo al
estudiarla por primera vez y calculando un factor integrante para convertirla en una ecuación exacta.
Otra forma es el método conocido comovariación de constantes. Consiste en lo siguiente.

Primero se calcula la solución general de la ecuacióny′ + a(x)y = 0, que esC e−
r

a(x)dx , donde
C es una constante arbitraria. Seguidamente se forma la función y(x) = C(x)e−

r

a(x)dx donde hemos
sustituido la constanteC por una función desconocida,C(x), que se calcula imponiendo quey(x) sea
solución de la ecuación dada. De esta forma se obtiene

C(x) =
w

b(x)e
r

a(x)dx dx +C

lo que nos vuelve a dar como solución general de la ecuación lineal

y(x) = e−
r

a(x)dx
(
w

b(x)e
r

a(x)dx dx +C
)

Otro método para resolver las ecuaciones lineales consisteen ponery(x) = u(x)v(x). Con ello
y′ = u′v+ uv′ y, sustituyendo en la ecuación,u′v+ uv′ + a(x)uv = b(x). Que puede escribirse
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u′v+ (v′+a(x)v)u= b(x). Imponiendo ahora quev′+a(x)v= 0 podemos calcularv que viene dada por
v(x)= e−

r

a(x)dx . La ecuación inicial ha quedado reducida au′v= b(x), de dondeu′(x) = b(x)e
r

a(x)dx .

Integrando,u(x) =
w

b(x)e
r

a(x)dx dx+ C. Comoy(x) = u(x)v(x), volvemos a obtener la solución de la
ecuación lineal ya conocida.

5.2.11. EDO en forma implícita

Consideraremos algunos tipos de EDs de la formaF(x,y,y′) = 0.

Cuando F es una función polinómica eny′

Son EDs de la forma

(y′)n
+a1(x,y)(y′)n−1

+ · · ·+an−1(x,y)y′+an(x,y) = 0

Lo que se hace es considerar este igualdad como un polinomio en y′ y se calculan sus raícesfi (x,y)
(16 i 6 n), con lo cual la ecuación dada se escribe en la forma

(y′− f1(x,y))(y′− f2(x,y)) · · ·(y′− fn(x,y)) = 0

y deberemos resolver lasn ecuacionesy′− fi(x,y) = 0.

Ecuaciones de la formay= f (x,y′)

Para resolver este tipo de ecuaciones, hacemosy′ = p y derivamosy = f (x, p) respecto dex, con lo
que tenemos

p=
∂ f (x, p)
∂x

+
∂ f (x, p)
∂p

p′

que es una ED en la incógnitap que, con suerte, puede ser de alguno de los tipos ya estudiados. Supon-
gamos que podemos expresar su solución en la formax= ϕ(p,C). Entonces, las curvas de ecuaciones
paramétricas {

x= ϕ(p,C)
y= f (ϕ(p,C), p)

dondep es el parámetro yC una constante, son soluciones de la EDy= f (x,y′). Los siguientes casos
particulares son de especial interés.

EDs de la formay= f (y′)

En este caso, repitiendo el proceso anterior obtenemos




x=
w f (p)

p
dp = ϕ(p)+C

y= f (p)

Además, parap= 0 se tiene la solución constantey= f (0) que representa una recta horizontal que es
la envolvente de las curvas integrales.

Ecuaciones de Lagrange

Son de la forma
y+ xϕ(y′)+ψ(y′) = 0

Poniendoy′ = p y derivando respecto dex obtenemos

(p+ϕ(p))dx+ xϕ ′(p)dp+ψ ′(p)dp = 0
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Dividiendo porp+ϕ(p) obtenemos una ecuación lineal

dx
dp
+

ϕ′(p)
p+ϕ(p)

x+
ψ ′(p)

p+ϕ(p)
= 0

en la que consideramos quex es función de la variablep. Seax= φ(p,C) la solución de esta ecuación.
Entonces las soluciones de la ecuación de partida vienen dadas por

{
x= φ(p,C)
y= −φ(p,C)ϕ(p)−ψ(p)

El razonamiento anterior excluye los puntosp en los quep+ϕ(p) = 0. Veamos lo que ocurre en tal
caso. Seaλ∈R tal queλ+ϕ(λ) = 0. Es inmediato comprobar que la función dada pory= λ x−ψ(λ) es
solución de la ecuación de Lagrange. Estas rectas son soluciones singulares de la ecuación.

Ecuaciones de Clairaut

Son de la forma
y− xy′+ψ(y′) = 0

Poniendoy′ = p y derivando respecto dex obtenemos (−x+ψ ′(p))p′ = 0. Si p′ = 0 entoncesy′ = p= λ
por lo que la familia de rectasy = λ x−ψ(λ) es solución de la ED. Si−x+ψ ′(p) = 0 obtenemos la
solución singular, envolvente del haz de rectas, dada por

{
x= ψ ′(p)
y= pψ ′(p)−ψ(p)

5.3. Ecuación diferencial lineal de ordenn

La ecuación diferencial:

y(n)(x)+an−1(x)y(n−1)(x)+ · · ·+a1(x)y′(x)+a0(x)y(x) = b(x) (5.10)

dondea j (0 6 j 6 n−1) y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas en unintervalo
I , se llama ecuación diferencial lineal de ordenn. A diferencia de lo visto para el cason= 1, no hay
ningún método general de resolución de la ecuación (5.10) cuando esn> 2. Adquiere así importancia
el siguiente resultado. NotaremosCn(I ) las funciones reales (o complejas) que tienen derivada de
ordenn continua en el intervaloI .

Teorema 5.7(Teorema de existencia y unicidad). Dados x0∈ I, (y0,y1, . . . ,yn−1)∈Rn, existe una única
función y∈Cn(I ) que es solución de la ecuación (5.10) en el intervalo I y verifica las condiciones
y(xo) = y0, y(k(x0) = yk, 16 k6 n−1.

Los valoresx0∈ I , (y0,y1, . . . ,yn−1)∈Rn, se suelen llamarcondiciones iniciales. Así, pues, aunque
paran> 2 las soluciones de la ED (5.10), salvo en algunos casos particulares, no pueden obtenersede
forma explícita, sí sabemos que, fijadas unas condiciones iniciales, hay una única solución de dicha
ecuación que las satisface; además dicha solución está definida en todo el intervaloI .

Estudiaremos a continuación algunas propiedades delconjunto de todas las solucionesde la
ED (5.10). Aprovecharemos para ello lalinealidadde la ecuación.

Es conveniente introducir una notación apropiada. Notaremos C(I ) el espacio de las funciones
reales (o complejas) continuas enI . SeaL : Cn(I )→ C(I ) el operador que a cada funcióny∈Cn(I )
hace corresponder la función continuaL(y) : I → R definida para todox∈ I por:

L(y)(x) = y(n)(x)+an−1(x)y(n−1)(x)+ · · ·+a1(x)y′(x)+a0(x)y(x)
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El operador así definido es evidentemente lineal. La ED (5.10) puede escribirse ahora en la forma
L(y)(x) = b(x) o, simplemente,L(y) = b. La ED L(y) = 0 se llama ED linealhomogéneade ordenn.
La ecuaciónL(y)(x) = b(x) se llama también ED linealcompletade ordenn. Notaremos por Ker(L) el
núcleo del operadorL, es decir, el conjunto de todas las soluciones de la EDL(y) = 0.

SeaX el conjunto de todas las soluciones de la ED lineal completa,esto es,X = {y∈Cn(I ) : L(y) = b}.
Supongamos que conocemos una solución,ϕ, de dicha ED. Entonces podemos escribir:

X = {y∈Cn(I ) : L(y) = L(ϕ)} = {y∈Cn(I ) : L(y−ϕ) = 0} = {y∈Cn(I ) : y−ϕ∈Ker(L)} = ϕ+Ker(L)

Naturalmente, Ker(L) es un subespacio vectorial deCn(I ). Probaremos que tiene dimensiónn. Pa-
ra ello notemosu j el vector de la base canónica deRn cuyas coordenadas son todas nulas excepto
la j-ésima que es igual a 1, y notemosy j la única solución de la ED homogénea que satisface las
condiciones iniciales:

(y j(x0),y′j (x0), . . . ,y(n−1)
j (x0)) = u j .

Comprobemos que las funcionesy1,y2, . . . ,yn forman una base de Ker(L). En efecto, siy∈Ker(L),
entonces la función

h= y(x0)y1+y′(x0)y2+ · · ·+y(n−1)(x0)yn

es una solución de la ED homogénea que verifica

h(x0) = y(x0), h′(x0) = y′(x0), . . . ,h(n−1)(x0) = y(n−1)(x0)

En virtud de la unicidad de la solución correspondiente a unas condiciones iniciales dadas, concluimos
queh= y. Hemos probado así quey1,y2, . . . ,yn es un sistema de generadores de Ker(L); además dichas
funciones son linealmente independientes, pues sic1, c2, . . . ,cn son números tales que

∑n
j=1c jy j = 0,

es decir:
c1y1(x)+c2y2(x)+ · · ·+cnyn(x) = 0

para todox∈ I , entonces, evaluando esta igualdad enx0 obtenemos quec1 = 0; derivandok veces
(16 k 6 n−1) obtenemos

∑n
j=1c jy

(k
j (x) = 0, igualdad que al evaluarla enx0 se convierte enck = 0.

Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema.

Teorema 5.8. Las soluciones de la ED lineal completa (5.10) son las funciones de la forma:

y(x) = ϕ(x)+c1y1(x)+c2y2(x)+ · · ·+cnyn(x) (x∈ I )

dondeϕ es una solución particular de dicha ecuación, y1, y2, . . . ,yn son cualesquiera n soluciones
linealmente independientes de la ED homogénea y c1, c2, . . . ,cn son constantes arbitrarias.

5.3.1. Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientesconstantes

Consideremos la ED
y(n)(x)+an−1y

(n−1)(x)+ · · ·+a1y′(x)+a0y(x) = 0 (5.11)

en la quea0,a1, . . . ,an−1 son números reales. NotandoD el operador lineal que a cada función deri-
vable en un intervalo hace corresponder su función derivada, y definiendoL = Dn+an−1Dn−1+ · · ·+
a1D+a0, podemos escribir la ED (5.11) en la formaL(y) = 0.

Busquemos soluciones de dicha ecuación de la formay(x) = eλx dondeλ es un número real o
complejo. Un sencillo cálculo nos da:

L(eλx) = (λn
+an−1λ

n−1
+ · · ·+a1λ+a0)eλx

y deducimos quey(x) = eλx es solución de la ED (5.11) si, y sólo si, se verifica que

λn+an−1λ
n−1+ · · ·+a1λ+a0 = 0.

El polinomioχ(λ) = λn+an−1λ
n−1+ · · ·+a1λ+a0, se llamapolinomio característicode la ED (5.11).
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Proposición 5.9. Seaµ una raíz (real o compleja) de multiplicidad k del polinomio característico
χ(λ). Entonces las funcioneseµ x, xeµ x, x2 eµ x, · · · , xk−1 eµ x son soluciones de la ED (5.11).

Demostración. Sea j ∈N. NotandoDλ la derivación respecto a la variableλ, D = Dx la derivación
respecto a la variablex, y teniendo en cuenta queDλ(Dx(eλx)) = Dx(Dλ(eλx), se deduce que:

L(x j eλx)=L(D j
λ(e

λx))=D j
λ(L(eλx))=D j

λ(χ(λ)eλx)=
j∑

q=0

(
j
k

)
χ ( j−q)(λ)xqeλx (5.12)

Igualdad que, con el convenio usual de que la derivada de orden cero de una función es la misma
función, también es válida paraj = 0.

Supongamos queµ es una raíz de multiplicidadk de χ(λ). Se verifica entonces que las derivadas
de χ(λ) hasta la de ordenk−1 inclusive se anulan paraλ = µ. Deducimos así, teniendo en cuenta la
igualdad (5.12), que para 06 j 6 k−1 es:

L(x j eµ x) = D j
λ(χ(λ)eλx)

∣∣∣∣
λ=µ

= 0.

Teorema 5.10. Seanµ j , 16 j6m, las distintas raíces del polinomio característicoχ(λ), con multi-
plicidades respectivas k1, k2, . . . ,km (k1+k2+ · · ·+km= n). A cada raízµ j asociamos las kj soluciones
de la ED (5.11):

eµ j x, xeµ j x, x2 eµ j x, · · · , xkj−1eµ j x

Obtenemos así n soluciones de la ED (5.11) que son linealmente independientes.

Nótese que siµ j es una raíz compleja deχ(λ), entonces las soluciones de la ED (5.11) asociadas a
dicha raíz son funciones complejo-valuadas. Ahora bien, puesto que los coeficientesa0,a1, . . . ,an−1

de la ED (5.11) son números reales, hipótesis que hasta aquí no hemos usadopara nada, se sigue que
si µ j = α j + iβ j es una raíz compleja deχ(λ) también lo es con igual multiplicidadµ j = α j − iβ j . En
consecuencia las 2k j funciones:

x j−1eα j x cos(β j x) = x j−1eµ j x+x j−1 eµ j x;

x j−1eα j x sen(β j x) = i
(
x j−1eµ j x−x j−1 eµ j x

)
(16 j6 k j)

son soluciones de la ED (5.11). Finalmente, teniendo en cuenta que si dos vectoresu,v son linealmente
independientes también lo son los vectoresu+v, u−v, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 5.11.Seanµ j , 16 j 6 m, las distintas raíces del polinomio característicoχ(λ), con mul-
tiplicidades respectivas k1, k2, . . . ,km (k1+ k2+ · · ·+ km = n). A cada raíz realµ j asociamos las kj
soluciones de la ED (5.11):

eµ j x, xeµ j x, x2 eµ j x, · · · , xkj−1eµ j x

A cada raíz complejaµ j = α j + iβ j asociamos las2k j soluciones de la ED (5.11):

x j−1 eα j x cos(β j x); x j−1 eα j x sen(β j x) (16 j6k j )

Obtenemos así n soluciones de la ED (5.11) que son linealmente independientes.

Una vez que sabemos calcular la solución general de la ED (5.11), para obtener la solución general de
la ED lineal completa:

y(n)(x)+an−1y
(n−1)(x)+ · · ·+a1y′(x)+a0y0(x) = b(x) (5.13)

dondeb es una función continua real (o compleja) definida en un intervalo I solamente necesitamos
calcular una solución particular de dicha ecuación. Las soluciones ya no estarán definidas en todoR
como antes, sino en el intervaloI donde está definida la funciónb.
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5.3.2. Cálculo de una solución particular de la ED lineal completa

Para ello suelen seguirse los siguientes procedimientos.

5.3.2.1. Método de variación de constantes

Supongamos, pues, que conocemosn solucionesy1, y2, . . . ,yn linealmente independientes de la ED
homogénea (5.11), y veamos un método, conocido con el nombre demétodo de Lagrangeo de va-
riación de constantes, que se utiliza para obtener una solución particular de la EDcompleta. En este
método se supone que la solución particular es de la forma:

ϕ =C1y1+C2y2+ · · ·+Cnyn (5.14)

dondeC1,C2, . . . ,Cn son funciones derivables en el intervaloI , que se determinan imponiendo las
siguientes condiciones:

C′1(x)y1(x) + C′2(x)y2(x) + · · · + C′n(x)yn(x) = 0
C′1(x)y′1(x) + C′2(x)y′2(x) + · · · + C′n(x)y′n(x) = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C′1(x)y(n−2)
1 (x) + C′2(x)y(n−2)

2 (x) + · · · + C′n(x)y(n−2)
n (x) = 0

C′1(x)y(n−1)
1 (x) + C′2(x)y(n−1)

2 (x) + · · · + C′n(x)y(n−1)
n (x) = b(x)

Se comprueba fácilmente que si se satisfacen estasn condiciones entonces la función (5.14) es so-
lución de la ED completa. Siempre es posible resolver dicho sistema para expresar las funciones
C′1,C

′
2, . . . ,C

′
n por medio de funciones continuas conocidas lo que permite calcular las funciones

C1,C2, . . . ,Cn.

5.3.2.2. Formas especiales del término independiente

Hay algunos casos especiales en que puede hallarse una solución particular de la ED (5.13) probando
directamente cierto tipo de funciones. Concretamente, si la función b(x) es de la forma
b(x) = eα x Pm(x)cos(βx), o bien b(x) = eα x Pm(x)sen(βx) dondeα, β son números reales (pudieran
ser uno o los dos iguales a cero) yPm(x) es una función polinómica de gradom. Entonces lo que
hacemos es hallar una solución particular de la ED:

y(n)(x)+an−1y
(n−1)(x)+ · · ·+a1y′(x)+a0y0(x) = e(α+i β)x Pm(x) (5.15)

Se procede de la siguiente forma:

a) Si α+ i β no es raíz del polinomio característicoχ(λ), entonces hay una solución particular de la
ED (5.15) de la formaϕ(x) = e(α+iβ)x Qm(x), dondeQm(x) es una función polinómica de gradom
con coeficientes indeterminados que se calculan imponiendoque la funciónϕ(x) sea solución de la
ED (5.15).

b) Si α+ i β es raíz del polinomio característicoχ(λ) con multiplicidadk, entonces hay una solución
particular de la ED (5.15) de la formaϕ(x)= xk e(α+iβ)x Qm(x), dondeQm(x) es una función polinómica
de gradom con coeficientes indeterminados que se calculan imponiendoque la funciónϕ(x) sea
solución de la ED (5.15).

Obtenida una solución particular de la ED (5.15), su parte real o su parte imaginaria, según sea
b(x) = eα x Pm(x)cos(βx), o b(x) = eα x Pm(x)sen(βx), es una solución particular de la ED (5.13). Na-
turalmente, el método también puede aplicarse cuando la función b(x) es suma de funciones de los
tipos considerados.
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5.4. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Las ecuaciones diferenciales:




y′1(x) = a11y1(x)+a12y2(x)+ · · ·+a1nyn(x)+b1(x)

y′2(x) = a21y1(x)+a22y2(x)+ · · ·+a2nyn(x)+b2(x)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y′n(x) = an1y1(x)+an2y2(x)+ · · ·+annyn(x)+bn(x)

Dondeai j , b j , 16 i, j6n, son funciones reales (o complejas) conocidas, continuas en un intervaloI , se
dice que constituyen un sistema diferencial lineal (SDL, enadelante) den ecuaciones en las incógnitas
y1, y2, . . . ,yn.

Por analogía con los sistemas de ecuaciones lineales, es conveniente usar la notación matricial:

A(x)=




a11(x) a12(x) · · · a1n(x)
a21(x) a22(x) · · · a2n(x)
...

...
...

...

an1(x) an2(x) · · · ann(x)


 , b(x)=




b1(x)
b2(x)
...

bnx


 , y(x)=




y1(x)
y2(x)
...

ynx




Lo que permite escribir el sistema en la forma:

y ′(x) = A(x)y(x)+b(x) (5.16)

Cuandob(x) = 0 para todox∈ I , el sistema se llama homogéneo, y completo o no homogéneo en caso
contrario.

Teorema 5.12(Teorema de existencia y unicidad.). Dados x0 ∈ I, (x1, x2, . . . , xn) ∈Rn, existe una
única funcióny : I → Rn, que es solución del sistema diferencial lineal (5.16) y verifica quey(x0) =
(x1, x2, . . . , xn).

NotaremosC1(I ,Rn) el espacio vectorial de las funciones reales (o complejas)definidas en el intervalo
I con valores enRn (o enCn) que tienen derivada continua. Teniendo en cuenta la linealidad del
operadorΛ : C1(I ,Rn)→C(I ,Rn) que a cada funcióny∈C1(I ,Rn) hace corresponder la funciónΛ(y)
definida para todox∈ I por Λ(y)(x) = y ′(x)−A(x)y(x), y razonando de forma análoga a como se hizo
para la ED lineal de ordenn, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.13. El conjunto de todas las soluciones del sistema diferenciallineal homogéneoy ′(x) =
A(x)y(x) es un subespacio vectorial de dimensión n de C1(I ,Rn). Las soluciones del SDL completo
(5.16son las funciones de la forma:

y(x) = h(x)+c1y1(x)+c2y2(x)+ · · ·+cnyn(x) (x∈ I )

dondeh es una solución particular del SDL completo,y1, y2, . . . ,yn son n soluciones linealmente
independientes del SDL homogéneo y c1, c2, . . . ,cn son constantes arbitrarias.

Un conjunto den soluciones linealmente independientes del SDL homogéneo se dice que es unsiste-
ma fundamental de soluciones.

NotaremosMn el espacio de las matrices cuadradas de ordenn reales (o complejas). Dadasn fun-
cionesyj ∈C1(I ,Rn), 16 j6n, notaremosY= (y1 |y2 | · · · |yn) la matriz o, más propiamente, la función
matricial,Y : I →Mn, cuyas columnas están formadas por las funcionesy1, y2, . . . ,yn. Naturalmente,
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por Y ′ entendemos la función matricial cuyas columnas son las funcionesyj
′, 16 j 6 n. Con estos

convenios, podemos considerar laecuación diferencial matricialasociada al SDL:

Y ′(x) = A(x)Y(x), Y ∈C(I ,Mn) (5.17)

Es evidente queY es solución de la ecuación matricial (5.17) si, y sólo si, sus columnas son soluciones
del SDL homogéneo. Una matriz cuyas columnas son un sistema fundamental de soluciones del SDL
homogéneo, se llama unamatriz fundamental.

El siguiente resultado permite reconocer cuándon soluciones del sistema homogéneo son lineal-
mente independientes.

Teorema 5.14.El determinante de una solución,Y , de la ED matricial (5.17) o bien es idénticamente
cero o no se anula en ningún punto del intervalo I, lo que, a su vez, equivale a queY sea una matriz
fundamental.

Más adelante veremos cómo obtener una matriz fundamental deun SDL con coeficientes constantes.
Concluiremos ahora viendo cómo puede obtenerse una solución particular del SDL completo, supuesto
que conocemos una matriz fundamentalY. Siguiendo la técnica de variación de constantes, se busca
una solución particular de (5.16) de la forma:

h(x) = Y(x)C(x) (5.18)

dondeC : I → Rn es una función con derivada continua enI . Teniendo en cuenta que:

h ′(x) = Y ′(x)C(x)+Y(x)C ′(x) = A(x)Y(x)C(x)+Y(x)C ′(x)

y sustituyendo (5.18) en (5.16), obtenemosY(x)C ′(x)= b(x), lo que permite calcularC ′(x)=Y−1(x)b(x),
y a su vezC(x) por :

C(x) = C(x0)+
x
w

x0

Y−1(t)b(t)dt

dondex0 es cualquier punto deI . Finalmente, la solución de (5.16) que verifica la condición inicial
y(x0) = y0, dondey0 es un vector dado deRn, viene dada por:

y(x) = Y(x)


Y−1(x0)y0+

x
w

x0

Y−1(t)b(t)dt


 .

Los resultados anteriores pueden usarse para estudiar la EDlineal de ordenn. Ello se debe a que
resolver una ED lineal de ordenn equivale a resolver un SDL den ecuaciones. En efecto, consideremos
la ED lineal de ordenn:

y(n)(x)+an−1(x)y(n−1)(x)+ · · ·+a1(x)y′(x)+a0(x)y(x) = b(x)

Poniendoy1 = y, y2 = y′, . . . ,yn = y(n−1), podemos escribir de forma equivalente la ecuación en la
forma:

y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = y3(x)
· · · · · · · · · · · · · · ·
y′n−1(x) = yn(x)

y′n(x) = −a0(x)y1(x)−a1(x)y2(x)−a2(x)y3(x) · · · −an−1(x)yn(x)+b(x)
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que es un SDL den ecuaciones con:

A(x)=




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 · · · 0 1
−a0(x) −a1(x) · · · · · · −an−1(x)




b(x)=




0
0
...

0
b(x)




Nótese que, en particular, esto justifica que consideremos tan sólo sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales deprimer orden.

5.5. Sistemas de EDs lineales con coeficientes constantes

En lo que sigue consideraremos un SDL homogéneo:

y ′(x) = Ay(x) (5.19)

cuya matriz de coeficientesA, es una matriz constante, esto es,A ∈Mn. Nuestro problema es obtener
un sistema fundamental de soluciones de dicho sistema. Teniendo en cuenta que una ED lineal de
ordenn puede escribirse como un SDL den ecuaciones, es razonable esperar que el sistema (5.19)
tenga, por analogía con la EDL de ordenn y coeficientes constantes, soluciones de la forma:

y(x) = eλ xu (u , 0)

dondeλ es un número real o complejo yu es un vector deRn o deCn. Sustituyendoy(x) por eλ xu
en (5.19), obtenemos:

λ eλ xu = A eλ xu = eλ xAu

que, cancelando el factor eλ x y reordenando los términos, equivale a:

(A −λI )u = 0, (5.20)

dondeI indica la matriz identidad de ordenn. Deducimos así quey(x) = eλ x u es solución de (5.19)
si, y sólo si,λ y u , 0 satisfacen (5.20), es decir,λ es unvalor propiodeA y u es unvector propio de
A asociado conλ.

Proposición 5.15.Supongamos que hay una base deCn, {u1,u2, . . . ,un}, formada por vectores propios
deA, y seaλ j un valor propio2 asociado conuj . Entonces

y1 = eλ1 x u1, y2 = eλ2 x u2, . . . , yn = eλn x un

es un conjunto fundamental de soluciones del SDLy ′(x) = Ay(x).

Recordemos que los valores propios de una matrizA son las raíces de su polinomio característico:

∆(λ) = |A −λI |

Nótese también que, por ser la matrizA de números reales, siz es un vector propio asociado a un valor
propio complejoλ = α+ i β, (β , 0), dicho vector tiene que tener alguna de sus coordenadas compleja,
es decir será de la formaz = u+ i v dondeu, v ∈Rn, v , 0. En este caso tambiénλ = α− i β es un

2Los valores propiosλ1, λ2, . . . , pueden ser reales o complejos y pueden repetirse.



5.6 Exponencial de una matriz 150

valor propio deA y z= u− i v es un vector propio asociado conλ. Las correspondientes soluciones del
sistema:

z(x) = e(α+i β)x(u+ i v), z(x) = e(α−i β)x(u− i v)

son funciones complejas. Para obtener soluciones reales loque se hace es sustituirlas por:

z(x)+z(x)
2

=eα x
(

cos(β x)u−sen(β x)v
)
,

z(x)−z(x)
2i

=eα x
(

sen(β x)u+cos(β x)v
)

La hipótesis hecha en la proposición anterior equivale a quela matrizA sea diagonalizable sobreC, lo
que no siempre es posible.

En el caso general se procede de la siguiente forma:

1) Se calculan los valores propiosλ j , con multiplicidades respectivask j , 16 j6m.

2) Para cada valor propioλ j se hallank j vectores linealmente independientes que verifiquen que

(A −λ jI )kj u = 0

El espacio Ker(A −λ jI )kj se llamasubespacio máximoasociado al valor propioλ j .

3) Los n vectores obtenidos en 2) forman una base,B, deCn. Cada vectoru∈B está en el espacio
máximo de algún valor propioλu, de multiplicidadku, verificándose que la función:

yu(x) = eλu x
(

u+ x(A −λuI )u+
x2

2
(A −λuI )2u+ · · ·+ xku−1

(ku−1)!
(A −λuI )ku−1u

)

es solución del SDLy ′(x) = Ay(x) y el conjunto de todas ellas constituye un sistema fundamental de
soluciones.

Cuando hay valores propios complejos se procede a asociarlos por pares conjugados y se toma la parte
real e imaginaria de las soluciones correspondientes.

La justificación del procedimiento indicado es más un problema de álgebra que de análisis y se apoya
en la existencia de la forma canónica de Jordan de una matriz.

Finalmente, conocido un sistema fundamental de solucionesdel SDL homogéneo, la técnica de varia-
ción de constantes, que en el caso que nos ocupa es especialmente sencilla de aplicar, permite obtener
una solución particular del SDL completoy ′(x) = Ay(x)+b(x).

El procedimiento anterior es el más clásico para obtener la solución general de la ecuación (5.19)
pero si hay raíces múltiples los cálculos pueden ser bastante tediosos. Vamos a considerar a continua-
ción la ecuación (5.19) desde otro punto de vista.

5.6. Exponencial de una matriz

Volvamos a considerar el SDL homogéneo con coeficientes constantes dado pory ′ = Ay dondeA ∈
Mn. Dado un vectorz0∈Rn, queremos calcular la solución de dicho sistema que verificay(0)= z0.
En el caso más elemental en el que la matrizA es un númeroa, y z0 es un númeroz0, el sistema es
y′ = ay y la solución buscada esy(x) = ea xz0. Con algo de osadía podemos imaginar que en el caso
general la solución será de la formay(x) = eAx z0. Naturalmente, esto plantea dos problemas: definir la



5.6 Exponencial de una matriz 151

exponencial de una matriz y, una vez definida, comprobar que efectivamente la funcióny(x) = eAx z0

es solución del SDLy ′ = Ay cony(0)= z0.

Para definir la exponencial de una matriz cuadrada usaremos la serie que define la exponencial:

ex =

∞∑

k=0

xk

k!
= 1+ x+

x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . .

Se trata de una serie de potencias que converge en todoR (y en todoC si interpretamos quex es un
número complejo). Como las matrices cuadradas podemos multiplicarlas y sumarlas, dada una matriz
A ∈Mn, podemos considerar la sucesión de matrices

n∑

k=0

Ak

k!
= I +A +

A2

2
+

A3

3!
+ · · ·+ An

n!
(5.21)

Tiene perfecto sentido considerar la convergencia de esta sucesión enMn. A efectos de convergencia
Mn no es otra cosa queRq conq= n2. Pues bien, se demuestra que la serie (5.21) converge enMn. Es
natural definir el límite de dicha serie como la exponencial de la matrizA. Seguimos el convenio de
queA0 = I la matriz identidad.

eA def
= lı́m

n→∞

n∑

k=0

Ak

k!
=

∞∑

k=0

Ak

k!
(5.22)

Podemos considerar ahora la funcióny : R→ Rn dada por

y(x) = eAx z0 =

( ∞∑

k=0

xkAk

k!

)
z0 =

(
I + xA + x2A2

2
+ x3 A3

3!
+ · · ·+ xn An

n!
+ . . .

)
z0

Derivando respecto ax término a término y notandoO∈Mn la matriz nula, obtenemos que

y ′(x) =

(
O+A + xA2+ x2A3

2!
+ · · ·+ xn−1 An

(n−1)!
+ . . .

)
z0 =

= A
(

I + xA + x2A2

2
+ x3A3

3!
+ · · ·+ xn−1 An−1

(n−1)!
+ . . .

)
z0 = A eAx z0 = Ay(x)

Lo que prueba quey(x) = eAx z0 es la solución del SDL homogéneo que verifica quey(0)= z0.

Pensarás que no hemos ganado gran cosa porque el cálculo de laexponencial de una matriz no
parece nada fácil. Pues de hecho hay una manera muy sencilla de hacerlo usando el siguiente resultado
clave.

Teorema 5.16(Teorema de Cayley-Hamilton). Toda matriz es anulada por su polinomio caracterís-
tico. Es decir, si

∆(z) = |A −zI |
es el polinomio característico de la matrizA, se verifica que∆(A) =O.

Supongamos ahora queP(z) es una función polinómica de grado mayor o igual quen y seaR(z) el
resto de la división deP(z) por∆(z). Como∆(z) tiene gradon se tendrá que el grado deR(z) es menor
quen. Tenemos que

P(z) = Q(z)∆(z)+R(z) =⇒ P(A) = Q(A)∆(A)+R(A)= R(A) (5.23)

Esto nos dice que cualquier función polinómica enA puede ser expresada como una función polinó-
mica enA de grado menor o igual quen−1. Deducimos también que la serie (5.22) se reduce a un
número finito de sumandos, en total no más den−1.
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Consideremos ahora una función que viene dada como la suma deuna serie de potencias en una
cierta regiónΩ ⊂ C

f (z) =
∞∑

n=0

cnzn (z∈Ω)

Aunque una serie de potencias no es exactamente un polinomio, es posible escribir

f (z) = ∆(z)Q(z)+R(z) (5.24)

dondeR(z) es un polinomio de grado menor o igual quen− 1 (en general,Q(z) será una serie de
potencias pero eso no interesa para lo que sigue).

Naturalmente, como∆(A) = O, la igualdad (5.24) nos dice que debemos definir el valor de la
función f enA por

f (A) = R(A)

En particular, podemos tomar

f (z) = ez =

∞∑

n=0

zn

n!

y obtenemos que
eA = R(A)

Todo ha quedado reducido al cálculo del polinomioR(z).

Vamos a ver que,en la hipótesis de queΩ contiene a los valores propios de la matrizA, la igualdad
(5.24) permite calcular fácilmenteR(z). En efecto, evaluando la igualdad (5.24) en los valores propios
λi de A (para eso se necesita quef esté definida en dichos valores, es decir, queΩ contenga a los
valores propios deA) tenemos

f (λi ) = ∆(λi)Q(λi)+R(λi)

y, como∆(λi ) = 0, obtenemos que

R(λi) = f (λi) (16 i 6 n) (5.25)

Observa que para determinarR(z), como es de grado menor o igual quen−1, necesitamosn condicio-
nes.

� Si todos los valores propiosλi son distintos, entonces (5.25) nos proporcionan ecuaciones que
permiten calcular los coeficientes deR.

� Si, por ejemplo,λ, es un valor propio con multiplicidadk > 1, entonces podremos escribir
∆(z) = (z−λ)kS(z) y, teniendo en cuenta la igualdad (5.24), deducimos que se verifican las siguientes
k igualdades

f (λ) = R(λ), f ′(λ) = R′(λ), . . . . . . , f (k−1)(λ) = R(k−1)(λ)

Por tanto, siempre tenemos en totaln condiciones que permiten calcular el polinomioR y con ello
f (A). En particular, paraf (z) = ez obtenemos eA .

5.6.1. Cálculo deeAx

Para cadax∈R notaremos∆Ax(z) el polinomio característico de la matrizAx y ∆A el polinomio
característico deA. Supongamos que los valores propios deA sonλ j , (16 j 6m), con multiplicidades
respectivask j dondek1+k2+ · · ·+km= n. Es decir

∆A(z) = |A −zI | = α
m∏

j=1

(z−λ j)kj
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dondeα es una constante. Observemos que

∆Ax(z x) = |Ax−z xI | = xn |A −zI | = xn∆A(z)

Pongamosf (z) = ez
=

∞∑

n=0

zn

n!
. Como caso particular de la igualdad (5.24) para la matrizAx, tenemos

que
f (z) = ∆Ax(z)Qx(z)+Tx(z)

dondeQx(z) será una serie de potencias enz que no nos interesa yTx(z) será un polinomio enz de
grado menor quen cuyos coeficientes dependerán de x. En lo que sigue,x será un número realfijo y
distinto de cero. Definamos ahorag(z) = f (z x) con lo que

g(z) = ∆Ax(z x)Qx(z x)+Tx(z x)

= xn∆A(z)Qx(z x)+Tx(z x) (5.26)

= xnα

m∏

j=1

(z−λ j)
kj Qx(z x)+Tx(z x) (5.27)

si en la igualdad (5.26) sustituimoszporA y tenemos en cuenta que∆A(A) =O, obtenemos que

g(A) = f (Ax) = eAx = Tx(Ax)

PongamosR(z)=Tx(z x). Con ello eAx=R(A). Observemos queR(z) será de la formaR(z)=
n−1∑

q=0

cq(x)zq.

Teniendo en cuenta que

dk

dzk

m∏

j=1

(z−λ j)kj Tx(z x)

∣∣∣∣∣∣
z=λ j

= 0 (06 k6 k j −1)

de la igualdad (5.27) se deduce que

dk

dzk g(z)

∣∣∣∣
z=λ j

=
dk

dzk f (z x)

∣∣∣∣
z=λ j

= xk eλ j x = R(k)(λ j) =
n−1∑

q=k

(q−k)!cq(x)λq−k
j (06 k6 k j −1)

En total tenemosn ecuaciones que permiten calcular las funcionescq(x), 06 q 6 n− 1. Finalmente

eAx =

n−1∑

q=0

cq(x)Aq.

5.6.2. Oscilaciones libres y forzadas

Consideremos un cuerpo de masam suspendido del extremo inferior de un muelle vertical de masa
despreciable. Partiendo de una posición de equilibrio, en el momento inicialt = 0, se aplica al cuerpo
una fuerzaf (t) en dirección hacia abajo que produce un desplazamiento inicial y0 y hace que el cuerpo
se ponga en movimiento con una velocidad inicialv0.

Para obtener la ecuación del movimiento fijamos un sistema dereferencia cuyo origen situamos
en el centro de gravedad del cuerpo en equilibrio. Llamaremos y(t) al desplazamiento vertical en el
momentot medido respecto de la posición inicial de equilibrio y elegimos el sentido positivo del des-
plazamiento en la dirección hacia arriba. Debemos tener en cuenta la fuerza de recuperación,Fr , del
muelle que viene dada por la ley de Hooke comoFr (t) = −ky(t) dondek> 0 es una constante. Supon-
dremos también que hay una fuerza de amortiguación,Fa, que es proporcional a la velocidad, es decir,
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Fa(t) = −cy′(t) dondec> 0 es una constante de proporcionalidad (elcoeficiente de amortiguamiento).
Los signos negativos se deben a que la fuerza de recuperaciónFr y la de amortiguaciónFa se oponen
siempre al movimiento.

Si esh el alargamiento del muelle en la posición inicial de equilibrio, se tendrá quekh−mg= 0.
Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, deducimos que

my′′(t) =mg+ f (t)−k(y(t)+h)−cy′(t) = f (t)−ky(t)−cy′(t)

que suele escribirse con la notación de Newton en la forma

m
��
y+c

�
y+ky= f (t) (5.28)

Observa que como todas las fuerzas actúan en una misma dirección podemos ignorar el carácter vec-
torial y trabajar solamente con sus módulos teniendo siempre en cuenta el sentido en el que actúa cada
fuerza. Cuando la fuerza externa aplicada es nula,f = 0, se dice que se trata de oscilaciones libres que

y= 0

m

f (t)

y0

Posición de equilibrio Posición inicial parat = 0

pueden ser con amortiguamientoc> 0 o sin amortiguamientoc= 0. Cuando la fuerza externa aplicada
no es nula se trata de oscilaciones forzadas.

5.6.2.1. Oscilaciones libres no amortiguadas

En las oscilaciones libres se entiende que el cuerpo se somete a un desplazamiento inicialy0 y después
se suelta dándole una cierta velocidad inicialv0 sin ejercer después sobre él ninguna fuerza externa.
La ecuación del movimiento (5.28) queda en este caso reducida a

m
��
y+ky= 0 (5.29)

que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La ecuación característica esmλ2+k= 0 cuyas
raíces son

λ1 = i
√

k/m, λ2 = −i
√

k/m

Por tanto, las soluciones de la ecuación (5.30) son las funciones

y(t) =C1sen(ω t)+C2cos(ω t) ω =
√

k/m
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dondeC1 y C2 son constantes arbitrarias que pueden calcularse cuando seconocen las condiciones
inicialesy(0)= y0, y′(0)= v0.

Las soluciones anteriores suelen escribirse, poniendoC1+ iC2 = Aeiϕ dondeA =
√

C2
1+C2

2 y
ϕ = Arg(C1+ iC2), en la forma siguiente.

y(t) =C1sen(ω t)+C2cos(ω t) = Im((C1+ iC2)(cos(ω t)+ i sen(ω t)) = Im(Aeiϕeiω t) =

= Im(Aeiω t+ϕ) = Asen(ω t+ϕ)

Un movimiento de la formay(t)= Asen(ω t+ϕ) se dice que es unmovimiento armónico simple. Dicho
movimiento es periódico con periodo igual aT = 2π/ω. El númeroν = 1/T es la frecuencia en ciclos
por segundo (hercios). El númeroω es lafrecuencia angular o pulsaciónque se mide en radianes por
segundo,A es laamplitud,ω t+ϕ es lafasey ϕ es lafase inicial.

Es interesante observar que la pulsación,ω, es independiente de las condiciones iniciales y sola-
mente depende de la masamy de la constante elásticak del muelle.

5.6.2.2. Oscilaciones libres amortiguadas

En este caso la ecuación del movimiento (5.28) queda en la forma

m
��
y+c

�
y+ky= 0 (5.30)

que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La ecuación característica esmλ2+cλ+k= 0
cuyas raíces son

λ1 =
−c+

√
c2−4km
2m

, λ2 =
−c−

√
c2−4km
2m

La naturaleza de estas raíces determina las características del movimiento.

Caso de raíces reales

Si la amortiguación es muy grande de forma quec2−4km> 0 las dos raíces son reales y negativas.
En este caso no hay movimiento oscilatorio, se trata de un movimiento aperiódico de ecuación

y(t) =C1eλ1t+C2eλ2t o bien y(t) = (C1+C2t)eλ t (si λ1 = λ2 = λ)

Si c2−4km> 0 se dice que el movimiento essobreamortiguado. Cuandoc2−4km= 0 se dice que hay
amortiguamiento crítico.

Caso de raíces complejas

Cuandoc2−4km< 0 las raíces son complejas

λ1 = λ2 = −
c

2m
+ i

√
k
m
− c2

4m2

y las soluciones son

y(t) = e−ct/2m(C1cos(ω t)+C2sen(ω t)) ω =

√
k
m
− c2

4m2

que, al igual que antes, puede escribirse de la forma

y(t) = e−ct/2mAsen(ω t+ϕ) (5.31)

Se trata de un movimiento oscilatorio cuya amplitud,Ae−ct/2m, decrece exponencialmente. La pul-
saciónω es ahora menor que en el caso anterior y el período será mayor,es decir, las oscilaciones
amortiguadas son más lentas.
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5.6.2.3. Oscilaciones forzadas

Acabamos de ver que en las oscilaciones libres con amortiguamiento la amplitud del movimiento
decae exponencialmente. Por ello, en la práctica, el movimiento cesa al poco tiempo y se dice que se
trata de un movimiento transitorio. A veces interesa que dicho movimiento sea permanente para lo que
es preciso aportar energía exterior al sistema por medio de una fuerza capaz de sostener la oscilación.
El caso más interesante corresponde a una fuerza del tipof (t) = a sen(bt). La ecuación (5.28) del
movimiento es ahora

m
��
y+c

�
y+ky= asen(bt) (5.32)

Se trata de una EDL completa cuya solución, como sabemos, se obtiene sumando a la solución general
de la ED homogénea una solución particular de la ED completa.Teniendo en cuenta la forma del
término independiente (ver (5.15)), buscaremos una solución particular de la ED

m
��
y+c

�
y+ky= aeib t (5.33)

que sea de la formaϕ(t) = M eib t dondeM es una constante que deberemos calcular y entonces
y(t) = Imϕ(t) será una solución particular de (5.32). Sustituyendo en (5.33) obtenemos que

−mMb2+ ibcM+kM = a=⇒ M =
a

k−mb2+ ibc
=

a(k−mb2)− iabc
(
k−mb2

)2
+b2c2

Poniendok−mb2− ibc= ρeiϕ, dondeρ =
√(

k−mb2
)2
+b2c2 y ϑ = Arg(k−mb2− ibc), deducimos

que

y(t) = Imϕ(t) = Im M eib t =
a

(
k−mb2

)2
+b2c2

Im
(
(k−mb2− ibc)eib t

)
=

=
a

(
k−mb2

)2
+b2c2

Im
(
ρeiϑ eib t

)
=

a√(
k−mb2

)2
+b2c2

sen(bt+ϑ)

La solución general de la ecuación (5.32) se obtiene sumando esta solución particular a la solución
general (5.31) de la homogénea antes calculada. Obtenemos así las soluciones

y(t) = e−ct/2mAsen(ω t+ϕ)+
a√(

k−mb2
)2
+b2c2

sen(bt+ϑ) (5.34)

Vemos que el movimiento está formado por la superposición deun movimiento oscilatorio amortigua-
do, que se denominatransitorio porque cesa al cabo de un tiempo, y de un movimiento oscilatorio
armónico simple que permanece y por ello se llamapermanente. El sistema acaba oscilando con la
misma frecuencia,b, que la fuerza exterior aplicada. Además la amplitud final del movimiento depen-
de de dicha frecuencia.

Es fácil calcular el valor de la frecuencia de la fuerza aplicada que hace máxima la amplitud final
del movimiento. Dicho valor viene dado por:

br =

√
k
m
− c2

2m2 (5.35)

Esta frecuencia se llamafrecuencia de resonanciaque para valores pequeños dec/m es próxima al
valor

√
k/m que es la pulsación propia del sistema cuando oscila libremente sin amortiguamiento.

A la frecuencia de resonancia corresponde una amplitud máxima dada por

Am=
a

c

√
k
m
− c2

4m2

(5.36)
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Deducimos que, cuando el coeficiente de amortiguamiento,c, es muy pequeño, la amplitud de las
oscilaciones forzadas en resonancia puede ser muy grande aunque la amplitud de la fuerza aplicadaa
sea pequeña.

Como veremos a continuación, los circuitos eléctricos son muy parecidos (isomorfos, diríamos en
matemáticas) a los sistemas que estamos estudiando y en ellos se aprovecha el fenómeno de resonancia
para amplificar señales; eso es lo que hacen esencialmente los sintonizadores de radio. Otras veces hay
que evitar la resonancia como ocurre en las vibraciones de estructuras elásticas tales como puentes o
en las vibraciones de partes de una máquina como un motor de automóvil donde el aumento de la
amplitud de las vibraciones es peligroso o molesto.

5.6.2.4. Circuitos eléctricos RLC

La intensidadI = I (t) de la corriente a través de un circuito eléctrico está caracterizada por los valores
de la resistenciaR(ohmios), capacidadC (faradios), autoinductanciaL (henrios) y fuerza electromotriz
(fem) aplicadaE= E(t) (voltios). Los valores deR, C y L se suponen constantes y son propios de cada
circuito.

L

R

E(t) C

I (t)

Recuerda que la intensidadI (t) de la corriente eléctrica mide el flujo de cargaq(t) por unidad de tiempo
a través de una sección del conductor:

I (t) =
dq(t)
dt

su unidad es el amperio (culombio/segundo).

La resistencia, la autoinducción y la capacidad están relacionadas con la intensidad de la corriente
por las siguientes igualdades:

V(t) = RI(t), V(t) = L
dI (t)
dt

, V(t) =
q(t)
C

donde, en cada caso, hemos representado porV(t) la diferencia de potencial entre los extremos del
elemento en cuestión (resistencia, autoinducción, condensador).

La fuerza electromotriz aplicada produce una diferencia depotencialE(t) en los extremos del cir-
cuito que, por el principio de conservación de la energía, debe ser igual a la suma de las diferencias de
potencial entre los extremos de cada uno de los componentes del circuito. Como se trata de un circuito
de una sola malla, a lo largo de él circulará la misma intensidad de corrienteI = I (t). Obtenemos así la
siguiente ED:

L
dI (t)
dt
+RI(t)+

q(t)
C
= E(t) (5.37)

que puede escribirse de forma equivalente en función de la cargaq(t):

Lq′′+Rq′+
1
C

q= E(t) (5.38)
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También podemos derivar la ED (5.37) para obtener en función deI (t) la ED:

L I ′′ +RI ′+
1
C

I = E ′(t) (5.39)

De esta forma hemos obtenido ED lineales de segundo orden concoeficientes constantes formalmente
idénticas a la obtenida para el caso de oscilaciones forzadas (ecuación (5.28)). Los resultados que
obtuvimos en el estudio del movimiento oscilatorio pueden ahora interpretarse en términos de circuitos
eléctricos sin más que tener en cuenta las siguientes correspondencias:

oscilaciones circuito RLC
F(t) =my′′(t) (masa) V(t) = Lq′′(t) (autoinductancia)
F(t) = cy′(t) (amortiguador) V(t) = Rq′(t) (resistencia)
F(t) = ky(t) (muelle) V(t) = q(t)/C (condensador)

Desde un punto de vista matemático, ambos sistemas, el mecánico y el circuito RLC, sonel mismo
sistema o, dicho en la jerga matemática, sonsistemas isomorfos.

5.7. EDOs y transformada de Laplace

Ejemplo 5.17. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

y′′+y= sent y(0)= 1, y′(0)= 1

Es decir, se trata de calcular una solución,y(t), de la ecuación diferencialy′′ +y= sent que verifique
las condiciones inicialesy(0)= 1, y′(0)= 1. NotemosY(s) la transformada de Laplace de la función
(desconociday). Tomando transformadas de Laplace en la ecuación diferencial y teniendo en cuenta
la fórmula4.38para la transformada de Laplace de una derivada, obtenemos

s2Y(s)− sy(0)−y′(0)+Y(s) =
1

1+ s2

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciales resulta

Y(s) =
s+1
s2+1

+
1

(s2+1)2

Por una parte
s+1
s2+1

=
1

s2+1
+

s
s2+1

= L(sent)+L(cost) = L(sent+cost)

Y por otra
1

(s2+1)2
=

1
2

1
s

2s
(s2+1)2

=
1
2
L1L(tsent) =

1
2
L(1∗ tsent)

Por tanto

y(t) = L
−1(Y(s)

)
= sent+cost+

1
2

1∗ tsent = sent+cost+
1
2

t
w

0

usenudu

= sent+cost+
1
2

(−tcost+sent) = cost− 1
2

tcost+
3
2

sent

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la solución correcta. �
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Ejemplo 5.18. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

y′′+y=

{
sent, 06 t 6 π
0, t > π

y(0)= y′(0)= 0

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la ecuación y poniendoY(s) = Ly(s), tenemos

s2Y(s)+Y(s) =
π
w

0

e−stsentdt =
1+e−πs

s2+1

Por tanto

Y(s) =
1+e−πs

(s2+1)2
=

1
(s2+1)2

+
e−πs

(s2+1)2

En el ejemplo anterior hemos visto que

L
−1
(

1
(s2+1)2

)
=

1
2

(sent− tcost)

teniendo en cuenta también la igualdad4.40, deducimos que

y(t) =
1
2

(sent− tcost)+H(t−π)

(
1
2

(
sen(t−π)− (t−π)cos(t−π)

))

es decir

y(t) =





1
2

(sent− tcost), 06 t 6 π

− 1
2
πcost, t > π

�

Ejemplo 5.19. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y′+z′+y+z = 1
y′+z = et y(0)= −1, z(0)= 2

Tomando transformadas de Laplace y poniendoY(s) = Ly(s), Z(s) = Lz(s), obtenemos

sY(s)+1+ sZ(s)−2+Y(s)+Z(s) =
1
s

sY(s)+1+Z(s) =
1

s−1

De estas ecuaciones deducimos que

Y(s) =
−s2+ s+1
s(s−1)2

=
1
s
− 2

s−1
+

1
(s−1)2

y tomando transformadas inversas obtenemos que

y(t) = 1−2et
+ tet, z(t) = 2et−tet

�

Ejemplo 5.20. Consideremos la ecuación diferencial lineal no homogénea de ordenn con coeficientes
constantes

y(n)
+an−1y(n−1)

+ · · ·+a1y′+a0y= f (t) (5.40)
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y condiciones iniciales
y(0)= y′(0)= · · · = y(n−1)(0)= 0 (5.41)

La solución de5.40que satisface5.41se llama lasolución de estado estacionario. Tomando transfor-
madas de Laplace en5.40obtenemos

(sn
+an−1sn−1

+ · · ·+a1s+a0)L
(
y(t)
)
(s) = L

(
f (t)
)
(s)

esto es

L
(
y(t)
)
(s) =

L
(

f (t)
)
(s)

Q(s)

donde Q(s) = sn+an−1sn−1+ · · ·+a1s+a0.

Supongamos queg(t) es una función tal que

1
Q(s)

= L
(
g(t)
)

Entonces
L
(
y(t)
)
= L
(

f (t)
)
L
(
g(t)
)
= L
(

f ∗g
)
(t)

por lo que

y(t) =
t
w

0

f (u)g(t−u)du (5.42)

Teniendo en cuenta que
Q(s)L

(
g(t)
)
= 1

es decir
(sn
+an−1sn−1

+ · · ·+a1s+a0)L
(
g(t)
)
= L
(
δ(t)
)

podemos considerar queg(t) es la solución de estado estacionario de la ecuación

g(n)+an−1g(n−1)+ · · ·+a1g′+a0g= δ(t)

La funcióng(t) se llamarespuesta impulsodel sistema y su conocimiento permite obtener la respuesta
del sistema a cualquier señalf (t) por medio de la convolución dada por5.42.

Un caso particularmente sencillo es cuando el polinomioQ(s) tiene todas sus raíces simples. Si
éstas sonα j (16 j 6 n), entones se prueba con facilidad que

y(t) =
n∑

j=1

1
Q′(α j)

t
w

0

f (u)eα j (t−u) du

�

Ejemplo 5.21. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales pueden resolverse con ayuda de la trans-
formada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuación

an+2−3an+1+2an = 0, a0 = 0, a1 = 1

Para ello definamos
y(t) = an n6 t < n+1, n= 0,1,2, . . .

Con lo cual la ecuación se convierte en

y(t+2)−3y(t+1)+2y(t)= 0 y(0)= 0, y(1)= 1 (5.43)
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Tomando transformadas de Laplace tenemos

L
(
y(t+2)

)
=

∞
w

0

e−sty(t+2)dt = [u= t+2] =
∞
w

2

e−s(u−2) y(u)du =

= e2s
∞
w

0

e−suy(u)du−e2s
2
w

0

e−suy(u)du

= e2s
L
(
y(t)
)
−e2s

1
w

0

e−suy(0)du−e2s
2
w

1

e−suy(1)du

= e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)

Análogamente
L
(
y(t+1)

)
= es

L
(
y(t)
)

Con lo que la ecuación5.43se convierte en

e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)−3es

L
(
y(t)
)
+2L

(
y(t)
)
= 0

de donde fácilmente se obtiene que

L
(
y(t)
)
=

1−e−s

s(1−2e−s)
− 1

s

Teniendo ahora en cuenta que paraa> 0 y notandoE(t) la funciónparte enterase verifica que

L
(
aE(t)) = 1−e−s

s(1−ae−s)
(Re(s) >máx

{
0, loga

}
)

concluimos que
L
(
y(t)
)
= L
(
2E(t))−L1= L

(
2E(t) −1

)

de donde resulta finalmente
an = 2n−1, n= 0,1,2, . . .

�

5.7.1. Ejercicios

1. Calcula la solución de la ecuación diferencial

my′′(t)+ky(t) =

{ 1
ε
, 06 t 6 ε

0, ε < t

dondey(0)= y′(0)= 0 y ε,m,k son constantes positivas.

2. Calcula la solución de la ecuación diferencial

y′′+λ2y= cos(λ t)

que verificay(0)= 1, y
( π

2λ

)
= 1.
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3. Supongamos que la corriente eléctricaI en un circuito verifica

L
dI
dt
+

1
C

t
w

0

I (u)du = E

dondeL,C,E son constantes positivas eI (0)= 0. CalculaI (t).

4. Una bala de masames disparada por un cañón con una velocidadv0 dentro de un medio viscoso.
Se sabe que el desplazamientoy(t) en el tiempot > 0 de la bala satisface la ecuación diferencial

my′′+ky′ = 0

dondey(0)= 0, y′(0)= v0. Calculay(t).

5. Calcula primero la respuesta impulso y después la solución de estado estacionario del sistema
dado por la ecuación diferencial

y′′+y′−2y= 4e−t

6. Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

x′′+y′+3x = 15e−t

y′′−4x′+3y = 15sen(2t)

dondex(0)= 35, x′(0)= −48,y(0)= 27,y′(0)= −55.

7. Resuelve, usando transformadas de Laplace, la ecuación en diferencias finitas

an+2 = an+1+an a0 = 0, a1 = 1

5.8. Sistemas LTI y sistemas de ED

Recuerda que unsistemaes cualquier proceso que transforma señales de entrada en señales de salida.
En términos matemáticos, podemos representar un sistema por un operadorL que al actuar sobre una
señalx produce una señaly, lo que se escribey= L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Paraque un concepto tan general sea
realmente útil hay que suponer que se cumplen ciertas propiedades.

Propiedades de los sistemas

Linealidad. Se dice que un sistemaL es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir, cuales-
quiera sean las señales de entradax e y y los númerosα,β se verifica que:

L(α x+βy) = αL x+βLy

Esta propiedad suele llamarseprincipio de superposición.

Invariancia en el tiempo.Se dice que un sistemaL es invariante en el tiempo si un adelanto o
retraso de la señal de entrada produce el mismo efecto en la señal de salida.

Representando porτax la señal (τax)(t) = x(t−a), la invariancia en el tiempo se expresa por la
igualdad:

L(τax) = τaL x

De manera más explícita, si esy(t) = (L x)(t) la señal transformada dex y es
z(t) = (L(τax))(t) la señal transformada deτax, se verifica quez(t) = y(t−a).
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Estabilidad. Se dice que un sistemaL es estable cuando es lineal ycontinuo. Matemáticamente
esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe dotarse de significado matemá-
tico preciso):

L

( ∞∑

n=0

xn

)
=

∞∑

n=0

L xn

También suele expresarse la estabilidad por la condición deque el sistema transforme señales
acotadas (Bounded Inputs) en salidas acotadas (Bounded Outputs). A estos sistemas les llaman
BIBO en los textos de procesamiento de señales.

Causalidad.Se dice que un sistemaL es causal cuando se verifica que

u(t) = v(t) ∀t < t0 =⇒ (Lu)(t) = (Lv)(t) ∀t < t0

Dicho en términos familiares, un sistema es causal cuando surespuesta depende solamente del
pasado.

Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo. En lo que sigue solamente considera-
mos sistemas analógicos.

Una clase importante de sistemas LTI son aquellos en los que la relación entre la señal de entrada
u y la de saliday viene dada por una ED lineal con coeficientes constantes del tipo

any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y= bmu(m)+bm−1u(m−1)+ · · ·+b1u′+b0u (5.44)

Estos sistemas aparecen, por ejemplo, en el estudio de circuitos eléctricos.

Ejemplo 5.22. Consideremos el circuito de la figura.

L

L

R

u(t)

C

C

−

+

I1

I1

I2

I3

I4

I5 I6
1

2

3
4

Suponemos conocidos los valores (constantes) deL, R y C, así como la fem aplicadau(t) (input).
El problema es obtener la caída de tensión a través de la resistencia, es decir la diferencia de potencial
y(t) (output) entre los puntos 2 y 3. NotaremosVi j = Vi −V j la diferencia de potencial entre los puntos
i, j. Naturalmente, las intensidades son funciones del tiempoI j = I j (t) así como las cargas respectivas
q j = q j(t).

Se sabe que la suma algebraica de las diferencias de potencial entre los extremos de los distintos
elementos que forman un circuito cerrado o malla, tomadas todas en el mismo sentido, es igual a cero.

Malla 1341.

V13+V34+V41= 0. Esta igualdad proporciona la ecuación:

q3

C
+ L I ′6 = u(t) (5.45)
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Malla 1231.

V12+V23+V31= 0. Esta igualdad proporciona la ecuación:

L I ′2+ I5R=
q3

C
(5.46)

Malla 2342.

V23+V34+V42= 0. Esta igualdad proporciona la ecuación:

I5R+ L I ′6 =
q4

C
(5.47)

Derivando dos veces la ecuación (5.47) tenemos que

L I ′′′6 =
I ′4
C
− I ′′5 R (5.48)

Derivando dos veces y sustituyendo el valor deu(t) dado por (5.45), tenemos que:

1
LC

u(t)−u′′(t) =
q3

LC2 +
I ′6
C
− I ′3

C
− L I ′′′6 =

sustituyendoL I ′′′6 por su valor dado por (5.48)

=
q3

LC2 +
I ′6
C
− I ′3

C
− I ′4

C
+ I ′′5 R=

sustituyendoI ′6 por su valor dado por (5.47)

=
q3+q4

LC2 −
I5R
LC
− I ′3+ I ′4

C
+ I ′′5 R=

sustituyendo
q3+q4

C
por su valor obtenido sumando (5.46) y (5.47)

=
I ′2+ I ′6

C
− I ′3+ I ′4

C
+

I5R
LC
+ I ′′5 R=

usando queI5 = I2− I4 = I6− I3⇒ 2I ′5 = I ′2+ I ′6− (I ′3+ I ′4)

=
2I ′5
C
+

I5R
LC
+ I ′′5 R=

teniendo en cuenta quey(t) = I5R

=y′′+
2

RC
y′+

1
LC

y

Hemos obtenido que la relación entre la entrada (input)u(t) y la salida (output)y(t) viene dada por la
ED:

y′′+
2

RC
y′+

1
LC

y= −u′′(t)+
1

LC
u(t) (5.49)

�
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5.8.1. Función de transferencia de un sistema LTI

Sea L un sistemaLT I y supongamos que dicho sistema admite como entrada una señalde la for-
ma eω(t) = eiω t dondeω∈R. Seayω = L(eω) la respuesta del sistema a dicha señal. En virtud de la
invariancia en el tiempo, se tendrá que

τayω = τaL(eω) = L
(
τa eω

)

Tenemos que
τa eω(t) = eω(t−a) = eiω(t−a) = e−iωaeω(t)

es decir,τaeω = e−iωa eω. ComoL es lineal, se sigue que

τayω = L
(
τaeω

)
= e−iωa L(eω) = e−iωa yω

Luego τayω = e−iωayω, es decir, para todot∈R se verifica queτayω(t) = yω(t−a) = e−iωayω(t). En
esta igualdada∈R es arbitrario por lo que podemos sustituirt = 0 y hacera= − t con lo que resulta
yω(t) = yω(0)eiω t. Igualdad que podemos escribir en términos funcionales como yω = yω(0)eω. Esto
nos dice que la función eω es un vector propio deL (piensa enL como un operador lineal definido en
un espacio vectorial de funciones):

L(eω) = yω(0)eω

con valor propio asociado el número (que, en general, será unnúmero complejo)yω(0). Definamos
H(ω) = yω(0). La función así definida verifica la igualdad

L
(

eω
)
= H(ω)eω

y se llamafunción de transferenciadel sistema y también se llamarespuesta en frecuenciadel sistema.

Ejemplo 5.23. Consideremos el sistema que consiste en el circuito del ejemplo anterior que transfor-
ma una señal de entradau(t) en la saliday(t) dada por la ED

y′′+
2

RC
y′+

1
LC

y= −u′′(t)+
1

LC
u(t) (5.50)

Puesto que la derivación es una operación lineal que conmutacon los operadores de desplazamiento

τa
d f
dt
=

d(τa f )
dt

(recuerda cómo se deriva una función compuesta), es claro que dicho sistema es un

sistema LTI. Consideremos como entrada del mismo la funciónu(t) = eiω t. La respuesta será de la
forma y(t) = H(ω)eiω t. Sustituyendo en (5.50) tenemos que

(
(iω)2

+
2

RC
iω+

1
LC

)
H(ω)eiω t

=

(
−(iω)2

+
1

LC

)
eiω t

de donde se sigue que

H(ω) =
−(iω)2+

1
LC

(iω)2+
2

RC
iω+

1
LC

Supongamos ahora queR=
√

L/C . Poniendoα = 1/RC, se tiene queα2 = 1/LC. Con ello resulta

H(ω) =
α2− (iω)2

(iω)2+2α(iω)+α2 =
α− iω
α+ iω

Por tanto, si representamos porL(u) la respuesta del sistema a la entradau, hemos probado que

L(eω)(t) = H(ω)eiω t =
α− iω
α+ iω

eiω t
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Supongamos ahora que la función de entrada,u(t), tiene periodoT y admite un desarrollo en serie de
Fourier

u(t) =
∞∑

n=−∞
cneinω0t dondeω0 = 2π/T (frecuencia en radianes)

Puesto que nuestro sistema es estable, tenemos que

L(u)(t) =
∞∑

n=−∞
cnH(nω0)einω0t =

∞∑

n=−∞
cn
α− inω0

α+ inω0
einω0t

Lo que acabamos de obtener es el desarrollo en serie de Fourier de larespuesta periódica con periodo
T del sistema a la entradau(t). Observa que como|H(ω)| = 1 para todoω∈R, la energía de la señal de
salida es la misma que la de entrada:

∞∑

n=−∞
|cn|2 =

∞∑

n=−∞
|cnH(nω0)|2

�

5.8.2. Función de transferencia de sistemas LTI controlados por ED lineales

Es muy fácil comprobar que la función de transferencia de un sistema LTI representado por una ED
lineal de la forma

any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y= bmu(m)+bm−1u(m−1)+ · · ·+b1u′+b0u (5.51)

está dada por

H(ω) =
B(iω)
A(iω)

donde

A(s) = ansn+an−1sn−1+ · · ·+a1s+a0

B(s) = bmsm+bm−1sm−1+ · · ·+b1s+b0

Al igual que en el ejemplo anterior, es fácil ver que siA(inω0) , 0 para todon∈Z, entonces dado un
input u(t) con periodo 2π/ω0, se verifica que hay una solución periódica única de la ED (5.51). Es
natural preguntarse por lo que pasa cuandoA(iω) = 0. Observa queA(s) es el polinomio característico
de la ED (5.51). Cuando dicho polinomio tiene raíces en el eje imaginario,es decir, hay algúnω∈R tal
queA(iω) = 0 entonces la ED lineal homogénea tiene la solución periódica, con periodo 2π/ω, dada
por eiω t (siω , 0 siω = 0 hay una solución constante).

Deducimos que siu(t) es un input con periodoT y, además,A(i 2π/T) = 0, entonces una solución
periódica de la ED (5.51) con periodoT no será única e incluso puede que no exista dicha solución.

5.8.2.1. La convolución siempre

Sabemos que los sistemas LTI estables actúan por convolución con una función que se llama lares-
puesta impulsodel sistema y que es la respuesta del sistema, en condicionesiniciales de reposo, a
la función impulso unitarioδ. El caso es que hasta ahora no ha aparecido ninguna convolución por
ninguna parte. Lo que pasa es que a veces tenemos una convolución delante y no la vemos. Recuerda,
por ejemplo la expresión de la solución de un sistemay ′(x) = A(x)y(x)+b(x) den EDLs de orden 1
que vimos en su momento. Era la siguiente

y(x) = Y(x)


Y−1(x0)y0+

x
w

x0

Y−1(t)b(t) dt



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Aquí Y es una matriz fundamental del sistema, es decir, una matriz cuyas columnas son soluciones del
sistema homogéneo linealmente independientes.

Para el caso de que el sistema sea de coeficientes constantes sabemos que una tal matriz es eAx.
Si, además, consideramos que el sistema está inicialmente en reposo, es decir, que las condiciones
iniciales sony(0)= 0. Entonces la solución del sistema es

y(x) = eAx
x
w

0

e−At b(t)dt =
x
w

0

eA(x−t) b(t)dt =
∞
w

−∞
H(x− t)eA(x−t) b(t)dt (5.52)

dondeH es la función escalón unidad. Naturalmente, esto es una convolución de la función matricial
h(t) = H(t)eA(t) con la función vectorialb(t). Es decir, el sistema LTI que para un inputb proporciona
como output la señaly dada pory ′(x) = Ay(x)+b(x) cony(0)= 0, actúa por convolución. La solución
del sistema dada por (5.52) se llamasolución de estado estacionario.
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