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Capitulo 1

NUumeros complejos y funciones complejas elementales

1.1. Introduccién

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durantehmsi@fios motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a pamolgpcreciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser cominmente aceptados, aunque no fuenaobi@rendidos hasta épocas recientes.
Nada hay de extrafio en ello si pensamos que los nUmerosvuegadi fueron plenamente aceptados
hasta finales del siglo XVII.

Los numeros complejos hacen sus primeras timidas apagg&mlos trabajos de Cardano (1501-
1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el célculdaderaices de la cubica o ecuacién de
tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afiranttigutas ecuaciones algebraicas sélo
tienen solucién en nuestra imaginaciéyn’acufio el calificativdimaginarias” para referirse a ellas.
Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nUmerosngejos o imaginarios son usados
con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando laiénles un problema resulta ser un nu-
mero complejo se interpreta esto como que el problema ne selucion. Para Leibnitzl namero
imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritwido, casi un anfibio entre el ser y el no

ser-.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeres negponden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada sioolatos nimeros complejos. Mientras
los matematicos necesitaron interpretar en término®8sas objetos de estudio, no se avanz6é mucho
en la comprensién de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con niUmeros complejdsisi® a que ellos no se preocuparon
de la“naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¢,qué es un nimero complsjo@ que se
dijeron“a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ell&s Gauss quien definitivamente concede
alos nimeros complejos un lugar privilegiado dentro de latematicas al probar en 1799 el conocido
comoTeorema Fundamental del Algebraque afirma que toda ecuacion polinémica de gradon
coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta taetas ¢omo su orden,raices queambién
son numeros complejo&s facil entender lo que significa este teorema. Fijate €dn caa de las
ecuaciones:

x+3=0, 2x+3=0, x*-2=0, X*+2x+2=0

Cuyas soluciones
x=-3, x=3/2, X=+V2, x=1i

tienen sentido cuandoes es, respectivamente, un niamero entero, racional, reahplejo. Podria
ocurrir que este proceso de ampliacién del campo numérictine@ra. ¢ Qué ocurrird si ahora consi-

1



1.1 Introduccién 2

deramos ecuaciones polinémicas con coeficientes complBmrsejemplo:
X+ (1) + (1/5-1 V2)x* —8x+3—i/V3=0

¢, Como seran sus soluciones? ¢ Apareceran también nuesddiplimeros? El Teorema Fundamen-
tal del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene solucioreaqbiénson nimeros complejos y, por
tanto, que no apareceran ya por este procedimiento nugessdé nimeros.

El término, hoy usado d&nimeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popular la
letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporaddicamente. EBMVAI®@nd interpreta los nimeros
complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 esdmyada como el nacimiento de la
teoria de funciones de variable compleja, pues se publidacho afio la Memoria sobre la Integraciéon
Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

Estructura de la leccion y objetivos.

La leccién esté estructurada en tres partes:

= Algebray operaciones basicas con nimeros complejos.

Ademas de dar las definiciones basicas y explicar la terogi@a) a veces confusa, que se usa
para hablar de nUmeros complejos, comprobaremos lo Giileson las coordenadas polares
para multiplicar nimeros complejos. Aparece asi la llanfiagaa polarde un ndmero complejo

y el importante concepto dagumento principal Todavia no he encontrado ningun libro que
explique el porqué de su definicion. Un resultado muy utiedéimula de De Moivrejue nos
permitira calcular las raices de orderde un nimero complejo. Las raices complejas no se
comportan igual que las reales y eso es algo que no sueleexgticado en los libros de texto.

Al terminar esta leccion seras capaz de ver donde esta elegrexpresiones como:

1= < VIV ODED - Vi- 1
i = (_1)1/2 — [(_1)3]1/2 — (_1)3/2 — i3 -

También veremos que elédulode un nimero complejo relaciona la norma euclide&%con
el producto complejo y ello proporciona una herramienta ftilypara trabajar con la norma
euclidea en el plano.

= Sucesiones de nimeros complejos.

Daremos las definiciones basicas de convergencia de unsiGuake nimeros complejos y
veremos que el estudio de una sucesion de nimeros compéegru&alente a estudiar dos
sucesiones de ndmeros reales. Veremos c6mo las suces®néseros complejos permiten
definir con facilidad los conjuntos fractales de Julia y dentabrot.

= Funciones elementales complejas.

Daremos las definiciones basicas de continuidad y deridadilde funciones complejas. In-
troduciremos la funcién exponencial compleja y comprofa®que dicha funcién contiene a
las funciones elementales en el sentido de que todas puetleims con facilidad a partir de

ella. En particular, las funciones trigonométricas estdacionadas con la funcion exponencial;
resultado que no cabe ni siquiera sospechar cuando seagstlichas funciones en el contexto
real.

La justificacidon de esta leccién es clara: los nimeros cqogpkon una herramienta basica de
célculo. Son especialmente Gtiles para trabajar con faesitrigonométricas por medio de fésmu-
las de Eulely por ello en la teoria de series de Fourier se hace uso coasiellos. Las transformadas
de Fourier y de Laplace son funciones complejas.
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Haremos dos practicas relacionadas con esta leccion. Eimlarna aprenderas a usar los comando
basicos devlathematicgpara trabajar con nimeros complejos. Precisaméfdaghematicarata por
defecto todas las variables como si fueran nimeros conspl€mamprenderas las respuestas llamati-
vas que daMathematicacuando escribeéz"3)"(1/3), Exp[Log[z]] 0 Log[Exp[z]]. Asi mismo
aprenderas a usar algunos comandos especificos para nearegéficamente funciones complejas.
La segunda préctica tratara de los conjuntos de Julia y del®llarot y aprenderas a usar el método
de Newton para polinomios complejos con el propésito de geermosos conjuntos fractales.

Para seguir con comodidad esta leccion conviene que repases

= Las funciones trigonométricas reales y sus “inversas’ndsdin y propiedades basicas. En par-
ticular, la funcion arcotangente.

= El concepto de limite de una sucesion de numeros realesrihdlo “criterio del zapato” para
la indeterminacién®. La relacion entre limite funcional y limite secuencial.

1.2. Operaciones basicas con numeros complejos

Definicion 1.1. Consideremos en el conjurikd las operaciones de adicion y producto definidas por
(a,b)+(c,d)y=(a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+bc)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, cortivata distributiva de las operaciones asi
definidas. El elemento neutro de la suma ¢8)§ (1,0) es la unidad del producto. Ademéasa(-b)
es el opuesto de(b), y todo @, b) # (0,0) tiene inverso

a -b
(@.b) <a2+b2’ a2+b2> =10

Todas estas propiedades se resumen diciendoRfue,() (Iéase “el conjunt®? con las operacio-
nes de adicion y producto”) es wuerpa Dicho cuerpo se representa simbdélicamente@grsus
elementos se llamamimeros complejos

Comentarios a la definicion.

A los elementos d&? se les llama unas vecpares ordenados de nimeros realesasvectores
puntosy tambiénnimeros complejos.a razén de esto es que BA conviven varias estructuras cada
una con su terminologia propia. Por eso a los element®s de les llamavectoressi se esta consi-
derando la estructura de espacio vectopahtossi fijamos la atencién en la estructura topolégica o
afin, pares ordenadosuando estamos pensandaRfncomo conjunto sin ninguna estructura particu-
lar y nimeros complejosuando se considera la estructura de cuerpo antes defirdidere@ue estos
términos se usan a veces en un mismo parrafo lo que puedaresiifuso. La regla que debes tener
siempre presente es que totlincepto matematicdiene sentido propio dentro de una determinada
estructura matematica Por ello, a un elemento d& se le llama ndmero complejo cuando se va a
usar el producto antes definido que es lo que en realidadglistia los nimeros complejos de los
vectores de&?.

Forma cartesiana de un nimero complejo.

El simbolo usual &, b) para representar pares ordenados no es conveniente pezaemtar el
nimero complejod,b). Para convencerte calcula, {11)*. Representaremos los nimeros complejos
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con un simbolismo mas apropiado en el que va a interveniroglymto complejo. Para ello, observa
que:
(a,0)+(b,0)=(a+b,0)
(a,0)(b,0)= (ab,0)
esto indica que los numeros complejos de la form@A)(se comportan respecto a la suma y la mul-
tiplicacion de numeros complejos exactamente de la mismmag@ue lo hacen los nimeros reales
respecto a la suma y multiplicacion propias. En términoss téénicosR x {0} es un subcuerpo de

C isomorfo aR. Por esta razén, en las operaciones con nimeros complaj@emps sustituir los
complejos del tipod, 0) por el nimero reah. Es decir, hacemos la identificacicm Q) = a.

Fijate que con dicha identificacion el produelg, d) tiene dos posibles interpretaciones: producto
del escalar reah por el vector ¢,d) (estructura vectorial d@?) y producto del complejoa(0) por el
complejo €,d). Pero ambos coinciden y son igualesg, &d).

El nimero complejo () lo representaremos porCon ello tenemos que
i2=(0,1)(0,1)=(-1,0)=-1
Ahora podemos escribir
(ab)=(a,0)+(0,b) = (a,0)+(b,0)(0,1)= a+bi

Se dice quea es laparte real y b es laparte imaginaria del nimero compleja+ ib. El producto
ahora es muy facil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac+i%bd+i(ad+bc) = ac— bd+i(ad+ bc)

Es costumbre representar los nimeros complejos con las feyr w y reservar las letras, y, u,
Vv para representar nimeros reales. Una expresién de la fornxar iy se interpreta como quees
el nimero complejo cuya parte realxey cuya parte imaginaria g6 Se escribe Re) e Im(2) para
representar las partes real e imaginaria déaturalmente, dos nimeros complejos son iguales cuando
tienen igual parte real e igual parte imaginaria.

Comentarios a la definicién usuali = V-1

Acabamos de ver qué = —1 pero eso no nos permite escribir asf, sin mas ni masi gué—1.
Fijate lo que ocurre si ponembds V-1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos

acostumbrados:
=-1=ii=V-1V-1= /(-1)(-1)= V1=1

Luego 1= —1. Por tanto, las mateméaticas son contradictorias y aqudhecebado.

i2

Naturalmente, el error, procede de que estamos haciengardiss. Fijate que en la expresion
V-1 no puedes interpretar quel es el namero reatl (porque, como sabes, los nimeros reales
negativos no tienen raiz cuadrada real), sino que tienestgupretar-1 como el nimero complejel
(espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta asstprees usando raices de nimeros complejos
sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas raiedfican las mismas propiedades que
las de los nimeros reales positivos

Antesde escribirv-1 hay que definir qué significg/z paraze C. Cuando lo hagamos veremos
jsorpresa! quéa igualdad vz+vw = /zw, vélida cuand@ weR*, no es cierta en general cuando
z,weC.

Todavia mas disparatado@sfinir i = V-1 sin ni siquiera haber definido antes los nimeros com-
plejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchtwstee define (porque si, sin mas ex-
plicaciones)i = V-1 y a continuacion se dice que los nimeros de la foamab son los nimeros
complejos. No es de extrafiar que luego resulte gue-1.
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No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica.

Al ampliarR aC ganamos mucho (como te convenceras cuando estudies ladedtinciones de
variable compleja) pero también perdemos algo. Te recugreR tiene dos estructuras: la algebraica
y la de orden. Ambas estructuras estan armoniosamentéoreddas. Pues bien, éhno hay nada
parecido. Podemos definir relaciones de orde@ . grero no hay ninguna de ellas que sea compatible
con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos @seuna relaciéon de orden €ncompatible
con su estructura algebraica, come 0 habria de ser @ i2 = —1 (esto todavia no es contradictorio
porque pudiera ocurrir que la relaciémo respetara el orden @9. Pero también & 12 = 1, luego
0<1+(-1)=0Yy eso si que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de numero compiagitivo de forma que la sumay
el producto de complejos positivos sea positivo. Por ellsedefine ei€ ningln orden. Asi que ya
sabes: jmucho cuidado con no escribir desigualdades entreros complejos! Naturalmente, puedes
escribir desigualdades entre las partes reales o imaginde niUmeros complejos, porque tanto la
parte real como la parte imaginaria de un nUmero complejméareros reales.

Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo de un miero complejo.

Es usual interpretar el nUmero compleje iy como el vector del planox(y) y, en ese sentido,
se habla deplano complejoEl eje horizontal recibe el nombre ége real y el eje vertical recibe el
nombre deeje imaginario

/
a______

N, .
Az=0r—1iy

Figura 1.1: Representacion de un numero complejo

Siz=x+1y es un niumero complejo (corey reales), entonces ebnjugadodez se define como:
Z2=x-1y
y el moédulo o valor absolutodez, se define como:

|zl = /X2 +y?

Observa que/x2 + Y2 esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del nie&rog negativo
2., \2
XE+ Y-,

Geométricamente es sencillamente la reflexion @daespecto al eje real, mientras qages la
distancia euclidea del puntg, ) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del veckoy)(ver
figural.l). Ladistanciaentre dos nimeros complejpg w se define com{z—w.

La representacion grafica de la suma es conocida. Dos nlicmrgdejosz=a+ibyw=c+id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figuBaesz+ w.

Se comprueba facilmente quezsi w son nimeros complejos se verifica quez, ZFW=z+Wy
ZW=ZW.
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-~

c

Figura 1.2: Suma de niameros complejos

También son de comprobacion inmediata las desigualdades
max|Rez,|Im27} < |z| < |ReZ +|ImZ (1.1)

La igualdad|z|® = Zz que se deduce directamente de la definicién de médulo de uernioomplejo,
permite utilizar el producto complejo para trabajar con miésgly es de gran utilidad. La usaremos
para probar que para todasve C es

a) lzw=1z[w y b) [z+W < |z|+|w
a) Basta observar guew y |z||w| son nimeros positivos cuyos cuadrados coinciden, pues

2 = et 2 2 2
|zZW* = ZWZW = ZW2W = ZZWW = ||~ |W|© = (|z][w])

b) Es suficiente probar que+ Wi < (1z] + W))2. En efecto:
IZ+ WP = (Z+W)(Z+ W) = (2+W)(Z+ W) = Z+ WW+ 2N+ ZW=
=1z)? + W? + 2Re @W) < |z]* + W% + 2|Re (@W)| <
<z + W2 + 2120 = [z + W2 + 21z| [@] = |22 + Wi + 2|z| [W] =

= (12| + w)?

Deducimos también que se verifica la igualdagw| = |z| + W] si, y s6lo si, Rew = |2w], esto es, Si
2veRE, olo que es lo mismaw = p dondepeR},. Estaigualdad, puede escribirse de forma equivalente
multiplicando pow comoz|wi? = pw, esto esz = Aw para algimeR{ lo que quiere decir quey w
estan en una misma semirrecta a partir del origen.

1.2.1. Forma polar y argumentos de un nimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita muchdélesllos con productos de nimeros
complejos. Para cualquier nUmero complejox+ iy # 0 podemos escribir

2= l2|(Z-+i )

Izl Izl
Como (é' %) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirte ferma
(l l) = (cos?, send)

Iz’ |z|
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para algin numer@<R. Resulta asi que
Z=|z|(cost +isen?)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombferde polar, cuya interpretacion
gréafica vemos en la figurh3.

Figura 1.3: Forma polar de un nimero complejo

DadozeC, z# 0, hay infinitos nimeros=R que verifican la igualdag= |z| (cogt, sert) cualquiera
de ellos recibe el nombre dagumento de z. El conjunto de todos los argumentos de un namero
complejo no nulo se representa por Ag(

Arg(2) = {teR: z=|z|(cost +isert)}
Observa que

cost) = cos@)

=t+2kr lglnke?Z
sin(t) = sin(9) } = s=t para algtnke

s teArg(2d = {

Por tanto, conocido un argumerig@ Arg(z) cualquier otro es de la forma+ 2kr para algurkeZ, es
decir, Arg@) = to + 2nZ.

De entre todos los argumentos de un numero compkegjd hay uno Unico que se encuentra en el
intervalo |- =, x], se representa por a@yfy viene dado por

Imz
Rez+ |z|
arg@ =n sizeR”

arg(@) = 2arctg sizZOR™

A dicho argumento se le llansrgumento principal dez

La comprobacion de las anteriores afirmaciones es facil.dGemi2 < arctgt < /2, se sigue que
—n<arg@ < xsizZdR™. Luego,—n < arg@) < n. Siz=teR™ es evidente que= |t|(cost +isemnr). Y
paraz[dR~ se tiene:

1-t®(arg@/2) (lz|+Re2?-(Im2)?2 2Rezx|z|+Rez) Rez

cos(argh) = 1+tg2(arg@)/2)  (zl+Rez2+(Im22 ~ 2[z|(z|+Re2)  |z|

2tg(arg)/2) 2Imz(|z|+Rez)  2ImZ(|z|+Rez) Imz

sen(argh) = 1+tg2(arg@)/2) - (zl+Re22+(Im22 ~ 2jz|(lzl+Re2) |z

Donde se ha utilizado quef® = (Rez)? + (Im2)2.
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No es dificil comprobar que el argumento principakzdex+iy # 0 viene también dado por:

arctgfy/x)—n siy<0,x<0

-n/2 siy<0,x=0
arg@ = < arctgfy/x) six>0

/2 siy>0,x=0

arctgf//x)+n siy>0,x<0

Esta ultima forma es mas comoda para los célculos.

Observaciones a la definicion de argumento principal

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumpentipal de un nimero complejo.
La eleccidén que hemos hecho supone que medimos dngulos@&miplano superior de 0ay en el
semiplano inferior de 0 a.

Fijate que si tomas un numero complejo que esté situado emoglrtcuadrante = X+ iy con
x < 0,y <0y supones quges proximo a 0, su argumento principal esta préximaray si tomas un
namero complejo que esté situado en el segundo cuadvaatg+ iv conx < 0,v> 0, y supones que
v es proximo a 0, su argumento principal esta proximoAdemas, la distancigy—Z = [v—-y|=v-y
es tan pequefia como quieras. Esto nos dice que el argumertipaltiene una discontinuidad en el
eje real negativo: salta der an cuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundantead

Peor todavia diras. Hasta cierto punto. Primero, la discoiotad es inevitable. Si queremos elegir
argumentos en un intervalo de longitud gigamos, §, @ + 2n[ entonces dichos argumentos saltan de
a aa+ 21 cuando atravesamos la semirrecta)) = p(cosa, seny), (o > 0). En particular, si tomamos
argumentos en el intervalo,[®r[ (cosa que, a primera vista, parece lo razonable) nos emcoos con
que entonces se produce una discontinuidad de dichos angpsreael eje real positivoBien, sucede
guela extension aC de algunas funciones definidas®h (el logaritmo, las raices) hace intervenir
el argumento principal. Naturalmente, queremos que dieki@nsiones sigan siendo continuafeén
y ello justifica que tengamos que tomar argumentos prinegpadé la forma en que lo hemos hecho:
porgue preferimos introducir una discontinuidadrena perder la continuidad én'.

Férmula de De Moivre

Veamos como la forma polar permite hacer facilmente pradude nimeros complejos. Conside-
remos dos nimeros complejos no nulos
z=|z|(cost +isen?)
w = |w| (Cosp + i senp)
Entonces
zw= |z||w] (cos? +isend)(cosy +iseny) =
= [zw [(cosi cosp — send seny) + i(sen? cosy + cosdseny)] =
= [zw (coq? + @) +isen @ + ¢))

Es decir:para multiplicar dos numeros complejos se multiplican suislntos y se suman sus
argumentosPor ejemplo, para calcular {i)* como|1+i| = V2 y arg(1+i) = n/4, se sigue que
(1+i)*=-4.

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geonmgéita un giro (pues se suman los
argumentos de los nimeros que estamos multiplicando)dedeaiuna homotecia (el producto de los
maédulos de ambos nimeros).

Acabamos de ver guesiw son complejos no nulo8eArg(2), pArg(w), entonce® + g € Arg(z+ w).
Es ahora facil demostrar mediante induccion la siguiemmadiéa, muy atil, conocida como formula
deDe MoivreObserva también que gk Arg(2) entonces-p € Arg(1/2).
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Proposicién 1.2(Férmula de De Moivre) Si z es un complejo no nulf,es un argumentode zy n es
un nimero entero, se verifica qué aArg(z"), es decir:

2" = (Jzl(cosd +i send))" = [z" (cosnd + i sems)

1.2.2. Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuaciéh= z donden es un nimero naturah,> 2, yz# 0 es un
numero complejo conocido. Escribamesn forma polar:

w = |w| (Cosp + i senp)
Ahora, usando la formula de De Moivre, podemos escribir lleidnw” = zen la forma equivalente:
w" = |w|" (cosng + i semy) = |z| (cosd +isend)

Esta igualdad se da cuanfig” = |z| y ng = ¢ + 2kr dondek € Z. Deducimos quén| = {/z] (ojo: se
trata de la raim—ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora pana, cualquier nimero
¢k de la formaygy = (9 + 2kr)/ntenemos un nimero complejo

wi = V/lzl(cospr + i senpy)

tal que ¢w)" = z Como una ecuacién polinémica de gratoo puede tener mas aesoluciones, se
sigue que distintos valores &a&leben dar lugar al mismo nimesg. Veamos:

Wk = Wg © ¢k —¢q = 2mm & k—g=nm

Es decirky g dan el mismo resto al dividirlos por Deducimos que pata=0,1,2,...,n—1 obtene-
mosw distintos y cualquier otray, es igual a uno de ellos. Por tanto hayaices n—€simas distintas
dez

De entre todas las raices n—ésimagzdamos a designar con el simbolf a laraiz n-ésima
principal , que estéa definida por

argz . argz
{z=z*/" (cosTg +i senTg)

Observa que en el caso particular de gusea un namero real positivo, entonces la raiz principal
de z (considerado como nimero complejo) coincide con la raiz (@ensiderado como namero real
positivo).

Hemos obtenido que las raices n—ésimaswenen dadas por
argz+2kr . argz+ 2k
z = z|Y" (cong+ +|seng+) k=0,1,2,...,n-1

Observa que definiendo= cos(2r/n) +isen(2r/n), los nimerosip = 1, u, U2,...,u™ ! son las raices n—
ésimas de la unidad. Podemos escribir las raices n—ésimas deformazy = zo uX. Como multiplicar
porues un giro de amplitud2 n, deducimos que lasraices de se obtienen girando la raiz n—ésima
principal, zg, con giros sucesivos de amplituet/. Es decir, si representamos todas las raices n—
ésimas de obtenemo® puntos sobre una circunferencia de centr®)@ radio {/jz] que forman un
poligono regular de lados.

En general no es cierto que dados dos numeros complgjasentonces el producto de las raices
n-ésimagrincipalesde zy dew sea igual a la raiz n-ésinmincipal de zw. Lo que si es cierto es
gue el producto de dos raices n-ésimas cualesquierg dew es una raiz n-ésima dsv. Por tanto,
{/z{/w, esuna raiz n-ésima dewpero no tiene por qué ser la principal.
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Por ejemplo, para=2,z=w= -1, como argf1) = x, tenemos que
V-1=cosfr/2)+iseng/2) =i

En este caso

V-1v-1=ii=-1# /(-1)(-1)= V1=1

La igualdad{/z{/w = {/zw equivale a que para algun entdrse verifiqgue que

arg@) . arg(w) _ argw + 2kt
n n n

es decir, argl + argiw) = arg@zw) + 2knr. Como-2r < arg@) + argiw) < 27y n> 2 tiene que sek=0
(pues, en otro castRknr| > 4r). Luego, debe ocurrir que a®y+ argw) = arg@zw) lo que equivale a
que—r < arg@) +argiw) < 7.

Por ejemplo, si los nUmeray w estan en el semiplano de la derecha, es decit>RE Rew > 0,
entonces-n/2 < arg@ <n/2y —r/2 < argW) < 7/2; por tanto argf) + arglw) = arg@zw) por lo que,
en este casoz{w = {zw.

1.2.3. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultalddf@maa + ib.

) (7-20)(5+3i) i) (i-1P° i) T+DE+D)E+i) iv) ;
v) % Vi) (@+iy? vi) =2 viil) - i%(1+i)?

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

DL@=2 b)6LD=7 D=1 DID=1ry D=0

3. Calcula las siguientes cantidades.

4-3i

a)[(1+)2-1) b) ]m

o) |@+)2 d) ‘\/§+i(\/§+1)

, . 1+z
4. Calcula los nimeros complejastales quel—Z es:

a) Un namero real; b) Un niUmero imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

3 1+ivV3
3

a) - V3-i b) - V3+i ¢ Ao V@

6. Expresa los siguientes nimeros en la foanab:

5 . 6
a) C1+i V3L b)(1+|) c)<l+|\./§> d) (- V3+i)3

1-i 1-i

7. Calcula argtw) y arg(v—zv) supuestos conocidos arg argw.
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8.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

Supuesto qug| = 1, prueba que

z-1 n/2 silmz>0
argl — | = .
z+1 —n/2 silmz<0

. Seaz= x+1iy. Supuesto qug|=1,z+ 1,z + —i, prueba que

ar <z;1>_ n/4  si 1-x+y>0
Nz )~ -3n/4 si 1-x+y<O0

Resuelve la ecuacion cuadrat@az + bz+c = 0 dondea, b, ¢, son nimeros complejos conocidos y
a#0.

Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)Z=1+i b)Z=i ¢)Z2=-1+iV3 d)F=1 e)Z+ V32iz-6i=0

Calcula las soluciones de la ecuaci#h+ (1+i)2 + 5i = 0.

Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz+ w2 +|z—wi? = 2(2° + %) (zweC)
y explica su significado geomeétrico.

Dados dos nimeros complejes/ B, calcula el minimo valor parac C de la cantidadz— ol +
lz-BP.

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser (til.

z_

l-az
Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigealdatrtenddulosde niimeros complejos
consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la detagiial

Prueba qu+ <1 silzl<1lyla <1ytambiénsjz|>1ylal > 1.

Seax un nimero real que no es multiplo entero @eRrueba las igualdades
sen n+l
cos(nx) N2 )
27 sen(3)
sen( -
2
sen nle
sen(nx) 2
oX) ———t
sen(é)

2
Sugerencia: Si llamamoA a la primera suma B a la segunda, calculege+ iB haciendo uso de
la formula de De Moivre.

a) 1+cOoSX+COSX+---+COSNX

b) serx+senX+--- +semx

Calcula una féormula para la suma

N
> (cos(Xnt) +isen(Xnt))
k=—N

(tu respuesta deberia de ser un cociente de senos).
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2t . 2n . .
18. SeaneN,n>2y w= cosF +1i senF. Dado un nimero entermo € Z, calculese el valor de las
expresiones:

a) 1+WM+w2m .. p-hm:
b) 1—wm+w2M— ... 4 (=) Tw(-1m,

19. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) sen® = 3 senp—4 serfy;
b) cos4y =8 codp—8cofp+1;
¢) sen® =5 senp—20 sefy + 16 sef.

20. Representar graficamente los conjuntos de niimeros corsplgye verifican:

z-3<3; 2<|z-i|<3; l|argz| <n/6; |z—il+|z+i|=4
Z—i

z-1=1z-2i; |—|=2; Im@EZ®>6; |z—il=Imz+1

z-1 = I ‘z+2|‘ @) > [z—i] +

21. Encuentra los vértices de un poligono regulandidos si su centro se encuentra en el pant®
y uno de sus vérticeg es conocido.

22. Resuelve la ecuaciorz€ 1)" = (z+1)", dondeze Cy neN, n> 2.

23. Sealz| = || = |z3| = 1. Prueba quey, 2, z3 son vértices de un triangulo equilatero si, y sélo si,
21+2+23=0.

24. Si0< argw—argz< r, prueba que el area del triangulo de vérticesyOy viene dada po% Im(zw).

1.3. Sucesiones de numeros complejos

Un poco de topologia.

Dadosac Cyr > 0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—al<r}

se llamadisco abiertode centray radior. Observa que un disco abierto no puede ser vacio.

Dadosac Cyr >0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—a/<r},
se llamadisco cerradode centraa y radior. Observa qu®(a,0) = {aj.

Un conjunto se llamacotadosi esta contenido en algun disco centrado en el origen. Ujiictn
Q c C se dice que es un conjurdbierto si todo punto d& es centro de algun disco abierto contenido
enQ. Por convenio el conjunto vacio se considera abierto. Ujuotm se llamacerrado si su com-
plementario es abierto. Un conjunto abierto no vacio comdpipdad de que dos puntos cualesquiera
del mismo pueden unirse por una curva sin salirse del campatlama urdominio. Una definicion
equivalente aunque menos intuitiva de dominio es la sigeidsin dominio es un conjunto abierto
no vacioQ, cuya Unica descomposicién en la fora AU B, dondeA y B son conjuntos abiertos
disjuntos es la trivial, es decifA, B} = {&,Q}. Un conjunto cerrado y acotado se llama un conjunto
compacta
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Dado un conjuntd\ c C, se dice que un puntoe C es un punto de acumulacién desi todo disco
abierto con centro encontiene puntos da distintos dez. Observa que un puntpuede ser un punto
de acumulacion dAy no pertenecer A.

Una sucesién de nameros complejos es una aplicaciéon delrdorgle los nimeros naturales en
C. Como es usual, representaremos{zqf la sucesion dada por— z, dondez, €C. La definicién
de sucesion convergente es exactamente la misma que pasiosas reales.

Definicion 1.3. La sucesion de niimeros complejas} converge a un nimero complegjsi para todo
&> 0 existe un nimero natunaj tal que para toda > ng se verifica quéz, — 7 < . Equivalentemente,
{z,} converge & si|zn—2Z — 0.

Recordemos que méRez,|Im 2z} < |z| < |Rez +|ImZ. Gracias a esta desigualdad tenemos que

|Rez, - Rez
<|zn-7 < |Rez,—ReZz +|Imz,-1mZ
Imzy,—Imz7

Deducimos qué¢z, —Z — 0 si, y s6lo si|JRez,— Rez — 0y |Imz,-ImZz — 0. Hemos probado asi el
siguiente resultado.

Proposicién 1.4. Una sucesion de nimeros complejpg es convergente si, y sélo si, las sucesiones
de nimeros realeRez,} y {Imz,} son convergentes. Ademas en dicho caso

lim{z,} =z Rez=Ilim{Rezy} y Imz=Ilim{imz,}
Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de nUcoenptejos se reduce a estudiar la
convergencia de dos sucesiones de nimeros reales.

Supongamos quign} es una sucesion tal que para tdfle- 0 existe un nimero naturay € N de
forma que sh > ng entonceszy| > K. En dicho caso diremos que la sucesify) es divergente o que
divergey escribiremogz,} — . Observa quéz,} — oo es lo mismo quéiz,|} — +oo.

Los resultados que conoces para sucesiones de nUmerasaelde que no interviene el orden son
también validos para sucesiones de nimeros complejoaada@sos entre ellos los mas importantes.

Proposicion 1.5(Algebra de limites)
s Si{zn} >z ¥ (Wn} = W, entonces$z, +Wn} — Z+W Y {ZaWn} — zw. Ademas, si iz£ 0 para
todoneN y z# 0, entonce$l/z,} — 1/z.
= Si{zn} diverge y{wn} esta acotada entoncézs, + wy} diverge.
= Si{zn} diverge y{wy} estd separada d@ esto es, existe> 0y ng € N de forma que para g ng
se cumpleéwy| > p, entoncegz,wy} diverge.
Recuerda que ursucesion parcialde una sucesiofz,} es cualquier sucesion de la forfz )}

dondeo : N — N es una aplicacion estrictamente creciente.

Teorema 1.6(de Bolzano—WeierstrassYoda sucesion acotada de nimeros complejos tiene alguna
sucesion parcial convergente.

Definicién 1.7. Una sucesién de nimeros complejng se dice que es de Cauchy si para cada nimero
&> 0 existe un nimero natura € N de forma que sp,q > ng entoncesz, - zg| < &

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos{ggiees una sucesion de Cauchy si, y sélo
si, {Rezn} y {Imzy} son sucesiones de Cauchy. PuestoRjes completo, ser de Cauchy equivale a ser
convergente, luego $Rezy} y {Imz,} son de Cauchy convergeny, por tari®,} €s convergente.

Teorema 1.8(de complitud) Toda sucesion de Cauchy de nimeros complejos es convergente
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1.4. Series de numeros complejos

Dada una sucesiofiz,}, podemos formar a partir de ella otra sucesi@a}, cuyos términos se
obtienersumando consecutivamemas términos d€z,}, es decir:

51221, 52=Z;|_+22, 83=21+22+23,...,Sn=zl+22+---+zn

La sucesion{Sy} asi obtenida se llamserie de término generalzy es costumbre representarla por
Zzn 0, mas sencillamentég, z,.
n>1

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesidodss los conceptos y resultados estudiados
ya para sucesiones conservan su misma significacién cuama@plgcan a seriesEn particular, es
innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dieaiga serie es “convergente”. Si una

(o8]
seriez Z, es convergente se usa el simb@ Zn para representar el limite de la serie que suele

n>1 n=1
(o)

llamarse suma de la serie. NaturalmeEezn es el nimero complejo definido por
n=1

o] n
> _zn=1im(Sn} = im > "7
n=1 k=1

Como caso particular de la proposicibd, la serieZzn converge si, y soélo si, las series
n>1

Re(Zzn) =ZRezn y Im(Zzn) =Zlmzn
n>1 n>1 n>1 n>1
son convergentes.

Conviene que recuerdes la condicion basieeesarigpara la convergencia de una serie. Sila serie

n n-1
>z, converge entonces la sucesi= Z zj— Z z; es diferencia de dos sucesiones que convergen
j=1 j=1

al mismo limite y por tanto converge a cero.

Proposicién 1.9. Condicién necesaria para qug, z, sea convergente es qlim{z,} = 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergdaaianvergencia absoluta

Definicion 1.10. Se dice que una serie de nimeros compl®jQs, z, converge absolutamente si la
serie de nimeros reales positios,.  [zn| €s convergente.

Proposicién 1.11. Si una serie de nimeros complejpsz,, es absolutamente convergente entonces
dicha serie también es convergente.

n n
DemostracionPongamos, = Z zj, An= Z zjl y supongamos que la sucesi@a} es convergente,
j=1 j=1
es deciry  z, es absolutamente convergente. Dade0, la condicién de Cauchy pafA} nos dice
gue existenpeN tal que

g
|Aq—Ap| = Z |z <& paratodosp,qeN tales que q> p>np
k=p+1
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Deducimos que para todpsgeN tales quey > p>n, se verifica que

q
‘Sq—sp‘ = ‘Zp+1+zp+2+"'+2q| < Z |zl < &
k=p+1
Lo que prueba que la sucesif8y}, es decir, la seri® z, cumple la condicién de Cauchy y, por tanto,
es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una seriaao mas fuerte que el de con-
vergencia como se pone de manifiesto en el siguiente regutaeino demostraremos.

Teorema 1.12de Riemann)La serieZzn converge absolutamente si, y sélo si, para toda biyeccion
n>1
7:N->Nla serieZzﬂ(n) es convergente. Ademas, en tal caso se verifica que
n>1

Z Zn = Z Zn(n)
n=1 n=1

1.4.1. Criterios de convergencia no absoluta para series

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergencéagesies de niUmeros reales positivos,
que ya debes conocer, para estudiar la convergencia abstdutna serie de nimeros complejos.
Pero, ¢,qué hacer cuando una serie no es absolutamentegasre@rNaturalmente, podemos intentar
comprobar si la serie verifica la condicién de Cauchy, pemm®cedimiento con frecuencia es dificil.
Pues bien, los siguientes criterios de Dirichlet y Abel prgmnan informacién sobre la convergencia
no absoluta.

Teorema 1.13.. Sea{an} una sucesion de nimeros realefzy} una sucesion de nimeros complejos.

Criterio de Dirichlet. Si{a,} es monétona y converge a cero y la s€¥iez, tiene sumas parciales
acotadas, entonces, ayz, converge.

Criterio de Abel. Si{a,} es monétonay acotaday la sefj€ z, converge, entonces, anz, es con-
vergente.

1.4.2. Ejercicios
1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

. . . 2"
i) zZy=4{n+ina" (aeR,jal<1) i) zn=F+|2—:

iii) znz{‘/5+isen} (a>0) iv) znznsen%+5icos}
1+i\" : 1 .1)"
0 @= (%) 0 w=(50173)

2. Seafz,} una sucesion de nimeros complejos no nulos y parartadbseapn € Arg(z,). Suponga-
mos queen} — ¢ Y {|znl} — p. Justifica que la sucesidm} — p(cosp +i seny).

- 5 V2+iz \"
3. Calcula el limite de la sucesion, = 1+T .

Sugerencia: Expresa = |z,| (CoSpn + i Senpp) y usa el ejercicio anterior.
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4. Calcula el limite de la sucesiém, = n (\n/é(cos% +i sen%) - 1).

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucee(é%i— 1) es bien conocido.

5. Seaze C, con|z =1, z# 1. Prueba que la sucesi¢f'} no converge (¢,qué pasa si supones que
converge?). Deduce quegies un numero real que no es un multiplo enterardas sucesiones
{cosfip)} y {senfp)} no convergen.

6. Estudia la convergencia de las series:

N cosn+isem
) nz;(lﬂ)” ) ; n
cosE +isen?
i) Zcosn;;sem iv) Z nn A
n>1 n>1
2+i)" 1 _ 1+iv3)"
V) Z(1+2i)nn vi) Z\/_ 2
n>1 n>1

N . 3+4i)"
Vi) Z(cos%+|sen%) viii) 22|(g,++3|;2‘+7

n>1

7. SeapeR conlp| < 1y#eR. Calculalos limitesy p"cosp)y > p"senqd).
n=0 n=0

1.5. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mas que las funciones defieidsubconjuntos d& con valores
enR? cuando erR? consideramos su estructura compleja. Dado un conjanrtd, a toda funcién
complejaf : A— C se le asocian dos funciones reales: la funciénRef “parte real def” y la
funciénv = Im f “parte imaginaria dd ” definidas para todoxy) = x+1iy € A por:

u(x,y) = Ref(x+iy), v(xy)=Imf(x+iy)
Naturalmentef(2) = Ref (2 +i Im f(2).

La funcion conjugadade f es la funciénf dada porf(2) = Ref(2) —ilm f(2). Lafuncién médulo de
f esla funcionf| dada potf|(2) = |f (2.

1.5.1. Continuidad y limite funcional

Definicion 1.14. Se dice que la funciér : A — C es continua en un pung< A si para cada > 0
existe ury > 0 tal que

IZE:IA< 5 } =|f@-f@l<e.

Usando una vez mas las desigualdades
max|Rez,|Im27} < |z| < |Rez +|ImZ

se prueba facilmente que una funcién complegs continua em si, y sélo si, las funciones Rey
Im f son continuas ea.
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Definicién 1.15. Dado un punt@ de acumulacion dé, se dicef : A — C tiene limite era si hay un
ndmero complejd € C con la propiedad de que para cada0 existe ur > 0 tal que

ze A

O<loal<s }=>|f(z)—L|<s.

Simbolicamente escribimos liffz) = L.
Z—a

Usando las desigualdades anteriores y llamanda +i8, L = 1 +iu tenemos

lim Ref(xy)=21
(xy)—(@,8) (y)

Iim Imf(xy)=
gy M FOY) = 1

Isz(z)zL =

Se dice quef : A— C tiene limite en infinito si hay un niumero compléje C con la propiedad
de que para cada> 0 existe unK > 0 tal que sijz| > K entoncegf(z) - L| < &. Simbdlicamente
escribimosZ limf(2) = L.

Se dice quef : A — C tiene limite infinito en infinito si para todM > 0 existeK > 0 tal que si
|z] > K entonces$f(2)| > M. Simbdélicamente escribimgs [if(2) = oo.

Se dice quef : A— C tiene limite infinito en un punta de acumulacion dé si para todav > 0
existes > 0 tal que
ze A

0<lz—a| <6 }:”(Z)'>M

Simbdlicamente escribimos liffz) = .
Z—a

Observa que hay una completa analogia formal entre las defies anteriores y las correspon-
dientes para funciones reales de una variable real. Polladloeglas de céalculo de limites conocidas
para funciones de una variable real son también validadasanismas demostraciones, para funcio-
nes de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.
Proposicién 1.16/Continuidad del argumento principal)a funcién argumento principal es continua
enC\ R,y es discontinuaeR™.

DemostracionSabemos que pae& C \ Ry el argumento principal viene dado por
argz = 2arctgilmZ
ge= Rez+ |z
Teniendo en cuenta que la funcién arcotangente es contiqua Re + |z| > 0 para todae C\ Ry,
deducimos que el argumento principal es continu@ &R ;.
—1)n
n

SeaacR"yzp=a+ ( . Claramentgz,} — a, pero como
arg(zn) = arctg(Yna)+r -« arg(zn-1) = arctgt-1/na)—nr— —n

concluimos quearg(z,)} no converge y por tanto el argumento principal es disconténa.

1.5.2. Derivada de una funcion de variable compleja

SeaAcCy f: A— C, sedice qud es derivable en un puntoe AN A’ si existe el limite

I'|mM eC.

Z—-a Z—a
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El valor de dicho limite se representa fdé(a) y se llama derivada d&en el punta.

La Unica novedad de la definicién es que se esta utilizandooelupto complejo y eso, como
veremos, hace que la condicién de derivabilidad en sentdwptejo sea mucho mas fuerte que la
derivabilidad para funciones reales.

Casos Particulares
= CuandoACRYy f(A) CR, la definicion dada coincide con la conocida para una fun@éhde
variable real
= Para funciones complejas de una variable real se tienewgénig resultado.
SeaAcRy f: A— C. Entonces la funcién es de la forma
f(t) = u(t) +iv(t)
dondeu y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

f()-f(a) _u(t)-u(a) i v(t) — v(a)

t—a t—a t—a

y deducimos qud es derivable em si, y sélo si, las funcioneg y v son derivables en, en
CuyoO caso
f’(@=u'(a)+iv'(a)

Observa que hay una completa analogia formal entre el camdepuncion derivable para funcio-
nes de variable complejay para funciones reales de unadlareal. Por ello, las reglas de derivacion
conocidas para funciones de una variable real son tambl&asaAcon las mismas demostraciones,
para funciones de variable compleja.

Proposicién 1.17(Reglas de derivacion)Sean dos funcionesg: A— Ccon ACCy ac AnA'.
Supongamos que f y g son derivables en a. Entonces:

» (f+g)'@=1"(@)+9'(a
= (fg)'(@) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
= Sig?2) # 0 para todo z A entonces

Y. - F@9@ - f()g'()
(g> (a) (g(a))Z

= Regla de la cadengSean . A— Cy g: B— Ctales que tA) C B, y consideremos la funcion
compuesta B go f : A— C. Supongamos que f es derivable enfen A’ y g es derivable en
b= f(a)eBNnB’. entonces h es derivable en ay

h'(a)=g'(f(a))f'(a) = g'(b)f'(a)

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivaulmbmpleja es mucho mas restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.

1.5.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivadlmbmpleja es mucho mas restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.
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Teorema 1.18(Relacion ente la derivabilidad compleja y la diferendidad real) SeaQ c C un
conjunto abierto, aunpuntodey f:Q — C una funcién d&2 enC. Notemos & a +i8, u(x,y) =
Ref(x+1y), v(x,y) = Im f(x+iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es derivable (en sentido complejo) era +ip.

i) Las funciones(x,y) = Ref(x+iy), v(x,y) = Im f(x+iy) son diferenciables efw,8) y ademas
ou ov
3_)((a’ﬂ) - @(a”ﬂ)

Ecuaciones de Cauchy—Riemann
_9 (a.B) = __9\/( )
y a,f3 X a,

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene
o g1 QU v
F(@) = (@ +ip)= 2 (@p) +i7(a.f)

Demostracién.Por definiciéon,f es derivable si, y sélo si existe un nimero complejo, la deavdef
ena, f’(a) = A1 +iu que verifica

im 1@ = (@~ (+in)(z-a) _
z—-a |lz—a|

0.

Pongamog = x+iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

(A+ig)(x+iy —a=ip)= Ax=a) = uly =) +ilu(x-a) + A(y-pB)]

y el hecho de que el médulo de un complejo coincide con la neuctdea (visto eik?), el limite
anterior se escribe como sigue:

iim 1UGY), V(X Y)) — (U(@. ). (@, 5)) — (A(x = @) — u(y ~ B). u(X =) + Ay -B)Il _
(xy)=(@p) I(x,y) = (@.p)Il

»)05)

A —u X—a
o) - e~ (4 ) (375
(xy) (@) I(xY) = (@.B)I

0 bien, como.{(X—a) - u(y— B).u(x— @) + Ay~ ) = (

H =0,

La condicion anterior quiere decir que la aplicacigyy] — (u(x,y), v(x,y)) deQ c R? enR? es diferen-

ciable en ¢,p) y su diferencial es la aplicacion lineal dada payj — ( i _/lﬂ ) ( ;( ) . Por tanto
( i _/{1 ) es la matriz jacobiana de la aplicaciony) — (u(x,y),v(x,y)) en @,B), esto es

ou ou ov ov

6_)((a’ﬂ) - /l» a/(a’ng) =M, a_x(ang) =M, @(Q,ﬂ) =1

Finalmente au v
f'@=f"(a+iB)A+iu= 6—X(a,ﬂ) +i6_x(a”8)
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Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo muetaofuncién compleja en la forma
f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) lo mas probable es que, a pesar de lo buenas que puedanfserciases
uy v, la funcion asi definida no sea derivable. Pues las funcianes no tienen por qué verifi-
car las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (austee® una idea dificil de precisar) que
las funciones complejas derivables son “auténticas furesicomplejas” en el sentido de que si la
funcién f (x+iy) = u(x,y) + iv(x,y) es derivable entonces la expresif®,y) + iv(x,y) debe depender
Unicamente de la variabe Los siguientes ejemplos son ilustrativos.

Ejemplos 1.19.
= f(X+1iy) = X no es derivable en ningdn punto.

= f(2) = 472 sélo es derivable en cero.

» f(x+iy) = €*(cosy+isery) es derivable entod@y f’(2) = f(2) para todazeC.

1.5.4. Propiedades de las funciones holomorfas

Definicion 1.20. SeaQ un abierto deC. Una funciénf : Q — C se dice que esolomorfaenQ si f
es derivable en todo punto dk En tal caso la funcion definida pazaQ por z+— f’(2) se llama
funcion derivada de f. Notaremos poH (Q2) el conjunto de todas las funciones holomorfagxhas
funciones holomorfas en todo el plano complejo se llafoaciones enteras

Ejemplos 1.21.

= Las funciones polinébmicas, es decir, las funciones de lador
P(2) = Co+ C1Z+ CoZ° + - -+ + CnZ"
dondecy e C para 0< k < n, son funciones enteras. La funcion derivadgpdéene dada por

p’(2) = C1+2Coz+3c3Z +---+ncpZ™t  (zeC)

p@

Z
funciones polindmicas, son holomorfas en su dominio nadgreefinicionQ = {zeC : q(2) # 0.
La funcion derivada d& viene dada por

= Las funciones racionales, es decir, las funciones de ladd{r) = dondep(2) y q(2) son

p'(29a(2 - p(2a'(2
1@? (zeQ)

Como consecuencia de las reglas de derivacién tenemosiedrdig resultado.

R'(2 =

Proposicién 1.22. El conjuntoH(Q2) de las funciones holomorfas en un abiefi@on la suma y el
producto usual de funciones es un élgebra.

Proposicién 1.23. Una funcién holomorfa en un dominio cuya derivada es nulaceto tpunto es
constante.

Demostracion.SeaQ2 un dominio,f € H(Q) tal quef’(2) = 0 paratoda e Q. Fijadozg € Q, definimos
A={zeQ: (2 = f(z0)}

A es no vacio y, por sef continua, es un cerrado relativo €& Veamos que también es abierto.
Seaa€ Ay comoQ es abierto, existe > 0 tal queD(a,r) c Q. Tomamosh € D(a,r) y definimos
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¢ :[0,1] - C por ¢(t) = f((1-t)a+tb). Comof es derivable, la regla de la cadena nos dicegas

derivable y
¢'(t)=f'(1-ta+tb)(b-a)=0

Por serp una funcion compleja de variable real tenemos
¢’(t) = (Rep)’ () +i(lmp)’ =0 (t<[0,1])

Luego (Rey)'(t) =0y (Img)’(t) = 0 para todd € [0, 1]. Puesto que Rey Im¢ son funciones reales
de variable real definidas en,[l], se sigue que son constantes. Lueges constante y por tanto
©(0) = f(a) = ¢(1) = f(b) luegob € A. Hemos probado quB(a,r) c A, luegoA es abierto. El hecho

de queQ2 sea un dominio permite concluir qée= Q, es decir,f es constante ef.

Corolario 1.24. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sabgominio y coinciden
en un punto son iguales.

La siguiente proposicién vuelve a poner de manifiesto quenaicién de que una funcion sea
holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidall rea

Proposicién 1.25.SeaQ un dominio y fe H(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:

() Ref es constante e
(n) Imf es constante ef
(m) La funcién compleja conjugada de f, es holomorfa e
(v) f es constante ef
(v) |f| es constante ef

DemostracionPongamos = u+iv, conu = Ref, v=Imf. Es claro que la condiciénv) implica
todas las demas.

(i) = (iv) Las ecuaciones de Cauchy—Riemann afirman que

f'(2) = f/(x+iy) = %(x,y)—ig—;(x,y) (z=x+iyeQ)

Puesto que REes constante teneme%:(x,y) = Z—;(x,y) =0 lo que implica que’(2) = 0 para
todoze Q de donde deducimos (iv) gracias a la proposicion anterior.

(i) = (iv) Puesto que Ini = —Re(f) la implicacion () = (iv) ya probada nos dice que la funciidn
es constante y, por lo tantb también lo es.

(i) = (iv) Comof es holomorfa yf lo es por hipétesis tenemos qder f = 2Ref es holomorfa.

Puesto que Im(RE) = 0 es constante, deducimos, pd) & (iv), que Ref es constante y por
(i) = (iv) concluimos qud es constante.

(v) = (iv) Si |f| = @ entoncesf(2)f(2) = @ Si @ = 0 entoncesf es idénticamente nula y hemos
2

acabado. Si # 0 entonced no se anula en ningtin punto por lo gf(g) = 2 es holomorfa

f(2)

enQy, por (ii) = (iv), concluimos qud es constante.

Observa que estas propiedades de las funciones holomstéasrauy lejos de ser ciertas para
funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada urcidnleR? enR? diferenciable que no se
anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una faordiférenciable cuyo modulo (norma
euclidea) es constante.
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1.5.5. Ejercicios

52
1. Consideremos la funcién dada para 0 por f(2) = Z; y £(0) = 0. ¢, En qué puntos verificalas

ecuaciones de Cauchy-Riemann? § Eerivable erz = 07?.

2. SeaQ un abierto yf e H(Q). Sean)” = {z:ze Q} y f* : Q" — C la funcion definida porf*(z) =
f(2, VYzeQ*. Pruebaqué* es holomorfa e®*.

3. SeaQ un dominio yf e H(Q). Supongamos que hay nimegob,ceR cona? +b? > 0, tales que
aRef(2+blImf(2 =c paratodmeQ. Prueba qud es constante ef.

4. Calcula una funciérf e H(C) tal que Ref (x+iy) = x* —6x%y? + y* para todo,y € R. Si se exige
gue sed (0) = 0, entonces dicha funcién es Unica.

5. Encuentra una condicidn necesaria y suficiente que debeplicdos nimeros realea, b, c para
gue exista una funciéhe H(C), verificando que

Ref(x+iy) = ax® + bxy+cy?

para todosx,yeR. Determina, cuando dicha condicidn se cumpla, todas lasdoas enteras
cuya parte real es de la forma indicada.

1.6. Funciones complejas elementales

1.6.1. Lafuncién exponencial
Una de las formas de definir la exponencial de un nimeroxesl mediante el limite

. x\n

€= lim <1+ —)
n—oco n

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial daiorero complejo seria calcular el an-

terior limite parazeC. Llamemos = x+iy. Consideraremos quez 0, puesto que si= 0 tendriamos

quez= x seria un numero real. Ponganvas= 1+z/ny

y/n

= arct
n gl+x/n

Sean, tal que paran > n, se verifique que Ref,) > 0. Entonces, pana> n, resulta quep, = argwn).
Por otra parte, el médulo de, viene dado por

z|2 X\2 Y2
Wnl2 = ‘1+—‘ - (1+—) +L
n n n
Tenemos ahora, gracias a la férmula de De Moivre que
n/2

(Wn)" = (1+ E)n = {(1+ )ﬁ()z+ g] (coshen) +isenfign))

Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es

; ; X\2 Y2 "2 o n/2x X2 ¥y
n_ — —
[im |wp|" = Iim {(1+n) + nz] _exp<I|m < St n2>) =
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Ademas, la sucesidip,} es asintéticamente equivalente a la suce{uﬁ:/x—/n } Por tanto

y/n

lim{nen} = Iim{nm

b=y

En consecuencia, tenemos que

n—oo

. FANLEEES . . .
lim (1+ ﬁ) = r!|m (W) = r!|m Iwn|" (cosign) +isenfign)) = €*(cosy +i sery)
Definimos, por tanto, la exponencial compleja como
1 Z\" Rez ;
ezzexpz=nllm (1+ ﬁ) = e*¥(cos(Imz) +isen(Iny))

Observa que
|| =%, ImzeArg(e)

En particular, obtenemos la llamaffemula de Euler
di=cost+isert  (paratoddeR)

que establece una relacién entre la exponencial complea fuhciones trigonométricas. Haciendo
t = m tenemos la singular igualdad _
€"+1=0

en la que intervienen los nUmeros mas importantes de lasmatas.
De la férmula de Euler se deducen facilmente las llamadaaciones de Euler

gt 4 it gt _git
cost=+T, sert=——— (t<R)

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce queilanferponencial es una funcion
entera y exp(2) = exp@. Se prueba facilmente qué*¥ = ¢€" para todoz, we C. Se deduce que
paratodaezeC y todokeZ es

&= ez+2kzri

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una furpaéndica con periodo 2i. Naturalmente,
esto supone una gran diferencia con la exponencial realgjueafuncion inyectiva. Observa que la
exponencial no se anula nunca plieg = eX¢? > 0.

1.6.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial complejaesa traducir, como vamos a ver ense-
guida, en que la ecuaciol e z, dondezes un nimero complejo no cero, va a tener infinitas soluciones
weC. Como

e" = ¥ (cos (Imw) +isen (Imw))

Para que ¥ = z es necesario y suficiente que:
1. |€"| = |z|, esto es, " = |z|, es decir, Rev = log|z| (logaritmo natural del nimero real positivo
|z]).

2. Arg(é") = Arg(2), esto es, Ime Argzy esto se cumple si, y s6lo si = argiw) + 2kr, con
keZ.
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Hemos probado que
{weC: e" =12z ={log|z| +i(arg@) + 2kr),keZ}

Por tanto, existen infinitos nGmeros complejogue satisfacen la ecuaciofie z. Cualquiera de ellos
se llamaun logaritmo dez. El conjunto de todos ellos lo representaremos porAd-@g entre todos
ellos elegimos uno, llamadogaritmo principal , definido por

logz=log|z|+iarg@) paratodaze C*

Observa que cualquier otro logaritmo zles de la forma logj + i2kr para algun enterk. Es impor-
tante que observes que la igualdad
logzw=logz+logw

que es valida para los logaritmos de los nimeros realesvossino es siempre cierta cierta para
nameros complejos. Por ejemplo:

log(-1+iV3) =log|-1+i V3 +iarg-1+i V3) = log2+i(arctan- V3)+ ) = log 2+ iz—;
log(~ V3+i) = log| - V3+i|+iarg- V3+i) = log2+i(arctanf-1/ V3) + ) = I092+i5—g
log((-1+i V3)(- V3+i)) = log(-4i) = log4— i% #log(-1+i V3)+log(- V3+i) = log4+i 37”

Lo que esta claro es que el nimerozagogw € Log(zw), es decir, log+ logw esun logaritmo
dezwpero no tiene por qué ser el logaritpponcipal dezw.

Como la funciore — argz es continua ert \ Ry, y discontinua erRg, se deduce que el logaritmo
principal es discontinuo €Rj y continuo enC\ R;. De hecho, el logaritmo principal es una funcién
holomorfa en el domini@ \ R;. Esto puedes probarlo usando las condiciones de CauclhyaRie
aunque en este caso es mas facil proceder como sigua.c38&R, y b = loga. La funcién

W_

e
W =W—p

h(b) = €°

es continua en tod€@. Ademash(b) # 0 y, por tanto, hay algin > 0 tal queh(w) # O para todo
we D(b,r). Como la funcién logaritmo principal es continuagmeducimos que hay wr> 0 tal que

w = logze D(b,r) siempre queze D(a, s). Teniendo en cuenta que la funcién logaritmo principal es
inyectiva, podemos escribir paza D(a, 9):

logz—loga 1 - logz—loga 1 1
z-a  h(log2) — MR z—a h(loga) a

Hemos probado, pues, que ldg) = % paratodae C\Rj,.

1.6.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros realesd y beR, la potencia de basgy exponenteb se
define coma® = €°'°92, Ahora, dados, b € C, cona # 0, sabemos que hay infinitos logaritmosaje
todos ellos son de la forma lag- i 2kr, conkeZ. Por ello, cualquier numero complejo de la forma
g?o9a+i2kn) qondek e Z, esuna potencia de basey exponentd. De todas ellas se destaca una:

ab — ebloga

y dicho numero se llamwalor principal de la potencia de basey exponenteh. Observa que si
b=1/ndondeneN, el nimero

at" = exp(}Ioga) = exp<|0ﬂi+iﬂi) = [z)V/" (cosﬂiﬂsenﬂi)
n n n n n
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es el valor principal de la raiz n-ésimaague antes hemos notado p{a.

La definicion anterior da lugar a las funciones exponensizdenplejas de base z+—— a2, defini-
das pora? = expfzloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcién potencia compleja de exponenze—s 2°, definida por’ = explog?)
es holomorfa el \ Ry,

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente lidgdia*" = a*+a" pero las funciones
potencias no cumplen, en general como vimos al estudiaaless; la propiedadz()® = 22wP. Esta
igualdad se da en el caso de que

expplog(zw)) = expblogz+ blogw)
equivalentemente, puesto que la funcién exp es periddipadedo Zi, cuando se verifique que
blog(zw) = blogz+ blogw + 2kri, para algurk € Z

Como caso particular, cuandg w pertenecen al primer cuadrante la igualdadZzey& logz+ logw
es cierta con lo cual lo anterior se cumple piaea0. Por los mismos motivos la igualdazP)C = z°¢
no es cierta en general.

1.7. Funciones trigonométricas complejas

Seno y coseno complejos

Las ecuaciones de Euler:
gt 4 it gt _grit
, sen = -
2 2i

vélidas para toda € R, también tienen sentido para nimeros complejos. Por ei@ wdoze C
definimos el coseno y el seno complejos por:

eiz + e—iz eiz _ e—iz
Ccosz= s serz= -
2 2

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden arlamhes seno y coseno reales.

cost =

Puesto que el coseno y el seno complejos esta definidos camtaracion de exponenciales sus
propiedades se deducen facilmente a partir de las propedteda exponencial.

1. Identidad fundamental cbs+ serfz= 1
2. cosE2) = cosp), senE2) = —seng)
3. Férmulas de adicion

seng+w) = Serzcosw + Senvcosz
COSE+ W) = COSZCOSW + Senvserz

4. Las funciones seno y coseno son derivables en@octin seriz= cosz, cos’z=-serz

5. Relacién con las funciones hiperbdlicas. Recordandoapiéunciones hiperbdlicas serly

coshx se definen por:
ef+eX ef—egX
senhx =

hx =
cos 2 2

Es de comprobacion inmediata que:

coshx = cos{x) senh§) = —isen(x)
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6. Se cumplen las igualdades
serz = senx coshy +icosx senty
C0Ssz = cosx coshy —isenx senty
|cosz? = co x+ senif

lserz? = serf x+ senif
7. Las funciones senoy coseno complejos no estan acotadasieasi lo estan en bandas acotadas
paralelas al eje real.

8. Las funciones seno y coseno complejas no tienen mas asedegjreales, esto es, a0 si,
. . . . . T
y s6lo si,zes real de la formakz y cosz= 0 si, y s6lo sizes real de la forma + k.

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcién taegempleja como

serz
tgz= — cosz+0
9z= o ( )

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tarmgempleja es una funcion holomorfa
en su dominio de definiciéf@ \ {z: cosz = 0}. Ademas sabemos que @s 0 solo siz es real de la

formaz= % + 2kr para algurkeZ.
Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad gedpiedades del seno y el coseno.
Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+tgw

g2+ w) = 1-tgztgw

1.7.1. Funciones trigonomeétricas inversas

Arcocoseno complejo
Dado un nimero complejpe C se trata de calcular los complejadales que cos = z
Ve W - -
—p Tz e¥+e™-2z=0

puesto que expf) # 0 para cualquiew, podemos multiplicar pag" la expresion anterior
eV -2zé" +1=0
Ponienda = €, la ecuacién anterior podemos escribinfa- 2zu+ 1 = 0, cuyas raices son
u=z+ \/ﬂ =z+i \/ﬁ

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho umeeesai de la otra pues su producto es
igual a 1. Hemos obtenido que:

expiw) = z+i V1-2Z < iwe Log(z+i v1-7?) & cosw=1z

Naturalmente, hay infinitos valores deque verifican la igualdad anterior. El conjunto de todossello
se representa por Arccas

1 .
Arccosz = T Log(z+iVv1-22)
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De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmaipahy le llamamos valor principal de

Arccosz que esta definido por:
arccog = i}log(z+i \/ﬁ)
Veamos que el arccagxtiende al arcocoseno real. En efecto, patake[-1, 1] tenemos que:
i—llog(x+i Vi-x2) = i}(log‘x+i «/ﬁ‘ +iargX+i @)) =
= i—l(log L+iargl+iV1-»?) =
=argX+i «/ﬁ)
Observemos que( M) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unjdath medida

del &ngulo que forma el nimero compleje i V1 - x2 con el eje real positivo es precisamente el arco
cuyo coseno eg. Ademas, parx € [-1,1] se tiene que & arccox < . Deducimos que arg@

i V1—x2) = arccox.

Teniendo en cuenta quél— 22 = exp(% log(1-2?)), y que el logaritmo principal es holomorfo en
C\ Ry, deducimos, por la regla de la cadena, que la funziénv1-z2 es holomorfa en el conjunto

Q={zeC:1-Z0Rg} =C\ (] - c0,~1]U[1,+c0[)
Analogamente log(+i V1 - 72) es derivable en el conjunto
Q1= {ze C:z+i 1—22DR5}

Comoz+iV1-22y z—iV1-22 son inversos, tenemos que
z+iV1-22eRy>z-iV1-2eRy > el , = Z€] —00,-1]
V1-Zc¢iR

deducimos qu&; = C\] —c0,—1] > Q. Luego el arcocoseno es holomorfo@nlLa regla de la cadena
nos permite calcular su derivada

. =z

1+i———

1 N
arccosz= — - 1-27

I z+ivVli-2

1 \/1—22—iz_ -1
Vi-Ziz-Vi-2 V1-Z

Arcoseno complejo

Dado un nimero complejpqueremos calcular los complejostales que sew = z. El conjunto
de tales numeros lo representaremos por Arcsen. Aunquemsdepetir el mismo proceso anterior,
podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

senw = cos(% - W)

. s 1 . . .
luego semv =z si, y sélo ng —we = Log(z+i V1-2%). Equivalentemente si

W€g+iLOg(ZJ_ri V1-2)



1.7.2 Ejercicios 28

El valor principal del arcoseno, que notaremos por argsendefine eligiendo el logaritmo prin-
cipal:

arcserng+ilog(z+i\/1—zz) zeC

y es una funcién holomorfa efi\] — co, —1] U [1, +oo].

Arcotangente compleja

. . senw
Dadoz e C queremos calcular los nimeros complejosles quez = tgw, esto esz= Cosw o, lo

que es lo mismacosw = senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por ArdEgcribiendo

la definicion de seno y coseno
eiw _ e—iw eiw + e—iw

. z
2 2
Si z = +i la ecuacién anterior no tiene solucion por lo que considesag +i. Multiplicando por
&V = u la expresion anterior resulta

W-1=iz(+1)= w’(1-iz) = 1+iz

: - 1+iz
puesto que # —i podemos escribin® = 1 esto es,

i 1+iz 1 1+iz .
eawzrizﬁwezl_og(riz> (Z?’:i|)

Definimos entonces el valor principal de Aretgor:

1+iz

1 .
arctgz= 5 log <r|z> (z# +i)

Puedes probar ahora que la funcién amdg holomorfae®©\ {ip : p € R, |p| > 1}

Es facil probar que la funcién arcotangente compleja, aligue ocurre con las demas funciones
trigonométricas complejas, extiende a la funcién arcaategreal.
1.7.2. Ejercicios
1. Expresa los 8 nimerosl+i, +V3+i enlaforma €%,
2. Calcula el médulo y los argumentos principales de los numero

1+€¥ 1-¢€¥, —ae¥

dondelg| <y a> 0.

3. Calcula logzy Logz cuandaz es uno de los nUmeros siguientes

i,—i,e3 e 4 -5 1+i
4. Calcula log(3) +log(-1+i V3) y log(3i(-1+i V3)).

5. Calcula logé1—i)—logiy log (#)

6. Calcula _ i _ _ _ . .
[(_4)|]’ i_3l, [iz/ﬂ']’ [I I]’ 12I’ 31—I’ ((—i)l)l, (1+ i)l+|
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7.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

a) Estudia, paraeC* y neN, las igualdades:
a) log(exp®) = z; b) exp(loge) = z; o) log <§) - _log®);
) log({2) = 22

b) Prueba que la funcién logaritmo establece una biyecai@re édos conjunto€\R, y Q = {ze
C*:—r<Im(2) <nx}.

; ) log(Z") = nlog(2).

. Con una interpretacion adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(2) + Arg(w) Log(zw) = Log(2) + Log(w)

. Estudia, interpretandolas convenientemente cuando sesar#, las siguientes igualdades:

a) Log[ab] =blLog(a) b) Iog[ab] =blLog(@ «c¢) Iog(ab) =bloga
Indica el error en los razonamientos siguienteg)q = z%; por tanto 2Log{z) = 2Log() y, por
consiguiente, Log{z) = Log(2).
Explica con detalle donde esté el error en las igualdadegsitgs:

i= (_1)1/2 - [(_1)3]1/2 — (_1)3/2 — i3 -

Calcula las partes real e imaginaria de los nimeros

sen(1+i), cos(1-i), tg(1+2i)

Indica los conjuntos de puntas C donde las funciones gser, cosz, tgz, arcserz, arctgz toman:
a) Valores reales.
b) Valores imaginarios puros.

Calcula Arcsen(%1i), Arctg(1-i), arcsem, arctg 2.

Seaa € Cy {z,} una sucesion de complejos no nulos tal {jmg} — +co. Justifica que

{(1+ %)Zn} — exp@) ; {zn (a% —1)} —log(@ (a+0)



Capitulo 2

Procesos iterativos. El método de aproximaciones sucesivas.

2.1. Introduccion

En términos coloquiales podemos decir que un procesoiveieg un proceso que se alimenta a si
mismo, es decir, se trata de un proceso secuencial en el gaeeetapa se obtiene unresultado que se
utiliza para obtener el resultado de la etapa siguiente higlamétodos matematicos de solucion exacta
0 aproximada de ecuaciones de diversos tipos (ecuaciay@saicas, diferenciales, integrales...) son
procesos iterativos. Entre los mas conocidos se encuesitnaétodo de Newton-Raphson para la
solucion de una ecuaciof(x) = 0 a partir de un valor inicial y el método de Picard para lac6lu
de una ecuacion diferencial ordinasia= F(x,t) con condiciones iniciales dadas. Dichos métodos
consisten en iterar una funci@na partir de un valor iniciak; para formar la sucesion dada por
Xn+1 = g(Xn). NO pienses que este proceso se aplica solamente a sweesigméricas. En el método
de Picard la funciég es un operador que actla sobre una fungipproporcionaotra funciég(x). En
condiciones bastante generales puede asegurarse queditdp es convergente a una solucion de la
ecuaciorx = g(x), es decir a un punto fijo dg que es la solucion exacta de nuestro probléwa= 0.
Naturalmente, hay que precisar qué se entiende por com@agaiando la sucesion.1 = g(x,) sea
una sucesion de funciones. Otra ventaja de este método gmeguée con frecuencia dar cotas del
error cometido al aproximar la solucién exacta por el téonin

Estructura de la leccion y objetivos.

La leccién esta estructurada en dos partes:

= Sucesiones numeéricas recurrentes.

Estudiaremos algunos aspectos de las sucesiones nunm&gcasentes relacionados con su
convergencia, con la existencia de puntos fijos y de puntoédgieos. Veremos con algunos
ejemplos que estas sucesiones pueden ser muy regularessensilyles a pequefias variaciones
de los datos iniciales y que pueden tener un comportamiegtico.

= El método de las aproximaciones sucesivas.

Nos situaremos en el contexto general de los espacios ogtt@mpletos para establecer el
importante teorema del punto fijo para aplicaciones cotiteess Haremos uso de este resultado
para obtener soluciones de ecuaciones diferencialesaoiakn

La justificacidn de esta leccion estd en su interés matemngt@omputacional. Se trata de una
leccién eminentemente practica aunque también permit&an@ introducir algunos conceptos im-

30
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portantes de Andlisis Matematico. Estudiaremos algurema@ps muy bonitos de sucesiones recu-
rrentes procurando establecer una estrecha relacionlestresultados tedricos y las practicas con el
programaMathematiceel cual usaremos con frecuencia porque en esta lecciondaliziacion juega
un papel muy importante.

Haremos dos practicas relacionadas con esta leccion. Bimara estudiaremos las iteraciones
de la funcién cuadréticd (x) = AX(1 - x) para distintos valores dé& lo que proporciona ejemplos
sencillos de comportamientos caodticos. En la segunda dg eftudiaremos la famosa sucesion de
Fibonacci con distintas técnicas que pueden generaligaraestudiar sucesiones recurrentes lineales.
También estudiaremos iteraciones de punto fijo funcionelesobtener soluciones de diferentes tipos
de ecuaciones funcionales.

Muchas de las ideas que siguen estan tomadas del libro deeMiguGuzmarkel rincén de la
pizarra(Ed. Pirdmide, 1997). Otros libros que hay que agradecega@éllde Guzman sdpPara pensar
mejor (1994) yAventuras matematicgd996), ambos en la misma editorial. Fuimos muchos los que
encontramos en la amplia produccién de Miguel de Guzmardddia la divulgaciony a la ensefianza
de las matematicas, el antidoto contra las matematicasrmtafente aburridas que llegaron a estar
de moda hace algunos afios. Miguel, cuya reciente pérdids tod mateméaticos lamentamos, nos
ensefid que las mateméaticas mas Utiles y mas profundas sbigtalass matematicas mas divertidas.
Sirvan estos apuntes de modestisimo homenaje a quien Entendnatematicas como una aventura
que hay que acometer con la curiosidad y la espontaneidaasd@fios que preguntan incansables
“es0, ¢ por qué?’y no se conforman con teorias oxidadas y exigen que cadamieegaya seguida de
un descubrimiento gozosoy ... de nuevas preguntas.

2.2. Sucesiones numéricas recurrentes

Una sucesion cuyo térmimeésimo viene dado en funcién de algunos de los términosiargsise
dice que es una sucesioén recurrente. Las llamadas “iteesie punto fijo” consistentes en iterar una
funciéng a partir de un valor iniciak; para formar la sucesiéon dada p@r1 = g(x,) son un ejemplo
de sucesiones recurrentes. Otro ejemplo es la sucesidmdedeici definida por la condiciéon de que
cada término es igual a la suma de los dos anteriexes= Fn.1+ Fn, cONF1 = F2 = 1. Este es un
caso particular de una recurrencia de tipo lineal, es déeia forma

Xn+p = ApXn+p-1+ Ap-1Xn4p-2+ -+ A1 Xns1 +A0Xn

dondep es un nimero natural fijo &, as,...ap Son nimeros complejos conocidos. Para las recurren-
cias de tipo lineal hay técnicas generales que, dados utwesianiciales paray, Xp, ... Xp, permiten
calcular de forma explicita, para todaneN. Veremos ejemplos de estas técnicas en la practica que
dedicaremos a la sucesion de Fibonacci. Vamos a centranoos en el estudio de algunos aspectos
de las iteraciones de punto fijo. Ya hemos visto ejemplos lés icesiones en la leccion anterior
al estudiar los conjuntos de Julia y de Mandelbrot. Empezaseesta leccion con una sucesion cuyo
comportamiento es bastante sorprendente.

2.2.1. Lasucesionk,.1=i*conx;=i.

Esta sucesioén se obtiene iterando la fungif®@ = i = exp(zlogi) = explzx/2) a partir del valor
inicial x, =i. En la figura2.1estan representados los primeros treinta términos detestaidén donde
cada término se ha unido con el siguiente por un segmento.

Puedes observar que la sucesion parece ser convergentéimaron proximo a®.5 + 0.4iy
que se forman tres espirales que se aproximan a dicho ndnmego@los términos de la sucesion van
saltando de una a otra espiral.
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0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.1: Los primeros 30 términos ile

Como la funciérg es continua, el limite de la sucesion debe verificargeey(e), es decira =
expin/2). Calculamos dicho valor con Mathematica y  obtenemos que
a=0.438283 + 0.360592i.

Para entender el comportamiento de la sucesién y justificaosvergencia podemos razonar
como sigue. Observa que Bestai cerca de entoncesg(z) — g(a) = 9(2) — @ es aproximadamente
igual ag’(a)(z— ). Es decir, sustituiz por g(2) enz— « tiene aproximadamente el mismo efecto que
multiplicar z— a por ¢’(a). Definamose, = X, — . Entonce®,,1 ~ g'(a)en. Por tantoe,,1 se obtiene
girandoe, un angulo (en grados) igual a agfgx))7/180=~ 129. Deducimos que cada término de la
sucesion esta girado aproximadamente unos 129 gradostesiet anterior (con centro de giro en
a). Eso explica que la grafica aparezca como una triple espid@masien.1| = |g'(@)||en] = 0. 9]en|,
lo que nos dice que la distancia de cada término de la sucalgpdmtoa disminuye en la proporcion
constante de 0.9y, por tani, — 0, esto esx, — a.

2.2.2. Visualizacion de sucesiones iterativas

Para estudiar una sucesion recurreqte = g(x,) de nimeros reales es muy conveniente represen-
tar la funciony = g(x) y observar como se van obteniendo, a partir de un valowiigj los términos
X2, X3, X4,... de la sucesién. Para ello levantamos una verticabpad)Y hasta cortar a la grafiga= g(x)
en (x1,9(x1)) = (X1, x2). Trazamos una horizontal desde ese punto hasta cortareatéyr= x en el
punto (o, X2). Repetimos el proceso: vertical poe(x2) hasta cortar &= g(x) en (X2, g(x2)) = (X2, X3)

y horizontal desde este punto hasta cortar a la reeta en (x3, x3)... El método es: vertical hasta la
curva seguida de horizontal hasta la bisectriz. Puedes eatla figura?2.2 donde aparecen los prime-
ros dieciocho puntos de la sucesiini = g(xn) cong(x) = 2.9x(1—Xx) y x3 = 0. 1 representados en
color rojo sobre la bisectriz. En este caso parece que lasiguceonverge siendo su limite el nico
punto fijo deg distinto de 0 el cual, naturalmente, esta en la interseatgda rectey = x con la gréfica

y = g(x). Calculando el valor de dicho punto se obtiene que ®ab55172 (para ser exactos 129).

No es dificil comprobar que cualquiera sea el valor inicigd ¢pmemos en el intervalo [0,1] el com-
portamiento de la sucesion sera el mismo. En la figupuedes ver los primeros trece términos de
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: Los primeros 18 términos &@.1 = 2. 9X,(1— Xn) cONXy = 0.1

la sucesion partiendo del valor inicial = 0. 9.

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 2.3: Los primeros 13 términos ge1 = 2. 9% (1—Xn) conx; = 0.9
Pero si partimos de un valor inicial que no esté en el interj@ll] se obtiene una sucesién diver-
gente (figura.4).

El comportamiento de estas sucesiones puede ser muy cadmlien la figur@.5puedes ver los
primeros 55 términos de la sucesi¥ini = 4xn(1—X,) conx; = 0.2

2.2.3. Puntos fijos y puntos periddicos

Si la funciéng tiene derivada continuag es un punto fijo de, en virtud del teorema del valor
medio se verifica que:

g(x) —a = g(x) - 9(@) = g'(O)(X— )

dondec es un punto comprendido enttg . Six esta proximo a entonces tambiénestara proximo
aay, por la continuidad de la derivada, se tendrage) ~ g'(«) y por tanto:

g(¥) —a =9g(x) - 9(@) = g'(a)(x~a)
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S

Figura 2.4: Los primeros 3 términos g1 = 2.9X,(1— X)) conxg = 1.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.5: Los primeros 55 términos gg.1 = 4x,(1— Xy) conx; = 0.2
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Si |g/(@)l < 1 deducimos quelg(X)—al < p|x—al. Lo que, en términos de la sucesion
Xn+1 = O(Xn) S€ expresa por:

[Xn+1—al < plXn—al (0O<p<1)

lo que implica quéx,.1 — al < p" |1 — a|. Deducimos que la sucesién converge rapidamentelsal-
quiera sea el valor iniciat; suficientemente proximo @ Se dice quer es unpunto fijo atractivo
En la figura2.2 el punto fijo,a = 0.655172, deg(x) = 2.9x(1 - X) es un punto fijo atractivo pues
Ig'(2)|=0.9.

Analogamente, §g'(«)| > 1 la sucesion no converge cualquiera sea el valor inigiguficiente-
mente proximo a y distinto dea. Se dice quer es unpunto fijo repelenteEn la figura2.5 el punto
fijo, @ = 0.75, deg(x) = 4x(1 - X) es un punto fijo repelente pules(a)| = 2.

Se dice quer es unpunto periddicade g de periodo k> 2 cuando se verifica que es un punto
fijo de g = go- og (la composicién de consigo mismé& veces) pero no es punto fijo dg para
1< j < k-1. Equivalentemente, en la sucesiini = g(Xn) con X3 = a se verifica queg.1 = X1 Y

Xj # X1 para 2< j < k. Observa que en tal caso también se verificaxgue= xn para todmeN. Los
puntos fijos dey se consideran puntos periddicos con periodo 1.

Diremos que la sucesiorh+1 = g(X,) con x; = @ es periddicasi alguno de sus términos (no
necesariamente el primero) es un punto periédico ga@bserva que las sucesiones periddicas son
muy regulares (figura®.6y 2.7).

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 2.6:x; es periodico con periodo 4 Figura 2.7:x3 es periodico con periodo 4

2.2.4. Monotonia

La monotonia de la sucesiof.1 = g(x,) tiene poca relacion con la monotonia de la funayn
(figuras2.8y 2.9).

La desigualdad1 > X, €s lo mismo qug(x,) > X,, que equivale &n € {XeR : g(X) > X}. Ana-
logamente.1 < Xn equivale ax, € {xeR : g(x) < x}. Por tanto, para estudiar la monotonia, podemos
destacar los conjuntos:

At ={xeR:g(X) > x} zonademarcha adelante
A" ={xeR:g(X)<x} zonademarcha atras
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_ _ Figura 2.9:g creciente,X,+1 = g(X,) decre-
Figura 2.8g decrecientexn.1 = 9(Xn) no mo- ciente.

nétona.

Es claro que la sucesidm,} sera creciente (resp. decreciente) cuando todos sus t&mipartir de

uno de ellos en adelante esténfn(resp.A”). Cuando la sucesion no es monotona es porque tiene
infinitos términos erA* e infinitos términos e\~. Las zonas de salto de una region a otra son los
conjuntos:

S*" =A"n{xeR:g(x)€A"} zonade saltoda" aA”
S*=A"n{xeR:g(x)eA*} zonade saltoda™ aA*

2.2.5. Acotacion

Supongamos que]b] es un intervalo para el que se verifica qyffa, b]) € [a,b]. En tal caso, si
un término de la sucesidm,} cae en § b] todos los términos siguientes permanecen dentro de dicho
intervalo. Graficamente qug[a,b]) C [a,b] se traduce en que la gréfica deen el intervalo § b]
queda dentro del cuadradm b] x [a, b].

/L b

Figura 2.10: k,9(x))e[a,b] x[a,b] (a<x<b)
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2.2.6. Ejercicios

. . . Xn 3 .
1. Estudia el comportamiento de la sucesin, = ?” o o=a # 0 para los distintos valores de
n
a€eR, a #0.

2. Estudia el comportamiento de la sucesion; = (Xn — 7)2+ 6, X1 = a para los distintos valores de
a€eR.

3. Estudia el comportamiento de la sucesigp; = X2 =2, =« para los distintos valores de=R.

2.2.7. Comportamiento caético yefecto mariposa

Cuando la sucesiory+1 = g(X,) con x; = @ No es convergente, ni divergente, ni periddica, ni
presenta ningun tipo reconocible de regularidad se dicetigne un comportamiento caético. Ya
hemos visto un ejemplo de dicho comportamiento en la figiFdonde puedes ver como los términos
de la sucesion estan distribuidos de forma muy irregulaetelo gran parte del intervalo,[J. Una
caracteristica frecuente de este comportamiento es keneatta sensibilidad con respecto a pequefios
cambios en las condiciones iniciales; lo que se ha dadomatiéefecto mariposa”.

En los ejemplos anteriores hemos usado con frecuencia laciéfun cuadratica
g(x) = ax(1- x) para distintos valores del paramettdDedicaremos una clase practica al estudio del
comportamiento caoético de dicha funcién para ciertos esldel pardmetra. Acabaremos esta parte
de la leccién con un ejemplo del efecto mariposa. En la figutése han representado los primeros
mil términos de la sucesi@g = X, —yn dondexp:1 = 3. 9% (1—Xn) CONX1 = 0.4 Y Yni1 = 3. 9Yn(1—Vyn)
cony; = 0.400001. Es decir{x,} y {yn} Se obtienen iterando la funciéon cuadratica eon 3.9 to-
mando como valores iniciales respectivibst y 0.400001. Pese a que dichos valores estan muy
préximos, las sucesiones obtenidas son completamentertiés lo que se pone de manifiesto en el
comportamiento de la sucesign= X, — y, que se muestra en la figuzal 1

0 75! ..: ~ ..... oo

0.5} °

0.25/ . -

1000

e
“

Sotathy
IR 800~
20,25 Tk el AN
-0.5

-0.75

Figura 2.11: Efecto mariposa

2.3. El método de las aproximaciones sucesivas

Acabamos de ver que, en algunos casos, los términos de Ei&ukg 1 = g(x,) paran suficiente-
mente grande son soluciones aproximadas de la ecug@ipa x. Con frecuencia interesa considerar
ecuaciones de la forng(x) = x dondex es una funcion que pertenece a un cierto espacio de funcio-
nes, digamog, y g: X — X es una aplicacion d& en si mismo. Un ejemplo sencillo de esto es el
conocido problema de valores iniciales. Se trata de hatlarfuncién,x, definida en un intervald,
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con derivada continua y que verifique
X'(t) = f(t,x(t)) Vtel, x@=«a (2.1)

donde suponemos qufees una funcion conocida de dos variables suficientementebuguea es
un punto dd. La ecuaciér?.1 puede escribirse de forma equivalente como:

t
X(t) =a+jf(s,x(s))ds vtel (2.2)

a

Lo que nos dice qur es un punto fijo de la aplicacion

G:C(l)—-c(l)
cpeC(I)t—> G(p)ec(l)

Gt =a+ j f(sp(9)ds Vel

a

dondeC(l) es el espacio de las funciones continuas.eiguiendo la analogia con el caso numérico,
podemos partir de una funcién inicigd € C(1), tal quexi(a) = «, y formar la sucesion de funciones
*n+1 = G(Xn). Esto se conoce commétodo de las iteraciones de Picapara resolver el problema
de valores iniciales dado. ¢ Podemos esperar que estasucesverja a una solucion de la ecuacion
2.2? Para responder a esta pregunta tenemos que precisar quiérdespor convergencia en este
contexto. Fijate que e@(l) podemos considerar distintos tipos de convergencia. I81gm00s, por
comodidad, qué = [a,b]. Aqui tienes dos posibles tipos de convergenci@@i. Seapn, ¢<C(l):

¢on — ¢ < max{|en(t) — ¢(t)] : te[a,b]} - 0 (convergencia uniforme)
b

on— @ = f|tpn('[) —p(t))dt - 0 (convergencia en media)
a

En el caso que estamos considerando la convergencia aggagsda uniforme. ¢ Podemos asegurar
que la sucesion de funciongsg 1 = G(xn) converge uniformemente a una solucién de la ecuatizh
Para ello hay que imponer algunas perfecciones a la furfci®iserva que

b
1) = X0 < [ 1 xn®) — F(t Xa-2(0)] (2.3)

a

Supongamos que hay una constanteltal que se cumple la condicion:
[f(t,u)— f(t,V)| < Kklu—V
Entonces d@.3deducimos facilmente que:
max{|Xn+1(t) — Xn(t)| : te[a, b]} < k(b —a) max{|xa(t) — xn-1(t)| : te[a,b]}

Sip=k(b—a) < 1, entonces poniendo, parave C(l), d(u,v) = max{|u(t) — v(t)| : te[a,b]}, la desigual-
dad anterior se escribe:
d(G(Xn), G(Xn-1) <pd(Xn. Xn-1) (0 <1) (2.4)

de donde se deduce, por get 1, que{x,} es unasucesion de Cauctpara la convergencia uniforme.
Ahora necesitamos un resultado tedrico importante: unasgiic de Cauchy para la convergencia
uniforme en el espaci@(l) es convergente en dicho espacio. Podemos por tanto asggariaay una
funcionxeC(l) tal quefx,} converge uniformementexalas propiedades de la convergencia uniforme
permiten ahora justificar el siguiente paso al limite:

t t t
X(t) = lim xq(t) = @+ lim f f(S ¥n_1(9)ds = @ +f 1im (s xq-1(9))ds = a+j f(s x(9)ds

a
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por lo que dicha funciém es solucién d.2y, por tanto, de.1

La situacion considerada en el ejemplo anterior es tan érgeuque merece la pena abstraer sus
componentes esenciales para establecer un resultad@abgunees el fundamento tedrico que explica
la convergencia de muchos procesos iterativos. Ya ves,es\@mviene demostrar un teorema. Nos
situaremos en un ambiente suficientemente general e imirecws sobre la marcha los conceptos
necesarios.

Consideraremos un conjuntbque puedes interpretar como un conjunto de funciones. Beral e
plo considerad& era el espaci@[a, b] de las funciones continuas ea b]. Pero también puede ser el
espacioR[a, b] de las funciones integrables em], o el espaci@[a, b] de las funciones con primera
derivada continua era[b]. La naturaleza del problema es la que en cada caso deteguén@spacio
debemos considerar.

En el conjuntoX necesitamos tener un concepto de convergencia. Para ellafieente tener
definido un concepto dadistanciaentre elementos d€. Una distancia es simplemente una aplicacion
d: Xx X — R} que a cada par de elementgye X asocia un numeral(x,y) > 0, que se interpreta
como la distancia entre dichos elementos. Tal aplicacite derificar las condiciones siguientes:

= d(x,y)=0 si,ysolosix=y.
= d(x,y) =d(y,X) (simetria)
= d(x,2) <d(xy)+d(y,2 (desigualdad triangular)

Ejemplos de distancias ei= C[a, b] son:

= d(x,y) = max{|x(t) - y(t)lte[a,b]} (distancia uniforme)

b
= d(xy) = f|x(t) —y(t)| dt (distancia de la convergencia en media)
a

El par (X,d) formado por un conjunt& y una distancia definida en el mismo se llama @spacio
métrica Los elementos de un espacio métrico suelen llanmarstos(jaunque suelen ser funciones!).
Una sucesioén de puntds,}, de un espacio métric( d) se dice que es convergente si hay algax

tal qued(xy, X) — 0. En tal caso el elementoes Unico y se llama el limite de la sucesion. Observa que
en un mismo conjunto para cada distancia tenemos su congigipte convergencia. Naturalmente,
puede ocurrir que sucesiones que converjan con una distamsean convergentes para otra distancia.
Por ejemplo, la sucesién de funciordg dada porf,(x) = X" es convergente en media a la funcién
nula en el espaci[0, 1] pero dicha sucesion no es convergente con la distandiaron.

Volvamos a nuestro ejemplo inicial. En él construimos ureasidn para justificar que el problema
de valores iniciale.1 tiene solucion cuando se cumple la condic®A Esta condicién es la que
garantiza que la sucesion construida converge. Observeugunglo se estudia la convergencia de una
sucesioénx,}, lo que conocemos es, justamente, la sucesion y, natureEnsendesconoce su posible
limite el cual pudiera, incluso, no existir. Por ello intggi¢enecriterios de convergencia intrinsecos a
la sucesioénes decir, que no hagan intervenir a un objeto en prin@gi@fioa ella como es su posible
limite. Por ejemplo, ti sabes que una sucesion monotonatgdecde nimeros reales es convergente
sin necesidad de conocer su limite. En espacios métrictaetos el concepto de monotonia no tiene
sentido pero si lo tiene el siguiente concepto.

Definicién 2.1. Se dice que una sucesi@x,} de puntos de un espacio métric, ¢) es unasucesiéon
de Cauchysi para cada nimero positiww; 0, existe un nimero naturai, tal que para todog,qeN
conp>my g>mse verifica quel(Xp, Xq) < &.

Se dice queX, d) es unespacio métrico comple® toda sucesion de Cauchy exi () es conver-
gente enX,d).
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El espacio métric@[a,b] con la distancia uniforme es completo pé&l@, b] no es completo con
la distancia de la convergencia en media.

Tenemos ya todos los elementos necesarios para entendgriehte resultado.

Teorema 2.2. Sea(X,d) un espacio métrico completo y:GX — X una aplicacion contractiva, es
decir, verificando que existe un nimére p < 1 tal que para todos weX es

d(G(u), G(v)) < pd(u,V). (2.5)

Entonces G tiene un anico punto fijo, es decir existe un Un&d fal que @x) = X. Ademas, dado
un punto cualquiera € X, la sucesion definida porxa = G(xn) para todo reN es convergente, su
limite es el punto fjode G y

n

P

d(Xn+1,X) < 1
-p

d(x1,G(x1))

Demostracion Seax; € X. Probaremos que la sucesion definida gon = G(x,) es convergente.
Comao, por hip6tesis X{,d) es un espacio métrico completo, sera suficiente probarighe ducesiéon
es una sucesion de Cauchy. Usando la hip6gSieenemos que pateeN, k > 2:

d(Xk+1, %) = d(G(Xk), G(Xk-1)) < pd(Xk, Xk-1) = pd(G(Xk-1), G(Xk-2)) <
< P2d(Xe 1, Xk2) < -+ < PN d(X2, X1)

Es decird(xq:1, Xk) < oK 1d(xo, X1). Usando esta desigualdad, paracN conp > 2 tenemos que:

d(Xn+ P> Xp) < d(Xn+p, Xn+p—l) +d(Xn+ p-1» Xp) <
< d(Xn+p> Xn+p-1) + A(Xnsp-1, Xn+p-2) + d(Xnsp-2, Xp) <
<

d(Xn+p> Xn+p-1) + d(Xn+p-1, Xntp-2) + A(Xntp-2, Xn4p-3) + -+ - + d(Xp11, Xp) <

< (PP 24 pM P8y oM P4 P YA (X, X1) < P (Z pj) d(xo,xq) =
j=0
p-1
= i—d(xz, X1)
-pP
Donde hemos usado que, por set P < 1, la seriez‘j";opj €s una serie geométrica convergente.
Hemos probado que

p-1
d(Xns p. Xp) < ’i—_pd(xz, x1)  Vp.neN, p>2.
De la desigualdad anterior se deduce facilmente que laisuceg} es de Cauchy. En efecto, dado

m-1

&> 0 elegimoaneN por la condicion de qu%—d(xz, X1) < &. Si ahorap, g son nimeros naturales
-p

mayores quen, la desigualdad anterior implica que

m-1

A0 xp) < T d0e ) <

Hemos probado asi que existe un elementoX tal que{x,} converge ax. Deducimos, por la
continuidad deés (la cual es consecuencia @), que:

X =limXn.1 = IMG(xn) = G(lim xn) = G(X)
Por tantox es un punto fijo d&. Siy es un punto fijo d&, de la desigualdad.5se deduce que:

d(x.y) = d(G(x).G(¥)) < pd(x.y)
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y, comop < 1 esta desigualdad implica qdéx,y) = 0, es decirx = y. LuegoG tiene un Unico punto
fijo. Finalmente:

d(Xn+1,X) = d(G(Xn), G(X)) < pd(Xn, X) = pA(G(Xn-1), G(X)) < (2.6)
<pPd(¥n-1.3) < -+ < p"d(x1, %) (2.7)
Pero
d(X1, X) < d(x1, G(x1)) + d(G(x1), X) = d(x1, G(x1)) + d(G(X1), G(x)) < d(x1, G(x1)) + pd(X1, X)

de donde se sigue que
1
d(xg,x) < 1—d(X1,G(X1))
-pP
lo que, por la desiguald&l6, implica que

n
d0e1.) < 7000 G(x)):
-p

Después de establecer un resultado en un contexto absteactmveniente “descender” para ver
lo que dicho resultado aporta en una situacion familiar ctac

Corolario 2.3. Sea g [a,b] — [a,b] una funcién derivable en el intervala, b] y supongamos que
hay un nimer® < p < 1 tal que|g’(X)| < p para todo »[a,b]. Entonces g tiene un Unico punto fijo
xel[a,b] y cualquier% sea el puntoy x[a,b] la sucesién dada porpx1 = g(xn) converge al punto fijo
de g yXn+1 — X[ < 1p_ X1, g(xa)I.

-p
Demostracion Se aplica el resultado anterior c&n=[a,b] que es un espacio métrico completo con
la distancia usuall(x,y) = |[x—Yy|. Basta tener en cuenta que, por el teorema del valor media, pa
todosu, ve[a,b] se verifica queg(u) — g(v) = g’(c)(u—Vv) dondec es un punto comprendido entrey
v. Tomando valor absoluto en esta igualdad y teniendo en@ugretg’ (c)| < p, se deduce que

lg(u) —gV)I < plu-V|

Por tantog es una aplicacién contractiva. |

Podemos usar este resultado para obtener condicioneswgencia para el método de Newton-
Raphson.

Corolario 2.4. Sea f: [a,b] — R una funcién con derivada segunda continugajb]. Supongamos
gue existe algun puntogpa, b tal que f(p) =0y f’(p) # 0. Entonces existe un numefo- 0 tal que
el tnico cero de f efip—4, p+4] es p y cualquiera sea el puntee{p— 6, p+ 4] la sucesion dada por

f (%)
(%)

Xne1 = Xn YneN

converge a p.

Demostracién Comof’(p) # 0y f’ es continua, existira un intervalo abieda [a, b] que contiene
f(x)

/(%)

al puntop en el cual no se anula la derivada flePongamog(x) = x— , funcién que estara

definida paraxe J. Calculando su derivada tenemos que:
fG)f""(¥)

g/(X) = (f ,(X))Z
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Comof(p)=0vy f’’ es continua, se deduce que existe un nurer®@ tal que el intervalof— ¢, p+
6lcJylg’(¥)|<1/2 paratodaxe[p-6, p+6]. En tal caso, comg(p) = p, tenemos también que:

1 1
l9(X) = pl = 19(X) —g(p)l < Elx— pl< 50<6 Vxe[p—6,p+d]

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el corolarioiangela funciong en el intervalo p— 6, p+ 6]
de donde facilmente se siguen las afirmaciones del enunciado |



Capitulo 3

Conceptos basicos de la teoria elemental de series de Fourier

3.1. Introduccion

Con el nombre “andlisis de Fourier” y también “andlisis anind” se conoce un conjunto de téc-
nicas matematicas dirigidas a la descomposicion de sefraausoides (elndlisisde la sefial) y su
posterior reconstruccion (kEintesigde la sefial). La Transformada de Fourier, las Series ded¥olari
Transformada de Fourier Discreta son, junto con otrasaéasrdel andlisis arménico, la base para el
procesamiento y digitalizacion de todo tipo de sefialesy@do@scuchas masica en tu ordenador, usas
un escaner o haces una fotografia con una camara digite, &sindo una tecnologia que no seria po-
sible sin dichas técnicas mateméaticas. Los métodos deaeitniento de imagenes, tan importantes en
medicinay en la industria automovilistica, usan tambi€hat técnicas. Cuando miras un analizador
de frecuencias o la grafica de un electrocardiograma o eltorapie muestra el pulso de un enfermo,
estasviendoanalisis de Fourier. Las aplicaciones del andlisis arnwdséchan multiplicado debido a
los métodos eficaces para el célculo de la Transformada déeF®iscreta (el algoritmo conocido
como Transformada Rapida de Fourier) y a la potencia deloadedos modernos ordenadores.

Desde un punto de vista puramente matematico, no es exagsiadar que el analisis de Fourier
ha sido el principal motor del desarrollo de las matemagaodss siglos XIX y XX. Sin ir mas lejos, la
teoria de conjuntos infinitos de Cantor, la teoria de la nae€liditegracion de Lebesgue y la evolucion
del concepto de funcién hasta llegar a la teoria de distobes, han estado motivados directamente
por problemas surgidos en el andlisis armonico.

Estructura de la leccion y objetivos.

En esta leccion vamos a introducir algunos conceptos eletesrde la teoria de Series de Fourier
y de la Transformada de Fourier Discreta. En este teayanatematicagparece innecesario decirlo,
pero eludiremos los detalles técnicos y nos centraremasseaspectos de célculo y en las aplicacio-
nes. El mundo del tratamiento de la sefial es muy amplio: &gdtitografia, video, telefonia, musica,
radio, television.. . y el tratamiento de la sefial requiereptes técnicas de célculo que no podrian
llevarse a cabo sin el concurso del ordenador. Por ello cuecegte tema tiene interés para todos
los profesionales de la informatica. Quién sabe si alguzaemdras la oportunidad de trabajar en
estos temas tan apasionantes. Aqui vas a aprender la téogimg los conceptos mas basicos lo
que te permitira, si alguna vez lo necesitas o te interesafi@mue puedas continuar con provecho
profundizando en su estudio.

Conviene que repases las férmulas de Euler para la exp@heanipleja que vimos en la leccién
primera. También te vendréa bien repasar la técnica de sxt&gr por partes y el calculo de primitivas
de productos de senos y cosenos.

43
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Haremos dos practicas relacionadas con esta leccion emuéasas ocuparemos de la aproxi-
macion por polinomios trigpnomeétricos y del tratamientcsdaidos e imagenes con la ayuda de la
Transformada de Fourier Discreta.

3.2. Conceptos basicos de la teoria de Series de Fourier

Esencialmente la teoria de Series de Fourier persigue dp8gitos:

= El Andlisis o descomposicién de una sefial como suma o sugieifoo (en general infinita) de
sinusoides.

= La sintesis 0 recomposicidn de una sefial a partir de susositess

Habras notado que estoy empleando la palabra “sefial” camaisio de “funcion” y asi lo seguiré
haciendo a lo largo de esta leccidn con las precisiones quedare necesarias. En analisis arménico
las sefiales mas simples son las sinusoides a las que nos refer@o ya varias veces. Conviene
darles un repaso.

3.2.1. Sinusoides

Una sinusoide es una sefal de la forma
Asen(Zivt + ¢).

El nimeroA > 0 es laamplitud v > 0 es lafrecuenciamedida en ciclos por segundo o Hercios (Hz),
—-n < ¢ <« es lafase(fase inicial), 2Zrv es la frecuencia medida en radianes por segundo (que se llama
a veces frecuencia angular).igriodoes el tiempo que necesita la sinusoide para completar un cicl
completo, es decir, el periodo €s= 1/v segundos.

Asen(Zv(t+1/v) + ¢) = Asen(2Zivt + 2 + ¢) = Asen(Zvt + ¢).

En general, una funciéh: R — C se dice que egeriddicaconperiodo Tsi f(t+T) = f(t) para todo
teR. En tal caso cualquier multiplo entero @iees también un periodo de esto esf(t+kT) = f(t)
para toda eR,keZ. Cuando se dice que una funcién es periddica de peficslsobreentiende que
T es el nUmero positivo mas pequefio que verifica la igual@adT) = f(t) para todd eR.

En la representacién gréfica de la sefi@) = Asen(2nvt + ¢) se interpretd (t) como la amplitud
de la sefial en el instanteLa amplitudA representa la maxima altura que alcanza dicha grafica, esto
es, el maximo absoluto de la funcidn(el minimo absoluto esA). La frecuencia es el nUmero de
veces (ciclos) que se repite la grafica en un segundo. Eldmeds el tiempo necesario para que la
gréfica complete un solo ciclo.

3.2.2. Frecuencia principal y armoénicos

Observa que cuanto mayor es la frecuencia mas rapidameiitelasefial. En lo que sigue puedes
suponer gque las sefiales representan sonidos. El rangederimgas audibles por el oido humano esta
entre 20 Hz y22.000 Hz. Las frecuencias fundamentales de las 88 notas de un ypéaram desde
27.5Hz a 4096 Hz. El tono de un sonido depende de la frecuenciadridos graves se corresponde
con bajas frecuenciasy los agudos con frecuencias altéstdrsidad del sonido se mide en decibelios
(db) y es proporcional a la amplitud de la sefial. El timbre lalad de un sonido (lo que distingue
una misma nota en diferentes instrumentos) depende denamaos que acompafian al arménico
principal (después explicaremos esto de los armoénicos).
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Las ondas sinusoidales tienen la particularidad de prodagonido puro, es decir, un sonido que
consta de una Unica frecuencia. Los sonidos que producerstosmentos musicales son mucho mas
ricos porque en ellos se superponen sonidos de distintageineias: los armadnicos. Los armonicos
son sonidos cuyas frecuencias son miltiplos enteros dedadncia fundamental. Si la frecuencia
fundamental es 260 Hz, los armédnicos tendran frecuenci@&siz2780 Hz, 1040 Hz etcétera.

Normalmente no escuchamos los arménicos como tonos segadatiido, en parte, a que las
amplitudes de los armonicos van decreciendo conforme aarteefrecuencia. Pero son ellos los que
proporcionan a los sonidos musicales y a la voz humana surgiiofad y riqueza. ¢, Cémo se producen
los armdnicos? Considera una cuerda de guitarra. Ella pubda en un movimiento simple hacia
arriba y hacia abajo. Pero también puede vibrar de formasomplejas. Por ejemplo, la mitad de la
cuerda vibra hacia un lado y la otra media hacia el otro (uroresdel centro). O la tercera parte de
la cuerda pueda vibrar en sentido contrario a las otrasgpadgacentes (dos nodos centrales). Y asi
podriamos continuar. Cada modo de vibracién produce unagaitie con su propia frecuenciay am-
plitud. La frecuencia correspondiente a la vibracion tebkicia arriba y hacia abajo es la frecuencia
fundamental. La frecuencia de la sinusoide producida psedainda forma de vibracion es dos veces
la frecuencia fundamental (el sonido que produce es unaagtas alta que el anterior). La frecuencia
gue corresponde a la tercera forma de vibracion es tres l&fresuencia fundamental, etcétera.

- - - -

Naturalmente, cuando una cuerda de guitarra vibra se peodadas las vibraciones consideradas
simultdneamente y muchas otras mas. Cada una de las siesisieifrecuencia mdltiplo entero de la
fundamental se llama un armonico. En las vibraciones queosieipen de forma natural hay arménicos
para cada multiplo de la frecuencia fundamental, en tearéa@ haber infinitos aunque su amplitud
decrece conforme aumenta la frecuencia. Prueba el sigiegperimento. Pulsa una cuerda de guitarra
y cuando empiece a vibrar tocala ligeramente justo en swpoedio. Observa cémo cambia el sonido
que produce: lo que estas oyendo ahora es el segundo armOhiserva que tu no has pulsado la
cuerda de guitarra una segunda vez: estos sonidos estéiba @micar suavemente la cuerda en su
punto medio estas eliminando todos los armonicos cuyasdrmias son multiplo impar de la principal
(incluida dicha frecuencia).

3.2.3. Representacion en el dominio del tiempo y en el domode la frecuencia

Los sonidos puros pueden representarse graficamente psinusaide con amplitud y frecuencia
apropiadas. En esta representacion el eje de abscisasgaeats como el tiempo y en el eje de
ordenadas se representa la amplitud. Esto es lo que se cooroeda representacion en el dominio
del tiempo. Pero la mayoria de los sonidos son complejosandstmados por una superposicion
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de armonicos cada uno con su propia frecuencia y amplitud. taes sonidos una representacion
en el dominio del tiempo no nos proporciona informacion decamponentes. Una forma mejor de
visualizar la estructura de un sonido complejo consisteepnesentar las frecuencias en el eje de
abscisas y las amplitudes de cada frecuencia en el eje deanlae De esta forma lo que obtenemos
es un diagrama de barras; sobre cada frecuencia multiptopencipal levantamos un segmento cuya
altura representa su amplitud: esta es la representaciéhdominio de la frecuencia y el gréafico
correspondiente se suele llamar el espectro de amplitiediessefial. Una sefial sinusoidal pura tiene
el espectro de amplitudes mas sencillo posible: consta delorsegmento vertical pues dicha sefial
tiene toda su energia concentrada en una sola frecuenoiee$pectro sencillo es el de un ruido. Un
ruido es un sonido en el que se superponen todas las freagerei iguales amplitudes, el espectro
correspondiente seria una recta horizontal.

Agui tienes una representacion en el dominio del tiempo defial

f(t) = sen(260« 2xt) + . 6sen(2x 260x 2xt) + .4sen(3x 260x 2xt) + . 2sen(4x 260x 2nt)

ampl i tud

1.5}

1
0.5¢

0.001 0.0 0.003 tienpo

-1F
-1.5¢

Aqui tienes la representacion de la misma sefial en el domhénia frecuencia (la unidad en el eje
de frecuencias representa 260 Hz).

ampl i tud
1 °

0.8
0.6
0.4

0.2

1 ) 3 4 frecuenci a

3.2.4. Polinomios trigopnométricos y coeficientes de Fourie

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) escribié en 18Qarabajo sobre la propagacién del
calor en el que se afirmaba que cualquier sefal continua atwdpel/v podia representarse como
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suma de ondas sinusoidales en la forma:

> Ansen(2uvt + )

n=0

Para empezar nuestro estudio consideremos no una seriergrsuma finita y, por comodidasly-
pondremos que el periodo de nuestra sefidl.ekenemos, pues, una suma de la forma:

N
> Ansen(Drt+ ) (3.1)
n=0

Es frecuente llamar a las sinusoides individuales de una sleneste tip@armonicos Esta forma de

una suma trigonométrica de armonicos tiene la ventaja dean@xplicitamente la amplitud y la fase

de cada uno de ellos pero es muy incémoda para los calculosli®@s mas frecuente escribir esta
suma en la forma:

N
% + (ancos(2rnt) + bysen(2nt)) (3.2)
n=1
la razon de escribir el término constante en la forp/ es para simplificar las férmulas de los
coeficientes que veremos pronto.

Se trabaja con mucha mas comodidad con estas sumas si usarpsiencial compleja. Usando
las ecuaciones de Euler tenemos que:

eerint_ke—erint e2nint_e—2nint
f’ sen(Zrnt) = ?

con ello la sum&.2 puede ser escrita como:

cos(Zrnt) =

N

> e (3.3)

n=-N

La relacién entre estas tres formas distintas de escriaimiama suma trigonométrica viene dada por
las siguientes igualdades vélidas para toddY:

—ib +ib
Cn = an 2 0 C_n = an 2 d (34)
an = Ansemnyn bn = Ancospp (3.5

Una suma como la que estamos considerando se llarpalimomio trigonométricale ordem.

Supongamos que tenemos una sdfiglle podemos representar como un polinomio trigonométri-

CO:
N

f(t)=">_ coe®
n=—N
Observa que para que esto sea posible la sefiehe que semuy buengues, por ejemplo, tiene
que ser indefinidamente derivable y tener periodo 1. Permmdbaue estamos suponiendo es que
la funcion f es conocida y que se verifica la igualdad anterior y nueswbl@ma es calcular los
coeficientes,. Para ello multiplicamos dicha igualdad pofgk! y obtenemos que:

N
e727rikt f(t) =C+ Z Cne27zi(n7k)t

n=—N,n=k

Ahora integramos ambos lados entre 0 y 1 y tenemos en cuea&E qglZ y g # 0 entonces:

1 1 i1 1 . 1
b[ezmqt dt = i [eriat] = = Zﬂ_iq(ez’”q_eo) - Zn—iq(l_l): 0
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Resulta asi que:
1

= fe*z'f”“ f(t) dt
0

Es interesante observar que, debido a fjse supone con periodo 1, el célculo de la integral anterior
puede hacerse en cualquier intervalo de longitud 1. Enefsicte R tenemos que:

X+1

%( j e727rikt f(t) dt = e727rik(X+l) f(X+ 1)_ e727rikX f(X) — e727rikX f(X) _6727rikx f(X) -0
X

X+1 1
Lo que prueba que la funciéﬁe’z’”ktf(t) dt es constante y, por tanto, igu:ﬂne’z””“f(t) dt.
X 0

Si ahora suponemos quetiene periodd’ podemos considerar la funcigft) = f(tT) que tiene
periodo 1. Supuesto que

N
gt)= D e
n=-N
se deduce enseguida que:
N
f(t)=")_ cne®"VT
n=-N

donde los coeficientes vienen dados por:

1 T T
Ch = fe—zﬂmsg(s)ds —[s=t/T] = %fe—zﬂi”t” g(t/T)dt = %fe—zﬂi”t” f(6)dt
0 0 0

Las consideraciones anteriores motivan a las siguienfesaienes.

Definicién 3.1. Seaf : R — C una sefial de periodb integrable en [0T]. Se definen losoeficientes
de Fourierde f por:

T
_ 1 orinyT
cn_?ge fydt (nez) (3.6)
El polinomio trigonométrico:
N
Sn(t) =) cne® T (3.7)
n=-N

donde los coeficientes, vienen dados po8.6, se llamapolinomio de Fourier de orden Me f. La
sucesion de los polinomios de Fourierfdee llamaserie de Fouriede f. Cuando dicha serie converge
escribimos:

< _ int/T
Jim Sn(t) = > e

Nn=—co

Teniendo en cuenta4se deduce que las igualdade8y 3.7 pueden escribirse de forma equiva-
lente:

N
Sn(t) = % +3 (@ncos(@ny/T) +bpsen(@ny/T)) (3.8)
n=1
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donde:
. . 2
(e‘Z”'”t/T+e2”'”t/T)f(t)dt=?jcos(2rnt/T)f(t)dt n=012... (3.9
0

1
an=Cn+C—n=?

e

T T
b = i(Cn—C_n) = ji(e—Zﬂi“t/T_ezﬂim/T)f(t)dt=$fsen(2mt/T)f(t)dt n=12... (3.10)
0 0

Los a, se llamarcoeficientes cosenolos by, coeficientes sende f.

Es frecuente qu& = 27 y que se elija como intervalo de integraciém[x] con lo cual se tiene:

_ 1 r —int
cn_zle fydt (nez) (3.11)
1 w
%:;jcosht)f(t)dt n=0,12,... (3.12)
1 w
bnzgjsenht)f(t)dt n=12,... (3.13)

-

Observaciones

= También se utilizan las notacionegf) y fA(n) para representar los coeficientes de Fougier
def.

= Para calcular los coeficientes de Fourier de una sefial dedpdripodemos integrar en cual-
quier intervalo de longitud. Suele ser frecuente, por razones de simetria, elegirexvald

= Observa que nada hemos dicho aln sobre la relacion entreinciari f y su serie de Fourier.

La pregunta ¢, de qué modo la serie de Fourief depresenta 47 no tiene una respuesta facil
porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presensaigimeos resultados en este sentido.

= Observa que si cambias una funcién en un nimero finito de p@sto no afecta para nada a

sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medinagjrales.

= Adiferenciade la serie de Taylor de una funcion, la cualselate esta definida si dicha funcion

es indefinidamente derivable, la Unica condicién para gl de Fourier de una funcion

esté definida es que la funcion sea integrable en un interValoecuerdo que hay funciones
integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, acepto de serie de Fourier es mucho
menos restrictivo que el de serie de Taylor y esa es una dedades ventajas de la teoria de

series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy geserale

= En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la sjgide periodicidad no es restrictiva
para la aplicacion de la teoria de series de Fourier. Encefsicestamos interesados en repre-
sentar por medio de una serie de Fourier una funéi@efinida e integrable en un intervalo
[a,b] podemosextenderdicha funcién a tod® de manera que la extension sea una funcion

periddica de periodd = b—a. Para ello basta repetir la grafica flen intervalos de longitud

(si f(b)=f(a+T)# f(a) sera preciso cambiar el valor dleen uno de los extremos del intervalo

[a.b]).

= La consideracién de funciones complejas, si bien desde otople vista tedrico no presenta
ninguna dificultad e incluso hace que la teoria sea mas ategdacil de desarrollar, desde un
punto de vista practico no afiade nada pues en las aplicacsigrapre se consideran sefiales

reales.
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3.2.5. Series de Fourier seno y coseno

Seaf : R — C una sefial de periodbintegrable en [0T]y pongamosl' /2 = L.

= Sif es par, esto ef(-t) = f(t), entonces, teniendo en cuenta que la funcidon coseno eslgar y
funcion seno es impar, se deduce que:

2 T 2 T/2 2 L
an == [ cos(arnyT)f(t)dt = = | cos(@nyT)f(t)dt = - [ cosnt/L)f(t)ct
0 -T/2 0
2 T 2 T/2
bn = ?fsen(Zrnt/T)f(t)dt == j sen@nyT)fdt=0 (=12..)
0 -T/2

= Analogamente, sf es impar, esto ef(-t) = —f(t), entonces tenemos que:

2 T 2 T/2
an= Of f(t)cos(Znt/T)dt = ?_Tf/z f(ycos(ZnyT)dt =0 (n=0,1,2,...)
2 T 2 T/2 2 L
bn= = 0fsen(zrnt/T)f(t) dt = ?_Tj/z sen(znyT)f(Rdt = = Ofsen(rnt/L)f(t) dt

Este resultado lleva a definir las series de Fourier senogncos

Sea ahora f una funcién definida e integrable en el intery@Ja]. Podemosxtender fal inter-
valo [-L, L] de dos formas distintas:

100 = {—f(—x), ~L<x<0

f(x), o<x<L
y
f(=x), -L<x<0
fa(x) = %)
f(x), 0<x<L

Es claro quef; es impar yfz es par y coinciden coh en [Q L]. La funcién f; es llamada l&xtensién
imparde f y f, es llamada la&xtension pade f.

» La serie de Fourier de la extensi¥n de perYotlad2 f; se llama Isserie de Fourier sende f
y viene dada por:

L

> besengnt/L), b= %jf(t)sen(mt/L)dt

n>1 0

» La serie de Fourier de la extensi¥n de perYoda f, se llama laserie de Fourier cosende
f y viene dada por:

L
ao 2
?+Zancosémt/L), an_EJf(t)cosémt/L)dt

n>1



3.2.6 Convergencia de las series de Fourier 51

3.2.6. Convergencia de las series de Fourier

El siguiente resultado nos dice que en condiciones razemeite generales la serie de Fourier de
una funcion converge puntualmente a dicha funcién.

Teorema 3.2. Sea f: R — C una sefial periddica con periodo T e integrable[@T].

1. Entodo puntot donde f sea derivable por la izquierda y patdrecha se verifica que:

(o)

> e T = (1)

N=—-0c0

2. Entodo intervalda, b] donde f sea derivable con derivada acotada se verifica que:

i cn€ YT — £(t)  Vte[a,b]

N=—co0
y ademas la convergencia es uniformdgab].

3. Si f no es continua en un punto t pero la derivada de f tianéds por la izquierda y por la
derecha en t entonces se verifica que:

(o)

S coetinuT - f(”); f(t-)

Nn=-o00

donde {t+) y f(t-) son, respectivamente, los limites por la derecha y por laieada de f en
t.

3.2.7. Ejercicios

1. a) Seaf(t) =senf/3)+senf/4). ¢ Esf periddica? En caso afirmativo, ¢ cual es su periodo?

b) Seaf(t) = sent) + senf:t). Prueba que para quesea periddica es necesario y suficiente
qued/u sea un numero racional.

c) ¢Es periddica la funciofi(t) = sen(18) + sen((10+ m)t)?

2. Supongamos quE es una funcion definida ek que se anula fuera de un intervalo acotado y
seaT > 0. Definamos

gy = > ft-nT)

Nn=—oc0
Observa qug es, de hecho, una suma finita.
a) Prueba que es periddica de periodb (g se llama la “periodizacion” dé con periodo
T).
b) Sea
1-2 [t <

RN e

I'(t) =
0 t]> =
s [t]> 5
Representa graficamente la “periodizacionTd® paraT =1/2, T =3/4,T=1,T = 2.
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3.

10.

11.

12.

Considera las distintas formas de escribir la serie deiéode una funcién real periddica de
periodo 1:

N &

+ Z ancos(2Zrnt) + bysen(znt)
n=1

(o)

Z CneZnint

N=—-0c0

N[ &

+ ZAnsen(ZrnH #n)
n=1

Indica con detalle cOmo se pasa de una a otra, es decir, é&som@bs que hay entre los distintos
coeficientes.

. Seaf una sefalg, sus coeficientes de Fouriey, s y b, sus coeficientes coseno y seno respec-

tivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) fesreal = c_n=0C, (NeN) < ayeR, bpeR (neN)
b) fespar = c.n=0Ch (NeN) & by=0 (neN)

¢) fesimpar = c_.n=-¢y (NeN) — a,=0 (neN)
d) frealypar = c_n=c,eR (neN)

e frealeimpar = c_p=-cr€iR (neN)

. Da una demostracién aceptable de la igualdad de Parseval:

T 0
1 2 2
?Jn(m dt= > Il

N=—oc0
Calcula las series de Fourier de las extensiones peadielas siguientes funciones:

f(x):{o, _r<x<0 f(x):{o, —2<x<0

, O<x<gm X, 0<x<g2

Calcula la serie de Fourier coseno de la funcidr) = x paraxe<[0,x].
Calcula la serie de Fourier seno de la funcifiix) = 1 parax<[0,n].
Calcula la serie de Fourier seno de la funcifitx) = cosx parax<[0,n].

SeacR, a+# 0. Silos coeficientes de Fourier de una sdfisbnc,, ¢ cuéles son los coeficientes
de Fourier de la sefial trasladag() = f(t—a)? ¢ Y los de la sefi&lt) = f(at)?.

Calcula las series de Fourier de las funcigeed| y |cost|.

Sugerencia: usa el ejercicio anterior.

Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcidnedigo 1 dada porf(t) =t para
O<t<1ly f(t+1)= f(t) paratoddeR, justifica la igualdad

& (_1)n+l o

— 2n+1 4

Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

>

n=1
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13. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién ddogo Z dada por
f(t) = t? para—r <t<my f(t+27) = f(t) para toddeR, justifica la igualdad

14. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcibn deogo 2 dada por
f(t)=|t|para—1<t< 1y f(t+2) = f(t) paratoddeR, justifica la igualdad

i 1 3 n2
_12 8§
~ (2n-1) 8

15. Calcula la serie de Fourier de la funciéngriddica que aparece en la figura.

16. DadoacR, alJZ, se define la funcién de periodof2t) = €™ para—1<t < 1y f(t) = f(t+2).
Calcula la serie de Fourier dey utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

= 1 n?
n;m (a-n)? - sert(ra)

17. Pruebaque & : R — C es una funcién2-periédicay derivable, cuya derivadd es integrable
en [-r, ], se verifica quef’ (k) = ikf (k) para todokeZ. En otros términos: la serie de Fourier
de la derivada dé se obtiene derivando término a término la serie de Fourigr.de

X
18. Seaf : R — C 2r-periddica e integrable erfr, 7] y definamosk(x) = ff(t)dt para todoxeR.
0

Prueba que la funciéfs : R — C dada porG(X) = F(X) — fA(O)x, es Zr-periodica y expresa sus
coeficientes de Fourier por medio de losfde

19. Seaf(x) = x(1-x), (0< x< 1)y consideremos la extension impar dde periodo 2.

a) Calcula la serie de Fourier seno tle

71.2

=1
ifi — =
b) Justifica quenz:; Gy - %6
¢) Calcula la serie de Fourier coseno ff€x) = 1—2x, (0< x< 1); y la serie de Fourier de
f(x) =-2.
d) deduce de lo anterior que:

p_re (@n+12 8’ n+1

n=0

N
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3.3. Geometria de las series de Fourier

La teoria de las series de Fourier esta estrechamenteorsdae con los aspectos algebraicos y
geomeétricos de los espacios euclideos. Lo caracterigti@gbometria euclidea es el concepto de or-
togonalidad o perpendicularidad y sus consecuenciascliemo que st = (X1, X2, X3),Y = (Y1,Y2,Y3)
son vectores d&3, suproducto escalarque notaremos pok(y), se define como:

(X 1Y) = X1y1 + XoY2 + X3y3

Se dice que ey son ortogonales sk( y) = 0 y se escribe_Ly. Te recuerdo también que herma
euclideade un vectox viene dada por

Xl = v/(x1x)

Observa que:
3
> 0¢+y) = IXIP +IIyl?
j=1
y
3 3 3
IX+yI2 =305 +y)? =D (€ +y9) +2> xy;
j=1 =1 =1

Deducimos de estas dos igualdades que:

3
XLy &= Y Xy} =0 [Ix+yI” = x>+ llyll®
=1

que no es otra cosa quetebrema de Pitadgoras

Observa que dy|| = 1, los vectorex — (x| y)y e y son ortogonales. Por esta razon se dice que el
vector | y)y es laproyeccion ortogonadex sobrey. Una interpretacion muy sugerente del producto
escalar es la siguientel producto escalar de dos vectores nos dice lo que cada urti@econoce
del otra.

En el espacio euclideR? las bases ortonormaleson muy Utiles porque en ellas es muy facil
representar un vector. Te recuerdo que una bade dB = {u1,uy,us}, se llama ortonormal 8ij Luj
parai # j y||uj]| = 1 donde K, j < 3. Dado un vectoa, sus componentes en una b&se {uy, Uy, us}
son los nimeros1, a2, @3 que verifican la igualdad:

a= ai1U1 + a2U2 + a@3u3z (3.14)

Esta igualdad vectorial es un sistema de 3 ecuacionesdmeah 3 incognitas que deberemos resolver
para calcular lag;. Pero si la bas® es una base ortonormal entonces podemos calcular diretiame
lasa; pues basta para ello multiplicar escalarmente la iguaddbdipor u; para obtener que:

(@lug) = a1(ug | ug) +a2(uz | ug) + az(us| ug) = a1

Analogamente se obtiene qug= (a| u2) y @3 = (a] uz). Con ello la expresion del vectaren la base
ortonormalB = {uy, Uz, uUs} €s:

a=(alug)uy+(aluz)uz+(aluz)us

Fijate que & | u1)u; es la proyeccién ortogonal @esobreu; por lo que la igualdad anterior nos dice
gue la expresidn de un vector en una base ortonormal se elstiemando las proyecciones ortogonales
de dicho vector sobre los vectores de la base.
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Todo esto son conceptos algebraicos y geométricos. Pékd embién hay una estructura anali-
tica. Recuerda que Ristancia euclide&ntre dos vectoresey viene dada por:

d(x.Y) = X =Yl = /(X1 = y2)2+ (X2~ y2)? + (X3 — ¥3)?
Pues bien, la estructura analitica a la que me referia antasiguiente: con la distancia euclidea
€s un espacio métrico completo.

La generalizacion de lo antes dichoRgaR" yaC" es inmediata. Nos proponemos generalizar
todo esto a espacios de funciones y relacionarlo con lassseée Fourier. En esta generalizacion es
facil entender los aspectos algebraicos y geométricosqdeaspecto analitico requiere el uso de la
integral de Lebesgue por lo que no entraremos en él.

Lo primero que es facil de generalizar es el concepto de on@lglad. Supongamos qudey g
son funciones reales integrables en un intenvalb][ Podemos considerampuntos de dicho intervalo
igualmente espaciados una distankig evaluar en ellos dichas funciones para obtener dos vectore

(ug,Uz,...,Un), (V1,Vo,...,V,). La sumah Z?:l Ujv; es una suma de Riemann de la integ"faf gyel
hecho de que los vectorasg (up, ..., up), (V1,V2,...,V,) Sean ortogonales se traduce en ml uivi =
0, es decir, en que dicha suma sea igual a cero. De esta fagaarlbs a la siguiente definicion.

Definicion 3.3. Dos funciones realeky g son ortogonales en un intervat p] si
b

j f(Dg()dt =0

a

Cuando las funciones toman valores complejos la definiaiber@r requiere una modificacion.

Definicion 3.4. Dos funciones (reales o complejdsy g son ortogonales en un intervak p] si
b

jf(t)@dt -0

a

La definicidn anterior nos lleva a definir un producto escadala forma:

b
(f19)= [ f(ho@dt (3.15)

b
Ifl= /(F1)= | [1f@P o (3.16)

Aqui hay un detalle técnico y es que para que la definigid6tenga sentido debe verificarse que la
funcién|f|? sea integrable era[b], es decir,

Yy una norma por:

b
f|f(t)|2 dt < oo
a

se dice entonces qufees una funcion de cuadrado integrable[enb]. Esta condicion emas restric-
tiva que exigir quef sea integrable era]b]. Es decir, sif es de cuadrado integrable enl] también
f es integrable ena]b] pero el reciproco no tiene por qué verificarse como puedeprmbar con
f(t) = 1/ Vi que es integrable en [0] pero| f (1) = 1/t no es integrable en [)].

Afortunadamente esta exigencia es compatible con la digfirc15pues sif,g son funciones de
cuadrado integrable ea,b] entonces la funcién producti@ es integrable erg[b].

También hay otro detalle menor y es que para conseguir quidn constante 1 tenga norma
igual a 1 debemos modificar la definiciBril5 Introducimos a continuacion la terminologia adecuada
y damos las definiciones precisas.
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Definicion 3.5. Representaremos pbf(0, T) el espacio de las funcionés R — C que sorT periodi-
casy de cuadrado integrable enT( Este conjunto con las operaciones usuales de suma defasci
y producto por escalares complejos es un espacio vectorigblejo.

Para todo par de funcionésge L?(0,T) definimos su producto escalar por:

T

(f19=1 [ f0g0« (317)
0

y definimos la norma dé&e L2(0, T) por:

Ifll=v(f1f)=

(3.18)

1 T
2
?£|f(t)| dt

Observaciones

= Las propiedades del producto escalar definido por la igdédia/ son las usuales. Patg8eC
y f,0,heL?(0,T) se verifica:

1.
(af+Bglh)=a(f Ih)+B(glh)
Lo que se expresa diciendo que el producto escalar es lindalpgimera variable.

2. (flg)=(9lf)
De las dos propiedades anteriores se deduce que

(flag+ph)=a(f |g)+B(f | h)

lo que se expresa diciendo que el producto escalar es calgdljzeal en la segunda va-
riable.

3. (fIf)=0.
= La norma definida por la iguald&@d18tiene las propiedades usuales de las normas:

o llafll=ladlIfll.
o [If+gll <IIfil+Igll

= Laspropiedaded( f)=0= f =00, lo que esigual|f||= 0= f = 0 son también ciertas pero
hay que precisar lo que se entiende per0. Desde un punto de vista practico puedes interpretar
la igualdadf = 0 en el sentido de que a efectos de integracion la funtiée comporta igual
que la funcién nula.

= La consideracion del intervalo [O0] en lo anterior es por conveniencia. Puesto que las funcio-
nes con las que trabajamos sbiperiddicas podemos considerar en las definiciones argsrio
cualquier intervalo de longitu@. Por razones de simetria es frecuente considerar el ifterva
[-T/2,T/2].

Definicion 3.6. Dos funciones,ge L?(0,T) se llaman ortogonales sf (g) = 0 en cuyo caso escri-
bimos f Lg. Un conjunto de funcione® c L2(0,T) se dice ortogonal si para cada par de elementos
distintosf,ge B se tiene qud L g. Si, ademas para toda funciém B es||f|| = 1 se dice qué3 es un
conjunto ortonormal de funciones.

Es inmediato que un conjunto de funciones ortogonales easllitente independiente.
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Ejemplo 3.7. En el espacid.?(—x, ) con el producto escalar:

n

(flo) = 2_];1 f fygddt Vf,gel?(-x,n)

-

un ejemplo de conjunto ortonormal de funciones especiakrierportante es el formado por las ex-
ponenciales complejas:

&={e" nez}
Otro ejemplo de conjunto ortogonal es el formado por lasiimes trigonométricas:
T = {1, cosfit),senqt) : neN}
De hecho, tenemos las siguientes igualdades:
0 sin#m

jcosht) cosfnfdt = ¢« sin=m=0
- 2r sin=m=0

fﬂsenﬁt) senff)dt = {ﬂ sin=m=0

0 en otro caso

-

fsenﬁt) cosdt =0 VYn,meN

/s

Las siguientes igualdades son de comprobacion inmediata:

llp+ % = llgl® + wl> + 2Ref | ) Ve, eL?(0,T) (3.19)

Si{ex: 1 < k< n}es un conjunto de funciones ortonormales &rf(0, T) y AxC (1 < k< n) entonces:

2

n n
S el =>4y (3.20)
ji=1 j=1

Proposicién 3.8. Supongamos quB = {e : 1 <k < n} es un conjunto de n funciones ortonormales en
L2(0,T) y seaM el subespacio vectorial engendrado garDada una funcién £ L%(0,T) la funcién:

n

Pac(f) =D (f e))e;

j=1

se llama laproyeccion ortogonatie f sobréM y tiene las propiedades siguientes:
1. Py(f)eM.
2. f—Py(f) es ortogonal av.
3. min{||f —gll : geM} = [If - Pac(F)ll

Demostracion La primera afirmacion es evidente porque por su defini€ige(f) es combinaciéon
lineal de los vectores, que forman una base a€.
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Para probar la segunda afirmacion basta observar que:

(F=Pac(f)la)=(fla)-> (flej)(ela) =(fla)-(fla)=0
j=1

lo que prueba qud — Py (f) es ortogonal a los vectorex y, por tanto, también es ortogonal a
cualquier combinacion lineal de ellos, es decir, a cualyeetor deM.

Para probar el punto 3 tenemos que para g)dez?zlajej eM se verifica:

I —gli® = I(f = Pac(F)) + (Pove(F) - 9)I° =
(por3.19cong = f — Py (f), ¥ = Py (f) - Q)
= If = Pac(F)I2 + 1P () = gl + 2Re(f — Py (f) | Pac(f) —0) =

(por serPy(f) —geM se verifica quef{— Py (f))L (Pac(f) — g))
2

Pyi(f)= ajej|| =

j=1
(por3.20con;j = (f | &) —aj)

= ||f = Pac(F)IP +

n
= IF = Poc(DIP+ > |(F 1) —af?
=1
Deducimos que paige M la cantidad| f — g|| es minima cuandd( ej) —aj = 0, es decirg; = (f | g)),
esto esg = Py(f). m|

Particularicemos el resultado anterior al espaéie-r, 7).

Proposicion 3.9. Sea fe L2(-n,7), y seaM el espacio vectorial engendrado por las funciofies
{e"‘t =N <k<g N}. La proyeccion ortogonal de f sobé es el polinomio de Fourier de f de orden
N:

N
SNt =Pac(H)(B) = D ke
k=—N
dicho polinomio es ademas el polinomio trigonométrico diearN que proporciona la aproximacion
6ptima a f en la norma deA(—x, x):

min{llf —gll : geM} =|f - Sql

Demostracién Pongamosy para representar la funciéte Basta observar que el conjunto de fun-
cionesB = {e¢: —N < k < N} es ortonormal eh?(-x,7) y que:

N N n
Pre(f)= D (fledec= ) <%j fne™ dt>w=(por3.1b=sN

k=—N k=—N

=7

Algunos resultados anteriores los hemos enunciado IpArar, 7) pero valen igualmente para
L2(0,T). Hasta aqui hemos visto los aspectos algebraicos y geéoagtte los que hablamos antes.
Los aspectos analiticos se recogen en el siguiente teorema.
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Teorema 3.10(Teorema de Riesz-FisherPara toda funcion £L2(0,T) se verifica que su serie de
Fourier converge a f en la norma dé(0,T):

N

f()- > ke kT

k=—N

[im =0.
N—oo

La validez del anterior teorema depende de un hecho aogitifundo: el espacib?(0,T) es un
espacio métrico completo con la distancia dada por

d(f.g)=lIf —dl

La convergencia en la norma dié(0,T) se llamaconvergencia en media cuadraticaDbserva
que dos funciones pueden estar muy proximas en media cigadragin embargo, tomar valores muy
diferentes pues la media cuadratica mide un area.

Terminaremos esta seccién con un resultado muy util conammd el nombre de “igualdad de
Parseval”.

Proposicion 3.11(Igualdad de ParsevalPara toda funcion £L2%(0,T) se verifica que
1 T o0
2 n_ 2
?Jlf(t)l dt = n;j ICal (3.21)

La igualdad de Parseval21tiene una interpretacion interesante. El namext se interpreta
Vs

como la energia del armoénicpe ™, mientras que la integré [f ()] dt se interpreta como la energia
/s

de la sefial (en este sentido se dice que las funcionie¥ de, 7) tienen energia finita). La igualdad de

Parseval expresa, pues, que la energia de la sefial es iguslima de las energias de sus armoénicos

componentes.

3.3.1. Suavidad de una sefial y convergencia de su serie de Feu

El teorema3.2 pone de manifiesto una estrecha relacién entre las promisdachles de una fun-
cion (continuidad, derivabilidad) y las propiedades glebale convergencia de su serie de Fourier.
Queremos precisar un poco mas esta relacion. Observa qoevargencia de una serie de Fourier
depende de la rapidez con la que los coeficientesonvergen a cero. Un primer resultado a este
respecto, consecuencia directa de la igualdad de Parseealaycondicion basica necesaria para la
convergencia de una serie, es el siguiente.

Proposicién 3.12. Los coeficientes de Fourier de una funcién de cuadrado iatdgrconvergen a
cero.

La hipotesis de que una funcion sea de cuadrado integrasiga(tenergia finita) es muy poco
exigente, podemos intuir que si exigimos perfecciones megya la funcion obtendremos también
mas informacion sobre la forma en que los coeficientes deidtatonvergen a cero. De hecho, se
verifica el siguiente resultado que puede probarse intdgrpar partes.

Proposicién 3.13.Sea f una funcién periédica y supongamos que f tiene dersvadiatinuas hasta
el orden k. Entones hay un nimero-M tal que

M
Cnl < —¢ paratodo rez

In|

En el caso en que % 1 se verifica que la serie de los coeficientes de Fourier de fergevabsoluta-

mente, es decirZ Cnl < +00.

n=—co
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3.3.2. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuena

Una sefial analégica dada por medio de una funé{fnse dice que esta dada ehdominio del
tiempa Supongamos que dicha sefalleperiodica y de cuadrado integrable y que su serie de Fourier
es

f(t) = i cne” T

(igualdad que, al menos, se verifica en el sentido de la cgemeia en media cuadratica). Las fre-
cuencias de los armonicos complejos que forman esta seri® SoEl espectrade f se define como

el conjunto de parefn/T,cy) : neZ}. El conocimiento del espectro de una sefial determina a dicha
sefal (al menos en el sentido de la convergencia en mediaatica)l. Podemos considerar una fun-
cion f definida en el conjunto de las frecuendiasT : neZ} por f(n/T) = ¢c,. Se suele decir que dicha

funcién representa a la seffakn eldominio de la frecuencid_a “gréfica” de la funciéd fA‘ se llama
el espectro de amplitudey la “grafica” de la funcién ar@ se llama ekspectro de fases
Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

(o)

Z Ansen(2vrvt + ¢n)

n=0

dondeAn > 0 es la amplitud del armoniaeésimo y¢, es su fase, entonces, en virtud de las igualdades
34 y 35 se verifica que ¢ = FAEN = 1A, 2,y eligiendo

¢n €] —7/2,31/2] resulta quep, — /2 = Arg(cn), lo que justifica la terminologia empleada. Ten en
cuenta que para una sefial real se verifica siempretieé_, lo que explica el aspecto de las siguien-
tes “graficas”.

[c-1l |cal

|c_o| C2l
C_ C
lc-3 ‘ ol ‘ Icsl ical
I > I 2 ! !1
-T T 0 T T T

-3 1
T T

Figura 3.1: Espectro de amplitudes

El espectro de amplitudes consiste en lineas espectrgldammente espaciadas en las frecuencias
n/T. Paran=1yn= -1 las lineas corresponden affacuencia fundamentalas demas lineas son
llamadasarmonicogde la sefial.

Lo interesante de estas representaciones es que para taanipa sefial analégica es mas facil
hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si lalseé un sonido las frecuencias bajas
corresponden a los tonos graves y las altas a los agudodrasieue las amplitudes representan la
intensidad del sonido del arménico correspondiente.
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é1
#3
-2 ‘
3 1 2
T ! T 1 T 3
-7 0 T l T
®2
-3
¢-1

Figura 3.2: Espectro de fases

3.3.3. Ejercicios

1. Usando las propiedades algebraicas del producto escdl&(0, T), prueba las siguientes igual-
dades:

a) IIf +gl> = IfI*+lgl*+ 2Re(f | 9)
b) IIf +gll*+1If —gl* = 2|1 f||*+ 2[lgl®
o) IIf —igll® = 111 +]lgll* - 2Im(f | )
d) 4(f1g)=(IIf +gPP=IIf —al®) +i(lIf +igl*~1If —ig|®)

2. Comprueba que el conjunto formado por las funcionesring@tricas:
{1,cos(Znt/T),sen(Znt/T): neN}

es ortogonal eh?(0, T).

3.4. Introduccion a la Transformada de Fourier Discreta

Actualmente la mayor parte de las sefiales estan digitalizdhra fijar ideas, consideremos una
sefial de sonido. Las variaciones en la presion del aire gogtitgyen un sonido hacen vibrar la
membrana de un micréfono que las transforma en una sefiledémiyo voltaje oscila continuamente
y es convertido en una serie de niumeros por un digitalizattfodigitalizador es algo asi como un
voltimetro que hace miles de medidas por segundo. Cada engaidgar a un nimero que se almacena
digitalmente (en formato de 8 bits 0 16 bits dependiendo geitteccion con que se quiera reproducir
el sonido). Este niumero se llama una muestra y al procesordertio un sonido en una serie de
nameros se le llama muestreo.

La tarjeta de sonido de tu ordenador tiene un digitalizegimonectas un micréfono a tu ordenador
y grabas tu voz, el archivo que resulta contiene una serieudstnas que permiten reproducir lo que
has grabado.

Lo anterior quiere decir que usualmente lo que conocemosidsefial es una muestra, esto es,
una sefial podemos verla como un vector cuyas componentealsoes de la sefial en determinados
instantes. Si el tamafio de la muestrde@ste vector esta en el espacio vectddalimensionalCN.

En términos muy generales puede afirmarse que el andlisstalseafial consiste en representarla en
diferentes bases d&V. Estas bases se eligen de forma que la correspondientseafaeion pueda
ser facilmente interpretada y proporcione informaciéhddbre la sefial. Un ejemplo de esto es la
Transformada de Fourier Discreta que vamos a ver a contiituac
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Supongamos que conocemdsnuestras de una sefial periddicde perioddr las cuales se han
tomado en instanteg igualmente espaciados a lo largo de un periodo, es dgeirkT/N, donde
k=0,1,2,...,N—1. Conocemos, pues, Idsnimeros:

f(KT/N) =y, k=0,1,2,....,N-1

y sabemos qué tiene periodd . Usando esta informacidqueremos calcular una buena aproxima-
cion de los coeficientes de Fourier de f

Como tenemosl datos parece logico calculbrcoeficientes,. Sabemos que bajo hipdtesis muy
generales se verifica que lfiep} = 0, esto es, la sucesion de los coeficientes de Fourier canaexgyo.
Por ello los coeficientes més significativos vienen al ppieciTeniendo esto en cuenta, vamos a tratar
de calcular los coeficienteg paran=—-N/2,...,N/2-1 (o un intervalo centrado 8l es impar). Este
calculo podemos hacerlo de dos formas.

Calculando de forma aproximada el valor de la integral
1 T
_ - —2irnt/T
C= ! f(t)e dt

Para ello podemos proceder como sigue:

N-1 , (k+1)T/N . N-1 1 .

j f(t) e—2|7rnt/T dt ~ Z —f(kT/N) eleﬂnk/N
N

k=0 KT/N k=0

lo que nos lleva a tomar como una aproximacion de los coefesenlos nimeros

N-1
1 ; N
=1 d k™™ dondew =N, —— <n< 51 (3.22)
k=0

Otra forma de proceder es calcular coeficiefitegor la condicion de que el polinomio trigono-

métrico
N/2-1

P(t)Z Z /cneZiﬂnt/T

n=-—N/2

interpole af en los puntos, es decir, verifique quB(kT/N) = yk parak=0,1,2,...,N—1. Debemos
resolver para ello el siguiente sistemaNlecuaciones lineales cdfincégnitas (lo<,):

N/2-1
> Gw™=w k=012..,N-1 (3.23)
n=-N/2

Teniendo en cuenta que:

-1 N-1 N-1
> e 3 G e 3 gt

n=—N/2 p=N/2 n=N/2
y definiendo:
N
En 0 < n < ~ 1
Yn = N 2
/C\an E <N N - 1

1Es usual en este contexto trabajar con indices que empiezZarLa gran mayoria de los textos lo hacen asi. Esto tiene el
pequefio inconveniente de que un vector de datos no tieneasi@dm O lo que, como veremos en las practicas que haremos
sobre este tema cdiathematica obliga a hacer pequefios ajustes en los algoritmos de @alcul
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el sisteméaB.23puede escribirse en la forma:

N-1
> Yoo ™=y, k=012...N-1 (3.24)
n=0

Este sistema puede escribirse en forma matricial:

yl 1 w wz e wal Y]_
o A A | (3.25)
YN-1 1 Nl 2D N-DN-D )\

Pongamofy = (w")g<ken-1. ES evidente quey es una matriz simétrica. Definamos los vecto-
O0s<n<N-1
res columna de esta matriz:

wk= (Lo o N k=012 ,N-1 w=&"N
Observa que, de forma natural, estamos ya trabajan@ eRecuerda que e@ el producto escalar
euclideo esta dado por:

N-1
ZIw)=> zW  z=(20.21.....2n-1), W= (Wo, W1, ..., Wn_1)
j=0

Teniendo en cuenta que' = 1, es facil comprobar que los vectoreg (0< k< N—1) son ortogonales
y tienen norma igual a/N. Dichos vectores son, por tanto, linealmente indepeneianforman una
base ortogonal deéN. La igualdad3.25no0s dice queYp, Ya,. .., Yn—1) son las coordenadas del vector
y = (Yo,Y1,...,Yn-1) €n dicha base 0, lo que es igual, notaegdel vectork-ésimo de la base canonica

decCN:
N-1 N-1
> ke =Y Yiwk
k=0 k=0

Multiplicando escalarmente esta igualdad pgrobtenemos:

N-1 N-1
D V(e lwn) =D Yilwk | wn) = Ya(wn | wn) = Ny
k=0 k=0
esto es:
1 N-1 )
Yo= =Yy ™ n=012..,N-1 w="N (3.26)
N k=0

Pero estas son exactamente las mismas igual@a2bserva que pueden escribirse en forma facil
de recordar:

Yn = %(y | wn), Y =(Yo.Y1..,Yn-1), wn = (L™ o™, ..., 0N ¢ = 7N (3.27)

Hemos probado asi que:

N
Cé:/cn_Yn O<n<5—1 (328)
N
CI”]*N Z/Cn_N = Yn E <N< N - 1 (329)
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Definicion 3.14. La transformacionF : CN — CN que a un vectoy = (Yo,Y1,....Yn-1) €CN hace
corresponder el vector = (Yp,Y1,...,Yn_1) e CN dado por las igualdade&26 0 3.27 se llama la
Transformada de Fourier Discreta (DFT)@HN.

Observa que la DFT es una biyeccion lineal@® en CN cuya inversa viene dada par25
Teniendo en cuenta q@ky es una matriz ortogonal simétrica cuya inversa viene dad@glo= ﬁ QN,
podemos escribir:

1
Y=Fy) =0y,  y=F(Y)=anY

equivalentemente

N-1
ye Ny =Y TN n=0,1,2..,N-1
k=0 k=0

Observaciones

= La definicibn que hemos dado de la DFT es la mas usual aunglexadi® cierta falta de sime-
tria debido al factor de escaldN que figura en la transformada directa pero no en su inversa.
De hecho, la definicion de la DFT puede variar de unos textésoa.@Es frecuente ortonorma-
lizar la base formada por los vectores, esto es, considerar la base ortonormal formada por
los vectores\/l—na) k. Con ello se consigue que en las férmulas anteriores figurm ¢actor de

escala en ambag ¥/N.

= No hay que olvidar la relacién entre 1% y los coeficientes aproximados de Fouitgrque
viene dada por las igualdade8y 3.29

= Aunque hemos supuesto al principio que el vegtee obtenia tomandd valores igualmente
espaciados de una funcidn periodica a lo largo de un peré&xddaro que se trataba nada mas
gue de una motivacion inicial. La TFD (transformada de Faudiscreta) no tiene ninguna
limitacion: el vectory puede ser cualquier elemento @¥. De hecho, la TFD se utiliza para
intentar averiguar las frecuencias presentes en seriegtde de cualquier naturaleza. Pero hay
un convenio que se sigue siempre cuando se trabaja con la §E®gonsiste en considerar que
el vectory = {yo,Y1,¥2,...,YN-1} €S Una muestra de una sucesién infinita periédica de periodo
N. Es decir, dado un entero arbitrakieZ, definimosy, = yqdonde ks g< N-1 es el resto de la
division dek por N. Con este convenio es inmediato comprobar que el véctos (y) verifica
que YN = Yk, €s decir, es periddico con periobo Esta propiedad se expresa diciendo que
la TFD transforma sefales periddicas discretas en el dooriel tiempo en sefales periddicas
discretas en el dominio de la frecuencia.

= El espectro de la sefigles el conjuntd(n/N,Y;) : neZ}. El espectro de amplitudes es el con-
junto {(n/N,|Yn]) : neZ} y el espectro de faseén/N, Arg(Yy)) : neZ} dichos conjuntos suelen
representarse por segmentos de linea que unen los popiy8) con los puntos del espectro
correspondiente. Debido a la periodicidad deYq®s suficiente representar dichos espectros
paraN valores consecutivos de n.

= Para sefialegreales se verifica qué_, = Y,, donde la barra indica complejo conjugado. Como
Y_n = Yn-n hacienda = N/2 - k obtenemos qu¥y,2.k = Yn/2-k de donde se deduce que

IYnj2ek| = |[Ynj2k| Y Arg(Ynyzek) = Arg(Yny2-k) = —Arg(Yny2-«)

esto es el espectro de amplitudes es simétrico respelt® y el espectro de fases es anti-
simétrico respecto &l/2. Por esta razén, como en la practica siempre se trabajaefates
reales, es costumbre representar solamente la mitad makeudas puntos de dichos espectros
correspondientes a los valored(®,...,N/2. Los cuales son suficientes para recuperar la sefial
original combinandolos con sus conjugados que represéeizurencias negativas.
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= Hay una estrecha analogia entre la DFT y las series de Fourier

e Series de Fourier.

o Se considera una sefi@ntinuaen el dominio del tiempof, con perioddr vy, por
tanto, con frecuencia/T expresada en Hercios (ciclos por segundo).

o Se trata de descomponer dicha sefial como una serie de sefialkescuencias/T
(multiplos enteros de la frecuencia fundamental). La seftalelo con frecuenciay/ T
(ciclos por segundo) es sern(2t/T). La forma compleja de dicha sefial es la funcion
Q’\(t) — e2ﬂint/T_

o Elpesogque la componente de frecuennj@ tiene en nuestra sefial viene dado por el

producto escalar:
T

(&) = %jf(t)e‘z’””t” dt
0

(o)

o La serie que representa a la sefias Z (f| en)ez””‘t/T. Dicha serie proporciona
Nn=—oc0

el espectro de la sefial y constituye la representacion deikd en el dominio de la
frecuencia.

o En el contexto de las series de Fourier las igualdades:

;

fn = %ff(t)e‘z’”m” dt (3.30)
0

f(t)y = i f(n) e VT (3.31)

se llaman, respectivamente, las ecuaciones de andlisisiptsis.
e Transformada de Fourier Discreta.

o Se considera una sefal discrgta (yo,Y1,...Yn-1) formada porN valores que se
interpretan como un periodo de una sefial discreta periddiparioda\.

o Se trata de descomponer dicha sefial como una suma de sajrafescaencias/N
(multiplos enteros de la frecuencia fundameni)l La sefiaktontinuamodelo con
frecuencian/N (ciclos por segundo) es sern{2t/N). La forma compleja de dicha
sefial es "N, pPuesto que de la sefial original solamente conocemos suewval
parak =0,1,2,...N -1, lo que hacemos es evaluar en dichos puntos la s&Ray¥
y obtenemos asi el vector

wn = (1,eZIN2N rin3IN__ 2rin(N-1)N)

o El pesogue la componente de frecuennjd tiene en nuestra sefial viene dado por el
producto escalar:

1 N-1
_ - —2irnk/N
(ylwn) = Nkz_;yke I

o La suma que representa a la sefial discyets Zr':'z’ol(y | wn)wn. Dicha suma se
interpreta como la representacion de la sefial en el doménia ftecuencia.
o Los coeficientey), se llamarcoeficientes espectralée la sefiay. Las igualdades:

N-1

Y, = 1Zykefz“f”k/“, n=0,12..N-1 (3.32)
Nk:O
N-1

Vo = YN n=0,1,2,...,N-1 (3.33)

k=0
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se llaman, respectivamente dauacion de analisig la ecuacién de sintesita fre-
cuencia fundamental éh33esw = 1/N.

3.4.1. Convoluciéony DFT

Como acabamos de explicar, interpretamos los element@% @®emo sucesiones periddicas con
periodoN (observa que esto se corresponde con la situacion iniaigmensideradgy = f(kT/N)
parak=0,1,2,...,N—1 dondef era una sefial con periodq lo que implica que/+n = Yk). Esto
justifica la siguiente definicion.

Dadoy = (Yo, Y1, ---,Yn-1) €CN y un entero arbitraritce Z, definimosyy = yq donde < q< N -1
es el resto de la division depor N.

Se define la convoluciér(llamada a veces convolucion circular o periddica o cigliEados ele-
mentos de CN, x = (X0,Xt,....Xn-1) € Y = (Yo.Yi.....yn-1) como el elemento
z=(20.2,...,2n-1) deCN definido por:

N-1
Z=) X¥eq  KeZ
q=0

Es inmediato que es una sucesién periddica con peridddescribiremos simbélicamente= xoy.

Fijado un vectoly = (yo,y1....,YN-1), la aplicacion que a un vector= (Xg, X1,...,Xn-1) hace
corresponder el producto de convoluc&a y ©x es una aplicacion lineal d&N enCN que podemos
escribir en forma matricial como sigue:

V4| Yo YN-1 YN-2 0 W1 Xo

Z Y1 Yo YN-1 0 Y2 X1

2 | =] ¥ Y1 Yo - VY3 X2 (3.34)
ZN-1 YN-1 YN-2 YN-3 - Yo XN-1

Las propiedades del producto de convolucién se deducemgmte de la siguiente importante
propiedad.

Dados dos vectores= (ag,at,...,an-1) Y b = (bo, b1, ...,bn-1) enCN notaremos poabeCN su
producto puntual:
ab = (agho,a1bs,...,an-1bn-1)

Proposicion 3.15.Searx = (g, X1,..., Xn-1), Y = (Yo, Y1.- . ., Yn_1) Vectores ertN. Entonces se verifica
que:

F(xoy) = NF(X)F(Y), F(xy) = F(X)OF(y) (3.35)
Demostracion Pongamog = xoy, X = F(x), Y = F(y) y Z = F(2). Por definicion:

N-1N-1

Zo= 5 303 Kabheaw™

k=0 g=0

permutando el orden en las sumas obtenemos que:

1 N-1 N-1
_ —n(k—

2Este es uno de los distintos tipos de convolucién més fréesehas operaciones de convolucién son muy usadas en el
procesamiento de sefiales digitales. Los tipos de filtrosfraésentes actian sobre la sefial de entrada “input” haziend
convolucion con la “funcién respuesta-impulso del filtro”.
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lo que prueba la primera igualdad 8135 La otra igualdad se comprueba de forma anéloga. O

3.4.2. ¢Qué podemos hacer con la Transformada de Fourier Qieta?

La DFT permite representar una muestra en el dominio de ¢adrecia. Para ello representamos
segmentos que unen los puntagT,0) y (n/T,|Yn)). En el dominio de la frecuencia la sefial queda
claramente descompuesta en sus componentes sinusotdalassegmento representa la componen-
te sinusoidal de la frecuencig T y amplitud|Yy|. Es muy facil manipular esta representacion para
suprimir, por ejemplo, pequefas distorsiones. En la seigihal (en el dominio del tiempo) estas
pequefas distorsiones pueden quedar ocultas pero esome ectel dominio de la frecuencia pues
en él podemos ver las distintas frecuencias que acompaapriamtipal y podemos eliminar las fre-
cuencias mas altas que suelen corresponder a las distessPosteriormente recuperamos la sefial
modificada via la DFT inversa. Esto es lo que se conoce contiatfd de la sefial” y eso es lo que
hacen los convertidores digitales-analdgicos.

El dominio de la frecuencia forma parte de nuestra vidaalidria combinacion cerebro-oido es
un excelente analizador de frecuencias, capaz de distiaguin sonido complejo frecuencias muy
proximas. Un médico que ausculta un paciente esta tratamddr drecuencias que le digan que algo
no va bien. Lo mismo hace un mecanico que escucha el sonido metor.

3.4.3. Noticia sobre un famoso algoritmo: la Transformada Rpida de Fourier

Para calcular la DFT usando las formuBg6son necesarias

(N-1)> multiplicaciones complejas
N(N-1) adiciones complejas

Y no hay que olvidar que una multiplicacién compleja son 4rapienes reales. Por ello el coste
de célculo de una DFT dil puntos es del orden déN& operaciones reales de punto flotante. Para
hacernos una idea de lo que esto supone, recordemos queaoS0 un ordenador podia realizar
del orden de 1®operaciones por segundo y para calcular una DFT de 100 puedesitaria un tiempo

de:
1s

4x 100 operaciones —s—————— =
P 103 operaciones

y una DFT de 1000 puntos necesitaria un tiempo de calculo @@ 49 1.1h. Actualmente un PC
es capaz de realizar 1@peraciones por segundo y el tiempo de célculo de una DFT @@ dintos
es 0.4 segundos. Esto parece rapido pero en la practica egtiejos de ser suficientemente rapido.
Considera que es una técnica muy frecuente hacer una DFT00gli@tos para generar cada imagen
de una animacion. Si la animacion consta de 10000 imageonetaffio es de muy corta duracion) el
tiempo total de célculo seria de 4000 segundos, unos 67 esiribemasiado.

Puesto que la DFT se ha convertido en la herramienta basieaaeptratamiento de sefiales, no
es de extrafiar que haya quien afirme que el mundo moderno érepd®65 cuando J. Cooley and
J. Tukey publicaron su eficaz método para calcular la DFTh®método de célculo se conoce con
el nombre deTransformada Réapida de FouriéFFT=Fast Fourier Transform). Este algoritmo, que
marcé una importante etapa en el desarrollo de lo que se eamono la teoria deomplejidad de
algoritmos reduce el coste de calculo de la DFT (suponiendoNj&s de la forma® del orden de
N2 al orden deNlog,(N). ParaN = 1024= 219 esto supone unas 10.240 operaciones de punto flotante,
esto es, reducimos erilDO el tiempo de calculo. Esta enorme reduccién del costguatanional es
lo que en la practica hizo posible realizar andlisis de Eowen ordenadores, lo que explica que el
trabajo
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J.W. Cooley and J.W. Tukepn algorithm for the machine computation of complex Fou-
rier series Math. Comp19(1965), 297-301
sea el trabajo de matematicas mas frecuentemente citaddatelos tiempo3.

Un uso frecuente de la FFT es para calcular convolucionezei@ que la igualdagl.34implica
gue para calcular el producto de convolucj@x se necesitan:

N2 multiplicaciones complejas
N(N-1) adiciones complejas
La igualdad¥ (x@y) = NF (x)F (y) implica que:
xoy = NFHF ()T ()

lo que permite usar el algoritmo de la FFT para calcular clucvones ahorrando tiempo de célculo.

3.4.4. Ejercicios

1. Comprueba que los vectores
wkz(1,wk,w2k,...,wk(N_1)), k=0,1,2,....,N-1 w = AN
forman una base ortogonal @&

2. Recuerda que consideramos los elemento§ieomo sucesiones periddicas con periddo
Explicitamente: dadg = (Yo,y1....,yn-1) €CN y un entero arbitraricke Z, definimosyy = Yq
donde 0< g< N -1 es el resto de la division depor N. Por ejemploy_1 = yn-1, Y-2 = YN-2,
YN = Y0, YN+1 = Y1
Se dice que la sucesion] es par si_n = yn Y Se dice que es impargi, = -y, paratodmeZ.

Supongamos que/l) i (Yn). Prueba que:

a) (yn) - (Y_n)
b) () (Y-n)

0) (o) (Vo)

d) (yn) es par (impar) < (Yy) es par (impar).

e (yn)esreal = Y_,=Y,paratodmeZ.

f) (yn) esrealy par < (Y,)esrealy par.

) (yn) esreal eimpar < (Y,) es imaginario puro e impar.

3. Calcula la transformada de Fourier discreta de las sitggesucesiones:

a) (1,1,1,1,1,1,1,1)
b) (1,1,1,1,0,0,0,0)
¢) (0,0,1,1,1,1,0,0)
d) (L1,-1,1,-1,1,-1,1)
e) (0,0,1,0,0,0,1,0)

N-1 1 N-1
4. Justifica quenz_; IYnl? = N nz_; lynl?.

5. SeaZ = F(F (y)). Calcula las component&s deZ en funcién de las componentgsdey.

3Tukey fue también el inventor del término “bit” como una afimeura de “binary digit”. ¢ No seria esto motivo suficiente
para pasar a la Historia?



Capitulo 4

Transformadas de Fourier y de Laplace

4.1. Introduccién

Los dominios del tiempo y de la frecuencia son formas alteias de representar las sefiales.
Si una sefial es modificada en un dominio, también lo ser& encellws problemas que plantea el
procesamiento de sefiales pueden tratarse en el dominierdpltcon técnicas clasicas de ecuaciones
diferenciales (sefiales analégicas) o ecuaciones en niifese(sefiales discretas), mientras que en el
dominio de la frecuencia estos problemas se traducen ermienga algebraicas generalmente mas
sencillas de resolver. Por ejemplo, en la leccion antegards visto que la convolucion (una operacion
complicada) de dos sefiales discretas en el dominio del iesmporresponde con el producto (una
operaciéon muy sencilla) de sus Transformadas de Fourier@as en el dominio de la frecuencia.

Las herramientas que establecen las relaciones matemétit& los dominios del tiempo y de
la frecuencia se llamattansformadasDos de las mas usadas son la transformada de Fourier y la
transformada de Laplace y ambas estan relacionadas. lsidrarada de Fourier se usa para repre-
sentar en el dominio de la frecuencia sefiales continuascyibesl espectro continuo de una sefial
no periddica.

Los métodos basados en la transformada de Fourier son ys@dtisamente en todas las areas de
la ciencia y de la ingenieria: Optica, disefio de circuitdstalografia y espectroscopia, procesamiento
de sefiales y comunicaciones, tratamiento de imagenes.

4.2. Latransformada de Fourier

Lo que sigue es un intento de motivar la definicién de transéoia de Fourier que daremos pos-
teriormente. No nos preocuparemos mucho por la precisidaméica pues se trata de ayudar a la
intuicion.

La transformada de Fourier puede interpretarse coma‘waraion continua” del concepto de
serie de Fourier para funciones no periddicas. Recuerdalgspectro de una sefigl periddica de
periodaT, es el conjunto de par¢@)/T,c,) : n€Z}, dondec, son los coeficientes de Fourier complejos
de f. Para nuestros propdsitos actuales, es conveniente ecasia funcionf dada porf (n/T) = cy.
Observa que la grafica de dicha funcién es justamente eltesged .

La clave de lo que sigue consiste en interpretar una funadpeniédica como el limite de una
funcién periédica cuyo periodd,, se hace arbitrariamente grande, es ddci +oo. Observa que
cuanto mayor es el periodomas cerca estan los puntos del espectro de forma que ciliardeco

69
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podemos considerar que el espectro se convierte en unaaamtiaua y la funciérf en una funcion
definida erR cuya gréfica es dicha curva. Veamos todo esto con un ejemplo.

Consideremos la funcidn “pulso rectangular” definida por:

(o) = 1 jti<1/2
]o It >1/2

Es claro qudl no es una funcidn periddica y, por ello, no tiene una serieagi€r asociada. No
obstante, podemos considerar versiones periddicBsrdpitiendo su parte no nula separada regular-
mente por grandes intervalos en los que la funcién es cenai. thapes la grafica de la periodizacién
deTl con periodo 15.

220 10 | 10 20

Como las periodizaciones dieson funciones pares y reales sus coeficientes de Fourieealasr
Aqui tienes los gréficos de los espectros correspondiendssperiodizaciones dé con periodos 5,
10y 20.

e, HUL { ] S, ot
i lm lMl ol
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4.2 Latransformada de Fourier
ihl

Calculemos los coeficientes de Fourier de la periodizacédm don periodor

n 1 T/2 1/2
= i —Zﬂint/THt dt S —2rint/T dt =
(T) T fe ® T je
-T/2 -1/2
t=1/2
_ l 1 oint/T / _ 1 in/T_efﬂin/T) — isen(ﬂ_n)
T |-2xin/T w12 2min nr T
mn
sen| —
()

Deducimos que
T2
f e—Zmnt/T H(t)dt — i
-T/2 T
Haciendo ahord — +oo en esta expresion podemos interpretar que la variablestésoiT se con-
vierte en una variable continisacon lo que resulta:
e sengs
f e—ZnIStH(t)dt — (T )
7S

—00

Bien, acabamos de obtener la transformada de Fourier dadaful. Aqui puedes ver su gréfica
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\//\\ﬂ/\

sen(t)
nt

Figura 4.1 a funcién

Qefinicién 4.1. La transformada de Fourier de una funcioh: R — C es la funcion
f =Ff : R — C definida por:

f(9) = Ff(9) = j et f(dt  (seR) (4.1)

Comentarios

= Usaremos las notacionéAsy Ff para representar la transformada de Fourier de la deffal
veces conviene escrilfiff en la formad(f) para indicar claramente qU& es la transformada
de Fourier de la funcién.

= El parametro 8’ en la definicién4.1se interpreta como frecuencias. La funcidse interpreta
como la representacion de la sefian el dominio de la frecuencia.

» La transformada de Fourier convierte una sefigt), dada en el dominio del tiempo en otra
sefial,f(s), en el dominio de la frecuencia.

= Representaremos pat(R) el espacio vectorial de todas las funcionesR — C tales que

f |f(t)| dt < co. Para que la definiciés.1tenga sentido es condicion suficiente duel1(R).

—00

= Para calcular la transformada de Fourier de una funciémteadibertad para modificar como
gueramos dicha funcién en un conjunto siempre que ello mzieate valor de la integral. Por
ejemplo, podemos cambiar el valor de la funcion en cualqeoejunto finito de puntos. Por
eso, para calcular la transformada de Fourier de una funci@s imprescindible que la funcion
esté definida en todR, es suficiente, por ejemplo, que esté definida en foéxcepto en un
conjunto finito de puntos.

= No hay acuerdo unanime sobre la definicién de la transforrdad@ourier. Algunos detalles
sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerd@lssigno en la exponencial,
multiplicar la integral por 127 0 por 1/ V2x, incluir o no incluir 2r en el exponente de la
exponencial.

4.2.1. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una séffgr sus componentes de frecuencia. El
conjuntoQ(f) = {seR : fA(s) # O} se llama espectro continuo de la sefiaCada frecuenciac Q(f)
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tiene como amplitu#ifA(s)‘ y su fase es ar@(s). La sefalf queda caracterizada completamente por

f en el sentido de que el conocimiento ipermite recuperaf. Veamos de manera informal cémo
puede hacerse esto.

Consideremos qué es una sefial que se anula fuera de un intervalo acotado loeguonétg con-
siderar su periodizacion para valores grandes del peffode manera qué(t) = O parajt| > T/2.
Desarrollemos dicha periodizacién en serie de Fourier:

(o)

f(t)="> coe? T

N=—co
Teniendo en cuenta quét) = 0 paralt| > T/2, los coeficientes de Fourier devienen dados por:

T/2 oo

1 —2nint/T g _ L 2rinyT g _ LN
cn_TTj/zf(t)e dt__l_lof(t)e dt_Tf(T)

Pongamos, = n/T. Sustituyendo el valor d&, en la serie obtenemos:
(=23 fs)erst
T N=—0c0

Como los puntos, estan igualmente espaciados una distantia podemos interpretar esta suma
como una suma de Riemann de la integral:

ffA(s)ez’”Stds

Cuandol — +oo0 podemos esperar que se tenga la igualdad:

f(t) = f f(s)e*stds

—00
Llegamos asi a la siguiente definicién.

Definicién 4.2. La transformada inversa de Fourier de una funcgpnR — C es la funcion
§=9"'9:R — C definida por:

(o)

50 =7"90)= [ €'g(9ds  (teR) (4.2)

—00
Tenemos también el siguiente teorema.

Teorema 4.3(de inversion de Fourier)Si f es una sefal continua tal ques £X(R) y tambiénf e
LL(R), se verifica que:

f(t) = fezﬂistf(s)ds (teR) (4.3)

—00

La igualdad4.1 se llama laecuacion de andlisig la igualdad4.3 se llamaecuacion de sintesis
Observa que la ecuacién de sintesis permite reconstruisefie no periddica a través de sus com-
ponentes de frecuencia y puede verse como una “versiémaaiitile la representacion de una sefal
periddica por su serie de Fourier.
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Explicitamente, la igualdadl. 3afirma que:

f(t) = j [j eZ"iS“f(u)du] e2ristds (4.4)
Evidentemente, es mas comodo escribir esta igualdad emtefo
f = F7XJf) (4.5)

Es notable la simetria que hay entre la transformada ded¥gusu inversa: solamente se diferen-
cian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, fecagambién la igualdad:

9=F(F g (4.6)

La transformada de Fourier es una operacién que regulaszawiza las funciones. Esto es lo que
dice el siguiente resultado.

Teorema 4.4.La transformada de Fourier de una sefial integrable.£(R), es una funcion continua,
acotadaytl’|r+n Ff(s)=0.

Observacion

Hay versiones mas generales del teorema de inversion erudasegpermite que la funciéh
tenga algunas discontinuidades finitas de salto. Cuandooestrre, la funciord—%(Ff) en dichas
discontinuidades tiene un valor igual a la semisuma de logspondientes limites laterales. Por ello,
aunque para calcular la transformada de Fourier de unadfiutenemos libertad para modificar dicha
funcioén en algunos puntos, cuando queremos recuperar megfuque tiene discontinuidades de
salto a partir de su transformada de Fourier, es impredgadegularizar dicha funcién definiéndola
en dichas discontinuidades igual a la semisuma de los Bigterales correspondientes.

4.2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, ess#esatisfacen solamente con la
hipotesis de que las funciones que en ellas intervienen esté!(R) para que sus correspondientes
transformadas estén definidas. Otras propiedades reqhipiEesis adicionales en las que no vamos a
entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades cowmnati$mo Util para calcular transforma-
das de Fourier. Para ello tendras que memorizar las tranaftas de Fourier de unas pocas funciones
basicas y a partir de ellas aplicando las propiedades quersgin necesidad de calcular integrales
podras deducir las transformadas de Fourier de muchisimashes mas.

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Estorgjuiecir que siv y 8 son
nameros yf, g sefales, se verifica la igualdad:

Flaf +B9) = aFf +BIQ

Propiedades de simetria

De las definiciones dadas para la transformada de Fourieinysisa:

Ff(s) = Te*”iStf(t)dt = fcos(ert)f(t)dt —i fsen(ert)f(t)dt
F (9 = f ISt f(t)dt = f cos(Zrst)f(t)dt +i f sen(2rst) f(t)dt

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, seatelds siguientes propiedades de
simetria.
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1. Ff(s) = T (-9).
2. Regla de inversion F (Ff)(s) = f(-9).

3. Silafuncionf es par entonces se tiene que:
o a
j sen(spf(ydt = lim fsen(zrst)f(t)dt =0
S -a

por lo que

Ft(9) = F (s = T cos(zrstf(t)dt = chos(& s)f(t)dt
0

—00

y la transformada de Fourier decoincide con su transformada inversa y es una funcion par.

4. Analogamente, i es impar su transformada de Fourier también es impar y:

Ft() = -F (9 =i fsen(ert)f(t) dt =2i Tsen(ert)f(t)
—o0 0

5. Sif esreal entoncesf (—s) = Ff(9).
6. Sif esrealy par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Sif esreal e impar su transformada de Fourier es impar y tomaeglmaginarios puros.

Las siguientes dos propiedades se obtienen facilmenterceencillo cambio de variable.
Traslacion en el tiempa Dado un nimeracR y una sefiaf, definimos la sefial, f por:
Taf(t) = f(t—-a)

Se verifica que: .
taf (5 = € 22%f(y)

Es decir, una traslacion en el tiempo produce un cambio @esfa$a transformada.
Cambio de escala o dilatacionDado un nimeracR* y una sefiaf, definimos la sefiat, f por:
oaf(t) = f(at)

Se verifica que:

=)

Es decir una dilataciéra(> 1) o una compresiora(< 1) en el dominio del tiempo se corresponde con
una compresion o dilatacion en el dominio de la frecuencisuumécambio de escala.

Propiedad de modulacion DadoaeR, y una sefiaf, se verifica que la transformada de Fourier de la
funcion g(t) = e#'at f(t) es la funciornraf.

Esta propiedad es inmediata pues:

() = f g 2rist () g2riat gt = f e it £ (1) ot = f(s—a)
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La aplicacion de la transformada de Fourier para resolvea@ones diferenciales se basa en la
siguiente propiedad.

Propiedad de derivacién
F(F')(s) = 2nisFf(9) F(-2intf(1))(s) = (FF)' (9

Igualdad de Parseval

(e8]

fﬂ@ﬁd:fﬁ@%@@

—00

En particular

flﬂﬂ@dt:jﬂ?ﬂ@ﬁds

4.2.3. Ejemplos de transformadas de Fourier

La funcion pulso rectangular

Es la funcién dada por

) = 1 t<1/2
“lo0 f>1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso déiihia funcion en los puntas% pero,
para recuperar esta funcion por medio de una transformaBlawder es necesario definir su valor en
dichos puntos igual a/2. Como se trata de una funcién par su transformada de Faugiee dada

por:
1/2

¢ t=1/2
fﬂ9=2jnmu3@wom=2Jquasom=2[§EQ§E} _sengs)
0 0

2rs |0 ns

La funcién “cardinal seno” o “funciéon de muestreo”
Es la funcion dada para todaR por

senfrt)
it

sencf) =

por supuesto, senc(8)1. Su grafica puedes verla en la figdra.
__ Latransformada de Fourier de esta funcion se deduce fadiénie que, segliin acabamos de ver,
IT = sency, como la funciéH es par, obtenemos

Fsenc=F(FII) = F(F 1) = IL.

Decaimiento exponencial truncado

Es la funcién dada por
0, t<O
=1 & 2o

Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:

(o9

oy  onist (—2mis—1)t el 2nis] 1
f(s) = —eSUE (1) dt = st = |- ———— = —0
9 _£e ® Je { 1+27“3]t:o 1+2mis
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La funcién de Laplace
Es la funcion dada por
o) =t
Para calcular su transformada de Fourier observamog(tjue f(t) + f(-t) dondef es el decai-
miento exponencial truncado. Deducimos que:

1 1 2
1+2nis " 1-2xnis 1+4728

69 =f(9+f(-9 =

La funcion gausiana unidad
Es la funcion definida por:
f(t) = e

Esta funcidn tiene la notable propiedad de ser invariant lparansformada de Fourier: su transfor-
mada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemoslis=nte de qué ’(t) = —2xtf (t) y tomar
transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualddd o, en virtud de la propiedad de
derivacion, resulta:

2rist (s) = i—lfA '(9)

Es decir R R
f’(s)+2nsf(s)=0

Deducimos de aqui que la funcicfms) &< tiene derivada nula por lo que

f(9=T(0)e™ =" = f(g)

Donde hemos usado el resultado bien cono@i(ﬁ) = f e dt = 1.

—00

4.2.4. Ejercicios

1. Supongamos que reproduces en un magnetofon una cinteciceel doble de la velocidad a que
se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la prap@elaambio de escala o dilatacion
de la transformada de Fourier.

2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fouaderula, sin hacer integrales, la trans-
formada de Fourier de las siguientes funciones:

1 ti<a/2
3 Ha(t)z{ 0. ItI>a/2

b) f(t)= H((t - b)/c) dondell es la funcién “pulso rectangular”.

m
c) f(t) es unafuncion escalonadé) = Zakl'l (X— bn) _

k=1 Cn

1, O<x<1

d f(h)=49 2, 1<x<2
0, x<0 ox>2

9 f(t)={ cos). It <a/2
f) f(t) = «/;T

o

e*(t*#)z /202
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g9) f(t) = cos(pat) e
1
1+ 2nit

) f(t)=2tet

h) f(t) =

3. Calcula mediante integracion la transformada de Foddéa “funcion tridngulo” definida por:

(1o, m<t
A(t)‘{ 0. it]> 1

4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una $edalcula la transformada de
Fourier de la sefia(t) = f(t) cos(Zrat).

b) Calcula la sefal (en el dominio del tiempo) cuya transfatande Fourier tiene la grafica
siguiente.

5. Supongamos que la seffdt) es nula fuera del intervale-[L/2,1/2]. Sea

o= ft-n)

n=—co

la periodizacién ddg con periodo 1. Estudia la relacion entre los coeficientesodeiér deg y
la transformada de Fourier de

6. Calcula las transformadas de Fourier de las funcionessagréficas son las siguientes.

0.5
/¥3
T~ 2 3 6 -4 -2 2 7 6

4.3. Convolucion y transformada de Fourier

Procesar una sefial consiste en modificar sus componentexdericia. Si la sefial es analégica
y su transformada de Fourier es

fkg:‘?@ﬂA@?(g



4.3.1 ¢Qué es la convolucion? 79

podemos estar interesados en modificar las amp‘litlﬂa)‘, o las fases Arg (s) correspondientes a
cada frecuencig, para obtener una nueva sefial que podemos representaoeméa f

o(9) ‘?(s)‘ dsArg (9

donde la funciém(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la funciiﬁdafcuenta del
cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerantidnp(s) €S y a concluir quef (s)p(s) €S

es la transformacion méas general que podemos hacer sotsteansefial modificando amplitudes y fa-
ses. Es natural interpretar la funcion p(s)€es
como la transformada de Fourier de una sefial analogigét), por tanto
g(t) = T p(9) €9)(t), y a preguntarnos qué operacion debemos hacer con lagsé(tay g(t) para
obtener una nueva sefial cuya transformada de Fourier sesgonenteg(s) f (s). Esta claro que dicha
operacion sera el modelo mas general del procesamientdidieseCalculemog(s) f ().

(o)

G979

I}
—

g estdt [ f(ye > *dx= | “ g(t) e 2sterrisx dt] f(x)dx =

—00 —00

= f [Tg(t)e—Zﬂis(Hx) dt] f(x)dx = T [fg(u—x)f(x)e‘%su du} dx =

—00 | —00 —00 |00

- f Uo f(X)g(u—x)e2msu dX] du = f Uo f(x)g(u—x)dx] e s dy

—00 | —00 —00 | —00

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transforraaaauder de la funcion

(o)

h(u) = j f(X)g(u— x)dx

—00

Definicién 4.5. La convolucion de dos sefialés g es la funcion

(e8]

h(t) = fg(t—x)f(x)dx teR

—00
dicha funcién se representara dorg y se llama la convolucion déy g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresda convolucion en el dominio del
tiempo se corresponde con la multiplicacion en el dominitadeecuencia.

Teorema 4.6(de convolucion) F(f = g)(s) = Ff(s)Fg(s).

Teniendo en cuenta la simetria entre la transformada dedfgusu inversa, también se verifica la
igualdad:
FHf+g) = (T )T o)
y, lo que es mas interesante:
F(fg)=Ff =39

es decir, la multiplicacién en el dominio del tiempo se cspande con la convolucién en el dominio
de la frecuencia.

4.3.1. ¢Qué es la convolucion?

Es la segunda vez que aparece en este curso la operacionwiduc@m. En la leccién anterior
vimos la convolucién ciclica de dos sefales periédicagelias y ahora surge la convolucién de dos
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sefiales continuas no periédicas. Entre ambas hay ciersyéas y ambas se comportan igual res-
pecto a las respectivas transformadas de Fourier discretatonua. No son estos los (inicos tipos
de convolucién que se consideran. La convolucion de fuesi@s una herramienta muy verséatil que
tiene distintos significados en distintos campos y no aduamgeinterpretacion Unica. Se trata de una
operacion que no es facilmente visualizable y que tiengac@ymplicacion: para calcular el valor
de la convolucién de dos funciones en un solo punto hay quetadas los valores de ambas fun-
ciones y realizar una integracion. En la figdr& tienes un intento de visualizacion del célculo de la
convolucidn de la funcién pulso rectanguldr,consigo misma en el punto= 0. 75.

-2 -1 . 75 2 -2 -1 ‘ 0.75 2

-2 -1 . (D 2 -2 -1 0.75 2

Figura 4.2: Gréficas dH(x) (azul),T1(8.75 — x) (verde),ITI(X)I1(0.75 - X) (azul),IT=II(X) (rojo). El
punto azul es el valdi = I1(8. 75)

Observa que aunque la funcién pulso rectangular es dise@nén los puntos1/2 su convolu-
cion es la funcion tridngulo que es continua. Esta es unagutag importante de la convolucidia:
convolucién de dos funciones es una funcién al menos taralm@mo la mejor de ambas

Podemos ver la convolucién como una operacion para promesiigvizar una funcion por medio
de otra. Consideremos qges una funcién positiva, concentrada cerca de 0, con aadagoal a 1:

(o8]

f gx)dx =1

—00

Por ejemplog podria ser una campana de Gauss alta y estrecha centradaretabDcaso, la funcién
X+ g(t— X) esta concentrada cercatdgsigue teniendo area total 1. La integral

(o)

j g9(t—X)f(x)dx

—00

puede interpretarse como promediode los valores dé(x) cerca dex =t ponderadgor los valores
de x — g(t—x). Si nos movemos a otro puntbcercano & y calculamos el valorf = g(t’), de la
convolucion ert’, repetiremos la operacién anterior, es decir, calculaseuna media ponderada de
los valores def cerca dd’ y dicha media incluira, i esta cerca di valores def que ya se usaron en
el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los vatitgda convolucion =g(t) y f =g(t’) estén
mas proximos qué(t) y f(t'). Es decir,f = g(t) suaviza f
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Por otra parte, este procesogtemediar y regularizaes lo que hacen los instrumentos de medida.
Por ejemplo, cuando usamos un termémetro para medir la tetop@en un punto del espacio lo que
estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe btgumd@metro no mide la temperatura
solamente en un punto, sino que la informacion que propoacés realmente un promedio de las
temperaturas en una pequefia regién del espacio. La manezalidar este promedio depende de las
caracteristicas fisicas del instrumento y dicho promeelicealiza de igual forma en cualquier punto
donde situemos el termémetro. De esta forma se entiendeoguatos que proporciona el termé-
metro son el resultado de una convolucion de la funcion teatpea con otra funcion, que podemos
interpretar como una funcién de densidad de probabilidath-gausiana -, que es caracteristica del
instrumento concreto que usemos. Cuanto mas preciso sFaéinetro mas alta y estrecha sera esta
gausiana y magoncentrada” serd la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolucidreapagn contextos tan diversos. En al-
gunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauracion dgenes, o que se quiere es invertir el
proceso antes descrito, es decir, se dispone de unafsgfialesta “contaminada” por su convolucion
con otra sefiaj de manera que lo que nosotros recibimos es la $efidl+ g. La sefialy se interpreta
como un “ruido” y pueden hacerse hip6tesis sobre su natarglara intentar separar la sefiadel
ruidog que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere es inuariroceso de convolucion.

Aqui puedes ver dos fotografias de una comadreja. La prideellas esta “corrida” debido a
un pequefio movimiento de la cAmara que tomo la foto. Esto @ amvolucion. La segunda es el
resultado de someter los datos de la foto a una de-convalucio

120 B 120( 1)
100 -’a = 100} LELLE
80 == T —— 80 e b
60 5 60 | [HAA!
40 y 40 AL b
20 - - —] 20 {1 ARGTHAT
0 0
0 50 100 150 200 250

4.3.2. Propiedades de la convolucién

La operacién de convolucion se comporta de forma parecidaraultiplicacién. Concretamente,
se verifican las siguientes propiedades:

= Conmutativa. fsg=gsxf.
= Asociativa. (f xg) «h= f = (g=h).
= Distributiva. (f +g)«h=fxh+g=h.

La ultima propiedad es inmediata y las otras dos son conseizufécil del teorema de convolu-
cion.
Llegados aqui es natural preguntarse si hay alguna funciéseg la unidad para la convolucion,

es decir, una funciof que verifique quéd 6 = f para toda funcién integrable Explicitamente, una
tal funcion habria de verificar la igualdad:

(e8]

f f(X)5(t—x)dx = f(t)

—00

En particular, tomand®(x) = I1(x/2¢), se sigue que deberia ser:

fd(x)dx =1
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para todce > 0. Esta claro que no hay ninguna funcion en el sentido uswaverifique estas condi-
ciones. Volveremos sobre esto mas adelante.

4.3.3. Convoluciény Sistemas Lineales Invariantes en eldinpo (LTI)

Un sistemaes cualquier proceso que transforma sefiales de entradaadessde salida. En térmi-
nos matematicos, podemos representar un sistema por urdopkerque al actuar sobre una sefxal
produce una sefigl lo que se escribg= L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general digsrde sistema son:

= Los instrumentos que usamos para comunicarnos: teléfeadiss, televisores, camaras foto-
gréaficas,... Todos ellos aceptan cierto tipo de sefialestdedary producen nuevas sefiales de
salida.

= Todo proceso matematico en el que una funcién se transfarmga Por ejemplo, las ecuacio-
nes diferenciales, la convolucién con una funcién dada.

Se distinguen distintos tipos de sistemas segun el tipofti de entrada y de salida. Los mas intere-
santes para nosotros son:

= Sistemas analdgicdss que transforman sefiales analdgicas en sefiales aralogic

= Sistemas discretdes que transforman sefiales discretas en sefiales discretas

Para que un concepto tan general sea realmente (til hay goresuque se cumplen ciertas pro-
piedades.

4.3.4. Propiedades de los sistemas

= Linealidad. Se dice que un sistentaes lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir, cuales-
quiera sean las sefiales de entrady y los nUmeros, 8 se verifica que:

L(ax+BYy) =alLx+pLYy
Esta propiedad suele llamansencipio de superposician

= Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistemaes invariante en el tiempo si un adelanto o
retraso de la sefial de entrada produce el mismo efecto efidhdsesalida.

Representando pegx la sefial tax)(t) = x(t — &), la invariancia en el tiempo se expresa por la
igualdad:
L(Tax) = TaLX

De manera mas explicita, si egt) = (Lx)(t) la sefial transformada de y es
Z(t) = (L(raX))(t) la sefal transformada dgx, se verifica que(t) = y(t — a).

= Estabilidad. Se dice que un sistentaes estable cuando es lineatgntinua Matematicamente
esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concretdatalose de significado matema-

tico preciso):
(3] -3
n=0 n=0
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Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tierhpon filtro es un sistema LTI que
ademas es estable.

Nuestro propésito es ver que los filtros 1o que hacen es unehkanén de la sefial de entrada
con una funcién que se llamaraspuesta impulsdel filtro. Consideremos primero filtros discretos y
después filtros analdgicos.

4.3.5. Respuesta impulso de un filtro discreto

Representaremos las sefales discretas por funcionesldsfatiZ con valores ei€. Dadas dos
sefialess,v: Z — C se define su convoluciéon como la seAdhda por

(o)

Zn)= Y ukvn-k  (nez)

k=—o00

supuesto, claro esta, que dicha serie converge paratgfid_a sefiak se llama laconvoluciérde las
sefialesl y vy se representa por«Vv. Esta convolucion de sucesiones tiene analogas propieddde
convolucion de funciones por medio de una integral.

La sefiab: Z — C definida pow(n) = 0 paran+# 0 y §(0) = 1 se llama sefianpulso unidad sefial
delta de Diraé discreta Dada una sefial discreta Z — C, para todneZ se verifica la igualdad:

(o)

X =>_ x(o(n-K)

k=—c0

pues dicha suma consta realmente de un Unico sumando nouage@btiene pate= n. Represen-
taremos pody la funcidnésy(n) = §(n—K), es decir, con la notacion ya usada varias vegesrid. La
igualdad anterior nos dice que la sucesién de funcianes ZKN}N x(K)6k convergepuntualmenta
la funcionx.

Supongamos ahora que: X — Y un filtro dondeX e Y son espacios vectoriales normados de
sucesiones y que se verifica gueconverge a en la norma de& (es decir||xy — X|| — 0). Entonces,
la linealidad y continuidad de permite escribir:

N N oo

Lx=L{ lim > xRk | = Jim > x(Lok= Y x(K)Ldk

k=—N k=—N k=—c0

ComolL es invariante en el tiempo se verifica qu& = L(7«d) = 7x(L6). Poniendg = L %, y llamando
h=L¢, laigualdad anterior nos dice que para todt¥. se verifica que:

(o) (o)

yn = > x@@h)(n) = > x(h(n—k)

k=—c0 k=—o0

Es deciry = xxh. En consecuencia, la funcidnque es es la respuesta del filtro a la funcién impulso
unidad, caracteriza al filtro. Dicha funcion se llama la fonecespuesta impulsdel filtro.

1También puede interpretarse LTI como “sistema lineal invée por traslaciones” pues no siempre la variable esreptie
y lo propio de un sistema LTI, ademas de la linealidad, esvariancia por traslaciones de la variable ya sea esta c@ntin
discreta.

2p, Dirac (1902-1984). Fisico inglés que propuso la exigethe particulas con energias negativas - antiparticutssciatas
al electron que fueron descubiertas posteriormente poX@derson en 1932 y se llaman positrones. Dirac desarrafitbtén
una versién tensorial de la ecuacion de Schrodinger, cdaa@mo la ecuacion de Dirac, que es correcta desde el punto de
vista de la Teoria de la Relatividad. Recibi6 el premio NaleeFisica en 1933 por sus trabajos sobre antiparticulas &mivec
de ondas. Se le considera precursor de la Teoria de Distitescdesarrollada posteriormente por L. Schwartz.
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4.3.6. Respuesta impulso de un filtro analdgico

Admitamos que existe una “funciéd”que es la unidad para la convolucién de funciones. En tal
caso podremos escribir una sefa&n la forma:

(o8]

X(t) = (x*6)(t) = f X(95(t— 9 ds

Usando la continuidad y linealidad del filttoy poniendoL(6) = h, podemos escribir:

(o)

YO = (L0 = [ XLrsd)(Dds
- j x(9)(sL ) () ds = j x(9h(t— 9)ds = (x*h)(t)

Resulta asi que el filtro es un filtro de convolucién. La fundigque es es la respuesta del filtro a la
funcién impulso unidady, caracteriza al filtro. Dicha funcion se llama la funci@spuesta impulso
del filtro. La transformada de Fourier de la respuesta inmuidgs) = F46(s) se llama lafuncion de
transferenciadel filtro. La accion del filtro sobre una sefialiene dada en el dominio de la frecuencia
por el productX(s)H(s).

Este es un buen momento para explicar el papel especial gamgefian las exponenciales com-
plejas. Consideremos qaees un nimero real y sea(8 = 22!, La respuesta del filtro a la sefial e
viene dada por

L)) = (0= (h+a)) = [n9el-9ds= [nge-9 ds

fh(S) e—eriaseZNiat ds = e27riat jh(s) e727riaS ds

H(a) ea(t)

laigualdad obtenidh(ey)(t) = H(a) es(t) que puede expresarse en términos de funciones t¢eqp=
H(a) e; nos dice queges un vector propio die con valor propio asociado iguall(a). Es decirlas
exponenciales complejas son vectores propios de los filtros

Se acerca la hora de la verdad

Ni que decir tiene que muchas de las anteriores afirmacicmesen del mas elemental rigor
matematico... lo que no quiere decir que sean falsa, de hemh@sencialmente ciertas. Para dar
significado matematico a la “funciéi’hay que hablar, aunque solo sea un poquito, de la teoria de
distribuciones. Una teoria que esta considerada como uns deyores logros de las mateméticas del
siglo XX. No olvides que en estas notas estamos dejandcedatiamente de lado los tecnicismos ma-
tematicos, esos que solamente interesan a quienes estanejad®ds de esa extrafia enfermedad que
se llamaMatematicaspero a veces algunos tecnicismos matematicos son nexesaiuso para los
ingenieros, aunque solamente sea para proporcionardadyrconfianza en los calculos. Tendremos
que volver sobre esto.

Asi trabaja la convolucion

Vamos a considerar algunos ejemplos de sistemas para doanm@mo la convolucion esta pre-
sente en todos ellos.
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4.3.7. Filtro de paso-bajo

Un filtro ideal de paso-bajo es aquél que elimina todas lasifecias por encima de una frecuencia
dadav; y deja pasar inalteradas las frecuencias por debaj.d& escribimos la operacion del filtro
en la forma:

y(t) = (x=h)(),  ¥(9) =X(HH(9)
entonces la funcién de transferencia viene dada por:

1, |9<v
H(S)z{ 0 19> v

Es claro que multiplicaX(s) por H(s) deja igual el espectro depara|g < v¢ y elimina las demas

. S ..
frecuencias. Observa qu(s) = IT (2—) dondell es la funcién pulso rectangular.
Ve

En el dominio del tiempo, la respuesta impulso del filtro steole calculando la transformada
inversa de Fourier del(s), que viene dada por:

h(t) = FIH(t) = 2vcsenc(2ct)

4.3.8. Filtro de paso-banda

Con frecuencia lo que se desea es filtrar una sefal dejando gasalterar un determinado in-
tervalo de frecuencias y eliminando las demas. Este esrel ifileal de paso-banda. Su funcién de
transferenciaB(s), puede obtenerse de la funcion de transfereii(g), del filiro de paso-bajo. Cen-
trando la banda de frecuencias que se quiere dejar pasaicen un ancho de bandatenemos que
(Ver figura4.3):

— 1, |s—vol<ve O [S+vol<v¢ B B
B(S)_{ 0, Is—vol>ve Y Is+vol>ve = H(s—vo) + H(s+ vo)

Figura 4.3: Filtro de paso-banda
Podemos obtener facilmente la funcién respuesta impulspyigne dada por:

b(t) = h(t) €0t +h(t) e 20! = 4y, cos(2rvot) senc(2ct)
En la figurad.4 puedes ver su gréfica parg=6 y v¢ = 2.

4.3.9. Filtro de paso-alto

En este filtro se eliminan todas las frecuencias por debajmdérecuencia de corig y se dejan
pasar inalteradas las frecuencias por arribadé&ste tipo de filtros es frecuente en tratamiento de
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/\ /\/\/\ /’\/\/\ /\ N\

Figura 4.4: Respuesta-impulso del filtro de paso-banda

imagenes donde altas frecuencias espaciales estan asopediles nitidos mientras que las bajas
producen un efecto borroso. La funcién de transferenciastiefiiiro viene dada por1H(s) donde
H(s) es la funcion de transferencia del filtro de paso-bajo. &aiot la funcion respuesta impulso es
S(t) — 2vesenc(2ct).

4.3.10. Una ecuacion diferencial ordinaria

Consideremos la ecuacion diferencial

my” (1) + ky(t) = f(t)

gue podemos interpretar como la ecuacion de un sistemaiaidemado por un resorte, con cons-
tante de recuperacidnque sujeta una masaque puede deslizar sobre un plano sin friccién sometida
a una fuerzd. La sefal de entrada dsy la sefial de salida del sistema es la fungiih solucion de

la ecuacion diferencial. Se trata, evidentemente, de tensésLTI.

f(®) v m %
—>

| —

y(t)

Tomando transformadas de Fourier en ambos lados de la éouaitenemos:
m(2ris)?y(s) + ky(s) = T (9
de donde 1 ~
Y(s) = mf (9

La funcion ¥/ (k— 4mr?s?) recuerda a la transformada de Fourier dé é\justando los parametros a la
vista de la propiedad de cambio de escala, obtenemos quefdintion es la transformada de Fourier
de la funcion i
t) = g ivkmit|
9t = =

Por tanta?y = FgFf vy, por el teorema de convolucion, se sigue que:

s f(f) e r i VK/m | t-ul
y(t) = g+ (1) 2\,ﬁif(we du
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Este ejemplo puede sernos util para motivar la funéidasde un punto de vista fisico. Consideremos
para ello que sometemos al sistema a un impulso casi ins&mi@de duraciér > 0 y magnitud
constantd,(t) = 1/¢, de forma que el momento lineal de dicha fuerza es:

fgmmzl
0

En este caso tenemos que la ecuacion diferencial se caeiert

1
my'® +kyt)={ z OSSe 4.7)
0, e<tot<O

cuya solucion viene dada por:

i r ; | p 1 .
)= —— | f.(u g iVk/mit-ul g, — = e i VRMIt-ul g,
0= e ) 0 5 rmgs

El calculo de esta integral depende de qtesea mayor 0 menor que. Poniendo
w = Vvk/m, obtenemos:

e—iwlt—u\ du =

i f} 1 2-glwt_det9) O<t<e
2vkm g € 2mw?e

elet(-1+dv?), e<t
Como estamos interesados en soluciones reales tomarepaddaeal de la funcién obtenida. Con
ello obtenemos como solucién de la ecuacidn

1 2-cospt)-cos(w(t-¢)), O<t<e
meZg{ —cospt)+cos(w(t-¢)), e<t

y(t) =

Ahora observamos que podemos sumar las dos partes de lgbaalbtenida para simplificar la expre-
sion de la solucidn en el intervalo < . Al mismo tiempo, para conseguir una solucion continua en
t=0yt =g, multiplicamos por 2 la parte de la solucion en el intentalce (observa que esto puede
hacerse porque pata ¢ le ecuaciont.7 es homogénea). Resulta asi que:

1 { 1-coswt), O<t<e 4.8)
. .

V() = mw2e | Cos(w(t—g)) —cospt), e<t

Por supuesto(t) = 0 parat < 0. Puedes comprobar que la solucién obtenida, que clarardepende
deeg, es continua y derivable una vez y es solucién de la ecuadiéredcial4.7 en todo puntdeR
excepto eri = 0 yt = £ donde la derivada segunda no esta definida.

Ahora, para — 0 la funcién respuesta (t) tiene el limite:

Yo(t) = ‘!;lﬂ'(ljys(t) = m_];/) { sent), : 8 (4.9)

Es perfectamente natural consideggcomo la respuesta del sistema al impulso instantaneo:
fo(t) = lim f.(t)
-0

con momento lineal dado por:

(e8]

ffdodtzggJ“gmdtzl

—00
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Naturalmente, dichdmpulso instantdne@s una idealizacién. Pero también es una idealizacion el
concepto de punto material. Lo importante es que dicho isgpulstantaneo tiene una interpretacion
fisica claramente intuitiva. Esta idea de “funcion impuilsstantaneo” ha sido usada por fisicos e
ingenieros (Maxwell, Heaviside, Dirac, .. ) durante mas 5@ afios obteniendo resultados correctos a
pesar de que los métodos que empleaban no tenian justificgaei@matica. Al impulso instantan&p

se le llama funciém y aqui nos aparece como un limite para 0 de las funciones pulso rectangular

L0 = e (2

un impulsof.(t) y en la figurad.6 puedes ver la gréafica de la respuesta del sistgjftpal impulso
instantanedy(t).

UL
VIV

Figura 4.5: Respuestg(t) a un impulsof,(t).

). En la figura4.5 puedes ver la grafica de la respuegtft) del sistema a

Figura 4.6: Respuesta-impulsgy(t) del sistema
al impulso instantanedy(t).

4.3.11. Asiempezo todo: la ecuacion del calor

En 1807 Fourier envid un trabajo a la Academia de Cienciasds En el que trataba el problema
de la conduccidn del calor. Concretamente, Fourier coradideun alambre delgado con una distribu-
cion inicial de temperatura dada por una funci@r) (se supone que la temperatura en cada seccién
transversal del alambre es constante) y se trataba deadifilincionu(x,t) que proporciona la tem-
peratura en el puntg del alambre en el instante La solucién propuesta por Fourier implicaba la
posibilidad de representar cualquier funcién como la suenané serie trigpnométrica 'y sus métodos
fueron severamente criticados por su falta de rigor. Estaifuestimulo para Fourier que siguié sus
estudios publicando en 1822 su obifaéorie Analytique de la chaleur&n la que hace un amplio uso
de tales representaciones.

Bajo condiciones fisicas adecuadas, Fourier, probé quetadnu(x, t) debe satisfacer la siguiente
ecuacion en derivadas parciales:

au(xt) _ 16%u(x.t)
o 2 R

(4.10)

El valor de la constante/2 se ha elegido asi para facilitar los calculos. Supondreue®! alam-
bre tiene longitud infinita. Nuestro dato de partida es l#&ibiscion inicial de temperatura dada por
u(x,0) = f(x) paraxeR.

El sistema que estamos estudiando admite como sefial dela&f(sd y su salida es la funcion
u(x,t). Observa que se trata de un sistema LTI. La idea para obieesefucion de la ecuacion del
calor es tomar transformadas de Fourier en ambos ladogespecto a la variable.»X.a notacion
d2u(x, 1) g . . .
usual e puede ser confusa y emplearemos la notaBiggu para indicar la derivada parcial de

la funcionu dos veces respecto de la primera variable. Esta notacids lbeventaja de que permite
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nombrar las variables como queramos sin que ello conduzcaralea transformada de Fourier de la
funcionx - (1/2)D1 1u(x,t) viene dada, en virtud del teorema de derivacion, por:

1— 17 - 1, . o -
EDl,lu(st) =3 f Dyiu(x,t)e 2 isXdx = E(ZJTIS)ZU(S,I) = —27%U(s 1)

En el lado izquierdo, ademas de tomar transformada de Foaspecto de&, permutamos la deriva-
cion con la integral (usamos la notaciBru(x,t) para indicar derivacién parcial una vez respecto de
la segunda variable):

(o)

Dou(s t) = f Dou(x,t)e 2 1$Xdx = D> <j u(x,t)ez’”sxdx> = Dl(st)

— 00

Por tanto, al tomar transformadas de Fourier en ambos lagltes elcuaciont.10 con respecto a la
variablex obtenemos: Sist
u -
ﬂ — —27T252U(S,t)
ot

Paras fijo, esta es una ecuacion diferencial ordinaria respectovafiablet y podemos resolverla
facilmente para obtener:

U(s t) = U(s 0) e s
La condicidn inicialli(s, 0) viene dada por:

(s,0) = f u(x, 0) & 27sX g = j f(x)e 2 s* dx = T ()
Por tanto: R .
U(st) = F(ge 2 st

.z 2 . . . z
La funcién €2t recuerda la transformada de Fourier de una gausiana; de,fagaktando los para-
metros segun la propiedad de cambio de escala, es facilidedeadicha funcién es la transformada
de Fourier con respecto a la varialilde la funcion

h(X, t) — i e—X2/2t

Vant

Tenemos por tanto qu&s,t) = ?(s)ﬁ(&t) es el producto de dos transformadas de Fourier (respecto de
la variablex) y, por el teorema de convolucion, deducimos que:

u(x,t) (f = h)(x,t) = (convolucién en la primera variable)

" 1 2
= f e_(X_Y) / 2t d
_£ 0o y

La solucién encontrada nos dice que la temperatura del ataembel puntocy en el tiempa > 0 es
un promedio suavizado de la temperatura ini€al) = u(x,0). Eso es lo que significa la convolucion
con una gausiana.

La funcion 1
h(x.t) = —— e%/2
(xt) ot
es la funcion de Green de la ecuacion del calor para un alamfim#o. Las gréaficas dé(x,t) como
funcion dex para valores de=1,0.5,0.3,0.1,0.05,0.03,0.01 puedes verlas en la figyara

Observa como las curvas se van concentrando=efl. No obstante lo hacen de forma que el rea
bajo cada curva es constante igual a 1 (no olvides que somheede densidad de la distribucion
normal). Por tanto, estas funciones podemos verlas, cuar€®, como una aproximacion de la
“funcion” 6.
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-2 -1 1 2

Figura 4.7 :Gausianas aproximandoia

4.4. Funciones generalizadas

La “funcién” ¢ o impulso unidad nos ha aparecido varias veces en estas hatados Ultimas
como limite de funciones pulso rectangular o de gausiamasntbos casos dicha “funcién” parece
cumplir las siguientes condiciones:

0 t+0
500 - {

oo, 1=0
y, ademas:

(o9

[ ot =1

—00

0

Figura 4.8: Representacion del impulso unidad en el origen.

Es claro que no hay una funcion que verifique estas condigipsi# embargo si aceptamos estas
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propiedadesy operamos con ellas sin preocuparnos depagi@mos calcular, por ejemplo, la integral

(o)

fﬂw@m

—00

donde suponemos quees derivable. Para ello integramos por partes poniendo

mm:famm:{gziig

—00

Conlo que:
ffmmmtz mmumx—ju@rmmzu@—fwmmz
oo -0 0

f(o0) — f(c0) + f(0)= f(0)

Como este resultado tiene perfecto sentido sin necesidgdefesea derivable podemos definir:

(o)

juwmzum

—00

para toda funcién continuf. Continuando este orden de ideas podemos probar con un ica®b
variable” que

ffmm—mzﬂm

E incluso antes hemos “probado” que la derivada de la fureséalén unidad es la funcién

Asi podriamos seguir desarrollando un formalismo que emdetipa conducia a resultados co-
rrectos pero que en si mismo era incomprensible.

Hay, ademas, otras razones importantes para realizaudi@sfue vamos a comenzar. Comente-

mos algunas de ellas. Recuerda que una de las primerastraadfs de Fourier que hemos calculado
senfrt)

ha sido la de la funcion sentE . Dicha funcién la obtuvimos como la transformada de la fun-

cion pulso rectangulaffTI(s) = se%c(s) y, usando la propiedad de inversion de la transformada de
Fourier y la paridad dé&l, dedujimos queFsencé) = I1(s). Recuerda también que la condicion sufi-
ciente basica para que la transformada de Fourier de un@fuf@sté definida es quiee L1(R), es

decir, j |f(t)] dt < co. Pues, bien, la funcion senc no estalé(r), es decir,f |sencf)| dt = 0. Te

—00 —00
digo esto para que seas consciente de que los céalculos qos hesho se han basado con frecuencia
en el teorema de inversion de Fourier sin molestarnos en mirapsi en cada caso se satisfacian las
hipotesis de dicho teorema.

En el caso de la funcién senc el arreglo es facil pues su tranafia de Fourier tiene sentido como
integral impropia de Riemann, es decir, se verifica que:

b
|h1j§ﬂﬂgﬁﬁm=mg (4.11)
a——oo it

b—oeo a

La diferencia respecto a la integral de Lebesgue, que esdaguusa en toda la teoria de analisis
arménico, es que la integral de Lebesgue de una funciérf reatdefine en la forma

(o)

JWmm:fﬁmm—fr@m

—00
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dondef*(t) = max{f(t),0} es la parte positiva déy f~(t) = max{—f(t),0} es la parte negativa de
Para qud sea Lebesgue integrable debe ocurrir que:

fﬁ@m<m fr@m<m

y esto no ocurre para la funcion senc para la cual las dosralésganteriores son infinitas. Sin em-
bargo, si existe el limitd.11porque en él cancelan las partes positivas y negativas ded¢eoh de
manera que su diferencia resulta ser convergente.

No es comodo que la transformada de Fourier dependa de estesas y es deseable una teoria
mas robusta para trabajar con ella. Pero es que hay otrod@spe la transformada de Fourier que no
tienen tan facil arreglo. Sabemos que la transformada dedfale una sefial es la representacion de
dicha sefial en el dominio de la frecuencia; las sefiales radseatales son las sinusoides. Pues bien,
la sefial sen@@) no tiene transformada de Fourier. No hay ninguna teoriadetégral que pueda
dotar de significado coherente a la integral:

j sen(art) e 2"t it

—00
Es decir, las sefiales sinusoidales !'no tienen espectro!

Ha habido otro momento en estas notas, al obtener la funesfruesta impulso del filtro de paso-
alto, en el que “calculamos” la transformada inversa deiEode la funcién constante 1:

fez”iSt ds

¢ Necesito decirte que esa integral carece por completguaiéicado?

En otro momento, para obtener la respuesta impulso de um dittalégico, hemos necesitado
suponer que existe una funcion unidad para la convolucidyaltransformada de Fourier deberia ser
la funcién constante igual a 1! Es momento de poner un pocodisa@n todo esto.

4.4.1. Funciones rapidamente decrecientes

Representaremos p8rel conjunto de las funciones: R — C que verifican las condiciones:

= Tienen derivadas de todos érdenes.

lim x"e®(x) = lim x"MW(x)=0 nm=0,1,2,... (4.12)
X——00 X—+00
Es decir, cualquier potencia demultiplicada por cualquier derivada getiene limite cero en
+00.
Las funciones dé se llaman funcionesipidamente decrecientedunciones de Schwaftz

No es dificil dar ejemplos de funciones de Schwarz. Por dignfg funcion e* es una funcion
de Schwartz. También es inmediato que el producto de unadfupolinémica por una funcién de

3. Schwartz (1915-2002) matematico francés creador en #84& Teoria de Distribuciones por la que se le concedi6 en
1950 la medalla Fields (considerada como el premio Nobel aeiviaticas). La Teoria de Distribuciones introduce unepioc
muy general de funcién y permite extender los procesos delidéDiferencial e Integral a esta nueva clase de funcidmes
gue permite una nueva interpretacion de las ecuacione<nlifales e integrales del Analisis Matematico asi comoude s
soluciones.
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Schwartz es también una funcién de Schwartz. Lo importamtesta clase de funciones es que son
muy suaves (son de cla€&) y tienen “colas” que decrecen muy rapidamente. Son fuesiexcep-
cionalmente buenas tanto desde el punto de vista de la diérveomo de la integracion. Por ejemplo,
la condicién4.12implica que las funciones de Schwarz y todas sus derivademtgrables y, por
tanto, sus transformadas de Fourier estan definidas.

A continuacion resumimos algunas propiedades importaletésclases. Algunas son inmediatas
y, lo que es fundamental, todas ellas pueden probarse &uiénton técnicas basicas del célculo sin
necesidad de recurrir a la teoria de la integracion de Leigesg

4.4.2. Propiedades de la clase

= S es un espacio vectorial con las operaciones usuales de sprodycto por escalares.
= Latransformada de Fourier de una funciérSdambién es una funcion de

= Elteorema de inversion de Fourier es valido para funcioees d

Consideremos una funcidntal que para toda funcigpe S tenga sentido la integral

(o8]

j f (1) (t) dt

—00

Eso no es pedirle muchofa Cualquier funcionf e L1(R) o f € L2(R) satisface esta condicion. Con
mayor generalidad, es suficiente suponer §@s una funcion integrable en todo intervalo acotado;
condicion que supondremos implicitamente en todo lo queeskn tal caso, podemos definir una
aplicacion, que notaremds de S enC que a cada funcidpe S hace corresponder el nimero dado
por la integral anterior:

(o)

TiiS>C Til)= [ fOema

—00

Una primera observacion importante es que el conocimieanig ghermite recuperaf en todo punto
dondef sea continua. Es decir, si olvidamos la funcfgmero sabemos calcular para cads$ el valor
deT¢, entonces podemos obtener el valorfden sus puntos de continuidad. Para ello consideremos

la funcién: ,
X -
o(X) = exp(xz_l) , X -1,1]
0, xd]-1,1]
y definamos para todoe N y xeR:

_p(nx)
09 = 1 o dx

Tenemos quen €S y facilmente se comprueba quesses un punto de continuidad dese verifica
que:

I [ f(Jen(x-a)dx = f(@)
La aplicacionT ; tiene ademas otra propiedad: es lineal.

Ti(Ap+upy) = ATe (@) +uTe(¥)  (LueC,p,yeS)

Podemos considerar qlig es una extension de la funcidiy esa es la clave que conduce a la siguiente
definicion.
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Definicién 4.7. Unafuncién generalizada unadistribucién temperada s una aplicacién lineal
continua deS enC.

Con més detalle: Una funcion generalizada es una aplicaciéh— C que es lineal:

Ti(Ae+uy) =ATe (@) +uTe(¥)  (LueC,p,ypeS)

y es continua en el sentido de qudi} es una sucesion de funciones de Schwartz con la propiedad
de que{gn} — €S entonceS ¢ (¢n) — Tt ().

La continuidad es la parte dificil en esta definicién. Detie §on} — ¢ en S quiere decir que
la sucesior{pn} y todas sus derivada{&pﬁk)} convergen uniformemente en todo intervalo acotado. Te
gustara saber que no tendremos que preocuparnos por estquendigue.

Las distribuciones que hemos definido se llaman “tempetadague hay otros tipos de distribu-
ciones pero, en lo que sigue, las llamaremos, simplemetditgribuciones” o “funciones generaliza-
das”.

Una notacién comoda para trabajar con distribuciones agu&ste:

T(p) =(T.¢)

que usaremos con frecuencia en lo que sigue.

Representaremos poF la distribucién definida por una funcidn

(e8]

Trg) = [ Fe(dx  (pes)

—00

Es usual identificall s con f pues ambas se determinan mutuamente. Pero hay otrasutistries
gue no estan definidas de esta forma. Un ejemplo importaefesaguiente.

4.4.3. Ladistribucioné
La aplicaciorns : S — C definida por

o(p) = 6. =¢(0)  (p€S)
es una distribucién temperada. La linealidad es clara pues:

(6.0 +¢) = (¢ +¥)(0) = ¢(0) +¢(0) = (6,9} + (6.4)
(6,4¢) = (1¢)(0) = 1¢(0) = 0. ¢)

La continuidad también, puesigin} — ¢ entonces, en particuldy,(0)} — ¢(0), por lo que
(6,¢n) = ¢n(0) = ¢(0) = (6, )

Es facil probar que no hay ninguna funciértuya distribucion asociadgs sea la distribucién. De
esta formag aparece como la distribucion temperada mas sencilla queogege de una funcion.

Con mas generalidad. Dad&R se define la distribuciésy por la igualdad:

(ba,p) =¢(@)  (p€S)

Otras aproximaciones deque se han sugerido anteriormente pueden obtenerse camo sig
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Definicién 4.8. Una sucesiofT,} de distribuciones se dice que converge (débilmente) a wtrébdi-
cionT si para toda €S se verifica que

(Tn,) = (T, )

Es frecuente introducir la funci@hcomo un limite de funciones rectangulo o de gausianas; no-
sotros mismos hemos considerado antes estas aproximackineecho de que la funciGhpueda
interpretarse de maneras en apariencia tan diferentes gupticado en la siguiente construccion.

Seaf cualquier funcién que verifique

(o8]

jfmmzl

—00

y definamos para cada> 0 la funcion

fo() = pf(px)
Entonces se verifica qu&, — ¢.

La demostracion es instructiva y sencilla. Hay que probargara todgesS es

Jm, J p0e)d =¢(0)= 6.0

Tenemos que

|t dt | 0 () - ¢(0)+ ¢(0))

(e8] (o)

| o) (p(0) - £(0)) dt +(0) [ F(D)ct

| o) (1) - 9(0)) dt +(0)

(e8]

| 1O ((t/p) - 4(0)) dt + (0)

—00

Seas > 0. Como la integral

(o8]

| O ((t/p) - ¢(0) dt

—00
es finita, podemos tomar un nimexo 0 tal que

—-a

[ O ((t/p) - 4(0)) dt

— 00

(o)

[t (/P -(0) dt| <&

a

<&

Pongamos
a
M:jﬁ@mt
—-a

Por la continuidad de en x = 0 podemos tomapg suficientemente grande de modo que garapg
se tengay(x/p) — ¢(0) < £/m. Con ello resulta que

a

[ £ (¢(t/p) - 9(0)) ct

a

a

< [ 110 (et/p) - 9(0))| dt <&

a
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Combinando las tres acotaciones anteriores se deduce que:

(o8]

[ 10 (e(t/p) - 9(0)) | < 3

— 00

Como queriamos probar.

4.4.4. Derivacion de distribuciones

Consideremos una funciénderivable cuya derivad®’ define una distribucion. Dadee S, inte-
grando por partes (con la hipétesis de d@®¢(x) — 0 cuandox — +co que no es mucho pedir) se
obtiene facilmente:

(o)

Trn@y = [ 1/ (e(dx = [ F(¢’()dx == (Tr,¢")

—00

Lo interesante de esta igualdad es que en la Ultima integriéduara la derivada dé y tiene perfecto
sentido sin necesidad de qlisea derivable.

Definicién 4.9. Dada una distribuciéi, su derivada es la distribucidn definida por
<T,»‘P> = _<T»‘P,> (‘pes)

El hecho de que, efectivamente, la definicion dada deefine una distribucion, es consecuencia
del tipo de convergencia que se consideré gue involucra no solamente a las funciones sino también
a sus derivadas como ya comentamos anteriormente.

Observa que con la definicion dada, $i es una funcion derivable se verifica que
T¢ =Ty, lo que permite identificar la derivada usifdlde una funcion derivablé con su deriva-
da generalizada;.

Naturalmente, la definicion de derivada de una distribusgpuede aplicar &’ para obtener la
derivada segundf” y derivadas sucesivas. Resulta asi que, con la definicim dadistribuciones
son indefinidamente derivables

A partir de ahora, cuando no haya lugar a confusion, ideatdimos la distribuciéi ¢ con la
funcién f y escribiremosf, o) en lugar de T+, ¢).

4.4.5. Derivada de la funcién escalén unidad

La funcion escaldon unidad llamada tambféncién de Heavisidees la funcion dada por:
0, x<O0
H() = { 1, x>0
Dicha funcién determina una distribucién que viene dada por

(e8]

(H.e) = | HOe(dx = [ p(x)dx
0

—00

La distribucién derivadél” viene dada por:

(o)

(H",¢) == [ HOJe" (9 dx = = [ ¢’ () dx = =( im_¢(x) - ¢(0)) = ¢(0)
0

—00

Hemos obtenido que para todas es

(H’,¢) = ¢(0) = (6, ¢)
Por tantoH’ = 6.
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4.4.6. Derivada de la funcion rampa

La funcion rampa es la funciéon dada por:

0, x<0
u(x) = X, x>0

Dicha funcion determina una distribucion que viene dada por

U= [ uxe(dx = [ xg(x)dx
—00 0

La distribucion derivada’ viene dada por:

W)= [ U (Ydx =~ [ xg'()dx = - ([w(x)] o - j¢(x)dx) = [ e(9dx
—co 0 0 0

Hemos obtenido que para todas es
G f«p(X)dX =(H.¢)
0

Por tantoy’ = H.

4.4.7. La derivada generalizada de una funcion discontinua

Consideremos una funcién continuaRmexcepto en dos punt@s< b donde tiene discontinuidades
de salto y que tiene derivada continua en los intervalos]a[, 1a,b[ y ] b, +oo[. Vamos a calcular la
derivada generalizada devista como distribucién, es decir, identificanfia@on la distribucionTs.
Tenemos que:

a b oo

(Te) == [109e'(dx == [ £’ () dx— [ F(¥e' () dx— [ F(x)¢’ (x)dx

/a\ AN

Integrando por partes en cada uno de los intervalos, noti@d9, f(b+) los limites laterales por
la derecha yf (a-), f(b-) los limites laterales por la izquierda dlenay enb, y obtenemos

N

(Tte) = —f(a—)<ﬁ(a)+f ' (x)p(x) dx — f(b-)e(b) + f(a+)p(a)

b o0
+ [ 10900 dx+ F(b+)p(b) + [ 1 ()e(x) dx
a b
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Que podemos escribir en la forma

(Ti.p) = 2p(@) +pp(b) + (T, )

donde

A
u

f(a+) - f(a-)
f(b+) - f(b-)

Hemos obtenido que la derivada generalizadé diene dada por
Tfl = Tf’ +/l(Sa+/16b

que suele escribirse como
Tfl = f’+/l($a+/.16b
Observa que en este caso la derivada generalizgdaje f, no coincide con la distribuciofs/

definida por la derivada dé. Las discontinuidades dg& en los puntos y b hacen intervenir las
funcioness, y 6p multiplicadas por los saltosy u de f en dichos puntos.

El resultado anterior se generaliza facilmente para ciglauimero finito de discontinuidades
de salto. Incluso puede generalizarse para funciones fioitas discontinuidades de salto. Vamos a
verlo.

Seaf una funcién con discontinuidades de salto en los pupgoskeZ}, donde suponemos que
Xk < X1 Sea
Ak :tILer f(t)—tILerf(t)
> Xk < Xg

el salto def enxy, y supongamos que la sucesidp} esta acotada (pueden hacerse hipétesis bastante
N

mas generales). Entonces, para tpdd& se verifica que la seri{ (k) es convergente (de hecho

n=—N
N

es absolutamente convergente) y la sucesion de distrmE Akdx, converge a una distribucion
k=—N

(o8]

gue notamos, claro est£ Akdyx, definida para todaeS por

Nn=-—00

< > /lk5xk»90> =D ()

En estas condiciones, suponiendo dues derivable el exceptuando los puntog, se verifica que

Ti=1+ > Ay, (4.13)

N=—-0c0

4.4.8. La distribucién “valor principal”

La funciénf(x) = 1/x no define una distribucion puesgt S la integral
IM dx
—00 X

puede no existir. Dado que la funcidifix) = 1/x aparece con frecuencia en la practica (piensa en
la descomposicion en fracciones simples de las funciorgsn@es) es importante darle entrada de
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alguna forma en el mundo de las distribuciones. Ello puedersa observando que la funcigfx) =
log|x| si define una distribucion pues para tgdsS la integral

Jtogixe(x)dx

esta definida. Como la derivadagesf, definimos la distribucién “valor principal”, que represzn

1 . . .
mos por v;(;() , como la derivada generalizada de la funayfx) = log|x|. Por tanto

1 ’ ’ It ’
<vp (i) ,<P> =(Tg9) =@ =~ [logixe’ (9 ax
Como 00
Jiogie (9 dx = lim 3,
donde _
3o =~ [ logiXe'(xdx - [ loglxg’ (x)dx

Integrando por partes se obtiene facilmente que

3o = (¢(e) - ¢(-2)) loge + | LA
X
[X>e

Por el teorema del valor medio

p(e)—p(-€) =2e¢’(C;)  Icl<e
lo que implica que |i(r)T(go(8) —cp(—s)) loge = 0y, por tanto, obtenemos

1 o e() o) —e(=X)
<Vp<x) "p> _lslg‘])|x|£ X dx—Lerg)sj X dx

Teorema 4.10. Dos distribuciones que tienen igual derivada se difereméa una constante.

Es suficiente probar que Sies una distribucién con derivada nula entonces hay un ntmlo
(o9

queT =4, es decir{T,p) =1 fcp(X)dX para todapes.

—00

Por hipétesis se verifica q& ’,¢) = —(T,¢’) = 0, esto es(T,¢’) = 0 para todap € S. Esto nos
lleva a considerar el conjun&y = {¢’ : ¢€S}. Probemos que

So={¢’ 1 peS) = {wes - u= o}
SipeS entonces tambiép’ €Sy [T ¢’ = 0. Reciprocamente, gicS y [y = 0 definiendo

w9 = [ (ot

se tiene que la funciép pertenece & y ¢’ (X) = ¥(X), luegoy € Sp.
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Seaw una funcién fija erf tal que [~ w(x)dx = 1. Dado un elemento arbitrargode S, definamos
Y, = ¢ —l(p)w, dondel (¢) = [~ . Entonces

o=y, +1(pw

Y ¢, €So. Poniendol = (T, w), deducimos que

Ty = 1(@)(T.w) = A(9) = [Ap()dx = (L)

lo que prueba que la distribucidnes la distribucién constante

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de lasdefies dadas y del tipo de conver-
gencia que se considera&n

Teorema 4.11.La derivacion de distribuciones es una operacién contiritedecir si una sucesion
de distribuciones  converge a una distribucion T entonces se verifica gjiechverge a T.

4.4.9. Transformada de Fourier de una distribucién

Daday € S sabemos que su transformada de Foufigr,también esta ef y, por tanto, define una
distribucion por la igualdad:

T.e) = [ Te(e(dx

Podemos escribir esta integral como sigue:

Ty = | (f yly) e 2 dy) e dx = [[ ¢(u)e>™ d(x,y)

—00 —00 Rz
= | (f G e 2™y dx) py)dy = [ Few)dy = W, 5¢)

Hemos obtenido que para todas se verifica que

(T,e) =W, Tp)
Esto nos da la pista para definir la transformada de Fouriendelistribucion.

Definicion 4.12. La transformada de Fourier de una distribuctoes la distribuciorf T o T definida
para toda funciége S por la igualdad

(FT,0) =(T,Fp)

La misma estrategia sirve para definir la transformada #avee Fourier. La transformada inversa
de Fourier de una distribuci6h es la distribuciér# 1T o T definida para toda funciépe S por la
igualdad

(FT,0) =(T,57%¢)

Las definiciones dadas hacen que el siguiente resultadmsaple ejercicio.

Teorema 4.13Teorema de inversion de FourieBara toda distribucion temperada T se verifica que:

FUT=T y FF =7
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La demostracién es consecuencia inmediata de las defiasgiedas y de que el teorema de in-
version es valido para funciones de la clgesa es la razon que justifica la eleccidn de dicha clase).
Tenemos que:

(FHIT).9) = (IT.T ) = (T.FT ) = (T, )

Como esta igualdad es vélida para tgdsS concluimos quéF ~%FT) = T. Andlogamente se prueba
la otra igualdad.

Si f es una funcion integrable se verifica ti€s = T4¢. En efecto, para todac S tenemos que

(TTre) = (Te.Fe)= [T)TA()dx

ff(x) [fap(t) g 2itx dt] dx = ﬂ f (X)) 2™ d(t, x)
CAd TS -

[t [ff(x)w(t) g2t dx] dt = [e®E@HOdt = (Tor.p)

—00

La permutacion de integrales esta justificada por la inteligiad def.

4.4.10. Transformada de Fourier de la distribuciéns

La transformada de Fourier deviene dada por
Fo=1

Esta igualdad debe ser correctamente entendida. Lo queicossique las distribucionéss y la
distribucion inducida por la funcién constante 1:

(o)

L) = [ ¢(xdx

—00

son iguales. Para comprobarlo basta usar las definiciomeesspondientes.

(o8]

(F5.6) = (6.5¢) = Fp(0) = | p(x)dx

—00

La igualdad primera es la definicion de la transformada dei€ode una distribucion, la igualdad
segunda es la definicion de la distribuciwg la Ultima igualdad es consecuencia de que el valor en
s= 0 de la transformada de Fourier de una funcion es la integral @e dicha funcién. Resulta asi
queJ ¢ = 1. En virtud del teorema de inversion deducimos Guél = 6.

También podemos probar que
Fl=6

Pues o
(L) = (LT = [ Fp(9)ds

Pero

F1Fp(t) = j Fe(s) €7t ds = F-1Fp(0) = j Fe(s)ds
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y, como el teorema de inversion de Fourier es valids,eh1F¢(0) = ¢(0). Por tanto, hemos obtenido
que
(FL,¢) = ¢(0) = (5,0

y concluimos quéFl = 6.

4.4.11. Latransformada de Fourier de la distribucionédg

DadoacR se define la distribucidéy, por la igualdad:

(ba,p) =¢(@)  (p€S)

Calculemos su transformada de Fourier.

(o9

(F ba, ) = (0a, Fp) = Fop(a) = f o(X) g 2riax gy

—00

La ultima igualdad, que es simplemente la definicion de lesfarmada de Fourier, puede interpretarse
como el valor de la distribucién asociada a la funciér e 272 sobre la funcior, es decir:

(F Sap) = (€721 )
Por tanto
9-5a — 8727riax

Donde esta igualdad se entiende (no puede entenderse deroteg como una igualdad entre distri-
buciones. Observa que aunque la funci6#'@ no es integrable, sin embargo define una distribucion
por el convenio usual de que a una funcioes le asigna el valor de la integral

(o)

j @(X) g Zrax qy

—00

integral que si existe por seiintegrable. Por tanto, la iguald&®, = €
la igualdad

Zriax a5 otra forma de escribir

(o)

(Foap) = [ e dx  (pes)

—00

También podemos comprobar que la transformada de Fourlerdistribucion &2 es la distri-
buciond,. _
:}-eZmax = 6a
Tenemos que

(T, ) = (7 Fp) = [ S F(x)dx

Pero esta ultima integral es la transformada de FouriersavéeFp enay, por tanto, igual a(a).
Resulta asi que

(FEX, ) = (@) = ($a. ¢)
LuegoFe¥iax = 5,.

Observaciones sobre la notacion.

Es frecuente escribif(x) por s y 6(x— a) por . Estas notaciones son cdmodas y pueden ser Utiles
pero no tienen mucho sentido. Recuerda: 6, no son funciones y no se evallan en puntos; son
distribuciones y se evallan en funciones.
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Asi mismo es frecuente escribir

(o) (o)

[ 609¢(dx=¢(0) [ 6(x-a)p(x)dx = p(a)

—00 —00

gue es otra manera de escribir tiedinicionegle dichas funciones pero no son integrales en el sentido
usual del término. Nosotros también usaremos esta notdeigiaz en cuando.

4.4.12. Las transformadas de Fourier del seno y del coseno
Podemos combinar los resultados anteriores para obtenteatesformadas de Fourier del seno y del
coseno.

Tenemos que
(e72ras; 2Mas) = cos(zrag)

NI =

9(%(5a+ 6-a)) =

Que suele escribirse en la forma

?(%(6(x— a)+6(x+a))) = cos(2ras)

Y también
1 —2nias ias 1 1
Jeos(zag =I5 (e +€7m13s) = 5(0a+06-2) = 5(6(x—2) +0(x+a))
La transformada de Fourier del coseno suele representafisagnente como en la figu#ad.
0.5
-a 0 a

Figura 4.9Representacion de la transformada de Fourier del coseno.

Analogamente, para la funcion seno tenemos que

1 1 ias__ q-2nias
(5 (6-a=6a) = E(ez’” —e21as) - sen(zag

Fsen(Zax) = Sf(%(ez’”ax—e‘z”iax)) = %(53—6_,3)

La transformada de Fourier del seno suele representafszagnénte como en la figuralQ

4.4.13. Operaciones elementales con distribuciones

Las operaciones elementales con sefiales que consisteaskadar la variable o en multiplicarla
por un ndamero no nulo:

(af)(¥) =f(@),  (raf)(x) = f(x-2a)

pueden definirse también para distribuciones siguiendmekgdimiento, que ya debe empezar a sonar
familiar, que consiste en expresar primero dichas opeanasien términos de la distribucion definida
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0.5
Figura 4.10Representacion de la transformada de Fourier del seno.

por una funcion para después generalizar al caso de undulishn cualquiera. Sea, puek,una
funcion ypes:

(o8] (o9

fraf(x)<p(x)dx = ff(x— a)p(X) dx = ff(t)tp(t+ a)dt

—00

[F(9-ap)dx = (Tt,7-a0)

<TTaf ,<,0>

En general, st es una funcion generalizada definim@3¥ como la distribucién dada por:
(tal, ) =(T,7-ap) (p€S)
Con esta definicion se tiene qugl t = T, ¢.
Se dice qué esperiddicacon period@a # 0 sitaT =T.

Analogamente, como:

(Toatog) = [oaf(e(dx = [F(ax)p(x)dx = ff(t)égo(t/a)dt

[ 109 a9k = (Tr. 2w )

lal

Definimos para toda funcién generalizakta

1
(oaT,p) = <T, @ 01/a<ﬁ> (p€S)

Con esta definicion se tiene qugTs = To,t.

1

Con las definiciones dadas es inmediato comprobarsguerad y oad = a

suelen escribirse en la forma(x) = 6(x—a), 6(ax) = ‘—;‘ 6(X).

6. lgualdades que

4.4.14. Distribuciones pares e impares. Propiedades de ®iria de la transfor-
mada de Fourier

Una funcién f es par cuandof(-x) = f(x) y es impar cuandof(-x) = —f(x) para todo
xeR. Podemos escribir estas igualdades en la fosmgf = f y o1 f = —f respectivamente. Di-
remos que una distribucidhes par cuando_1T =T y diremos que es impar cuando; T = -T.
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Es comodo usar la notacian i f = f~ yo_1T = T~ y asi lo haremos en adelante. Por tanto:

Tespar & (T.p)=(T.¢") (p€s)
Tesimpar & (T,¢)=—(T,¢") (p€s)

Por ejemplo, la distribuciési es par pues:
(6,9 = 9(0) = p(-0) = (6,¢7)

Igualmente se comprueba facilmente dye- 6_5 es par yda— 6_5 €s impar. No es de extrafiar que
podamos recuperar para distribuciones las propiedadesnd¢ria de la transformada de Fourier.
Recordemos las siguientes propiedades validas, por goppasa toda <S:

a) Fo(s) = F (-9 que podemos escribifp = (F1p)~.

b) FFe(s) = ¢(—s) que podemos escribif F¢ = ¢~. De donde se sigue que {¢~) = F¢ 0, lo que
esigual T Y = F(¢).

c) Sig es par entonce®y = F Y y T es una funcion par.

d) Sig esimpar entoncefy = -F Yy Fp es una funcion impar.

Pues bien, es un ejercicio sencillo probar que estas pragésdermanecen validas para distribucio-
nes. SiT es una distribucion se verifica:

a) IT=(F ).
b) FFT=T".
¢’) SiT es par entoncedT = F~IT y FT es una funcion generalizada par.

d’) SiT esimpar entoncedT = —-F T y FT es una funcion generalizada impar.

Comprobemos la primera igualdad de la que pueden deduagrstrbs. Se@acs.

(T o) = (TTe)
(T.5(¢7))  (por definicion de transformada de Fourieride

(T,97%)  (por el apartadd) anterior)

(T7T.¢) (por definicion de transformada de Fourier inversd jle

Deducimos que:XT)_ = f}'_lT o,lo gue es iguaE'T — (g—lT)—_

Usemos estos resultados para obtener de nuevBjees. Tenemos

Fl=(F )y =6 =6

Al empezar este apartado comentamos que la funcion sencintegsable en el sentido de Le-
besgue y que su transformada de Fourier debe interpretarse una integral impropia de Riemann.
Aunque la funcién senc no es integrable, es continua y, pto tdefine una distribuci6fisene Vamos
a calcularFTsene Usaremos quéTl = senc igualdad perfectamente licita pues la fungites, evi-
dentemente, integrable. En consecuencia se verific&THe= T4 = Tsene Para toda €S tenemos:

(FTsenc®) = (Tsene F) = (T, F) = (F T, F) = (T, FF) = <TH,907> = (T, ¢)
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Donde, en la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la phddB. Hemos probado que
FTsenc=Tn
igualdad que suele escribirgsenc=I1.

La propiedad de cambio de escala de la transformada de Fualiga para funciones permanece
igualmente valida para distribuciones y su comprobacidiegecomo ejercicio.

Cambio de escala o dilatacionDado un numeracR* y una distribucior, se verifica que:

1
:}-(O'aT) = HO’l/aS’r‘T

4.4.15. Producto de una funcién por una distribucién

No pienses que con las distribuciones podemos hacer caatopsa; por ejemplo no es posible definir
el producto de dos distribuciones cualesquiera de formaegpete el producto usual de funciones.
Si fuera posible definir el producto de dos distribucioneklderma indicada, entonces deberia veri-
ficarse que

TiTg=Tig

Pero esto no tiene por qué ser cierto ya que puede ocurrif gugesean localmente integrables pero
su producto no lo sea (por ejempi¢x) = g(x) = |x"?).

No hay problema en definir el producto de una distribucionyp@ funcidong que verifique la
condicion de quggeS paratodapeS (por ejemplo, las funciones polinémicas). En tal caso sedefi
el productog T deg por una distribuciom como la distribucion dada por

aT,¢)=(T,g¢) (p€S)

Con esta definicién es inmediato comprobar quEsses la distribucion definida por una funcién, se
verifica quegTs = Tgs.

A las propiedades de la transformada de Fourier de distdbas podemos afiadir ahora la propie-
dad de traslacién en el tiempo y de modulacién cuya compi@baceda como ejercicio.

Traslacion en el tiempo.Dado un nimeracR y una distribucionT, se verifica que:

HraT) = € 21255

Propiedad de modulacionDadoacR, y una distribucidr, se verifica que:

FHeT) = 729T

Es facil comprobar qugd, = g(a)da pues para todacs es

(90a, ) = (9a,9¢) = 9(@)¢(a) = (d(a)da, ¥)

Esta igualdad suele escribirse
9(X)é(x—a) = g(a)s(x-a) (4.14)

Deducimos que g9 es una funcién que se anula en 0 se tienegfue 0, en particulaxs = 0.
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La propiedadks = O caracteriza & en el sentido de qua T es una distribucién y se verifica que
xT = 0 entonces hay un namero c tal que=Tcé. Este resultado (cuya demostracion es elemental) lo
usaremos a continuacion.

Es f4cil, por otra parte, comprobar la igualdad/p (%) =1 pues para todacs se tiene que
X-V 1 =(v 1 X ) =lim j (X)dx = f () dx =(1,¢)
Pl )9)= (WPl )% ) ¢ = Je =Ly

Deducimos que si es una distribucion y se verifica qu& = 1 entonces

x(T—vp(%)) =O:T—vp<;1(> =Co (4.15)

4.4.16. Teorema de derivacion para la transformada de Fouer

Una de las propiedades mas interesantes de la transforredétauder es que convierte la opera-
cion de derivacién en un producto; lo que hace que la tramsfda de Fourier sea una herramienta
extraordinariamente Util en el estudio de las ecuaciorfesetiiciales.

Recordemos que el teorema de derivacion para la transferdeaBourier de funciones dice que
F(F)(9) = 2nisTFf(9) F(-2ixtf(t))(s) = (FF) (9

dicho resultado no es valido en general pero si lo es, porestpupara cualquier funcion de la clase
de Schwartz.

Queremos generalizar este resultado para distribuciones:
HT') = 2xisFT FH—2nisT) = (FT) (4.16)
Probaremos la primera de estas igualdades. Basta obsaevpatp toda <€ S se verifica

(FT)0) = (T, Fp) = —(T.(Fo)' ) = —(T,F (-2 sp)) = —(FT,~2im S¢) = (21T T, )

4.4.17. Transformada de Fourier de la funcién escalén unid® de la funcién
“signo” y de la distribucion “valor principal”

La funcion “signo” esta definida por

SanX = 1, x>0
9IX=19 _1, x<o0

Su derivada generalizada es $gn2¢ por lo queFsgn’ = 2 y comoJsgn’ = 2rixFsgn, deducimos
quernixFsgn= 1Yy, por4.15 se sigue que hay un nimestal que

Fsgn= ivp <}> +Co
i X

Como la funcion sgn es impar su transformada de Fourier &mds impar y también es impar la
distribuciénvalor principal. Comoé es par, la igualdad anterior exige que 0. Hemos obtenido asi

que:
1 1
Fsgn= Evp (;)
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En el contexto de la teoria de distribuciones la distribaeilor principal suele escribirse

siguiendo este convenio escribimos

1
Fsgn= —
g i X

A partir de aqui deducimos la transformada de Fourier/de@omo se trata de distribuciones impares

resulta 1
F( = | =-nisgn

Ahora, teniendo en cuenta que la funcién escalén unitigd= 1/2(1+ sgrt), deducimos que
1 1
FH=— (5+ —)
2 i X

4.4.18. La funcion generalizada “tren de impulsos”

Supongamos quge S y seaa > 0. Es facil comprobar que la serEgo(an) es absolutamente con-
n>1

vergente. En efecto, comdy(X) tiene limite 0 cuandax — +oo0, se sigue que existel > 0 tal que

|X%¢(x)| < M para todax > 0. Por tanto

M 1
2.2

n=a na)| < M= ng| < —s—
In*a‘e(na)| lp(na)| 27

y, por el criterio de comparacién, se sigue que la sE@(an) es absolutamente convergente. De la

n>1
misma forma, usando quéy(X) tiene limite 0 cuanda — —co, se justifica que la seriE: o(—an) es

n>1
absolutamente convergente. Podemos por tanto escribir:

) N

> elan) = lim > p(an)

N=-co n=-N

N
SeaTy la distribucionTy = »  dan. Para todae S tenemos que
n=—N

N N

(TN, ) = Z (Gan, ) = Z e(an)

n=-N n=—N

y deducimos qué@y converge débilmente, en el sentido de la definiéi@a la distribucién:

00
"I a-— E 6an
N=—co

definida por

(e8]

(Mag)= > g@an)  (pes)

N=-00



4.4.18 La funcién generalizada “tren de impulsos” 109

Cuandoa = 1 la distribucion Il = Z én se representa por lll, y se llama funcitben de impulso®s

N=—oc0
funciénpeineo funcidnshah La funcion generalizada jlles periddica con periodo

Suele escribirse

Ma() =Y da(¥) = Y 6(x—ka)
k=—00 k=—c0
Esta funcién se emplea para representar las muestras defiaif a intervalos igualmente espaciados
asegundos. Esto se debe a la siguiente igualdad que resufialti@icar la sefiaf por dicha funcion.

Foolla(¥) = Y f(ka)o(x—ka) (4.17)
k=—oo
Es decir, el productd (x)lll 5(X) conserva los valores d& en los multiplos enteros de y pierde
cualquier otra informacion sobife por eso se interpreta como el resultado de muestrear & Sefia
intervalos igualmente espaciadnsegundos.

La funcién shah, como toda distribucion, tiene una tramséata de Fourier que vamos a calcular.
Para eso necesitamos un resultado clasico que establellamativa igualdad.

Formula de sumacion de PoissorPara toda €S se verifica que
(e8]

> Fe =" ¢k (4.18)
k=—c0

k=—c0

De hecho, esta igualdad es valida para funciones mas gesqta las de la clase de Schwartz pero
para dichas funciones es muy facil de probar. Basta recqtaesip €S (en cuyo caso tambiéfipeS)
entonces la funcior?p(x) esta acotada ehlo que implica que las series érll8son (absolutamente)
convergentes y que también converge la serie:

(o9

pO) = > et-k

k=—00

y define una funcién con derivada continua. La funaides periddica con periodo 1 y tiene un desa-
rrollo en serie de Fourier

(o)

pt)= > cpe” (teR)

N=-00
Tenemos que
(0= ¢= 3
k=—c0 k=—c0

Para proba#.18probaremos que, = Fp(n).

1 1 ad
fe—erintlp(t)dt — J‘e*ZHint <Z (p(t—k)) dt
0 0

k=—c0

Cn

1 oo —k+1
- ¥ je*%'"t¢(t—k)dt= u=t-k = > f g2 4 ) du
k=—c0 0 k=—c0 —k
oo —k+1
- Z j g2t g=2rink 4y i = [e—Zninkzl} -
k=—c0 —k

JeZ e dt = Fe(n)
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Calculemos la transformada de Fourier de la funcién shah.tBday €S tenemos que

(Fll,py = (I, Fp)= < > 6k,fﬂp> = > (T
k=—c0

k=—c0

DT =D @K =Y (Ge)= < > 6k,¢> = (Il )
k=—c0 k=—c0 k=—c0 k=—c0

Deducimos qué il = lll. Una notable propiedad de la funcidn tren de impulsodransformada
de Fourier es ella misma. Recordando i = e 2"kS podemos obtener una interesante igualdad.

i Sn =1l =5 =3’<§:6k> Zfr’ék— Z 2riks _ Z ik (4.19)

N=—oco k=—c0 k=—c0 k=—c0

(o)
en donde se entiende que la seE ks es convergente en el sentido de las distribuciones. Es
k:fOO

I,y = < i e2”"<5,<p>

k=—c0

decir, se verifica que

igualdad que es bien facil de comprobar usando la formuladsén:

) N *
<Z ezniks"p> - lenwz jez’”ksgp(s)ds— lim Zfﬂp( k) = Zfﬂo( K)

=—00 k=—N —o0

> Fe(k) = Z oK) = (Il )
k=—c0

k=—c0

Observa que, como la funcion seno es impar y la funciéon cosanae tiene que

Z ernlks‘p(s) ds = j<p(s) ds+ ZZ jCOS(ZTkS)cp(S) ds = <1 + 22 cos(Zrks), <p>

k=—N —oco0 k=1-c0

Por lo que también

n = Z On = Z 6(x=n) = 1+2i cos(znx) (4.20)

Una relacion util entre,lll y Il 5 viene dada por la igualdad facil de comprobar:

1
oall = W1 (4.21)

. . 1 .
Usando esta igualdad y su equivalentg#ll— o-1/,lll y recordando el comportamiento de la transfor-
mada de Fourier respecto a los cambios de escala, se tiene que

Fllla= g?(al/alll) = oaF Il = oralll = gm Ya

. 1 .
0, loque esigual, Iy = ES’III 1/a, €S decir

(o) [ee) 1
Ma= Z San = Z S(x—an) = T yja= Z Fénja=— Z gZrixn/a (4.22)

N=—c0 N=—o00 n__
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Al igual que antes, podemos escribir esta igualdad solasvemt cosenos

ié(x—an): %+§icos<2f:nx> (4.23)

N=—oco n=1

Deducimos también facilmente que parR se tiene

(o)

Zé(x—b—an)z%+§icos(2—2ﬂ(x—b)) (4.24)
n=1

N=—0c0

Lo repetiré una vez mas: todas las igualdades anterioragsaidades entre distribuciones.

4.4.19. Convolucion de una funcién con una distribucion

Es facil definir la convolucién de una funcion de Schwartz oaa distribucion. Se&eS y T una
distribucion. Se define la convoluci@n: T como la distribuciéon dada por:

WxT,0)=(T.y" *¢)

Con esta definicién es facil probar queTsies la distribucién definida por una funcidrse verifica
quey s T¢ = Ty.i.

Propiedad de convolucion deS. Paratoday €S se verifica que
yro=y
igualdad que, naturalmente, se interpreta en el sentidasddistribuciones.

En efecto, para todae S tenemos que:

Wr6.0)= (607 +0) =W +)0)= U (-X)e()dx= [p(Ie(x)dx = ¥ ¢)

La igualdady = § = y suele escribirse en la forma

[sex=ypwiy)dy =) (4.25)

y nos referiremos a ella conpropiedad de localizacién o de filtradie la funcions.

De igual forma se obtiene que
lﬁ ES 6& = Ta(//
que suele escribirse como

Y(X)x6(Xx—a) = y(x—a) (4.26)
Teorema 4.14(Teorema de convolucionPara today €S y para toda distribucién T se verifica que
Fy=T)=EFWET) y  FYT)=Fy=IT (4.27)

igualdades que, naturalmente, se interpretan en el seuigddas distribuciones. Analogas igualdades
son vélidas paraf L,
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En efecto, para todae S tenemos que

(Fy=T),p) W=T,Fp) = <T, 1/ 5"4,0> (usando la igualdadF Fy = z,b_)
(T.FFy=Fp)
(convoluci(’)n de transformadas de Fourier igual a transfdentie Fourier del produc)o

(T.I(T)e) = (TT.(T)e) = ((TY)(ITT).¢)

lo que prueba la primera igualdad. La otra igualdad se prdeliarma analoga.

Convolucidn con la funciénlll ;. Si f es una funcién para la que la convolucion con la distribucién
il ; tiene sentido resulta que:

f*lllazf*<z(5ka>= > frda= > f(x—ka) (4.28)
k=—co k=—co k=—co

que es la periodizacién decon perioda. Es decir, la convolucién de una funcidrcon la funcion
il 3 lo que hace es periodizar la funcién

Indiquemos para terminar, que es posible definir, con akyooadiciones, la convolucion de dos
distribuciones pero no hay una definicion de convoluciénsgeevalida para dos distribuciones cua-
lesquiera. Con las definiciones oportunas se prueban, gopl, las igualdades

0%x0=0, 0a*0bh = Oatb

Consideraciones sobre la teoria desarrollada.

Antes de llegar aqui te habréas preguntado si vale la penéuelres realizado. Indudablemente hemos
logrado algunos de nuestros propésitos iniciales: daicseatia funcions y coherencia a los calculos
con la misma; generalizar la transformada de Fourier pataiirsefiales sinusoidales y hemos podido
introducir la funcién tren de impulsos que se usa mucho erstre®de sefiales. Lo cierto es que las
funcioness, sgn, funcién escaldn unidad y funcion rampa, asi como talaision valor principal y

la funcidn lll,, junto con sus transformadas de Fourier, son de uso coaestargl procesamiento de
sefiales y la teoria de distribuciones nos ensefia a masejariaseguridad. Pero, ademas, y esto es
importante, la teoria de distribuciones permite que realiws calculos con una facilidad sorprendente.
Con frecuencia en dichos célculos el punto de partida y dedada son “clasicos” pero en los pasos
intermedios se usan herramientas de la teoria de distibesi Vamos a ver algunos ejemplos de esto
que digo.

Ejemplo 4.15. Se trata de calcular la transformada de Fourier de la furfdie: e ! cos(2rat) donde
a> 0 es una constante.

Lafunciénf es integrable por lo que su transformada de Fourier estalkefarida y, en principio,
puede calcularse por integracion directa lo que, en estg easien facil. Pero podemos ahorrarnos
todos los célculos si nos damos cuenta de fi@s producto de dos funciongét) = e y h(t) =
cos(Zrat) cuyas transformadas de Fourier son conocidas:

2 1
ffg(s) = m ?h(s) = 5 (6a+6_a)

Por el teorema de convolucion la transformada de Fouridrekela convolucién de las transformadas
de Fourier degy deh.

Fi(9)

f?g(u)?h(s— u)du = % f?g(u) (6(s—u-a)+d5(s—u+a))du

1 1
1+ 4n%(s—a)? 1y 4n2(s+a)?

= 2 (s-a)+ To(s+a)=
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Hemos obtenido la transformada de Fourierfdsin hacer ninguna integral usando el teorema de
convolucidény las propiedades de ¢

Ejemplo 4.16. Tenemos un filtro cuya funcion de transferendias real y par. Se trata de obtener la
respuesta del filtro a la sefif(t) = cos(2rat).

La respuesta del filtro a la sefifaiene dada en el dominio del tiempo gpe f «h dondeh es la
respuesta impulso del filtro. La respuesta en el dominio fletaiencia esg(s) = Ff(s)H(s). Como

Ff(s) = %(6(5— a) +(s+a)), deducimos que

gt

F1 (% (6(s—a)+5(s+ a))H(S)) =F1 (% (6(s—a)H(a) +5(s+ a)H(—a)))

-1 (% (5(5— a)+6(s+ a)) H (a)> = cos(Zrat)H(a)

¢

Ejemplo 4.17. El proceso de filtrado de sefiales, del que ya hemos visto edtf estrechamente re-
lacionado con el proceso de truncamiento de una sefial. £stadécnica que consiste en multiplicar
la sefial de entrada por ufumcion ventanaEl objetivo de este proceso es suavizar la sefial tratando al
mismo tiempo de conservar su espectro y eliminando lasaéiscilaciones en la frecuencia. Es una
técnica que se usa con frecuencia antes de calcular ladrexeda de Fourier discreta de una sefal
digital. Si f es la sefial original y la funcion ventana, la sefial resultante del truncamienfg esf w

y su transformada de Fourier se obtiene por convolugiign= Ff = Jw. Una funcién ventana que se
utiliza mucho es la siguiente (ventana de Hamming).

[ cog(nt), ItI<1/2
w(t) = { 0. it > 1/2

Calculemos su transformada de Fourier.
1 1
w(t) = I1(t) coS(r't) = II(t) (5 +5 COS(Zrt))
Por tanto su transformada de Fourier es
1 1.1 1
Fuw(s) = (sen(} (55(5) +3 (56(3— 1)+ 55(s+ 1)))) (9

esto es 1 1 1
Fuw(s) = > sencé) + 2 sencé—1)+ 2 sencé+1)

Ejemplo 4.18. Calcular la serie de Fourier de la funcién periddica cuyéicaés la siguiente.

A

—

B

NESIn
o
NI
—L

- -

Nl

Se trata de la funcién

o
[

NI®

f(X) =

e >

NI |

A NIR|—

x N A

N X X

o= A A
NI |
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Y ademésf(x) = f(x+T) paratodaxeR. La funciénf tiene discontinuidades de salto en los puntos
x—%+nT con salto igual 8y en los puntos+ § + nT con salto igual aA. En los demés puntos es
denvable con derivada nula. La derivada generallzadh\dene dada por

T/ = AZ (x+——nT) AZ (x———nT)

—

N

|
—
|
N
|
NI
o
- NI

—A(S(x—

NI
~—

y teniendo en cuenta la igualddd®4 obtenemos

Tf= ZTA {cos<¥ <x+ g)) —cos<¥ (x— g))} = —4?A 3 Sen(nflr.—a) sen<¥x>

n=1

Pongamos

2nr T 2nn 4A nra
fa(X) = sen(?x) on(X) = cos( T x) An = - sen(?)

Comogy, = fn se sigue quéy, =Ty, = Tt,. Por tanto, la igualdad anterior se puede escribir como

Ti=Y 0T => ATy = <Z/1nTgn) = (Tzﬁiﬂngﬂ)’
n=1 n=1 n=1

Por tanto, las distribucionég y Ty-~ , ¢, tienen igual derivada y, por tanto, se diferencian en una
constante, lo que equivale a afirmar que hay un nimegtal que

Tt = T/lO"'Z;():l AnGn

lo que implica que en todo punto de continuidadfdes

o Sen(nﬂa)
2Aa T 2nz
f(X) ﬂo+'g Angn(x) Ao+ — T E ———ﬁﬁzr——'cos(—ﬁ?—x)
n=1 n=1 T

Teniendo en cuenta que
T/2

2nr
j cos<?x> dx =0
-T/2

Ao se calcula facilmente integrand@n el intervalo £T/2,T/2] resultandolg = Aa/T. Hemos obte-

nido finalmente
nra

Aa 2Aa o S€en 2nn
f¥ =7+ 7&;{ )cos<—_|_ x)
n=1
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igualdad valida en todo punto de continuidadfde

Ejemplo 4.19. Calcular la serie de Fourier de la funcién periodiceuya gréfica es la siguiente.

A

I
2
}

|
|
|
|
|
|
|
l
0oa b T

T Nl—

\

\

\

\

\

\

\

|

|

b -a
Figura 4.11: Gréfica dé

Observa qud es una funcién par con periodo Su derivadaf’ esta representada en la gréfica si-
guiente.

A
b-a

Nl—
Nl

AT

b-a

Figura 4.12: Grafica dé’

Observa qud’ es una funcion impar con periodo En el intervalo £T/2,T/2] la funcionf’ tiene
discontinuidades de salto en los pun%dns—a, a, bsiendo el salto erb, b positivo de magnltu%—

y el salto en-a, anegativo de magnltug— Por periodicidadf’ tiene saltos de magnitud positiva en

todos los puntos de la formjab+ nT : neZ} y tiene saltos de magnitud negativa en todos los puntos
de laforma+a+nT: neZ}.

La derivada segundl’ esta representada en la grafica siguiente.

Se sigue que la derivada generalizadd teiene dada por

T, = b—éaZ(d(x¢b+nT)—5(Xia+nT))

= = a)Ti( (g(x:rb))—cos(g(xra)))
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250(t—h)
. I3 a a J Ta Ta |
-T -b O b Tb | T| Tb
—g0(t-a)

Figura 4.13: Grafica dé”

. 2n .
Poniend@s, = Tﬂ y teniendo en cuenta que

CcosPBn(x+b)) +cosBn(x—b)) = 2cosfrb)cosBnx)
COSPBn(X+ a)) + cosBn(x—a)) 2 cosfna) cosBnX)

resulta

T = = a)TZ(cosﬁnb) COSf3ra)) CoSBnX)

Razonando como en el ejercicio anterior deducimosique: Ty donde

909 = (5 a)TZ(coszsnb) COS@na))—Senb’nX)

Por tantof’ y g coinciden (en todo punto de continuidad t1@ salvo una constante y como ambas
coinciden erx = 0 se sigue que

, cosfnhb) — cosBnha)
f/(x) = b= a)TZ o senfnx)

Finalmente, por integracion de esta igualdad obtenemoaria de Fourier dd excepto el primer
término de la misma que, al igual que el ejercicio anteriehedcalcularse por separado resultando,
después de simplificar, que

f(x) = é(a+ b) + 2AT )i COSfna) _ZCOS(G”b) COSBnX)

igualdad valida para tode<R. ¢

Los ejemplos anteriores, en los que he sido mas cuidadosasustificaciones de los célculos
de lo que suele ser usual en la mayoria de los textos, ponermuiéigsto que el formalismo de las
distribuciones proporciona una poderosa herramientaldelodUna vez que uno se acostumbra a su
uso se adquiere confianza y seguridad en los resultadosdi®en si alguna vez surge alguna duda
en la correccioén de los célculos siempre puede volversedefatciones dadas para comprobarlos.

Para terminar esta ya larga seccién vamos a obtener uradsbiésico en teoria de muestreo.
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4.4.20. Muestreo e interpolacion
VVamos a estudiar el siguiente problema:

= Dada una sefial(t) y un conjunto de valores muestrales de la misma, es detiregade la
sefial en un conjunto de puntb@o), f(t1), f(t2),..., ¢hasta donde es posible recuperar valores
de la sefiaf (t) en otros puntos distintos de los valores muestrales?

Esto puede verse como un problema de interpolacion: quereeducir valores dé(t) a partir de
unos pocos valores conocidos. Es evidente que no cabe egperpodamos hacer esto si no se tiene
algin conocimiento de la sefial; pues por un conjunto finitpudgos dados en el plano pueden pasar
infinitas curvas distintas, ¢, como puedo saber de cual demiteweden mis valores? Esta claro que si
queremos recuperar la sefial o parte de ella a partir de suesahuestrales es preciso tener algin
conocimiento previo de la sefial. Por poner un caso sensilkabemos que la sefial es un polinomio
de grada entonces + 1 valores la determinan de forma Unica.

Sefales de banda limitada

Supongamos que tomamos muestras de una sefial anaf§gicadaTs segundos. Representemos
por
x(n) = £(nTs)

la sefial en tiempo discreto obtenida de esta forma. El ial@ide tiempals (medido en segundos)
entre cada dos muestras consecutivas se lpenendo de muestreo o intervalo de muestrgsu
reciprocovs = 1/Ts se llamafrecuencia de muestrg es igual al numero de muestras por segundo.
Supongamos que nuestra sefal es una sinusoide

f(t) = Asen(Zr vt + ¢)

€n Ccuyo caso

x(n) = f(nTs) = Asen(ZvnTs+¢) = Asen< 2y +¢)

Vs
La sefialx(n) es unasinusoide discretde frecuencia

v
V4= —
Vs

Observa que dos sinusoides discretas de la forma
x1(n) = Asen(Znvy + ¢) X2(n) = Asen(Zny, + ¢) (neZz)

cuyas frecuencias se diferencian en un nimero entgroy; + k conkeZ, son idénticas.

Dado un numero cualquiesa hay un nimero enterotal que-1/2 < v1 —k < 1/2 (basta tomar
k=max{geZ: q<vi1+1/2}). Para una fase y amplitud dadas, una sinusoide con freileuenes
idéntica a la sinusoide (con la misma fase y amplitud) deusaciav, = v1 — k€] — 1/2,1/2]. Debido
a ello, para sinusoides discretas solamente se considerarehcias en el intervale-]1/2,1/2].

Volviendo a nuestra sinusoide discrata) = f(nTs) con frecuenciay = Vls la condicién-1/2 <
vd < 1/2 es equivalente a
1 v vs 1
2T, 2 VS22 7 om.
Es decir, la maxima frecuencia de una sefial analdgica quiepleterminarse cuando dicha sefial se
muestrea con una frecuencia de muestteo 1/Ts es igual a 12Ts.

Lo anterior nos dice que para recuperar una sefial analdgiecsogdal de frecuencia debemos
muestrearla con una frecuencia de muestreo tal g2iest v, es decirys > 2v.
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Observa que una sinusoide de frecuenciacorre la mitad de su periodo ef2¥ segundos. La
condicion anterior puede escribirfg< 1/2v, es decir el intervalo de tiempo que separa dos muestras
consecutivas es menor que la mitad del periodo, por lo gaeesticion garantiza que el nimero de
muestras tomadas en un segundgs 1/Ts, es mayor quei2por lo quetiene que haber al menos tres
de dichas muestras en un mismo periodo de la séfeab es que tres muestides un mismo periodo
es todo lo que se necesita para determinar una sinusoide@uégs los pardmetros que figuran en la
expresiont (t) = Asen(Zrvt+¢) y es razonable suponer que con tres ecuaciones podriatogiscks
valores de dichos pardmetros y para eso necesitamos cdoseefores de la funcion en tres puntos
distintosde un mismo periodo

Acabamos de ver que el muestreo de una sefial analdgica denka fo
f(t) = Asen(Zivt + ¢)
con una frecuencia de muestnap= 1/T produce una sefial discreta
X(n) = Asen(Zvgn+ ¢)

dondevq = v/vs y hemos justificado que para poder recuperar la sefial analégpartir del cono-
cimiento de sus muestras, la frecuencia de muestgatebe ser suficientemente grande para que
-1/2<vg <1/2. Supongamos qug cumple esta condicidon y veamos lo que ocurre si las sefiales

fk(t) = Asen(Zr(v + kvg)t + ¢) (kez)
se muestrean con una frecuencia de muestdoas sefales discretas obtenidas son

v+kvg

Vs

Xk(n) = fy(nTs) = Asen(Zr(v + kvg)nTs+ ¢) = Asen(Zn n+ ¢) = Asen(2Zrvgn+ ¢)

es decir, la sefial discreta que obtenemos es idéntica adaidatanteriormente. Resulta asi que
muestreando una sinusoide con una frecuencia de muestpeEfa’, donde por “pequefia” se en-
tiende menor que el doble de la frecuencia de la sinusoidenlgestras que obtenemos pueden ser
iguales a las que se obtendrian muestreando otra sinusmidecdiencia menor. Cuando esto ocurre
se dice que se ha producido emmascaramient(el término usado en inglés abasing) de la sefial.

En la figura4.14 puedes ver un ejemplo de enmascaramienadiasing Una sinusoide de fre-
cuencia 1716 Hz (representada en azul) se ha muestreado con una fegculenmuestreo de una
muestra por segundo. En la figura se han representado 16rasuese observa como dichas muestras
coinciden con muestras de otra sinusoide de frecuerit&Hz (representada en color violeta). Por
tanto las muestras tomadas nos llevarian a reconstruiseStd y no la original: se ha producido un
enmascaramiento de la sefial muestreada por otra sefial de freemiencia.

Lo dicho para sinusoides se extiende inmediatamente paatesede la forma

Z Acsen(Zrvt + ¢k)

k=1

en las cuales es el armdénico de mayor frecuencil que nos dice como debe ser muestreada dicha
sefial para poder ser recuperada a partir de sus muestrasm@emuestrear con una frecuencia de
muestrea’s mayor que 2,. Haciéndolo asi también tenemos la certeza de que estanestreando
adecuadamente las sefiales de menor frecuencia que cont@seéal dada.

Todo lo dicho tiene sentido para sefiales que tienen una fn@kecuencia” cosa que no siempre
ocurre pues, al menos en teoria, una sefial puede tener cenipsrle frecuencia arbitrariamente
grandes; por ejemplo cualquier sefial peridédica cuya serieodirier tenga infinitos coeficientes no
nulos. Esto lleva al siguiente importante concepto.
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NI

Figura 4.14Enmascaramiento o aliasing de una sefial por otra de meoefreia

1¢

0.

[¢)]

-0

[¢)]

Definicion 4.20. Una sefalf(t) se dice que es una sefial Handa limitadasi existe un ndmero
0< p <+ tal queJf(s) = 0 siempre ques > p/2. El mas pequefio nimempara el cual esta
condicién se cumple se llamadanplitud de bandae f (t).

En otros términos una sefial es de banda limitada cuando sctespsta acotado.

4.4.21. Interpolacion de sefiales de banda limitada

Todo esté preparado ya para justificar que una sefial de bantdalh muestreada de forma apro-
piada puede sexactamentesconstruida a partir de sus muestras. Aunque en princigoresultado
parece no tener nada que ver con transformadas de FourieoJaoion de funcionesy teoria de distri-
buciones, nosotros vamos a resolverlo de forma bastargetasplar usando muchos de los resultados
vistos anteriormente y, muy especialmente, la funcién Il

4.4.22. Teorema de muestreo de Shannon y Whittaker

Consideremos una sefiglt) de banda limitada y supongamos que O es tal queff(s) = 0 para
|8l > p/2. Teniendo en cuenta la igualdd®8 periodizamosFt con lll, (aqui se usa que la sefial
es de banda limitada, para que esta periodizacion tengd@eytdespués volvemos a recupefdr
multiplicando por la funcién rectangul®,. Obtenemos asi la identidad:

Ff = p(FF #1ll p)
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Ahoratodo se reduce a tomar transformada inversa de Feuriesta igualdad.

f)=F1Ff@M) = T HIp(TF =M p))(t) (por4.27
= FHIR) « T HTF 1 p) (1) (por4.27)
= FHIp) « (FEFFOF I p(t))
= psenc(:)t)*(f(t)%)llll/p(t)) (por4.17)

= sencpt)x imf <%> ° (t_ %)

= Z f < )senc(:)t)*6<t— —E) (por4.26

- S (es(-)

Hemos demostrado el teorema clasico de muestreo que poéennosar como sigue:

= Si f(t) es una sefial de banda limitada tal gié¢s) = 0 parals > p, entonces

0 S (s (-5)

Observa cémo la anchura de banda determina la minima freieug® muestreo para reconstruir
la sefial. Si el espectro de la sefial esta comprendido-enttf Y vmax, €ntonces el resultado anterior
nos dice que podemos recuperar la sefial muestredndola adreaoencia de muestreo mayor que
2vmax- La frecuencia 2nax se llamafrecuencia de Nyquist

4.4.23. Espectro de una sefial muestreada

Supondremos qué(t) es una sefal de banda limitada, siendgl2 frecuencia Nyquist, es decir,
Ff(s) =0 pardg > vc. Muestrear la sefidl(t) cadaa segundos es multiplicdrpor la funcién ll, como
se pone de manifiesto en la igualdad?. Para calcular el espectro de la sefial muestreada debemos
calcular la transformada de Fourier ti# ;. Tenemos que

F(EMZ)(s) = (FF«FM)(s) = (?f Ml 1/a) () = Z Ff ( ) (4.29)
P
Es decir, la transformada de Fourier de la sefial muestreadargalos regulares d& segundos es
igual a la periodizacién con periodgalde la transformada de Fourier de la sefial (mas un cambio de
escala debido al factor/ &).

Deducimos que

{seR:S’(fIIIa)(s);tO}:U{s+g:3"f(s)¢0} (4.30)
keZ

Por tanto sis esta en el espectro de la sefial muestreada entenacdga también estd. Podemos
expresar esto diciendo que el espectro de la sefial mues@eaatérvalos regulares dgesegundos es
un conjunto periédico con periodgd Por tanto si la > 2v. los trasladados del espectro fleno

se pisan y el espectro ddll ; coincide con el espectro deen el intervalo fve,v¢] o que explica
que podamos recuperar la sefiabi, por el contrario, la < 2v; entonces los trasladados del espectro
de f se solapan y el espectro ddll ; no coincide con el espectro deen el intervalo fve,v¢]. La
frecuencia de Nyquist es justamente el valoadal que Ya = 2vc.
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4.5. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una de las herramientas femdales de la matematica aplicada
debido principalmente a su gran utilidad para resolverlprobs de valores iniciales.

Definicion 4.21. La transformada de Laplace de una funcfaid, + o[ — C se define como la funcion
de variable compleja

£f(9) = f f(t)e St (4.31)
0

Observaciones

= En la definicién anterios es una variable compleja. En lo que sigue escribireszos+iy con
X, YER.

= Hay una relacion facil de establecer entre la transformadaadirier y la transformada de La-
place de una funciéf. Para cada valor fijo deeR tenemos que:

LE(x+iy) = f f(t)e (Nt gt = fe—xt f(t)eVtdt = fh(x,t) eVt = Fhe(y/2r)  (4.32)
0 0 —00

dondehy es la funcién
e xXtf(t), t>0
hX(t)z{ A

= A diferencia de la transformada de Fourigf(s) de una funcionf (t), que cuando existe esta
definida para todos los valores del parametro sglal transformada de Laplace de una funcion
f solamente est4 definida para ciertos valores dgis constituyen lo que se llama dbminio
de convergencia de la integral cual depende en cada caso de la fundié8e demuestra que
si la integral4.31 existe para un valogy entonces también existe para toslcomplejo con
Re(s) > Re(sp). Esto implica que el dominio de convergencia es en un semipb bien todo el
plano.

= Es importante notar que
‘e—st‘ — ’e—xt—iyt‘ — ’e—xte—iyt‘ — e—xt‘e—iyt‘ — e—xt
= Se dice qud es deorden exponenciai hay algin nimeracR tal que

Jim f(He?=0 (4.33)

(o)
Teniendo en cuenta queci 0 la integralf etdt = 1/c < +oo y la observacion anterior, se

0
deduce que s es una funcién de orden exponencial que verfi&s entonces la transformada
de Laplace dé esta definida para todocon Re§) > a.

= Algunos autores definen la transformada de Laplace medairttegral

jf(t) estat

gue suele llamarseansformada de Laplace bilateda cual coincide con la transformada de
Laplace usual para funciones que se anulan -emo]0[. EI dominio de convergencia de la
transformada de Laplace bilatera es una banda vertical plab o un semiplano o todo el

plano.
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= Una condicién suficiente para que la integtdl1exista para tods con Re§) > 0 es quef sea
una funcién de cuadrado integrable, es defcirl 2(0, ).

= Suele emplearse la notacid(lf (t)) (s) pararepresentar la transformada de Laplace de la funcion
f evaluada en un punt Esta notacion se presta a veces a confusiones pero esblevisarla
y asi lo haremos en lo que sigue.

4.5.1. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

LAf+Bg)=ALf+BLg

Teorema de derivacion

La transformada de Laplacgf(s) de una funcionf € L?(0,0) es una funcién derivable en sentido
complejo (holomorfa) en su dominio de convergenciay swedd viene dada por

d
d—SL(f(t))(s) =-L(tf(1)(s (4.34)
En particular£f(s) es una funcidn continua y, ademas, se verifica que ligf(s) = 0.

Ré(@)—+o0

Teorema de integracion

Seaf continua a trozos en [@oo[ y de orden exponencial verificamtjo liff(t) 2! = 0. Supongamos
—+00

quetlirgf (t)/t existe y sed(9) la transformada de Laplace deEntonces se verifica que
t>0

wamu=L(%9) (s> a) (4.35)
S
Transformada de Laplace de una derivada

A) Supongamos qué es continua en ]G-oo[, de orden exponencial y tiene derivaflaque es
continua a trozos en [@oo[. Entonces se verifica la igualdad

L(f(1)(9) = sL(f(1))(9) - f(07) (4.36)

dondef (0*) = {irra f(t).
t>0

B) En las mismas hipétesis anteriores, supongamosfqtiene discontinuidades de salto en los
puntost; <t <--- <tg, entonces se verifica que

q
L(f/(1)(s) = sL(f(t))(9) - f(07) —Ze‘Stk (f(t) - f(t)) (4.37)

=1

C) Supongamos qué&(t), f’(t),...,f("1(t) son continuas en ]@[ y de orden exponencial y que
f((t) es continua a trozos en, B[, entonces se verifica que

L) (9 = s"L(F(1))(9 - s" 1 (07) —s"2f7(0") —---— F(D(0%) (4.38)
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Estas propiedades son las responsables de la extracadititidad que tiene la transformada de
Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedades de traslacién y cambio de escala
Si Lf(s) esta definida para Rg(> cy aeC, entonces se verifica que

L(f(1)(s—a)=L(e* (1)) (9 (Re(s—a) > ©) (4.39)

Dado un numerd > 0 se verifica que
L(H(t-b)f(t-b))(s) = e‘bSL(f(t)) (9 (4.40)

dondeH es la funcién escalén unidad.

Dado un numero rea # 0 se verifica que

£(f(at)(s) = l—;L(f(t)) () (4.41)

Teorema de convolucién.Seanf y g funciones de orden exponencial y definamos

t

faeg(t) = j f(U)g(t - u) du
0

Entonces se verifica que
L(fxg)=LFfLg (4.42)

4.5.2. Inversion de la transformada de Laplace

Definimos la transformada de Laplace inversa como el operadbque a una funciom(s) = £f(s)
hace corresponder la funcidn
LF=f=Lf=F

Se usa la notaciéf *1(F(s)) (t) para indicar la transformada de Laplace invers& @ealuada en.

La definicion anterior est4 muy bien pero sirve de muy pocter@mos que aplicar la definicion
dada para calcular transformadas inversas de Laplacesitaenes tener alguna practica para que
cuando nos den una funcidén seamos capaces de construintiarf cuya transformada de Laplace
sea dicha funcién. Sin embargo, a pesar de que este proeatiires muy rudimentario es el que suele
seguirse.

Es facil desarrollar una teoria sencilla para obtenerfoamadas de Laplace inversas de funciones
racionales sin mas que descomponerlas en fracciones sirfjsi®, junto con el teorema de convolu-
cion y las propiedades de traslacién, da lugar a unas técgigatienen éxito en los casos ordinarios
(veremos unos pocos ejemplos en lo que sigue) pero que edlidaténtico problema que no es otro
que el de la inversion de una transformada de Laplace. Es dsticomo para la transformada de
Fourier se dispone de un teorema de inversidon que nos pioparana expresion sencilla para la
transformada de Fourier inversa, la situacion en lo que fsereéea la transformada de Laplace no
es tan comoda. Ello se debe a que la transformada de Laplaciete funciones complejas de una
variable real en funciones complejds variable complejaPor eso, el teorema de inversién para la
transformada de Laplace implica una integracién en el carapplejo lo que queda fuera del alcance
de estas notas.
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4.5.3. Transformada de Laplace de una distribucion

La transformada de Laplace de una distribucides la distribuciorCT definida para todacS por la
igualdad

(LT,0) =(T, Ly)

La transformada de Laplace de la funcides la funcion escalon unidatl Pues
(£6,0) = (6.L¢) = Lp(0) = [¢(dx = [HXIP(¥)dx = (H.¢)
0 —00

Como en la teoria de la transformada de Laplace solamentnsaleran funciones definidas en los
reales positivos y como para totls 0 esH(t) = 1, la igualdadCs = H suele escribirs€d = 1.
Es facil comprobar que la transformada de Laplace de laatiaivésima des viene dada por

L(6M)(9) ="

4.6. Ejemplosy aplicaciones

Ejemplo 4.22. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y siehoo
Seaf(t) = 2! dondeac C. Tenemos que para R}¢ Re(@) es

r p t=u
L(eat)(s) — jeate*Stdt — I'Im ef(&a)t dt — Irlm |: -1 e(&a)t]
0 U—+oo U—+00 | S—a -0
—(s—a)u
= ( o )= - (4.43)
U—+oo S—a s—a s—a
pues para Rg| > Re(@)
D 0 (s se)
Deducimos que para Rg(> 0
eiwt_efiwt 1 1 1 ©
T2 )@ - = 4.44
L(senft))(s) L( 2 ) 2i (S—i(u s+ia)) f+a? (4.44)
Analogamente .
T 2102 4.4
L(coswt))(9) oy (4.45)

Ejemplo 4.23. Transformada de Laplace de una funcion polinémica.
Como caso particular del ejemplo anterior para0, tenemos que la transformada de Laplace de la

funcion escalén unidaH(t) viene dada po£H(s) = = Usando el teorema de derivacion deducimos

que

£(t)(9) = S:l (n=12.3,..) (4.46)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obtenseguida la transformada de Laplace de una
funcién polinémica.

Ademas, teniendo en cuenta la propiedad de trasla@cE8deducimos que

L(etM)(9) = (n=123,..., Re(s-a)>0) (4.47)

n:
(S_ a) n+1



4.6 Ejemplosy aplicaciones 125

Ejemplo 4.24. Teniendo en cuenta la igualdddi4y el teorema de derivacién y que

d w 2sw

ds &+ w? __(Sz+a)2)2

obtenemos 2s

L(tsenpt))(s) = (52+7:))2)2 (4.48)
Analogamente )

L(tcost))(9) = % (4.49)

Si los resultados anteriores los combinas con las propédael desplazamiento y el teorema de
convolucion podras calcular faciimente transformadas ajgldce de productos de polinomios por
funciones seno y coseno y exponenciales.

¢

Ejemplo 4.25. Vamos a calcular

s+1
L7 —
€=
Descomponiendo en fracciones simples tenemos que
s+1 2 1 N 2
P(s-1) s £ s-1
Por tanto
71 S+1 71 2 71 1 71 2
- | == — |- = |+2 =-2-t+2
£ <s2(s—1)) £ (S) L (Sz e t+2é

¢

Ejemplo 4.26. Vamos a calcular

o1 28
(2 +1)(s—1)?
La descomposicion en fracciones simples es
2 s 1.1
(2+1)(s-1)2 £+1 s-1 (s—1)2
Por tanto @
2
£l — _cost+ e +tet
((Sz+1)(s_1)2) cost+ €' +te

¢

Ejemplo 4.27. Calculemost( serf(wt)).

Seaf(t) = serf(wt). Tenemos que’(t) = 2wsent) coswt) = wsen(t). Teniendo en cuenta la
igualdad4.36 se verifica que
L(wsen(wt)) = sL(serf(wt))
de donde
0w 2w 20w?

L(serf(wt)) = s $140? T S+ 40
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Ejemplo 4.28. Se trata de calcular

“(aw=)

Puede hacerse una descomposicion en fracciones simptesgaras rapido si nos damos cuenta de

que
1 1 1

S(2+1) B L+1
y usamos el teorema de convolucidm2 para deducir que

1
EL(tz)c(sen)

1 _1 2* -1 ; —EZ* _1 2 B
7§(32+1)_25(t sernt) = £ (33(32+1))_2t sert_z(t +2cog-2)

¢

Ejemplo 4.29. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales puedenvegselcon ayuda de la trans-
formada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuacién
an+2— 38n41+ 280 =0, ap=0 a1=1

Para ello definamos
y(t) = an n<t<n+1l n=0,12,...

Con lo cual la ecuacion se convierte en

y(t+2)-3y(t+1)+2y(t)=0 y(0)=0, y(1)=1 (4.50)

Tomando transformadas de Laplace tenemos

L(y(t+2)) je’Sty(t+ 2)dt = [u=t+2]= fe’s(“’z)y(u)du -
0 2

0 2
ezsj e SUy(u)du — e?-sj e SUy(u)du
0 0

1 2
3L(y(t)) - eZSj & SUy(0) du — eZSf e SUy(1) du
0

1

e L(y(t) - e—ss(l—e’s)

Analogamente
L(y(t+1)) =e>L(y(1))
Con lo que la ecuacidb.43se convierte en

E5L(y(t)) - e—ss(l—e’s) —3€L(y(t) +2L(y(t)) =0

de donde facilmente se obtiene que

l-e5 1
00 = G169

Teniendo ahora en cuenta que para0 y notandd=(t) la funciénparte enterase verifica que

£ (aF0) = s(i:i;\e;) (Re(s) > max{0,loga})
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concluimos que
L(y(t)) = £(250) - £1= £ (250 — 1)

de donde resulta finalmente
a,=2"-1, n=0,1,2,...

4.6.1. Ejercicios

1. Calcula, usando los ejemplos anteriores y las propieddelda transformada de Laplace, sin
necesidad de hacer integrales, las transformadas de eag#das funciones siguientes:
a) coshgt), senh{t) (seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico).
b) eAlsent+¢), lcoswt+y).
¢ f(ty=0si0<t<1, f(t)=(t—1)?sit>1.
d) f(t)=serntsit>3,f(t)=0ai0<t<3.
1-— —t
€) ©

t
e

sernt
2. Justifica la igualdad

£ (aE0) = s(i:i;\e;) (Re(s) > max{0,loga})

3. Calcula las transformadas de Laplace inversas de laigstgs funciones

gas —bs

3 ~H-a)s
6725

b) £+1
s

°) P +4s+1

d) |og(%) dondea> 0,b > 0.
S—a
e —

S+a

dondeka<b

4. Justifica la igualdad

L‘1<LS(S)) (t):ftf(u)du
0

Aplicacion: Calcula la transformada de Laplace de la fumsgno integral

t
seru

Si(t)szdu
0

5. Supongamos quk es una funcién periédica con periofloSeaF(s) la transformadas de La-
place def y pongamos

.
F(9) = j f(t)eStdt
0
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Justifica que
Fi(s)
1_ e—ST
Aplicacién: Calcula la transformada de Laplace de la fumdi(h) = |sengt)|.

F(9) =



Capitulo 5

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

5.1. Generalidades

1 Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que se retaciterivadas de una funcién des-
conocida con otras funciones. Las ecuaciones siguientesjemplos de ecuaciones diferenciales.

1) y —xsenx=1;
2) vy’ + (X2 - 1)y’ + 3ycosx—4x = 2;

3) (x’)?+3x' +€ +t2-1=0;

4) /(y)2+ser(x) + 1+log(1+(y)?) = 1+ sengy’) + e+x+1;
0z 0%

—_ 2
W-’—a_yz_x +4Xy.

5)

En 1), 2) y 4) se entiende quees la funcion incégnita y la variable independientexe&n 3) se
entiende que la funcién incognita esy la variable independiente ésEn 5) se entiende que la
funcién incognita ez y las variables dependientes spre y.

Si en la ecuacion hay derivadas respecto de una sola van@pendiente se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaridEDO); y si hay derivadas parciales respecto a dos o mashlesia
independientes se llama ecuacion en derivadas parcidd?) (E

dy d
q1x2’ dx3

derivadas primera, segunda, tercera y, en geng%l,para representar la derivada de ordete y

L, . d .
Es frecuente usar la notacién de Lelbrg%, para representar, respectivamente, las

respecto &. En Fisica, especialmente en Mecanica, suele usarse keidrotie Newton en la qug,
X representan las derivadas primera y segunda tespecto a la variable independientgue suele
ser el tiempo.

El orden de una ecuacion diferencias el orden de la derivada mas alta que aparece en dicha
ecuacion.

1Soy consciente de las muchas carencias de estas notas queasatimera version que debe ser mejorada y ampliada. En
las siguientes versiones se incluiran nuevos ejemplosppepdran ejercicios interesantes y se ampliara la padieatta a los
sistemas LTIy al empleo de “técnicas de Fourier” para eldistde las ecuaciones diferenciales.

129
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La forma més general de representar una EDO de arésn

F(xy.y.y”....y") =0 (5.1)
dondeF es una funcion da+ 2 variables. Se dice que dicha ecuacion esta dada en forntiaitanp

Una EDO de orden de la forma

YW =0 (xy,y,y”,. .. YY) (5.2)
donde® es una funcién da+ 1 variables, se dice que esta dada en forma normal.

Una funciénf : | — R es solucién de la ecuacién diferenciall) en el intervalol cuando al
sustituiry por f en dicha ecuacién obtenemos una identidad:

FO PO, £/, F7(X),.... fP)) =0 Vxel
En general, la existencia de soluciones de una EDO no estatgaada y pueden darse gran diver-

sidad de situaciones.

Suelen distinguirse tres tipos de soluciones de una equdd&rencial.
a) Lasolucion generatde una EDO de orden es una solucién en la que, ademas de la variable
independiente, intervienanparametros o “constantes arbitrarias”.

b) Lassoluciones particulareson las que se obtienen a partir de la solucion general daaldces
especificos a los parametros.

¢) Lassoluciones singulareson soluciones que no se deducen de la solucion general dalutes
a los parametros.

2
L . ., x+C .
La ecuacion y’)? = y tiene como solucién genergl= (?) . HacienddC = 0 obtenemos la

solucién particulay = x2/4; mientras que/ = 0 es una solucién singular.

Las soluciones de una EDO (o, mas apropiadamente, sus gj&ichaman tambiéourvas inte-
grales

5.1.1. Ecuacion diferencial de una familia de curvas. Trayeorias

Consideremos una famili& de curvas planas dada por una ecuacién de la fdifrgy, C) = 0, donde

C es un parametro real que toma valores en un intevgl@ara cada valor d€ €| tenemos una
curva de dicha familia. Para obtener la ecuacion diferédeig& lo que se hace es elimin@ren las

ecuaciones

f(xy,C)=0
af(xy,C) af(xy.C) ,
OX * ay y'=0

obtenemos de esta forma una Eipx,y,y’) = 0 que expresa una propiedad comun a todas las curvas
de#. Naturalmente, la solucion general de la BIDx,y,y’) = 0 es la familia dadd (x,y,C) = 0.

Se llamanw-trayectoriasde ¥ a las curvas que cortan bajo un angulo constarddas curvas de
. La tangente en un punta, ) a una curvey = y(x) de la familiaF forma un angular con el eje
de abscisas cuya tangente viene dadaypertg(e). La pendiente en este punto dedarayectoria
z=z(x) buscada serd = tg(e + w). Deducimos que

tg(a + w) —tg(w) 3 7 —tg(w)
1+tg@+w)tgw) 1+7tg(w)

Yy =tg(@) =tgle+w-w)=



5.1.2 Envolvente de una familia de curvas 131

En consecuencia, si €@5x,y,y’) = 0 la ED de la familigF, la ED que verifican las-trayectorias de
dicha familia es @
Z —tg(w
() — | =
<X’Z’ 1+z’tg(a))> 0

Para el caso en que = /2 se tiene que’ = —1/y’ por lo que lagrayectorias ortogonalede ¥
satisfacen la EBD(x,y,—-1/y’) = 0.

5.1.2. Envolvente de una familia de curvas

Consideremos una famili de curvas planas dada por una ecuacion de la fdrifra,C) = 0, donde
C es un parametro real que toma valores en un intetvwaloara cada valor dé€| tenemos una curva
de dicha familia. Supongamos que hay una clirean la propiedad de que por cada puntd gmsa
una curvayc de la familiaF de tal forma que en el punto de contacto las cuivgsyc tienen la
misma tangente. En tal caso se dice que la cliresla envolventele la familiaF .

Para obtener la ecuacion de la curva envolventg tteque se hace es elimin@ren las ecuaciones
f(xy,C)=0

af(xy,C) _0
oc

Ejemplo 5.1. Sea¥ la familia de rectas de ecuacidiix,y,C) = y— Cx—3/C+2 =0 dondeC > 0.
Tenemos que

f(X,y,C)=0=>y+zzcx+§ = (Y+2)2=C2X2+%+6X

of(xy,C) 3 5
7 =0= X+C2_O=>C_X

— (y+2)° = 12x

La envolvente es la parabola de ecuacipn 2)? = 12x. Puedes ver algunas rectas de la familia junto
a su envolvente en la siguiente figura.

La solucion general de una BE(x,y,y’) = 0 es una familia de curvas dependiente de un parametro
que se podra representar pidix,y,C) = 0. Es claro que la envolvente de dicha familia (cuando éxiste
es también solucion de la ED; pues la pendiente de la envelegncada punto coincide con la de la
curva integral que pasa por dicho punto. Se trata de unaiénlsingular de la ED. ¢

Con frecuencia interesa obtener solamente una solucionalEDO que verifica unas determina-
das condiciones. Esto da lugar a dos tipos de problemasdGuascondiciones que debe verificar la
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solucién buscada se especifican para un Unico valor de labl@independiente dichas condiciones
reciben el nombre de “condiciones iniciales” y se dice quenaos urproblema de valores iniciales
(PVI) para la EDO dada. Si las condiciones dadas se refierasalenun valor de la variable indepen-
diente dichas condiciones reciben el nombre de “condisidieecontorno” y se dice que tenemos un
problema de contornpara la EDO dada.

El caso mas usual de problema de valores iniciales para u@ade@rdem es el llamadgroble-
ma de Cauchyue consiste en obtener la solucion de dicha ecuacion cugowal de sus primeras
n-1 derivadas en un punt@ son dados.

Ejemplo 5.2. El problema de Cauchy

y” =2y’ +y=semnx
y'(0)=1 y(0)=-1

tiene como solucioy(x) = % (-3 € +5x e+ cosx).

El problema de contorno
Yy +y=senx
y'(0)=n, y(x)=0

tiene como solucién
y(X) = % (271 cosK) — 2x cosK) + 2 senk) + 4r sen) — 2 coZ(X) sen) + cos) sen(2<)) .
¢

A continuacién vamos a estudiar algunos tipos sencillos @® Euyas soluciones pueden ob-
tenerse con técnicas elementales. Usaremos indistintartensiglas EDO y ED para referirnos a
ecuaciones diferenciales ordinarias.

5.2. Métodos de resolucion de EDOs de primer orden

Vamos a considerar EDOs de la foriya= f(x,y) donde se supone que la funciéresta definida en
un abierto d&k? y es todo lo buena que se precise para justificar en cada casaltwmlos que siguen.
Las soluciones que encontraremos pueden venir dadas dertress.

a) Explicitamente cuando la solucion obtenida es de la forgna ¢(X).

b) Implicitamente cuando la solucion obtenida viene dada por una iguakldigdy) = 0 que define a
y como funcion (implicita) dex.

c) Paramétricamentecuando las curvas integrales viene dadas en funcion de @mp#o.
No hay que pensar que la solucion se podré expresar por medimdiones elementales. Esto
no puede asegurarse ni alin en el caso mas simple de la ecyaeidiix) porque puede ocurrir que

la funcién f(x) no tenga primitivas que sean funciones elementales. Rorpdg, la solucién de la
ecuaciony’ = senk?) que cumple la condicion inicig(xo) = Yo €s

y(X) = Yo+ fsen(z) dt
X0
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que no puede expresarse por medio de funciones elemeriEalegeneral, una EDO se considera
resuelta cuando se logra expresar su solucion mediantieladeacion de ciertas funciones primitivas
las cuales, a su vez, podran o no expresarse por medio derfies@lementales. En tales casos se dice
gue la ecuacion se ha resuelto por medigukedraturas

Las EDs del tipoy’ = f(x,y) también suelen expresarse en la for®,y)dx + Q(x,y)dy = 0,

P(x.y)

que es otra manera de escribir la iguald(a,y) + Q(x,y)y’ =0, o0 seay’ = - . La notacién

diferencial P(x,y) dx + Q(x,y) dy = O tiene la ventaja de que permite elegir, segt’fn intereseyiable
independienteigual a 0 ay.

Vamos a estudiar tres tipos basicos de ecuaciones.

= Ecuaciones de variables separadas.
= Ecuaciones exactas.
= Ecuaciones lineales.

Veremos que usando las técnicas de cambio de variable otde ifg#egrante otros tipos de ecua-
ciones pueden ser convertidos en alguno de los anteriores.

5.2.1. Ecuaciones de variables separadas

Se llaman asi las ecuaciones que pueden escribirse en la form

P(x)+Q()y’ =0 P(x)dx+Q(y)dy =0 (5.3)

Es decir, el coeficiente dexdes solo funcion de, el de @/ es solo funcion dg. SeanG(x) y H(y)
primitivas deP(x) y Q(y) respectivamente. Definamé<x,y) = G(x) + H(y). La solucion general de
(5.3 es la familia de curvas definidas implicitamente p@k,y) = C dondeC es una constante. Pues
siy = ¢(X) es una curva de esta familia se tendra que

FOxp(0) = C = 0= - F(p(9) = 1 (G()+ H((3) = G0+ H (e () =
= P0)+ Q69’0

lo que prueba que = ¢(x) es solucién deH.3).

Reciprocamente, supongamos gquey(x) es una solucion deés(3) definida en un intervalb. Se
tiene entonces que

0=P(X)+ QX)) (X) = dixF(x, U(X)) VYxel = F(xy(X))=C Vxel

Si la funcionQ(y) no se anula en su intervalo de definicion, entonces la fartd{@) es inyectiva
por lo que existe su inverdd™ y (en teoria) podemos despejaren la igualdadH(y) = C — G(x)
obteniendoy = H™1(C - G(x)).

En la practica se sobreentiende todo lo anterior y la satugéneral deq.3) se expresa simple-
mente por

[Poydx+ [Qy)dy=C
gue es otra forma de escritf(x,y) = G(xX) + H(y) = C.
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Ejemplo 5.3. Calcular la velocidad critica de escape de la Tierra de ugtokie masan (en kilogra-
mos) suponiendo que la Unica fuerza que actla sobre dichipacae la atraccion gravitatoria de la
Tierra. Tomar como valor del radio de la TieRa 6371 Km.

Solucion Se trata de calcular la velocidagicon la que hay disparar verticalmente dicho objeto para
que permanezca alejandose de la Tierra indefinidamente.

Como el movimiento y la accién de la fuerza tienen lugar enrenta que pasa por el centro de
la Tierra, elegimos un sistema de referencia con origen eemlo de la Tierra de manera que el
movimiento tiene lugar en el ef@Z de dicho sistema. De esta forma podemos prescindir deltearac
vectorial de las magnitudes implicadas y trabajar solaenemt sus médulos (normas euclideas).

Cuando el objeto se halla a una distartti@n metros) del centro de la Tierra la fuerza de atraccion
gravitatoria que la Tierra ejerce sobre el mismo es propoatia su masa e inversamente proporcional
a h?, es decir, de la form& (h) = km/h?. Como F(R) = mg (el peso del cuerpo en la superficie de
la Tierra), deducimos quk = gR? y, por tanto, F(h) = mgR/h?, donde suponemoR expresado
en metros. Seah(t) la distancia del objeto al centro de la Tierravft) = h’(t) su velocidad en el
momentd.

Teniendo en cuenta que la aceleracién es la derivada dedeidadl respecto al tiempo y que la
fuerza ejercida se opone al movimiento, la segunda ley dedvemos dice que

dv ng”- dv h’(t) ~ h’(t)
T T A T A o L A T
que es una ecuacién de variables separadas cuya soluan@déada por
h’(t)
fvdv ngf(h(t))Z +C
y deducimos que

V2 = 29R2@+C

Como pard = 0 esh(0) = Ry v(0) = vp, se sigue qUE = vg —2gR Luego

(V(t)? = 2gR2 +V5—-2gR

h(t)
Puesto que debe verificarse Iilnﬁt) = +o0, deducimos que | Iin@v(t))2 = v% —2gR lo que implica

quevia—2gR> 0, es decwo \/ZgR 11180mis= 11,18 Knys.

5.2.2. Ecuaciones exactas

Supondremos en lo que sigue ¢ig Q son funciones con derivadas parciales continuas. La egguaci
diferencial

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (5.4)

se dice que es exacta en un domifiec R? cuando el campo vectorid(x,y) = (P(x,y),Q(x,y))
es conservativo ef?, es decir, existe un campo escalafx,y), llamado el potencial del campg
determinado de manera Unica salvo una constante aditiya,gradiente

YU = G txn. 5 )
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coincide en todo punto d2 conF(x,y):

ou ou
R(X»y) = P(X»y)’ a_y(xvy) = Q(X’y) V(X»y) €Q

Es sabido que, en las hipotesis hechas sBly &), una condicion necesaria para que el caffea
conservativo elf) es que se verifiquen las igualdades

oP _0Q
Ty Y = F060) Yxy)eQ (5.5)
Cuando estas condiciones necesarias se cumplen y, adeegan dominio simplemente conexo (sin

agujeros), entonces el campo vectok@t,y) = (P(x, y), Q(X, y)) es conservativo ef.

No hay que olvidar que esta Gltima condicién no es necesai@gcir, si se cumplen las igualdades
(5.5 y el dominioQ no es simplemente conexo puede ocurrir que el campo searcatigzenQ o
gue no lo sea. Por ejemplo, el campo

e SN
Fo) = (e gt
verifica las igualdade$(5) enQ = R?\ {(0,0)} (un dominio que no es simplemente conexo pues tiene
un agujero: el punto (0,0)) y no es conservativderkEl campo

2xy Y2 — X2
(@ +y2)?" (@ +y?)?

o) = (

verifica las igualdade$(5) enQ = R?\ {(0,0)} y es conservativo ef).

Supuesto que el campo es conservativo, vamos a calculand@fupotenciall que se anula en
un punto é,b)eQ.

308 = PUSY = UGy = [ POy

Derivando esta igualdad respecto de la segunda variablandadas igualdade® () y el Teorema
Fundamental del Célculo tenemos

Q) = G0 = j )+ 0) - f T2t )dt +90) = QxY) - Q@Y +¢'()
y deducimos que
¢'(V) = Q@ay) = ¢ly) = ny(a,t)dt V(xy)eQ
luego i
Uuxy) = fP(t,y)dX +jQ(a,t)dt

Observa que para que este calculo sea correcto los segnogietoan ded,b) a @ y) y de @y) a
(x,y) deben estar contenidos €n

Una vez que tenemos la funcién potencial, las solucionea dedacion exact®(4) viene dadas
implicitamente por
Uuxy)=C

dondeC es una constante arbitraria € U(Q2)). Pues cualquier funcién derivahte- y(x) definida en
un intervalol y que verifiquad (X, y(xX)) = C para todaxe | debe verificar también que

d ouU ou O ,
0= gx YY) = - (xy(x) + a—y(X, Y)Yy’ (¥) = P(x. y(x)) + Q(x. Y(x))y’(X)

lo que prueba qug(x) es solucion deq.4).
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Ejemplo 5.4. Determinar las curvas planas que tienen la propiedad desntnac en un punto un haz
de rayos paralelos reflejados en ellas.

Solucién

Y En la gréafica de la izquierda se ha representa-
do parte de la curva (en rojo) y de su tangente
en un puntdP. Se ha supuesto que los rayos
incidentes son paralelos al efey que el pun-

B to en donde se concentran los rayos reflejados
es el origen. El angulo de incidencia (el que
forma el rayo incidente con la tangente en el
punto de incidencia)y, debe ser igual al de
reflexion (el que forma el rayo reflejado con
la tangente) que es iguaBa- a.

A G

Debera cumplirse por tanto
- _y _ 2L M2
1t@l(f) tg(@) —y- y/x,y —y= 2X £ /48X + Ay _
+19(a)t9(B) 1+y’y/x 2y

X y
dy + xdx ¥ X¥4+y2dx=0= [ F———=+1| dx F —=—=dy =0.
ydy F VR +y <+ e ) e

Esta Gltima ecuacion es de la forméx, y) dx + Q(x,y) dy con

tg(@) =tg(B-a) =

—— 1L QXY =F—a— N
E——————— ) 8 = F _
Observa qu® y Q estan definidas e = R?\ {(0,0)} que es un dominio no simplemente conexo por

lo que, a priori, no es seguro que la ecuacion sea exactamoatde calcular una funcién potencial
u.

P(xy) =+

oP ~ _9Q
= 6—y(x,y) =+ = 6X(x,y)

) =17 — 2 = U(xy) =x 7 o+ () =

% (xy) = iﬁ () = Qxy) = ¢'(Y) = 0= ¢(y) = C

Hemos obtenido asi(x,y) = X ¥ /X2 +y2+C. Es claro que(;—L)J((x,y) =P(xy)y %(x,y) = Q(%,Y)
para todo X, y) € Q. Concluimos que las curvas solucién buscadas vienen daxdisitamente por

+/XR+yP=x+c= x2+y2=(x+c)2=>y2=20(x+g)

gue es una familia de parabolas con su foco en el origen. Yaikides conocia esta propiedad de las
parébolas pero ahora hemos probado que saimliasscurvas que la tienen.
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5.2.3. Ecuaciones lineales

Son de la forma

y'(¥) +a(x)y(x) = b(x) (5.6)
dondea y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas artemalo|. Vamos a probar
qgue dadosgel, yo€R, hay una Gnica funcion derivable | — R que es solucion de la ecuacidn®)
y verifica quey(Xo) = Yo.
NotemosA la primitiva dea que se anula exy:

A(X) = ja(t)dt (xel)
X0

Multiplicando los dos miembros de la ecuaciéng] por €*® obtenemos:

y' (x) ™ +a(x) M y(x) = eA¥ b(x)

A

ecuaciéon que poniende(x) = y(x)e*®, puede escribirsey’(X) = e*¥b(x) y, como debe ser

¢(X0) = Y(Xo0) = Yo, Se tiene que:

X
@(X) = Yo+ jeA(t) b(t)dt.
X
Concluimos que la funcion

X
y() = e { yo+ [eAOb(t)dt (5.7)
X0

es una solucién de la ecuacid@®) que verifica la condicidg(Xp) = yo. La unicidad es consecuencia
inmediata de la forma en que hemos obtenido dicha solucién.

Ejemplo 5.5. Consideremos un depdsito que inicialmente contiene urmeruigual aVy litros de
agua. A partir de ese instante, en el deposito enlréitros por minuto de agua contaminada con
p miligramos de mercurio por litro y saleM litros por minuto. Se supone que en cada instante la
concentracién de mercurio en el deposito es uniforme. Galawcantidad de mercurio que hay en el
depdsito en cada momento.

Solucién En cada tiempo (en minutos) se&(t) el volumen de agua (en litros)yt) la cantidad de
mercurio (en miligramos) que hay en el depdsito. Tenemos#ft)e= Vo +t(L — M). Para calculay(t)
debemos tener en cuenta que la concentracion de mercuroesrtirada es constante igugb @ero

no asi en la salida.La concentracion de mercurio en el depésiel tiempa es igual ay(t)/V(t);
t

por tanto, la cantidad de mercurio que ha salido del depésitel tiempad es igual aM f % ds.
0

Deducimos que

t
y(t):,oLt—Mj%ds
0

y derivando obtenemos

y'(t) + y(t) =pL

M
Vo+t(L— M)

Se trata de una ecuacion lineal ct) = y b(t) = pL. Supuesto que # M se tiene

M
Vo +t(L— M)

Y M L-M\C™
A(t)=£V0+t(L—M)dt= L_M(Iog(Vo+t(L—M))—Iog(Vo)) =Iog<1+t o )
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y teniendo en cuent®(7) y haciendo unos sencillos célculos, obtenemos que laisolgce verifica
y(0) = 0 viene dada por

y(t) =PV0(1+tL\_/OM) (1— (1+tL\_/OM)m>

() = pVo(1-e-)

Si esL = M se obtiene

Estudiadas con cierto detalle los tres tipos basicos de EDD de orden 1), en lo que sigue
vamos a estudiar algunos tipos de EDO1 que pueden coneatiraguno de ellos usando las técnicas
de cambio de variable o de funcién y de factor integrante.

5.2.4. Ecuaciones de variables separables

Se llaman asi las EDO1 que pueden transformarse medianmacapees sencillas en una EDO1 de
variables separadas.

Tipo y’ =f(ax+ by +c).

Se supone qua,b,c son nimeros reales cdmnz 0. EI cambio de funciég(x) por z(x) dado por
z=ax+ by+cla transforma en una ecuacion de variables separadag en

Z(X)—ax-c s Z(X)—a o Z(x)
y(X) = b = Vy'(X) = b = 7Z(X)—a=bf(z(x) = 7bf(z(x)) e
Hemos obtenido asi la ecuacion
; dz-dx=0
bf(2)+a Bl

cuya solucidn esta dada implicitamente por

1
fbf(z)+adz_xzc

Deshaciendo el cambio de funcién realizado en esta iguadhemos la relacion entree y que
define implicitamente las soluciones de la ecuacion dada.

5.2.5. Ecuaciones homogéneas

Se llaman asi las de la forma
i)
X

Para resolverla, cambiamos la funcigx) por u(x) dondey(x) = u(x)x. De esta forma obtenemos la
ecuacionu’x+u = f(u) que podemos escribir

1

1
mdu—;dX—O

que es de variables separadas.
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5.2.6 EDO del tipoy’ = f ( ax+ by+ C)

aX+pBy+y

Las ecuaciones homogéneas pueden definirse también de anismarequivalente. Una funcion
h(x,y) se dice que es homogénea de grad®* si para todd > 0 se verifica qué(tx, ty) = t*h(x,y).
Es inmediato comprobar que una EDO1 de la forma

P(x,y)dxx+ Q(x,y)dy =0

en la queP(x,y) y Q(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado, puede eserdmrso una
ecuacion diferencial homogénea segun la definicién anties da

Ejemplo 5.6. Determinar la trayectoria que sigue un avién cuya veloctaagk médulo constante
y siempre esté dirigida hacia el origen de coordenadas, gufue el empuje de un viento lateral con
direccion del semieje positivo de abscisas y velocidadteniaw.

Solucién

En la figura de la izquierda se ha representado
parte de la trayectoria buscada (en rojo) y de
su tangente (en azul) en un purRolLa tan-
gente lleva la direccién de la resultante de las
velocidades del avién y del viento lateral. La
interseccién de la tangente con el jes el
punto de abscisa-y/y’ representado en la
figura.

X=yly’

Teniendo en cuenta la semejanza de tridngulos, se verifica qu

% = % =A= X-y/y =21/ R +y2 = ydx+A( /X2 +y2—x)dy =0

Hemos obtenido una ecuacion homogénea. Es preferibleJaaba forma que (intuitivamente) va a
tener la curva solucidn, obtenecomo funcién degy. Hacemos, pues = uy considerandg como la
variable independientely= u(y) como funcién dg. De esta manera obtenemos la ecuacion

1 1

dy=————du
y Y AV1+u?

que puede integrase elementalmente obteniendo
1
log(Cy) = - log(u+ V1+u?) = u+ V1+u2=(Cy)™

Teniendo en cuenta qua{ V1+u2)(u— V1+u2) = -1 se sigue quei— V1+u2 = —(Cy)'y, final-
mente, obtenemos que
_ (Cy"-(Cy* _ (Cy -yt
"= 2 —X= 2C

5.2.6. EDO del tipoy’ = f (Lby”)

aX+py+y

= Sic=v =0 es unaecuacion homogénea.
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» Silas rectasix+by+c=0yax+8y+y =0 se cortan en un puntad, yo) podemos escribir
ax+by+c=a(x— Xop) + b(y - o)
ax+py+y = a(X—Xo) +B(y-Yo)

Los cambios de variable y de funcién dados perx— xg, z=y - Yo convierten la ecuacién en
una homogénea emnt.

= Si las rectas son paralelas, el cambio de funeiérax+ by transforma la ecuacion en una de
variables separables enx.

5.2.7. Ecuaciones reducibles a exactas. Factores integtas

Decimos que:(x,y) es un factor integrante de la ecuacion
P(x.y)dx+Q(x.y)dy =0
cuando la ecuacién que resulta al multiplicar dicha ecugoidu

(X% Y)P(X,y) dx +u(x, y)Q(x,y)dy = O (5.8)
es una ecuacion exacta.

Por ejemplo, la ecuaciondx + (x?y— X)dy = 0 no es exacta; pero si la multiplicamos péx,y) =
1/x? obtenemos una ecuacién exacta.

Se sabe que siempre existen factores integrantes aunqueesst de tan gran ayuda como puede
parecer en un primer momento porque, salvo en algunos épsmst el calculo de un factor integrante
es un problema mucho mas dificil que la propia ecuacion qeeegos resolver. En general, las
condiciones que debe verificar a funcia')para gue la ecuacion () sea exacta son:

0 5 (0 YP(x) = 2 (ux9)Qxy) =
(5.9)

u(x, y) (x y) + P(x, y)—(x y) = (% y) (x y) +Q(X, y) (x y)

Pero en la practica nos interesa obtener solamente unaisotigcesta ecuacion en derivadas parciales.
Lo que se hace es tratar de encontrar un factor integranteegude alguna forma especial. Suelen
buscarse factores integrantes de los siguientes tipos:

» u = u(x) (depende solamente o
= u = u(y) (depende solamente g
m u=u(x+y) (puede expresarse como funciénxdey)

» u = u(xy) (puede expresarse como funcionxgg

Veamos bajo qué condiciones hay un factor integrate de tago(x). Teniendo en cuenta la ecuacion

(5.9, debe cumplirse que
oP 0Q

,u’(X) _ a_y(x7y)_ &()Qy)
1(¥) Q(x.Y)
Esta condicién exige que la funcion de la derecha dependmsole solamente deesto es
a_( Y) = —( Y)
h(x) = ¥ = p(x) = e/ "I

Q(x.Y)
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Por ejemplo, la ecuacion linegl + a(X)y = b(x), que puede escribirsa(k)y — b(x))dx + dy = 0,
admite un factor integrante que solamente depende®ees tenemadd(x,y) = a(X)y —b(x), Q(X,y) =
1, porlo que

oP 0Q
a—y(X,Y) - &(x,y)
Qxy)

es un factor integrante.

h(x) = =a(X)

a(x) dx

Deducimos qu@(x) = ef

5.2.8. Ecuaciones de Bernoulli

Son de la forma
y’ +a(x)y+b(x)y" =0
dondex es un numero real. %= 0 se trata de una ecuacion lineal yrst 1 se trata de una ecuacion

de variables separables. En otro caso, el cambio de fuzeidft~ la convierte en la ecuacion lineal
Z +(1-@)a(X)z= (- 1)b(x).

Otro método consiste en escrilyifx) = u(x)v(x). Derivandoy’ = u’v+uv’ y, sustituyendo en la
ecuacionu’v+uv +a(x)uv+ b(x)u*v* = 0, que puede escribirsgv+ (v’ + a(x)v)u+ b(x)u®v* = 0.
Ahora igualamos a cero el coeficiente econ lo cual tenemos’ + a(x)v = 0, que es una ecuacion
de variables separadas enx. Resolviéndola calculamogx). De esta forma, la ecuacion inicial
ha quedado reducida@ v+ b(x)u®*v* = 0, que es una ecuacion de variables separadas que permite
calcularu.

5.2.9. Ecuaciones de Ricatti

Son de la forma

y’ +a(x)y+b(x)y* = c(x)
No hay métodos generales para resolver este tipo de eceagipero si de alguna forma somos ca-
paces de calcular una solucion particular de dicha ecuagifx), entonces el cambio de funcion
y = Yp+ztransforma la ecuacion exi + (a(x) + 2b(x)yp(x))z+ b(X)Z2 = 0, que es una de Bernoulli con
a = 2. El cambioz = u™! reduce esta Ultima ecuacion a una lineal.

5.2.10. Otras formas de resolver la EDOL1 lineal

Hemos visto ya dos formas de resolver la ecuagiona(x)y = b(x). Directamente, como se hizo al
estudiarla por primera vez y calculando un factor integrgaira convertirla en una ecuacion exacta.
Otra forma es el método conocido cowariacion de constante€onsiste en lo siguiente.

Primero se calcula la solucién general de la ecuagiéna(x)y = 0, que e<C e~ S 2@¥9 donde
C es una constante arbitraria. Seguidamente se forma lasfupi) = C(x) e~/ 2¥% donde hemos
sustituido la constant& por una funcién desconocid@(x), que se calcula imponiendo qugx) sea
solucion de la ecuacion dada. De esta forma se obtiene

C(X) = jb(x) el a0 gy 4 C
lo que nos vuelve a dar como solucion general de la ecuaciéalli
y(x) = & 099 (({p(xel MW dx + )

Otro método para resolver las ecuaciones lineales consistponery(x) = u(x)v(x). Con ello
y’ = u’v+uVv vy, sustituyendo en la ecuacién/v+ uv’ + a(x)uv = b(x). Que puede escribirse
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u’'v+ (v +a(xX)v)u = b(x). Imponiendo ahora qu€ + a(x)v = 0 podemos calcularque viene dada por
v(x) = e Ja¥dx | 3 ecuacion inicial ha quedado reducida’a = b(x), de dondau’(x) = b(x) e/ aXdx
Integrandou(x) = jb(x) el a¥dx gy + C. Comoy(x) = u(x)v(x), volvemos a obtener la solucion de la
ecuacion lineal ya conocida.

5.2.11. EDO en forma implicita
Consideraremos algunos tipos de EDs de la foFfgy,y’) = 0.

Cuando F es una funcién polinémica ery’
Son EDs de la forma
()" +ar(x Y)(Y)"H 4+ anoa(XY)y +an(xy) =0

Lo que se hace es considerar este igualdad como un polinargioyese calculan sus raicefg(x,y)
(1<i<n), conlocual la ecuaciéon dada se escribe en la forma

(' = (Y = fa(x,¥)) -+ (y' = fa(X,y)) = 0

y deberemos resolver laecuacioney’ — fi(x,y) = 0.

Ecuaciones de la formay = f(x,y’)

Para resolver este tipo de ecuaciones, hacgrhesp y derivamosy = f(x, p) respecto de, con lo

quetenemos
_of(xp)  df(xp)
T Tox ap P

que es una ED en laincégnipeque, con suerte, puede ser de alguno de los tipos ya estsd&gmon-
gamos que podemos expresar su solucién en la farma@(p, C). Entonces, las curvas de ecuaciones

paramétricas
{X=ﬂn®

y = f(e(p,C),p)

dondep es el parametro € una constante, son soluciones de lay\eDf(x,y’). Los siguientes casos
particulares son de especial interés.

EDs de la formay = f(y’)
En este caso, repitiendo el proceso anterior obtenemos

f(p)

x= | ——=dp=¢(p)+C

I
y="f(p)

Ademas, parg = 0 se tiene la solucién constante: f(0) que representa una recta horizontal que es

la envolvente de las curvas integrales.

Ecuaciones de Lagrange

Son de la forma
y+xe(y)+y(y’)=0
Poniendoy’ = p y derivando respecto deobtenemos

(p+¢(p))dx +x¢’(p)dp +¢’(p)dp = 0
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Dividiendo porp+ ¢(p) obtenemos una ecuacion lineal

dx  ¢'(p) y'(p)
dp " prelp) pre(p)

en la que consideramos gues funcion de la variablp. Seax = ¢(p,C) la solucién de esta ecuacion.
Entonces las soluciones de la ecuacién de partida vienexrs g

{ x=¢(p.C)

y =—¢(p,C)p(p) —¢¥(p)

El razonamiento anterior excluye los punfogn los quep+ ¢(p) = 0. Veamos lo que ocurre en tal
caso. Sead eR tal queld +¢(1) = 0. Es inmediato comprobar que la funcion dadaypen x—y(1) es
solucién de la ecuacion de Lagrange. Estas rectas son@odscsingulares de la ecuacion.

Ecuaciones de Clairaut

Son de la forma
y=Xy' +y¢(y’)=0
Poniendqg’ = p y derivando respecto deobtenemos{x+y’(p))p’ = 0. Sip’ =0 entoncey’ = p=1

por lo que la familia de rectag= Ax— (1) es solucion de la ED. Six+y’(p) = 0 obtenemos la
solucién singular, envolvente del haz de rectas, dada por

{ x=y’(p)
y=py’(p) - y¥(p)

5.3. Ecuacion diferencial lineal de ordem

La ecuacion diferencial:
YO0 +an-1()y ") + -+ as(x)y’ (X) + ao(x)y(X) = b(x) (5.10)

dondea; (0< j <n-1)y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas éntenvalo

I, se llama ecuacion diferencial lineal de orader\ diferencia de lo visto para el casc= 1, no hay
ningun método general de resolucion de la ecuaddt) cuando es > 2. Adquiere asi importancia

el siguiente resultado. Notarem@$(1) las funciones reales (o complejas) que tienen derivada de
ordenn continua en el intervalb.

Teorema 5.7(Teorema de existencia y unicidadPados <!, (Yo,Y1....,Y¥n-1) €R", existe una Gnica
funcion ye C"(1) que es solucién de la ecuaciob.10 en el intervalo | y verifica las condiciones
y(%o) = Yo, Y*(x0) = Yk, 1<k<n-1.

Los valoresxel, (Yo,Y1....,Yn-1) €R", se suelen llamarondiciones inicialesAsi, pues, aunque
paran > 2 las soluciones de la E[3 (10, salvo en algunos casos particulares, no pueden obtaferse
forma explicita, si sabemos que, fijadas unas condiciongales, hay una Unica solucién de dicha
ecuacion que las satisface; ademas dicha solucion estéddefmtodo el intervald.

Estudiaremos a continuacion algunas propiedadesalgunto de todas las solucione® la
ED (5.10. Aprovecharemos para ello iaealidad de la ecuacion.

Es conveniente introducir una notacion apropiada. Notasddl) el espacio de las funciones
reales (o complejas) continuas €nSeal : C"(l) — C(I) el operador que a cada funcigre C"(l)
hace corresponder la funcién continu@) : | — R definida para todae| por:

LOY)(¥) = YO (x) +an-1(y () + -+ ar(y’ (X) + ao(Xy(X)
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El operador asi definido es evidentemente lineal. La EDJ puede escribirse ahora en la forma
L(y)(X) = b(x) o, simplementel_(y) = b. La ED L(y) = 0 se llama ED lineahomogéneale ordem.

La ecuaciorL(y)(x) = b(x) se llama también ED lineabmpletade ordem. Notaremos por Ker(L) el
nucleo del operadadk, es decir, el conjunto de todas las soluciones de 14 &= 0.

SeaX el conjunto de todas las soluciones de la ED lineal compdsta,es X = {yeC"(l) : L(y) = b}.
Supongamos que conocemos una solugidge dicha ED. Entonces podemos escribir:

X={yeC"(1): L(y) = L)} = {yeC"(1) : L{y—¢) = 0} = {yeC"(1) : y—peKer(L)} = ¢+ Ker(L)

Naturalmente, Ker(L) es un subespacio vectorialCd€l). Probaremos que tiene dimensidnPa-

ra ello notemosy; el vector de la base candnica H& cuyas coordenadas son todas nulas excepto
la j-ésima que es igual a 1, y notempsla Unica solucion de la ED homogénea que satisface las
condiciones iniciales:

(¥j(%0).Yj(Xa)s - -- ,yj(”fl)(xO)) = uj.

Comprobemos que las funciongsys, ...,y forman una base de Ker(L). En efectoysiKer(L),
entonces la funcién

h=y0)y1+Y ()2 + -+ Y D(x0)Yn
es una solucién de la ED homogénea que verifica

h(xo) = y(Xo), h"(x0) = ¥’ (X0}, -,h"™D(x0) = y (%)

En virtud de la unicidad de la solucién correspondiente @ gpadiciones iniciales dadas, concluimos
queh=y. Hemos probado asi qu, y», ..., ¥» €s un sistema de generadores de Ker(L); ademas dichas
funciones son linealmente independientes, pues sp,...,C, Son nameros tales qLEJ-”:lcjyj =0,
es decir:

C1y1(X) + Coy2(X) +- -+ Cyn(X) = 0
para todoxe |, entonces, evaluando esta igualdadxgrobtenemos que; = 0; derivandok veces
(I<k<n-1) obtenemoij-”:lcjyj(k(x) =0, igualdad que al evaluarla ey se convierte ey = 0.
Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema

Teorema 5.8. Las soluciones de la ED lineal comple&a 10 son las funciones de la forma:
Y(X) = @(X) + C1y1(X) + Cay2(X) + -+ Cayn(X)  (x€l)

dondey es una solucion particular de dicha ecuacion, ¥, ...,yn son cualesquiera n soluciones
linealmente independientes de la ED homogéneg g¢. .., c, son constantes arbitrarias.

5.3.1. Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientesmstantes

Consideremos la ED

YO (X) +an-1y™ (%) + - +azy’ (X) + agy(x) = 0 (5.11)
en la queag, ay, ...,a,-1 son nimeros reales. Notandb el operador lineal que a cada funcién deri-
vable en un intervalo hace corresponder su funcién deriwadafiniendoL = D" +ap_1D" 1+ +
a1D + apg, podemos escribir la EC5(11) en la formaL(y) = 0.

Busquemos soluciones de dicha ecuacion de la foy(mp= e dondea es un nimero real o
complejo. Un sencillo célculo nos da:

LEe™) = (1"+an-14" 1+ -+ ar1 + ag) e
y deducimos queg/(x) = e™* es solucién de la ED5(1]) si, y solo si, se verifica que
A"+an A"+ vyl +ag=0.

El polinomio y(1) = A" +a,_14"1 +--- + a1 + ap, se llamapolinomio caracteristicale la ED 6.11).
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Proposicién 5.9. Seau una raiz (real o compleja) de multiplicidad k del polinomiracteristico
(). Entonces las funciones'*, xe#X, x2etX, ..., x<"1e#X son soluciones de la ED5(11).

Demostracion SeajeN. NotandoD, la derivacion respecto a la variabke D = Dy la derivacion
respecto a la variablg, y teniendo en cuenta qu (Dx(e)) = Dy(D,(e'), se deduce que:

i
L( &)=L }(e")=DI(LE" =Dl =3 (L )y dxte™ (6.2
q=0

Igualdad que, con el convenio usual de que la derivada denae® de una funcién es la misma
funcion, también es vélida paja= 0.

Supongamos qu@ es una raiz de multiplicidall de y(1). Se verifica entonces que las derivadas
de x(1) hasta la de ordek— 1 inclusive se anulan para= u. Deducimos asi, teniendo en cuenta la
igualdad 6.12, que para & j<k-1 es:

L(x' e =Dj(x()e™)| =0
A=p
Teorema 5.10. Seany;, 1< j<m, las distintas raices del polinomio caracteristigpt), con multi-
plicidades respectivas kko, ..., km (k1 +k2+---+km=n). A cada raizuj asociamos las jksoluciones
delaED 6.11):
eMIX xetiX x2eHiX ... xKi—lgHX

Obtenemos asi n soluciones de la ED1() que son linealmente independientes.

Noétese que siij es una raiz compleja gg), entonces las soluciones de la ERI(]) asociadas a
dicha raiz son funciones complejo-valuadas. Ahora bieasfouque los coeficiente®y, ay, ..., an-1
de la ED 6.11) son nameros reales, hipétesis que hasta aqui no hemospesadoada, se sigue que
Si uj = aj +iBj es unaraiz compleja dg.) también lo es con igual multiplicidad; = «; —i8j. En
consecuencia lask2funciones:

xI-Lei Xcosfj x) = xi~tetiX +xiLetiX;
xi~teviXsenB; x) = i(xIteti*—xi"tetiX) (1<j<kj)

son soluciones de la EB(11). Finalmente, teniendo en cuenta que si dos vectgkeson linealmente
independientes también lo son los vectaresy, u—v, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 5.11.Seanyuj, 1< j<m, las distintas raices del polinomio caracteristigpt), con mul-
tiplicidades respectivasikk,...,km (ki + ko +---+km = n). A cada raiz realu; asociamos las k
soluciones de la EDY(11):

eMIX xetiX x2ehiX ... xKi—lgHX

A cada raiz compleja; = j +iB; asociamos lagk; soluciones de la ED5(11):
xle®Xcos@ix); xleiXsenBx) (1<j<k)

Obtenemos asi n soluciones de la ED1() que son linealmente independientes.

Una vez que sabemos calcular la solucién general de |&bEID){ para obtener la solucién general de
la ED lineal completa:

Y09 +an-1y"H(x) + - + a1y’ () + agyo(x) = b(X) (5.13)

dondeb es una funcion continua real (o compleja) definida en unvaterl solamente necesitamos
calcular una solucion particular de dicha ecuacion. Lascsmhes ya no estaran definidas en t&do
como antes, sino en el intervalodonde estéa definida la funcidn
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5.3.2. Célculo de una solucion particular de la ED lineal comleta

Para ello suelen seguirse los siguientes procedimientos.

5.3.2.1. Método de variaciéon de constantes

Supongamos, pues, que conocemosolucionesys, Yo, ...,Yn linealmente independientes de la ED
homogénead.11), y veamos un método, conocido con el nombrevdodo de Lagrange de va-
riacion de constantegjue se utiliza para obtener una solucion particular de la&Dpleta. En este
método se supone que la solucién particular es de la forma:

¢ =Cry1+Coy2+---+Cn¥n (5.14)

dondeCy, C,,...,Cy son funciones derivables en el intervdlpque se determinan imponiendo las
siguientes condiciones:

Ciyi®)  +  Ciy20)  + -+ Ci() = 0
Ciyi() +  Ci¥ys(0)  + o+ Ciye(d = O
ClOWI 200 + CHYE 00+ o+ CHYTP) = 0
CIYT M)+ CiMy P+ o+ CHOTTP) = b(x)

Se comprueba facilmente que si se satisfacen estandiciones entonces la funciéb.{4) es so-
lucién de la ED completa. Siempre es posible resolver dicsierna para expresar las funciones
Ci,Cj,...,C/} por medio de funciones continuas conocidas lo que permitailea las funciones
Cy1,Cy,....Ch.

5.3.2.2. Formas especiales del término independiente

Hay algunos casos especiales en que puede hallarse un@sgacdicular de la EDF.13 probando
directamente cierto tipo de funciones. Concretamente,asifuhcion b(x) es de la forma
b(x) = e**Py(x)cosBx), o bien b(x) = e**Py(X) senBx) dondea, 8 son nameros reales (pudieran
ser uno o los dos iguales a ceroPy(x) es una funcién polinémica de gradn. Entonces lo que
hacemos es hallar una solucién particular de la ED:

YO (X) +an-1y™ (%) + - +ary’ (X) + aoyo(X) = €A% Pry(x) (5.15)
Se procede de la siguiente forma:

a) Si @ +ip no es raiz del polinomio caracteristiggl), entonces hay una solucion particular de la
ED (5.19 de la formag(x) = e**5XQu(x), donde Qm(X) es una funcién polinémica de grado
con coeficientes indeterminados que se calculan imponigaéda funcidng(x) sea solucién de la
ED (5.15.

b) Sia+iB es raiz del polinomio caracteristiggl) con multiplicidadk, entonces hay una solucion
particular de la EDJ.15 de la formap(x) = xKel®*A)x Qp(x), dondeQm(x) es una funcién polinémica
de gradom con coeficientes indeterminados que se calculan imponigodda funcidéng(x) sea
solucion de la EDJ.15.

Obtenida una soluciéon particular de la EB.AH, su parte real o su parte imaginaria, segun sea
b(x) = e**Pm(X) cosfBx), 0 b(x) = e**Py(X) senfBx), es una solucion particular de la EB.13. Na-
turalmente, el método también puede aplicarse cuando @dii(x) es suma de funciones de los
tipos considerados.
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5.4. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Las ecuaciones diferenciales:
y1(X) = a11y1(X) + azay2(X) + - - - + anyn(X) + b1 ()
Y2(X) = @21y1(X) + azay2(X) + - + aznyn(X) + b2(x)
Y(X) = an1y1(X) + @nzy2(X) + - - + @nnyn(X) + bn(X)

Dondeaj, bj, 1<i, j<n, son funciones reales (o complejas) conocidas, continuas étervalol, se
dice que constituyen un sistema diferencial lineal (SDla@#lante) de ecuaciones en las incégnitas

Y1, ¥Y2,---,¥Yn.

Por analogia con los sistemas de ecuaciones lineales, esnj@nte usar la notacion matricial:

a11(X) ai2(x) -+ an(X) b1(X) y1(X)

o aon b
A= 321:()() azz:(X) | a2:(X) b= 2:(X) Y= YZ:(X)
an(¥) an2(x) - ann(x) bnXx YnX

Lo que permite escribir el sistema en la forma:

Yy’ (¥) = A(X)y(¥) +b(x) (5.16)

Cuandob(x) = 0 para todoel, el sistema se llama homogéneo, y completo o0 no homogénexsen ¢
contrario.

Teorema 5.12(Teorema de existencia y unicidad.Dados €1, (X1, X2,...,X,) €R", existe una
Unica funciény : | — R", que es solucién del sistema diferencial lineall@ y verifica quey(xg) =
(X1, X2,...,%n)-

Notaremo<C!(I,R") el espacio vectorial de las funciones reales (o compldgf@idas en el intervalo

I con valores eR" (0 enC") que tienen derivada continua. Teniendo en cuenta la ldsehidel
operadon\ : CY(1,R") — C(I,R") que a cada funcioge CL(l,R") hace corresponder la funciéx(y)
definida para todxel por A(y)(X) = y’(X) — A(X)y(X), y razonando de forma analoga a como se hizo
para la ED lineal de orden, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.13. El conjunto de todas las soluciones del sistema diferetticiedl homogéneg’(x) =
A(X)y(X) es un subespacio vectorial de dimensién n déd ®"). Las soluciones del SDL completo
(5.16s0n las funciones de la forma:

y(X) = h(x) + Cry1(X) + Cay2(X) + -+ Cayn(X)  (x€l)

dondeh es una solucién particular del SDL completg, yo,...,Yn SOn n soluciones linealmente
independientes del SDL homogénea,cg, ..., C, Son constantes arbitrarias.

Un conjunto den soluciones linealmente independientes del SDL homogéndize que es usiste-
ma fundamental de soluciones

NotaremosM,, el espacio de las matrices cuadradas de ordegales (o complejas). Dadasun-
cionesy; eCY(1,R"), 1< j<n, notaremos =(y1|y2|--- |yn) la matriz 0, mas propiamente, la funcion
matricial,Y : | - Mp, cuyas columnas estan formadas por las funcigneg,, ...,yn. Naturalmente,
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por Y’ entendemos la funcion matricial cuyas columnas son lasdaesy;’, 1< j<n. Con estos
convenios, podemos consideraelzuacion diferencial matriciadsociada al SDL:

Y/()=AKY(), YeC(,My) (5.17)

Es evidente qu& es solucion de la ecuacién matricial1?) si, y s6lo si, sus columnas son soluciones
del SDL homogéneo. Una matriz cuyas columnas son un sistemd@amental de soluciones del SDL
homogéneo, se llama unaatriz fundamental

El siguiente resultado permite reconocer cuandoluciones del sistema homogéneo son lineal-
mente independientes.

Teorema 5.14.El determinante de una soluciow,, de la ED matricial 6.17) o bien es idénticamente
cero o no se anula en ningun punto del intervalo 1, o que, aesj gquivale a qu¥ sea una matriz
fundamental.

Mas adelante veremos cémo obtener una matriz fundamentsl 8®L con coeficientes constantes.
Concluiremos ahora viendo como puede obtenerse una selaiticular del SDL completo, supuesto
gque conocemos una matriz fundamentalSiguiendo la técnica de variacion de constantes, se busca
una solucién particular d&(16 de la forma:

h(x) = Y(X)C(X) (5.18)
dondeC : | — R" es una funcién con derivada continualeffeniendo en cuenta que:
h'(X) =Y’ (X)C(X) + Y(X)C'(X) = A(X) Y (X)C(X) + Y (X)C'(X)

y sustituyendoq.18 en (.16, obtenemo¥ (X)C’(x) = b(x), lo que permite calculaE’(x) = Y ~1(x)b(x),
y a su vezC(X) por :

C(X) = C(xo) + fv—l(t)b(t)dt
X0

dondexg es cualquier punto dé. Finalmente, la soluciéon dé& (16 que verifica la condicién inicial
y(xo) = Yo, dondeyg es un vector dado d&", viene dada por:

y(¥) =Y(¥) Y‘l(xO)yo+jY—1(t)b(t)dt .
X0

Los resultados anteriores pueden usarse para estudiarliaggiDde ordem. Ello se debe a que
resolver una ED lineal de orderequivale a resolver un SDL aeecuaciones. En efecto, consideremos
la ED lineal de ordem:

YV () +an-21(y D) + - + a1 (X)y’ (¥) + 20(X)y(¥) = b(x)

Poniendoy; = y,y2 = Y',...,¥n = Y™, podemos escribir de forma equivalente la ecuacion en la
forma:

y1(¥) = y2(x)
Y2(X) = y3(X)
Yn-1(X) = Yn(X)
Yn(X) = —ao(X)y1(X) — a1(X)y2(X) — az(x)y3(X) - - - — an-1(X)yn(X) + b(X)
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que es un SDL da ecuaciones con:

0 1 0 - 0 0
0 0 1 - 0 0
AW=| Lo | b=
0 0 - 0 1 0
—ao(X) —ai(®) -+ - —an-a(X) b(x)

Notese que, en particular, esto justifica que considereamosiio sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales dprimer orden

5.5. Sistemas de EDs lineales con coeficientes constantes

En lo que sigue consideraremos un SDL homogéneo:

y'()=Ay(¥ (5.19)

cuya matriz de coeficiente’, es una matriz constante, esto &g M,. Nuestro problema es obtener
un sistema fundamental de soluciones de dicho sistemaeri@mien cuenta que una ED lineal de
ordenn puede escribirse como un SDL de=cuaciones, es razonable esperar que el sistdérhg (
tenga, por analogia con la EDL de ordey coeficientes constantes, soluciones de la forma:

y(x)=e'*u (u=0)

dondel es un nimero real o complejowes un vector d&" o deC". Sustituyendg/(x) por et*u
en 6.19, obtenemos:
letXu=Aeu=eAu

que, cancelando el factof €y reordenando los términos, equivale a:
(A-alu=0, (5.20)

dondel indica la matriz identidad de orden Deducimos asi qug(x) = e'*u es solucion deH.19
si, y sélo si,A y u # 0 satisfaceng.20), es decir es unvalor propiodeA y u es unvector propio de
A asociado cont.

Proposicién 5.15.Supongamos que hay una baseéfig{u;, us, ..., un}, formada por vectores propios
deA, y sead; un valor propio? asociado conyj. Entonces

A1 X A2 X

y1=e'ug, yo = e2Xuy, ..., yy = e *uy

es un conjunto fundamental de soluciones del 8[¥k) = Ay(X).

Recordemos que los valores propios de una mAtson las raices de su polinomio caracteristico:
A() =1A-2l|

Nétese también que, por ser la matkizie nUmeros reales, ses un vector propio asociado a un valor
propio complejol = @ +i, (8 # 0), dicho vector tiene que tener alguna de sus coordenadgseja,

es decir sera de la fornm= u +iv dondeu, veR", v # 0. En este caso tambiéh=a —i8 es un

2| os valores propiosty, Az, ..., pueden ser reales o complejos y pueden repetirse.
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valor propio deA y z=u—iv es un vector propio asociado conLas correspondientes soluciones del
sistema: _ B .
z(x) = e(a+|l?)x(u +iv), z(x) = e(a—lﬁ)x(u —iv)

son funciones complejas. Para obtener soluciones realgelee hace es sustituirlas por:

2(X)+2(x) _

2(x)-2(X) _
2 2

e”* (cosxX)u—senfx)v), e”* (senBxX)u+cosBx)v)

La hipétesis hecha en la proposicion anterior equivale dajomatrizA sea diagonalizable sobtg lo
que no siempre es posible.

En el caso general se procede de la siguiente forma:

1) Se calculan los valores propias con multiplicidades respectivag 1< j<m.

2) Para cada valor propiy se hallark; vectores linealmente independientes que verifiquen que
(A-jl)kiu=0

El espacio Kerfs — /ljl)ki se llamasubespacio maximasociado al valor propid;.

3) Los n vectores obtenidos en 2) forman una bdaede C". Cada vectou € B esta en el espacio
maximo de algun valor propidy, de multiplicidadk,, verificandose que la funcion:

— elux A auyus A1y XU A gyt
yu(x) =e u+X(A - u)u"’?( - u)U+"'+m( — A"
es solucidén del SDly’(x) = Ay(X) y el conjunto de todas ellas constituye un sistema fundéahdea
soluciones.

Cuando hay valores propios complejos se procede a asagemigpares conjugadosy se toma la parte
real e imaginaria de las soluciones correspondientes.

La justificacion del procedimiento indicado es mas un prolaléle 4lgebra que de analisis y se apoya
en la existencia de la forma candnica de Jordan de una matriz.

Finalmente, conocido un sistema fundamental de solucideleSDL homogéneo, la técnica de varia-
cion de constantes, que en el caso que nos ocupa es espatéadeecilla de aplicar, permite obtener
una solucién particular del SDL complegd(x) = Ay (X) + b(x).

El procedimiento anterior es el mas clasico para obtenerlei®n general de la ecuaciés.(9
pero si hay raices multiples los calculos pueden ser bastedibsos. Vamos a considerar a continua-
cion la ecuaciong.19 desde otro punto de vista.

5.6. Exponencial de una matriz

Volvamos a considerar el SDL homogéneo con coeficientedamuies dado poy’ = Ay dondeA €

M. Dado un vectogp e R", queremos calcular la solucion de dicho sistema que vetifigp= zo.

En el caso mas elemental en el que la mairigs un nimera@, y zp €s un nimerdy, el sistema es

y’ = ay y la solucion buscada ggx) = e**z,. Con algo de osadia podemos imaginar que en el caso
general la solucion sera de la forméx) = €**zy. Naturalmente, esto plantea dos problemas: definir la
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exponencial de una matriz y, una vez definida, comprobar fpetieamente la funciory(x) = &% zg
es solucion del SDly’ = Ay cony(0) = zp.

Para definir la exponencial de una matriz cuadrada usarensesie que define la exponencial:

Se trata de una serie de potencias que converge erRiggen todoC si interpretamos que es un
nuamero complejo). Como las matrices cuadradas podemomphwaltlas y sumarlas, dada una matriz
A e M, podemos considerar la sucesion de matrices

_:|+A+A_+A_+...+— (521)

Tiene perfecto sentido considerar la convergencia de es&s®n enV,. A efectos de convergencia
M, no es otra cosa qu&f conq = n?. Pues bien, se demuestra que la sé&i2% converge epM,. Es
natural definir el limite de dicha serie como la exponenadkdmatrizA. Seguimos el convenio de

queA® = | la matriz identidad.
N Ak Ak
def . A A
SEIMR G2 (522

Podemos considerar ahora la funciorR — R" dada por

(o)

IS A2 A3 AN
y(x) = eMzo = (ZT> 20 = (I+xA+x27+x3§+---+x”F+...)zo

k=0

Derivando respecto atérmino a término y notand® € M, la matriz nula, obtenemos que

A3 . AN
y/(X) = (O+A+XA2+XZE+---+XH l(n—l)!+"')20:

=A I+xA+x2A—2+X3A—3+---+x”‘l AT +... | z0= A 2o = Ay(X)
2 3! (n-1)1 ) 0

Lo que prueba qug(x) = €**zg es la solucién del SDL homogéneo que verifica (D = zo.

Pensaras que no hemos ganado gran cosa porque el calculexmlaencial de una matriz no
parece nada facil. Pues de hecho hay una manera muy seedildcdrlo usando el siguiente resultado
clave.

Teorema 5.16(Teorema de Cayley-Hamilton)Toda matriz es anulada por su polinomio caracteris-
tico. Es decir, si
AR =|A-1zl|

es el polinomio caracteristico de la matwy se verifica qué\(A) = O.

Supongamos ahora q&éz) es una funcion polindmica de grado mayor o igual QyeseaR(2) el
resto de la division d@(2) por A(2). ComoA(Z) tiene grado se tendra que el grado &¢z) es menor
quen. Tenemos que

P(2 = Q(@9A(2 + R(2 = P(A) = Q(A)A(A) + R(A) = R(A) (5.23)

Esto nos dice que cualquier funcién polindbmicafepuede ser expresada como una funcién poliné-
mica enA de grado menor o igual gue- 1. Deducimos también que la sere 42 se reduce a un
ndmero finito de sumandos, en total no masded.
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Consideremos ahora una funcién que viene dada como la sum@adserie de potencias en una
ciertaregiom c C

f9=) ez (2¢9Q)
n=0
Aunqgue una serie de potencias no es exactamente un polinesrposible escribir
f(2=A203@+R(2 (5.24)
dondeR(2) es un polinomio de grado menor o igual que 1 (en generalQ(z) sera una serie de

potencias pero eso no interesa para lo que sigue).

Naturalmente, coma(A) = O, la igualdad $.24 nos dice que debemos definir el valor de la
funcién f enA por
f(A) =R(A)

En particular, podemos tomar

@=¢=Y %5
n=0

y obtenemos que

) =R(A)
Todo ha quedado reducido al calculo del polinoiR{g).

Vamos a ver queen la hipotesis de que contiene a los valores propios de la matfizla igualdad
(5.29 permite calcular facilmente(z). En efecto, evaluando la igualde&lZ4) en los valores propios
Ai de A (para eso se necesita qlieesté definida en dichos valores, es decir, fueontenga a los
valores propios d&) tenemos

f(i) = A()Q(A) + R(Ai)

y, comoA(4;) = 0, obtenemos que
R(Ai) = f(4) (1<ign) (5.25)

Observa que para determirR¥(E), como es de grado menor o igual quel, necesitamos condicio-
nes.

¢ Si todos los valores propiog son distintos, entonce$.@9 nos proporcionan ecuaciones que
permiten calcular los coeficientes Re

¢ Si, por ejemplo,4, es un valor propio con multiplicidall > 1, entonces podremos escribir
A(2) = (z- )¥S(2) y, teniendo en cuenta la igualdiiZ4), deducimos que se verifican las siguientes
kigualdades

f()=RW, f'W)=R), ...... . fED0) = RED

Por tanto, siempre tenemos en totatondiciones que permiten calcular el polinory con ello
f(A). En particular, pard(z) = € obtenemos’.

5.6.1. Calculo de™*

Para cadaxe R notaremosAax(2) el polinomio caracteristico de la matifex y Aa el polinomio
caracteristico d&. Supongamos que los valores propiog\dson;, (1< j <m), con multiplicidades
respectivak; dondek; + ko + - + kn = n. Es decir

M@ =IA-2|=a]](z-1j)"
j=1
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dondex es una constante. Observemos que

Aax(ZX) =|Ax-zxl| = x"|A - zl| = X"AA(2)

® n
Pongamosf(2) = € = Z % Como caso particular de la iguald&Z4) para la matriAx, tenemos

n=0
que

f(2 = Aax(2Qx(2 + Tx(2)

dondeQ«(2) sera una serie de potenciaszque no nos interesa¥x(z) sera un polinomio ea de
grado menor qua cuyos coeficientes dependeran d&m lo que siguex serd un ndmero reéijo y
distinto de cero. Definamos ahogéz) = f(zX) con lo que

9(2 = Aax(ZXQx(zX) + Tx(z X
= X"AA(DQx(ZX) + Tx(z X (5.26)

m
= x"a [ [(z- 1)) Qu(z X + Tu(z¥) (5.27)
j=1
si en la igualdadg.26 sustituimosz por A y tenemos en cuenta qug (A) = O, obtenemos que
g(A) = F(AX) = & = Ty (AX)

n-1
Pongamo&(2) = Tyx(z¥. Con ello X = R(A). Observemos qu&(z) sera de la formR(z) = Z cq(¥) .

=0
Teniendo en cuenta que

d _
@H(z_aj)km(zx) =0  (0<k<kj-1)
=1

z=4;j

de laigualdadg.27) se deduce que

Kk Kk n-1
d—kg(z) _ d—kf(zx) = Xei* = R¥(1) = 3 (- K1eg(™* (0 <k<kj-1)
dz z=4;j dz z=4; g=k

En total tenemos ecuaciones que permiten calcular las funciongx), 0 < g < n—1. Finalmente

n-1
= "cq(AL

a=0

5.6.2. Oscilaciones libres y forzadas

Consideremos un cuerpo de masauspendido del extremo inferior de un muelle vertical deanas
despreciable. Partiendo de una posicion de equilibrio] eroenento inicialt = 0, se aplica al cuerpo
una fuerza (t) en direccién hacia abajo que produce un desplazamieetalipg y hace que el cuerpo
se ponga en movimiento con una velocidad inigial

Para obtener la ecuacién del movimiento fijamos un sistenrafdeencia cuyo origen situamos
en el centro de gravedad del cuerpo en equilibrio. Llamasarttpal desplazamiento vertical en el
momenta medido respecto de la posicién inicial de equilibrio y etegs el sentido positivo del des-
plazamiento en la direccién hacia arriba. Debemos teneuenta la fuerza de recuperacidh, del
muelle que viene dada por la ley de Hooke cdraft) = —ky(t) dondek > 0 es una constante. Supon-
dremos también que hay una fuerza de amortigua€igrque es proporcional a la velocidad, es decir,
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Fa(t) = —cy’(t) dondec > 0 es una constante de proporcionalidaat@aficiente de amortiguamiento
Los signos negativos se deben a que la fuerza de recupefacjda de amortiguaciof, se oponen
siempre al movimiento.

Si esh el alargamiento del muelle en la posicién inicial de equiitipse tendra qukh—mg= 0.
Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, deducimos que

my”(t) = mg+ f(t) - k(y(t) + h) —cy'(t) = £(t) —ky(t) —cy’(t)
que suele escribirse con la notacién de Newton en la forma
my+ cy+ky= f(t) (5.28)

Observa que como todas las fuerzas actan en una mismaid@irgoclemos ignorar el caracter vec-
torial y trabajar solamente con sus modulos teniendo sieepcuenta el sentido en el que actia cada
fuerza. Cuando la fuerza externa aplicada es rfuta), se dice que se trata de oscilaciones libres que

Posicion de equilibrio ‘ Posicion inicial para=0

(®

pueden ser con amortiguamieiets 0 o sin amortiguamiento= 0. Cuando la fuerza externa aplicada
no es nula se trata de oscilaciones forzadas.

5.6.2.1. Oscilaciones libres no amortiguadas

En las oscilaciones libres se entiende que el cuerpo se sametdesplazamiento inicig) y después
se suelta dandole una cierta velocidad inigiabin ejercer después sobre él ninguna fuerza externa.
La ecuacion del movimient®(28 queda en este caso reducida a

my+ky=0 (5.29)

que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La acoaéteristica esl> + k=0 cuyas
raices son

A1 =ivk/m, A2=-i+k/m
Por tanto, las soluciones de la ecuacidr8() son las funciones

y(t) = C1senut) + Cocost) w= yk/m
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dondeC; y C, son constantes arbitrarias que pueden calcularse cuarmmseen las condiciones
inicialesy(0) = yo, ¥’ (0) = vo.

Las soluciones anteriores suelen escribirse, poni€hdeiC, = A€? dondeA = 1/Cf+C§ y
¢ = Arg(C1 +iC>), en la forma siguiente.
y(t) = C1sen@t) + Cacost) = Im((Cy +iCo)(coswt) +isenft)) = Im(A¥ €“t) =
= Im(A€“™¥) = Asenfut +¢)
Un movimiento de la formg(t) = Asenwt+¢) se dice que es umovimiento armaénico simpl®icho
movimiento es periédico con periodo igualla= 2r/w. El nimerov = 1/T es la frecuencia en ciclos

por segundo (hercios). El nimetoes lafrecuencia angular o pulsacidgque se mide en radianes por
segundoA es laamplitud wt+ ¢ es lafasey ¢ es lafase inicial

Es interesante observar que la pulsaciénes independiente de las condiciones iniciales y sola-
mente depende de la masgy de la constante elastiéadel muelle.

5.6.2.2. Oscilaciones libres amortiguadas

En este caso la ecuacion del movimierB®2@ queda en la forma
my+cy+ky=0 (5.30)

que se trata de una EDL homogénea de segundo orden. La ecoaddteristica esul? +cl+k=0
cuyas raices son

—C+ V2 —4km —Cc— V2 —4km
b= =

La naturaleza de estas raices determina las caractesiddbmovimiento.
Caso de raices reales

Si la amortiguacion es muy grande de forma @fie 4km3> 0 las dos raices son reales y negativas.
En este caso no hay movimiento oscilatorio, se trata de urimiento aperiédico de ecuacion

y(t)=Cy et C, et o bien yt) =(Cy1 + Cz'[)e/“ (si 11=122=2)

Si ¢?—4km> 0 se dice que el movimiento ssbreamortiguadoCuandoc? — 4km= 0 se dice que hay
amortiguamiento critico

Caso de raices complejas

Cuandoc? — 4km< 0 las raices son complejas

y las soluciones son

k ¢
_ a-Ct/2m — 42
y(t) =€ (C1coswt) + Casengt)) w= A\l
que, al igual que antes, puede escribirse de la forma
y(t) = e V2" Asenfut + ¢) (5.31)

Se trata de un movimiento oscilatorio cuya amplitde; /2™, decrece exponencialmente. La pul-
sacionw es ahora menor que en el caso anterior y el periodo sera nesydecir, las oscilaciones
amortiguadas son mas lentas.
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5.6.2.3. Oscilaciones forzadas

Acabamos de ver que en las oscilaciones libres con amontign#o la amplitud del movimiento
decae exponencialmente. Por ello, en la practica, el mewitmicesa al poco tiempo y se dice que se
trata de un movimiento transitorio. A veces interesa quiealinovimiento sea permanente para lo que
es preciso aportar energia exterior al sistema por medioaéuerza capaz de sostener la oscilacion.
El caso més interesante corresponde a una fuerza delf {ihe- a senpt). La ecuacion§.28 del
movimiento es ahora

my+ cy + ky = asenpt) (5.32)

Se trata de una EDL completa cuya solucion, como sabemoktisa®sumando a la solucion general
de la ED homogénea una solucion particular de la ED completaiendo en cuenta la forma del
término independiente (veb.(15), buscaremos una solucion particular de la ED

my + cy+ ky = aePt (5.33)

que sea de la forma(t) = Me®! dondeM es una constante que deberemos calcular y entonces
y(t) = Im(t) sera una solucién particular d&.82. Sustituyendo erf(33 obtenemos que
a a(k—mb?) —iabc

-mME +ibcM+kM=a= M = b (k—mb2)2+b202

Poniendok—mt? —ibc = p€¥, dondep = / (k- mb2)2 +b2c2 y ¥ = Arg(k— mk? —ibc), deducimos
que

_ _ bt _ a _m?_ihe) dbt) —
y(t) =Img(t) = ImMePt = (k—mb2)2+b202 Im ((k—mb? - ibc) P =
a 9 a
- — Im(o€d?dbt) = senpt+9
(k—mb2)2+b2c2 v ) (k—mb2)2+bzc2 o)

La solucion general de la ecuacidh3? se obtiene sumando esta solucién particular a la solucion
general $.31) de la homogénea antes calculada. Obtenemos asi las s@scio

y(t) = e SV?MAsenft + ) + a senpt+ 1) (5.34)

(k- mb?)® + b2c?

Vemos que el movimiento esta formado por la superposiciamdeovimiento oscilatorio amortigua-
do, que se denomingansitorio porque cesa al cabo de un tiempo, y de un movimiento osddator
armonico simple que permanece y por ello se llgraemanenteEl sistema acaba oscilando con la
misma frecuencidy, que la fuerza exterior aplicada. Ademas la amplitud finbird®vimiento depen-
de de dicha frecuencia.

Es facil calcular el valor de la frecuencia de la fuerza aplecque hace méaxima la amplitud final
del movimiento. Dicho valor viene dado por:

k ¢
br=1/—-=— 5.35
' m 2m (5.35)
Esta frecuencia se llanfeecuencia de resonancigue para valores pequefos dén es préxima al

valor vk/m que es la pulsacidn propia del sistema cuando oscila librensn amortiguamiento.
A la frecuencia de resonancia corresponde una amplitudmaadada por
a

Ay = (5.36)

k 2
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Deducimos que, cuando el coeficiente de amortiguamientes muy pequefio, la amplitud de las
oscilaciones forzadas en resonancia puede ser muy grandeala amplitud de la fuerza aplicada
sea pequefia.

Como veremos a continuacién, los circuitos eléctricos soy parecidosiéomorfos diriamos en
matematicas) a los sistemas que estamos estudiando yeaeliprovecha el fendmeno de resonancia
para amplificar sefiales; eso es lo que hacen esencialmssiationizadores de radio. Otras veces hay
gue evitar la resonancia como ocurre en las vibracionestdecegas elasticas tales como puentes o
en las vibraciones de partes de una maquina como un motortoe@wil donde el aumento de la
amplitud de las vibraciones es peligroso o molesto.

5.6.2.4. Circuitos eléctricos RLC
La intensidad = I (t) de la corriente a través de un circuito eléctrico esta taraada por los valores

de laresistenciR (ohmios), capacida@ (faradios), autoinductancia(henrios) y fuerza electromotriz
(fem) aplicade&E = E(t) (voltios). Los valores d&, C y L se suponen constantes y son propios de cada

circuito.
- W—

1(t) R

GEDEW C ——

Recuerda que la intensidéd) de la corriente eléctrica mide el flujo de cagff por unidad de tiempo
a través de una seccion del conductor:
9= 990
dt
su unidad es el amperio (culomjgegundo).

La resistencia, la autoinduccion y la capacidad estaniocgladas con la intensidad de la corriente
por las siguientes igualdades:
di(t t
A0 vp-1
dt C
donde, en cada caso, hemos representad® (ipta diferencia de potencial entre los extremos del
elemento en cuestion (resistencia, autoinduccion, cayzaiam).

V@) =RI), V(@)=L

La fuerza electromotriz aplicada produce una diferencipalencialE(t) en los extremos del cir-
cuito que, por el principio de conservacion de la energiae der igual a la suma de las diferencias de
potencial entre los extremos de cada uno de los componeiteisaliito. Como se trata de un circuito
de una sola malla, a lo largo de él circulara la misma intexsite corrienté = I (t). Obtenemos asi la
siguiente ED: ao 0

t q(t
L at +RI(t) + C
gue puede escribirse de forma equivalente en funcion dedagg):

- E(t) (5.37)

Lq"+Rq’+éq= E(t) (5.38)
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También podemos derivar la EB.B7) para obtener en funcién d€) la ED:
1
LI"+RI’+EI=E’(t) (5.39)

De esta forma hemos obtenido ED lineales de segundo orderoefinientes constantes formalmente
idénticas a la obtenida para el caso de oscilaciones fsZ@daacion§.28). Los resultados que
obtuvimos en el estudio del movimiento oscilatorio puederainterpretarse en términos de circuitos
eléctricos sin méas que tener en cuenta las siguientes pon#sncias:

oscilaciones circuito RLC

F(t)=my’(t) (masa) V(t)=Lqg”(t) (autoinductancia
F(t) =cy’(t) (amortiguador)| V(t) =R (t) (resistencia)

F(t) =ky(t) (muelle) V(t) =q(t)/C (condensador)

Desde un punto de vista mateméatico, ambos sistemas, el ioeyaai circuito RLC, sorel mismo
sistema 0, dicho en la jerga matematica, sistemas isomorfos

5.7. EDOs Yy transformada de Laplace

Ejemplo 5.17. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales
y’ +y=sen y(0)=1,y’'(0)=1

Es decir, se trata de calcular una solucit), de la ecuacién diferencigl’ +y = sert que verifique
las condiciones inicialeg0) = 1, y’(0) = 1. NotemosY(s) la transformada de Laplace de la funcién
(desconocidg). Tomando transformadas de Laplace en la ecuacion difielgnteniendo en cuenta
la férmula4.38para la transformada de Laplace de una derivada, obtenemos

S2Y(9) - sY0)-y'(0)+ Y(s) = ﬁ

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciakdtee

s+1 1

YOt @y

Por una parte

1 1
ssz++1 =g szil = [(sen) + L(cost) = L(sen + coS)
Y por otra
1 11 2s 1 1
—_—_— =[] ==L(1
FEr1f 25 @ 1) ZL L(tsern) 2L( xtsert)
Por tanto
1 1
y() = L£71(Y(s) =sert+cost + El*tsert:sert+cost+§fuserudu

1 1 3
= sent+cos+ E(—tcost+ sen) = cost— 5tcost+ 5 sent

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la soluci@tizor ¢
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Ejemplo 5.18. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

" sert, 0<t< ,
y +y={ o ton ¥(0)=y'(0)=0

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la @ ygooniendor(s) = Ly(s), tenemos

T

1 TS
SY(9) +Y(s) = Je‘Stsert dt = ;71
Por tanto
l1+e7s 1 e”s

YO =g T @rip @1y
En el ejemplo anterior hemos visto que

L%@) = %(sert—tcost)

teniendo en cuenta también la igualdadQ deducimos que

y(t) = %(sert—tcost)+ H(t—7) (%(sen(—n)—(t—n)cos(—n))>

es decir 1
E(sert—tcost), o<t
y(t) =
—EnCOSt, t>n
¢
Ejemplo 5.19. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones difafesci
y+z2+y+z = 1 _ B
Viz - @ y(0)=-1, %0)=2
Tomando transformadas de Laplace y ponie¥itk) = Ly(s), Z(s) = £z(s), obtenemos
1
SY(9)+1+sZ(9)—-2+Y(9)+Z(5) = p
1
Y 1+Z = —
sY(s)+1+Z(s) o1
De estas ecuaciones deducimos que
~L+s+1 1 2 1
Y = — R EEEEE——
S s(s-12 s s-1 " (s—1)?
y tomando transformadas inversas obtenemos que
y(t) =1-2€ +té, z(t) =2¢€ -té
¢

Ejemplo 5.20. Consideremos la ecuacion diferencial lineal no homogéaeadkm con coeficientes

constantes
y(n) + an_ly(”fl) 4t aly’ +agy = f(t) (540)
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y condiciones iniciales
y(0)=y'(0)=--=y"(0)=0 (5.41)

La solucién de&s.40que satisfacé.41se llama lasolucion de estado estacionaribtbmando transfor-
madas de Laplace én40obtenemos

(" +an-1S" 1+ +ars+ag) L(Y(E)) (9) = L(F(1)(9)

esto es

L(f))(s
)9 =L
donde Q(S) = "+ an_18" 1+ .- +aiS+ag.
Supongamos qug(t) es una funcién tal que
o5 - Hlew)
Entonces
L(y(t) = £(f(1)) L£(g(t)) = £(f=g) (1)
por lo que

t
y(t) = f f(U)g(t - u)du (5.42)
0

Teniendo en cuenta que
Q9L(g) =1

es decir
(" +an18" 1+ +ars+ao)L(g()) = £(8(1))

podemos considerar qgé) es la solucién de estado estacionario de la ecuacion
g™ +an 10" V4. + 19’ +a0g = 6(t)

La funciéng(t) se llamaespuesta impulsdel sistema y su conocimiento permite obtener la respuesta
del sistema a cualquier seffdt) por medio de la convolucién dada pm#A2

Un caso particularmente sencillo es cuando el polino@(g) tiene todas sus raices simples. Si
éstas sowj (1< j <n), entones se prueba con facilidad que

n 1 t
=Y ——— | f(yeitd
0 §j=15Q/(a,-)J (u) it dy

¢

Ejemplo 5.21. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales puedenvegselcon ayuda de la trans-
formada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuacién
an+2— 38n41+ 280 =0, ap=0 ay1=1

Para ello definamos
y(t) = an n<t<n+1l n=0,12,...

Con lo cual la ecuacion se convierte en

y(t+2)—-3y(t+1)+2y(t)=0 y(0)=0, y(1)=1 (5.43)
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Tomando transformadas de Laplace tenemos

L(y(t+2)) je’“y(t+ 2)dt =[u=t+2] = fe’s(“’z)y(u)du =
0 2

(o) 2
e?-sj e SUy(u)du — e?-sj e SUy(u)du
0 0

2

1
3L(y(t)) - eZSj e SUy(0) du — eZSf e SUy(1) du
0

1

5 L(y(t)) - %(1—@5)

Analogamente
L(y(t+1)) = e3L(y(1))
Con lo que la ecuacidb.43se convierte en

S L(y(t)) - %(1 — &) =3 L(y(D)) +28(y(D) =0

de donde facilmente se obtiene que

1-es 1
£00) = 1759 5

Teniendo ahora en cuenta que para0O y notanddE(t) la funciénparte enterase verifica que

£ (aE0) = s(i:iz(:e:*) (Re(s) > max{0,loga})

concluimos que
L(y() = £(250) - £1= £ (250 -1)

de donde resulta finalmente
a,=2"-1, n=0,12,...

5.7.1. Ejercicios

1. Calcula la solucién de la ecuacion diferencial

N

, O<t<ge
e

On il

my” (t) + ky(t) = {

<t
dondey(0) = y’(0) = 0 y &,m,k son constantes positivas.
2. Calcula la solucién de la ecuacion diferencial

y” + 1%y = cos(lt)

gue verificay(0) = 1,y(%l) =1
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3. Supongamos que la corriente eléctiien un circuito verifica
d 1
L—+—=|l(udu=E
m+c£()

dondeL, C, E son constantes positivad @) = 0. Calculal (t).

4. Unabala de masaes disparada por un cafion con una velocigatentro de un medio viscoso.
Se sabe que el desplazamiey) en el tiempd > 0 de la bala satisface la ecuacion diferencial

my”’ +ky =0
dondey(0) = 0, y’(0) = Vp. Calculay(t).

5. Calcula primero la respuesta impulso y después la selusdestado estacionario del sistema
dado por la ecuacion diferencial
y// +y/ _2y= 494

6. Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

x"+y' +3x = 15¢et
y” —4x’ + 3y 15sen(2)

dondex(0) = 35, x’(0) = —48,y(0) = 27,y’(0) = -55.

7. Resuelve, usando transformadas de Laplace, la ecuaciifeeencias finitas

Ans2=ans1+an ap=0 ay=1

5.8. Sistemas LTIy sistemas de ED

Recuerda que usistemaes cualquier proceso que transforma sefiales de entradéadessde salida.
En términos matematicos, podemos representar un sistemum pperadot. que al actuar sobre una
sefialx produce una sefigl lo que se escribg= L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy generalgBaran concepto tan general sea
realmente Util hay que suponer que se cumplen ciertas [iagbis.

Propiedades de los sistemas

= Linealidad. Se dice que un sistentaes lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir, cuales-
quiera sean las sefiales de entrady y los nimeros, 8 se verifica que:

L(aex+BY) =alLx+pLYy
Esta propiedad suele llamansencipio de superposician

= Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistemaes invariante en el tiempo si un adelanto o
retraso de la sefial de entrada produce el mismo efecto efidhdsesalida.

Representando pagx la sefial tax)(t) = x(t — a), la invariancia en el tiempo se expresa por la
igualdad:
L(Tax) = TaL X

De manera mas explicita, si egt) = (Lx)(t) la sefial transformada de y es
Z(t) = (L(raX))(t) la sefal transformada dgx, se verifica que(t) = y(t — a).
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= Estabilidad. Se dice que un sistentaes estable cuando es lineatgntinua Matematicamente
esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concretdatalse de significado matema-

tico preciso):
L <Z Xn) = Z L Xn
n=0 n=0

También suele expresarse la estabilidad por la condiciGudes! sistema transforme sefiales
acotadas (Bounded Inputs) en salidas acotadas (BoundpdiSutA estos sistemas les llaman
BIBO en los textos de procesamiento de sefiales.

» Causalidad.Se dice que un sisteniaes causal cuando se verifica que
ut) =v(t) Yt<to= (Lu)(t) = (LV)(t) Vt<to

Dicho en términos familiares, un sistema es causal cuandespuesta depende solamente del
pasado.

Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempdoEjue sigue solamente considera-
mos sistemas analdgicos.

Una clase importante de sistemas LTI son aquellos en losagqudelcion entre la sefial de entrada
uy la de saliday viene dada por una ED lineal con coeficientes constantegpdel t

any™ +an_1y™ Y+ -+ agy’ +agy = bnu™ + br_1u™ Y + -+ byu’ + bou (5.44)
Estos sistemas aparecen, por ejemplo, en el estudio déegeléctricos.

Ejemplo 5.22. Consideremos el circuito de la figura.

L l4

|
¢
—r—’m\_.z

2

—— W1
Cmi u(t) ¢

Suponemos conocidos los valores (constantes) &y C, asi como la fem aplicad#t) (input).
El problema es obtener la caida de tension a través de lteresa es decir la diferencia de potencial
y(t) (output) entre los puntos 2 y 3. Notarems=V; — V| la diferencia de potencial entre los puntos
i, j. Naturalmente, las intensidades son funciones del tidqpd;(t) asi como las cargas respectivas
qj = q;(®).

Se sabe que la suma algebraica de las diferencias de pdtmcalos extremos de los distintos
elementos que forman un circuito cerrado o malla, tomadkssten el mismo sentido, es igual a cero.

Malla 1341.

|
!

V13+ Va4+ V41 = 0. Esta igualdad proporciona la ecuacion:

% FLIE = u(t) (5.45)
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Malla 1231.

V12+ Va23+ V31 = 0. Esta igualdad proporciona la ecuacion:

LIj+1sR= B (5.46)
C
Malla 2342.
Va23+ Vas+ V42 = 0. Esta igualdad proporciona la ecuacion:
IsR+ LI = % (5.47)

Derivando dos veces la ecuacidn47) tenemos que

I/
LIg = 64 ~ IR (5.48)

Derivando dos veces y sustituyendo el valou¢ dado por .45, tenemos que:

1 I
—ul)-u") =—+2-2-LIY =
LC © ® tcztc ¢ 6

sustituyendd. Ig” por su valor dado po5(48

T R
Lc2'c Cc C

sustituyenddg por su valor dado po5(47)

_Q3+Q4 IsR |3/+u e
Tz e ¢ RS

sustituyendo%z;—q4 por su valor obtenido sumand®.46 y (5.47)

+1g 15+1;  1sR
-2 6_3 4, 5" |/R=
C C LC  °

usando qués =lx—ls=lg—lz=21L =15+ 15-(15+1)

211 1R
- ST L IUR=
c 'Lc’h

teniendo en cuenta qyé) = IsR

_//+2 /+1
YV treY fircY

Hemos obtenido que la relacién entre la entrada (ing(iX)y la salida (outputy(t) viene dada por la
ED:
17 2 ’ i — _n” i
y +RCy+LCy_ u (t)+LCu(t) (5.49)

¢



5.8.1 Funcién de transferencia de un sistema LTI 165

5.8.1. Funcion de transferencia de un sistema LTI

Seal un sistema.T1 y supongamos que dicho sistema admite como entrada unadeefalfor-
ma e,(t) = €“! dondeweR. Seay,, = L(e,) la respuesta del sistema a dicha sefial. En virtud de la
invariancia en el tiempo, se tendra que

Tayw = TaL(ew) = L(Taew)
Tenemos que | |
Taew(t) = ew(t— a) = elw(tfa) — eflwaew(t)
es decir,rae, = €“%g,. ComoL es lineal, se sigue que

¥ = L(ra€,) = €% L(e,) = €%y,

Luego tay, = €' “?y,,, es decir, para todbeR se verifica queray.,(t) = Yo (t—a) = € “2y,(t). En
esta igualdadeR es arbitrario por lo que podemos sustituis 0 y hacera = —t con lo que resulta
Yo(t) = Y (0)€“!. Igualdad que podemos escribir en términos funcionaleogm:= y,,(0)e,. Esto
nos dice que la funcion,ees un vector propio de (piensa erL. como un operador lineal definido en
un espacio vectorial de funciones):

L(ew) = Yu(0) €,

con valor propio asociado el nimero (que, en general, serdionero complejoy,,(0). Definamos
H(w) = y,,(0). La funcién asi definida verifica la igualdad

L(e,) =H(w)e,

y se llamduncién de transferencidel sistema y también se llamespuesta en frecuenaitel sistema.

Ejemplo 5.23. Consideremos el sistema que consiste en el circuito delpdpeamterior que transfor-
ma una sefial de entradé) en la saliday(t) dada por la ED

1 2 ’ 1 —_ " 1
vy’ + %y + Ey_ —u”(t)+ Eu(t) (5.50)
Puesto que la derivacion es una operacion lineal que corooatibs operadores de desplazamiento
. df _ d(raf)
ddt — dt _
sistema LTI. Consideremos como entrada del mismo la funan= €' La respuesta sera de la
formay(t) = H(w) € “!. Sustituyendo erf(50 tenemos que

((i W)+ R—Zcia)+ é) H(w)e! = (—(i w)?+ é) gt

de donde se sigue que

(recuerda como se deriva una funcién compuesta), es claraigho sistema es un

Supongamos ahora qiR= vL/C. Poniendar = 1/RC, se tiene quer® = 1/LC. Con ello resulta

a? - (iw)? :a—iw
(w2 +2a(iw)+a? a+iw

H(w) =

Por tanto, si representamos pdul) la respuesta del sistema a la entradaemos probado que

L)) = H@)e*! = T2 et

a+iw



5.8.2 Funcion de transferencia de sistemas LTI controladgzor ED lineales 166

Supongamos ahora que la funcion de entrafty, tiene periodd y admite un desarrollo en serie de
Fourier

u(t) = Z cpenwot dondewg =27/T (frecuencia en radianes)
e

Puesto que nuestro sistema es estable, tenemos que

= ; = —ina)o ;
L(u)(t) = chH(nwg) eM@ot = cn I 90 ginawt
(u® ngm nH(Nwo) E " T inwo

N=—-0c0

Lo que acabamos de obtener es el desarrollo en serie de Faelifégespuesta periddica con periodo
T del sistema a la entradit). Observa que combl(w)| = 1 para todaveR, la energia de la sefial de
salida es la misma que la de entrada:

(e8] (e8]
2 2
> leal =) leaH(nwo)l
N=—0c0 N=-oc0

5.8.2. Funcion de transferencia de sistemas LTI controladopor ED lineales

Es muy facil comprobar que la funcién de transferencia deistaraa LTI representado por una ED
lineal de la forma

any™ +an_ 1y Y+ ... +ary’ +agy = bp™ + by 1™ 4.+ byu’ + bou (5.51)
esta dada por
_ Bliw)
HW) = 2i0)

donde
A(S) = ans" +an-18" 1 +---+a15+ag
B(S) = bmsS™+ b-18™ 1+ - - + by s+ bg

Al igual que en el ejemplo anterior, es facil ver qué\éin wp) # 0 para todmeZ, entonces dado un
input u(t) con periodo 2/wo, se verifica que hay una solucion periddica Unica de la £BY. Es
natural preguntarse por lo que pasa cuai@) = 0. Observa qué(s) es el polinomio caracteristico
de la ED 6.5J). Cuando dicho polinomio tiene raices en el eje imaginasalecir, hay algua<R tal
queA(i w) = 0 entonces la ED lineal homogénea tiene la solucion peagdian periodo 2/w, dada
por é“! (siw # 0 siw = 0 hay una solucién constante).

Deducimos que si(t) es un input con periodd y, ademasA(i 2z/T) = 0, entonces una solucion
periddica de la EDH.51) con perioddl' no serd Unica e incluso puede que no exista dicha solucion.

5.8.2.1. La convolucién siempre

Sabemos que los sistemas LTI estables actian por convoloaiouna funcion que se llamares-
puesta impulsalel sistema y que es la respuesta del sistema, en condidiooiedes de reposo, a
la funcién impulso unitari@. El caso es que hasta ahora no ha aparecido ninguna corrojuwi
ninguna parte. Lo que pasa es que a veces tenemos una cédrnalaetante y no la vemos. Recuerda,
por ejemplo la expresion de la solucién de un sisteri{a) = A(X)y(X) + b(x) den EDLs de orden 1
que vimos en su momento. Era la siguiente

Y09 =Y() | Y 00)yo+ [ Y ()
X0
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AquiY es una matriz fundamental del sistema, es decir, una mayasaolumnas son soluciones del
sistema homogéneo linealmente independientes.

Para el caso de que el sistema sea de coeficientes constiresos que una tal matriz e8*e
Si, ademas, consideramos que el sistema estd inicialmentpeso, es decir, que las condiciones
iniciales sory(0) = 0. Entonces la solucién del sistema es

y(X) = eAXje‘At b(t)dt = jef\(x—ﬂ b(t)dt = T H(x—t) A®0 p(t) dt (5.52)
0 —00

0

dondeH es la funcion escal6n unidad. Naturalmente, esto es unakaidn de la funcion matricial
h(t) = H(t) é*® con la funcién vectoriab(t). Es decir, el sistema LTI que para un inpytroporciona
como output la sefigidada pory’(x) = Ay (X) + b(x) cony(0) = 0, actla por convolucion. La solucién
del sistema dada po%.62 se llamasolucion de estado estacionario



	Números complejos y funciones complejas elementales
	Introducción
	Operaciones básicas con números complejos
	Forma polar y argumentos de un número complejo
	Raíces de un número complejo
	Ejercicios

	Sucesiones de números complejos
	Series de números complejos
	Criterios de convergencia no absoluta para series
	Ejercicios

	Funciones complejas
	Continuidad y límite funcional
	Derivada de una función de variable compleja
	Ecuaciones de Cauchy-Riemann
	Propiedades de las funciones holomorfas
	Ejercicios

	Funciones complejas elementales
	La función exponencial
	Logaritmos complejos
	Potencias complejas

	Funciones trigonométricas complejas
	Funciones trigonométricas inversas
	Ejercicios


	Procesos iterativos. El método de aproximaciones sucesivas.
	Introducción
	Sucesiones numéricas recurrentes
	La sucesión xn+1=ixn con x1=i.
	Visualización de sucesiones iterativas
	Puntos fijos y puntos periódicos
	Monotonía
	Acotación
	Ejercicios
	Comportamiento caótico y efecto mariposa

	El método de las aproximaciones sucesivas

	Conceptos básicos de la teoría elemental de series de Fourier
	Introducción
	Conceptos básicos de la teoría de Series de Fourier
	Sinusoides
	Frecuencia principal y armónicos
	Representación en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia
	Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier
	Series de Fourier seno y coseno
	Convergencia de las series de Fourier
	Ejercicios

	Geometría de las series de Fourier
	Suavidad de una señal y convergencia de su serie de Fourier
	Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia
	Ejercicios

	Introducción a la Transformada de Fourier Discreta
	Convolución y DFT
	¿Qué podemos hacer con la Transformada de Fourier Discreta?
	Noticia sobre un famoso algoritmo: la Transformada Rápida de Fourier
	Ejercicios


	Transformadas de Fourier y de Laplace
	Introducción
	La transformada de Fourier
	La transformada inversa de Fourier
	Propiedades de la transformada de Fourier
	Ejemplos de transformadas de Fourier
	Ejercicios

	Convolución y transformada de Fourier
	¿Qué es la convolución?
	Propiedades de la convolución
	Convolución y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)
	Propiedades de los sistemas
	Respuesta impulso de un filtro discreto
	Respuesta impulso de un filtro analógico
	Filtro de paso-bajo
	Filtro de paso-banda
	Filtro de paso-alto
	Una ecuación diferencial ordinaria
	Así empezó todo: la ecuación del calor

	Funciones generalizadas
	Funciones rápidamente decrecientes
	Propiedades de la clase S 
	La distribución 
	Derivación de distribuciones
	Derivada de la función escalón unidad
	Derivada de la función rampa
	La derivada generalizada de una función discontinua
	La distribución ``valor principal''
	Transformada de Fourier de una distribución
	Transformada de Fourier de la distribución 
	La transformada de Fourier de la distribución a
	Las transformadas de Fourier del seno y del coseno
	Operaciones elementales con distribuciones
	Distribuciones pares e impares. Propiedades de simetría de la transformada de Fourier
	Producto de una función por una distribución
	Teorema de derivación para la transformada de Fourier
	Transformada de Fourier de la función escalón unidad, de la función ``signo'' y de la distribución ``valor principal''
	La función generalizada ``tren de impulsos''
	Convolución de una función con una distribución
	Muestreo e interpolación
	Interpolación de señales de banda limitada
	Teorema de muestreo de Shannon y Whittaker
	Espectro de una señal muestreada

	Transformada de Laplace
	Propiedades de la transformada de Laplace
	Inversión de la transformada de Laplace
	Transformada de Laplace de una distribución

	Ejemplos y aplicaciones
	Ejercicios


	Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
	Generalidades
	Ecuación diferencial de una familia de curvas. Trayectorias
	Envolvente de una familia de curvas

	Métodos de resolución de EDOs de primer orden
	Ecuaciones de variables separadas
	Ecuaciones exactas
	Ecuaciones lineales
	Ecuaciones de variables separables
	Ecuaciones homogéneas
	EDO del tipo y= f( a x + b y + cx+y+)
	Ecuaciones reducibles a exactas. Factores integrantes
	Ecuaciones de Bernoulli
	Ecuaciones de Ricatti
	Otras formas de resolver la EDO1 lineal
	EDO en forma implícita

	Ecuación diferencial lineal de orden n
	Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientes constantes
	Cálculo de una solución particular de la ED lineal completa
	Método de variación de constantes
	Formas especiales del término independiente


	Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales
	Sistemas de EDs lineales con coeficientes constantes
	Exponencial de una matriz
	Cálculo de `3́9`42`"̇613A``45`47`"603AeAx
	Oscilaciones libres y forzadas
	Oscilaciones libres no amortiguadas
	Oscilaciones libres amortiguadas
	Oscilaciones forzadas
	Circuitos eléctricos RLC


	EDOs y transformada de Laplace
	Ejercicios

	Sistemas LTI y sistemas de ED
	Función de transferencia de un sistema LTI
	Función de transferencia de sistemas LTI controlados por ED lineales
	La convolución siempre




