Tema 1. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Algunos ejemplos

Ejemplo 1. Queremos obtener 1000 litros de un coupage 50 % tempranillo, 26 % syrah y 24 % merlot.
Disponemos para ello de tres barricas de vino B1, B2 y B3. La composicién de B1 es de 3, 1 y 1 partes
de tempranillo, syrah y merlot respectivamente. La de B2 es de 1, 2 y 1 y la B3 contiene partes iguales
de dichas uvas. ;Qué cantidad de cada barrica se necesita para obtener el coupage deseado?

Solucién. Sean z, y, z los litros que usaremos de las barricas B1, B2 y B3 respectivamente. Debe

cumplirse que:

31 1
2+ Y+ 2= 500

1 1 1
- — —z =260
5:c+2y+3z

1 1 1

—z+ —y+ -z=240

57 1Y 73
Este es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas cuya solucién unica es x = 650,
y = 80, z = 270.

Ejemplo 2.' Considera la siguiente tabla

Carbo6n | Electricidad | Acero
Carbon .0 4 .6
Electricidad .6 .1 2
Acero 4 5 2

La tabla representa un modelo muy sencillo de una economia con tres sectores de produccién:
carbon, electricidad y acero. Las columnas indican lo que cada sector exporta (output) por unidad de
produccidn a otros sectores y permiten calcular los ingresos del sector. Las filas representan lo que cada
sector importa (inputs) por unidad de produccién de otros sectores y permiten calcular los costes de
produccién del sector?. Se supone que la produccién de cada sector se mide en unidades de millones de
dolares. Queremos calcular los precios por unidad de cada sector = (carbdn), y (electricidad), z (acero)
de manera que el ingreso de cada sector sea igual a su coste de produccion (precios de equilibrio).
Deberd cumplirse que:

Ay + .62==x r —4y—.62=0
b+ ly+2z2=y )<= 62—9y+.22=0
Adr+ Sy+2z2==2 Ar+ S5y—.82=0

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas, homogéneo, cuyas soluciones
son de laformax = .94z, y = .85z y z es una variable libre a la que podemos asignar valores positivos.
Para cada valor asignado a z se obtiene un conjunto de precios de equilibrio.

Ejemplo 3. * Cuando se quema gas propano (C3Hg), éste se combina con oxigeno (Oz) para formar
didxido de carbono (CO-) y agua (H2O), de acuerdo con una reaccién de la forma:

21C3Hg + 2909 — 23C0O5 + 24H50

donde x1, x2, 3 y x4 son nimeros naturales que se calculan por la condicidn de que el nimero total de
atomos de hidrégeno (H), oxigeno (O) y carbono (C) al principio y al final de la reaccidn sean iguales.

'Ejemplo tomado del libro Algebra Lineal y sus Aplicaciones de David C. Lay, editado por Addison Wesley.

2Wassily Leontief, profesor de Harvard, desarrollé en 1949 un modelo input-output para la economia de USA considerando
500 sectores, lo que da lugar a un sistema de 500 ecuaciones lineales con 500 incdgnitas. Se le concedié el Premio Nobel de
Economia en 1973

3Tomado del mismo libro que el ejemplo anterior.
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Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales:

8x1 = 214 8x1 —2x4=0
209 =2x3+ 14 <~ 200 —2x3 — x4 =0
3x1 = T3 3z, — I3 =0
Cuya solucién es:
1 ) 3
r1 = 13347 T2 = 1554, T3 = 1354

donde x4 puede tomar cualquier valor. Puesto que queremos soluciones que sean nimeros naturales, lo
razonable es tomar x4 = 4, con lo que x1 = 1, xo = 5y x3 = 3. La reaccién ajustada es:

C3Hg + 505 — 3CO5 + 4H50

Matrices

Las matrices son objetos matematicos de gran utilidad para representar y resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales, trabajar con vectores, representar transformaciones en el espacio y mucho mas. Aunque
nuestro objetivo ahora es estudiar sistemas de ecuaciones lineales, es decir, dar criterios que permi-
tan saber si tienen o no tienen soluciones y, en caso de que tengan, calcularlas todas, la herramienta
fundamental para todo ello serdn las matrices.

Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m ecuaciones con n
incégnitas z; (¢t = 1,2, ...,n) del tipo

1121 + a12%2 + - + a1pTy = by
a2171 + G222 + -+ + A2,T, = b

(H
Am1T1 + Am2T2 + -+ + GpnTp = bm

donde se supone que los a;; y los b; son nimeros reales conocidos, llamados, respectivamente, los
coeficientes y los términos independientes del sistema.

Una solucién del sistema (1) es un conjunto de n niimeros reales s1, ss, . . ., S, tales que al sustituir
en cada incégnitax; = s;,¢ = 1,2,...,n, se verifican todas las ecuaciones del mismo. Un SEL se dice
incompatible si no tienen ninguna solucién, se dice compatible determinado si tiene una solucién
Unica y compatible indeterminado si tiene mds de una solucién (en cuyo caso, de hecho tiene infinitas
soluciones).

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos tienen las mismas soluciones.
Nuestro objetivo ahora va a ser convertir un SEL en otro SEL equivalente mas sencillo y lo vamos a
hacer mediante las siguientes tres operaciones elementales:

= Intercambiar entre si dos ecuaciones.
= Multiplicar una ecuacién por un nimero distinto de cero.

= Sustituir una ecuacion por su suma con otra multiplicada por un nimero.

Observa que estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de ellas sobre un SEL obte-
nemos otro SEL equivalente. Por tanto, dos SEL tales que uno de ellos puede obtenerse a partir del otro
realizando un nimero finito de estas operaciones son equivalentes. Para visualizar estas operaciones es
muy conveniente usar matrices.

Una matriz es un conjunto rectangular de niimeros reales que se acostumbra a encerrar entre pa-
réntesis, es decir, son nimeros dispuestos en filas y columnas de forma que cada fila (y cada columna)
tenga el mismo nimero de elementos. Es una definicion algo extrafia, pero no importa porque lo que
interesa es saber como se usan las matrices y los célculos que se pueden hacer con ellas.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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Una matriz que tiene m filas y n columnas se dice que es una matriz de orden m x n. Se representa
por M, «» el conjunto de todas las matrices de orden m x n. El elemento que ocupa la fila i y la
columna j de una matriz se representa por a;;. Una matriz A € M,,«,, puede representarse en la
forma:

a11 ai2 - Q1n

a21 az2 - a2n
A_ =

Aml Am2 ' Omn

0, mds simplemente, A = (a;;) 1<i<m.

1<j<n
Dos matrices A = (aij) 1<icm y B = (bij) 1<i<p» Son iguales cuando tienen el mismo nimero de
1<j<n 1<j<a
filas, m = p, y de columnas, n = q, y a;; = b;; paratodosi =1,2,...m,j=1,2,...,n.

Una matriz que tiene una sola columna se llama un vector columna, y una matriz que tiene una
sola fila se llama un vector fila.

Si A € M, xn, SU matriz traspuesta, que se representa por A, es una matriz de orden n x m que
se obtiene intercambiando ordenadamente filas por columnas en A.

Una matriz de orden n X n (mismo ntimero de filas que de columnas) se llama una matriz cuadrada
de orden n. La diagonal principal de una matriz cuadrada de orden n es la formada por los elementos
ai, © = 1,2...,n. Una matriz cuadrada se llama diagonal si todos los elementos que no estan en la
diagonal principal son cero.

Operaciones con matrices

La suma de dos matrices del mismo orden A = (aij) 1<icm Y B = (bij)1<i<m se define como
1<j<n 1<j<n
la matriz A + B = (aij + bij) 1<i<m, €s decir, es la matriz del mismo orden que se obtiene sumando
1<j<n
los elementos de A y B que ocupan los mismos lugares en ambas matrices. La suma de matrices es
conmutativa y asociativa. La matriz m X n cuyas entradas son todas cero se representa por O,,, x, 0,
simplemente, O si no hay lugar a confusién. La matriz que se obtiene sustituyendo en una matriz A

cada elemento por su opuesto se llama matriz opuesta de A y se representa por —A.

Si A es un nimero real y A es una matriz, la matriz AA es la que se obtiene multiplicando cada
elemento de A por \.

Al igual que la suma de matrices del mismo orden, se define como la matriz obtenida sumando
los elementos que ocupan el mismo lugar en ambas matrices, podria pensarse que el producto de dos
matrices del mismo orden serd la matriz obtenida multiplicando los elementos que ocupan el mismo
lugar en ambas matrices. Pues quien piense eso se equivoca, porque el producto de matrices se define
de una forma muy diferente. Para entender por qué el producto de matrices se define en la forma en que
veremos, conviene interpretar las matrices como operadores lineales entre espacios vectoriales.

El espacio vectorial R™

Para todos x = (21,%2,...,2Zn) ER™, y = (y1,¥2, ..., Yn) ER™ y para todo A € R definimos:
X+y=(z1+y, 2 +Y2, o Tn +Yn), AX = (AT, AT2,..., ATy)

Con estas operaciones, R™ es un espacio vectorial cuyos elementos representaremos en negrita y se
llaman vectores (en la terminologia de matrices son vectores fila). Si x = (21, 2, . . ., Z, ), los nimeros
z; (1 < 7 < n) se llaman las componentes del vector x. El vector cuyas componentes son todas nulas
lo representaremos por 0.

Dado un conjunto de vectores {uy, ua, ..., u,, } de R™, cualquier vector x de la forma

X = A1u + AgUs + - + A up,

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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donde los \; (1 < i < m) son numeros reales, se llama una combinacion lineal de los vectores

up, Uo, ..., Uy. Siel vector 0 puede expresarse como combinacién lineal de los vectores uy, us, . . ., Uy,
con coeficientes \; no todos nulos, se dice que dichos vectores son linealmente dependientes, cuan-

do esto no puede hacerse se dice que son linealmente independientes. Una base de R™ es cualquier

conjunto de n vectores linealmente independientes, B = {uj, us,...,u,}, con la propiedad de que

cualquier vector x € R™ puede expresarse como combinacion lineal de ellos:

X:)\1U1+)\2u2+"'+>\nun

En tal caso los nimeros Aj, Az ..., A\, estdan determinados de manera unica por x y se llaman las
coordenadas del vector x en la base B.

Es habitual usar en R™ la base candnica que es la formada por los vectores unidad {e1, e, . .., e}
donde e; es el vector que tiene todas sus componentes nulas excepto la que ocupa el lugar 7 que es igual
a 1. En dicha base tenemos que:

X = (1‘1,332,- --7xn) =2x1€1 + T2€2 + -+ Tpey

es decir, en dicha base las coordenadas coinciden con las componentes del vector.

Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores x = (z1,Z2,...,Z,) ey = (y1,Y2,...,Yn) en R™ lo repre-
sentaremos por (x|y), y es el nimero definido por

(xly) =D =y )
=1

Las siguientes propiedades del producto escalar son consecuencia directa de las propiedades de la suma
y del producto de niimeros reales.

a) (x|y) = (y]x).

b) Si A es un niimero real se verifica que (Ax|y) = A (x|y).

©) (x +v[z) = (x[z) + (v]2).

Producto de matrices

Consideremos dos matrices A = (aik) 1<igcm Yy B = (bk]-) 1<k<p> lales que el niimero de columnas

Sk<p 1<jsn
de A sea igual al nimero de filas de B. Representemos por A; = (a1, @42, - - ., Gip) el vector formado
por los elementos de la fila i de la matriz A, y por BY = (b, baj, . .., by;) €l vector formado por los

elementos de la columna j de la matriz B. Observa que dichos vectores tienen el mismo nimero de
componentes por lo que podemos hacer su producto escalar. Se define la matriz producto C = A - B
como la matriz de orden m x n, C = (cij) 1<i<m, cuyos elementos vienen dados por ¢;; = <AZ- ‘B] >

1<j<n

Explicitamente

p
cij = aiby; (1<i<m,1<j<n) 3)
k=1

Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonal n X n cuya diagonal principal
estd formada por unos. Cuando no sea preciso indicar la dimensién, escribiremos simplemente 1.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos puedan hacerse):
Asociativa. A- (B-C)=(A-B) - C.
Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. Si A € M, entoncesI,,, - A=A, A -1, = A.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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Traspuesta de un producto. (A - B)! = Bt - A’
El producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa.

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz inversa de A, y se nota A~ a otra matriz del
mismo orden verificando que A - A=! = A~!. A =I. La existencia y el cdlculo de la matriz inversa
se estudiaran mas adelante.

Producto de una matriz por un vector columna
Consideremos una matriz A = (aij)lgigm, de orden m x n. Podemos multiplicar dicha matriz
1<j<n
por un vector columna n x 1 y obtenemos un vector columna m x 1. Si e§ es el vector columnan x 1,
traspuesto del vector unidad e;, se tiene que

alj
a2j
t_
A-e;=
Amj
es el vector columna j de A. Representemos dicho vector por C7. Ahora, dado x = (1, 22, ...,7,) €

R™, el producto, A - x*, de la matriz A por el vector columna x! es el vector (columna) de R™ que
viene dado por:

n n
A-x"=A-(z1e] +aoeb+ - +anel) = ZA -xjef = ijCj 4)
= =1

y por tanto es una combinacion lineal de los vectores columna de la matriz A.
Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL (1) le asociamos la matriz de los coeficientes del sistema A = (aij) 1<i<m ¥ la matriz
1<j<n
ampliada A = (A[b) donde b es el vector columna formado por los términos independientes. Observa
que en la matriz ampliada cada fila se corresponde con una ecuacién y cada columna, salvo la tltima,
se corresponde con una incégnita. Si representamos por x un vector columna n x 1, podemos escribir
el SEL en la forma A - x! = b. En consecuencia, teniendo en cuenta (4), el SEL (1) es compatible si,
y solo si, el vector b es combinacion lineal de los vectores columna de la matriz A.

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se traducen en las
siguientes transformaciones elementales por filas sobre la matriz ampliada:

= Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F}; la operacion de intercambiar las filas 7 y j.

= Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por F; — «F; la operacion
de multiplicar la fila ¢ por el niimero .

= Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero. Representaremos por F; —
F; + aF} la operacién de sustituir la fila 7 por su suma con la fila j multiplicada por a.

Observa que todas estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de ellas obtenemos una
matriz que representa un SEL equivalente al de partida. Dos matrices, A y B, se dice que son equi-
valentes por filas, y escribiremos A ~ B, si una se obtiene a partir de otra por un nimero finito de
transformaciones elementales por filas. Realizando sobre la matriz ampliada de un SEL transformacio-
nes elementales por filas obtenemos una matriz equivalente por filas cuyo SEL asociado es equivalente
al de partida.

Nuestro objetivo para estudiar el SEL va a ser transformar la matriz ampliada del sistema en otra
equivalente por filas lo més sencilla posible.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mds a la izquierda le
llamaremos pivote. Una matriz se dice que es escalonada si las filas nulas (caso de que las haya) se
encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de cada fila no nula esta a la derecha del pivote de
la fila anterior. Observa que en un matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.
Una matriz escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a 1 y todos los
elementos que estdn por encima de los pivotes son 0.

De las matrices

2 11 1 2 1.0 1 100 -2 1010
A=[0 -1 12 |B=|0-102]C=|010 3]|D=[011o0
0 1 0 0 0 0 3 4 000 0 000 1

la A no es escalonada, la B si lo es pero no es reducida, la C y la D son escalonadas reducidas.

Se demuestra que, dada una matriz A, hay una inica matriz escalonada reducida H que es equiva-
lente por filas a A. Dicha matriz H se llama forma de Hermite (por filas) de A (y también forma de
Gauss—Jordan de A o, simplemente, forma escalonada reducida de A).

Ala forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos; una estrategia basica
es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién (1, 1), lo cual es fécil si en la primera columna
hay elementos distintos de 0; si no fuera asi tratarfamos de lograr un pivote en la posicién (1,2) y asi
sucesivamente. Logrado el pivote en la primera fila, se hacen 0 los elementos debajo de él restando
a cada fila la primera multiplicada por un nimero conveniente. Hecho esto, nos fijamos ahora en la
submatriz que queda al suprimir la primera fila y las columnas a la izquierda del pivote incluyendo la
columna del pivote, y repetimos el proceso anterior. Finalmente, partiendo del dltimo pivote, el que
estd mds a la derecha, se hacen 0 los elementos por encima de €1, y esto se hace con los demds pivotes
siempre de derecha a izquierda y de abajo arriba. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.
0 3-6 6 4-5 N 3-912-9 6 15 N 1-3 4-3 2 5 N
3-7 8-5 8 Fonl| 3 -7 8-58 9 Fo1R 3-7 8-58 9 Fyes Fy— 3B
3-912-9 6 15 0 3-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5
1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 2 5
0 2—-4 4 2-6 Fas P, 0 1-2 2 1-3 Fys Fy—3F, 0 1-2 2 1-3
0 3-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5 0 00 01 4

Esta matriz ya estd en forma escalonada. Lo que queda para llegar a la forma de Hermite es muy
facil.

1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 0-3 N 10-23 0-24
0 1-2 2 1-3 512:512:2};33 0 1-2 2 0-7 Fy—sFy+3F, 01-220 -7
0 0 0 01 4 00 0 01 4 00 001 4

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un procedimiento sistematico para resolver un SEL.
El siguiente SEL

3ry — 6x3 + 614 + 45 =—5
3r1 — Txo + 8x3 —bxy+8xrs5= 9 5)
3x1 — 929 + 1223 — 924 + 625 = 15
Tiene como matriz ampliada la del ejemplo 4
0 3 -6 6 4 =5

3 =7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 —24
01 -2 2 0 -7
0 0 0 0 1 4
Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:
T — 2x3 + 314 =-24
To —2xs+2x4 = —7 (6)
5 = 4

En este caso tenemos cinco incdgnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar valores arbitrarios
a dos de las incégnitas: a aquellas cuyas columnas correspondientes no tienen pivote, es decir, 3 y z4.
Entonces, poniendo z3 = s, x4 = t, obtenemos como soluciones del SEL (5) las de la forma:

vy =—24+25s—3t, xo=—-T+25s—2t, x3 =35, x4=1, r5=4

donde s y ¢ son nimeros reales cualesquiera que suelen llamarse pardmetros. En esta situacién se
dice que x3 = sy x4 = t son variables o pardmetros libres y x1, x2, x5 son variables dependientes.
Esta manera de representar las soluciones se llama forma paramétrica. Dicho SEL es compatible
indeterminado. El método que hemos seguido parar resolver este sistema se llama método de Gauss—
Jordan.

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solamente permite, cuando el sistema es
compatible, calcular muy facilmente todas las soluciones del mismo, sino que también nos informa del
caracter de dicho sistema. Se verifican los siguientes resultados:

1) Si la forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL tiene alguna fila cuyos elementos son todos
cero menos el ultimo que es distinto de cero, entonces dicho sistema es incompatible. Cuando esto no
sucede el sistema es compatible.

2) Si el SEL es compatible y todas las columnas de la forma de Hermite de la matriz de coeficientes del
sistema tienen un pivote, entonces el sistema es compatible determinado con solucién tnica.

3) Si el SEL es compatible y en la forma de Hermite de la matriz de coeficientes del sistema hay colum-
nas sin pivote, entonces las variables asociadas a dichas columnas son variables libres o pardmetros y
la solucién general del sistema se expresa en funcion de ellas. El sistema es compatible indeterminado.

Observa que para usar estos resultados no es imprescindible (si no se quieren calcular las soluciones)
llegar a la forma de Hermite de la matriz ampliada del sistema, sino que basta con llegar a una matriz
escalonada equivalente.

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su forma de Hermite*. Dicho
nimero también es igual al de columnas de la forma de Hermite que tienen un pivote. El rango de una
matriz es un nimero menor o igual que el nimero de filas y menor o igual que el nimero de columnas.
El rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.

Teorema de Rouché-Frobenius. Sean A la matriz de los coeficientes de un SEL y A la matriz am-
pliada. Entonces:

1) Si rango(A) < rango(A), el sistema es incompatible.
2) Sirango(A) = rango(z&) y es igual al nimero de incGgnitas, el sistema es compatible determinado.

3) Sirango(A) = rango(A) y es menor que el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible indeter-
minado. En este caso el nimero de variables libres es igual al nimero de incégnitas menos rango(A).

“#Para calcular el rango basta con obtener una matriz escalonada equivalente
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Existencia y calculo de la matriz inversa
El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n x n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.
2) La forma de Hermite de A es la identidad I,,.
3) El rango de A es igual a n.
Un método para calcular la matriz inversa de una matriz A, consiste en escribir una nueva matriz
C = (A | I), formada por la matriz A y a su derecha la matriz identidad I. Acontinuacion en dicha
matriz C se realizan las transformaciones elementales por filas necesarias hasta que a la izquierda nos

quede la identidad y de esa forma obtendremos la matriz (I | A™!), es decir, A~! es la matriz que ha
quedado a la derecha.

323,100 100, 2-3 2
324,010 ]~(010] -1 3-3
213|001 001, -1 1 O
323 2-3 2 2-3 2 323 100
324 -1 3-3|=|-1 3-3 324 )1 =(010
213 -1 1 0 -1 1 0 213 001

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y represen-
taremos por det(A) o por |A|. Diremos como se calcula el determinante de matrices 2 x 2, y daremos
una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de orden n > 2 reduciendo dicho
cdlculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla repetidamente se puede reducir el
célculo de cualquier determinante al cdlculo de determinantes de orden 2.

El determinante de una matriz 2 x 2 es:

ail a2

= G11G22 — 012021
az1 a2

Si A es una matriz, representaremos por A;; la matriz obtenida suprimiendo en A la fila 7 y la columna
j. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 2, A;; es una matriz cuadrada de orden n — 1. Supuesto
que A es una matriz cuadrada de orden n > 2 se define:

det(A) = ai;(—1)"" det(A) (7)
j=1

El nimero (—1)"*7 det(A;;) se llama adjunto del elemento a;; de A, y se dice que la expresién
anterior es el desarrollo del determinante de A por los elementos de la fila 7.

Veamos que, efectivamente, aplicando la igualdad (7) a una matriz 3 x 3 obtenemos su determinante.
a1l ai2 a3

a21 @G22 Q23 = a1
az1 azz2 ass

az1 a2
asy  as2

az1 Aa23
az1 ass

a22 A23
az2 ass

— a2 + ais

= ar (a22a33 - a23a32) — a2 (a21a33 - a23a31) + a3 (a21a32 - a22a31) =

= (11022033 + A12023a31 + A21a32013 — 13022031 — 023032011 — 12021033

Igualdad conocida con el nombre de regla de Sarrus.
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Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 9

También podemos calcular el determinante de una matriz desarrollando por los elementos de una
columna:

det(A) = > ai;(—1)"" det(Ay) ®)
i=1

Propiedades de los determinantes
Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:
1) Si una fila de A es combinacidn lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.
2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un ndimero «, entonces det(B) = adet(A).
3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = — det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces det(B) =
det(A).

5) det(A) = det(AY).
6) Si B es una matriz cuadrada del mismo orden que A, det(A - B) = det(A) det(B).

7) Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos los elementos por debajo
(por encima) de la diagonal principal son nulos. Si A es una matriz triangular (superior o inferior), el
determinante de A es igual al producto de los elementos de su diagonal principal.

Como det(A) = det(A'), las propiedades anteriores son también validas si en ellas cambiamos
filas por columnas de A.

Estas propiedades permiten calcular el determinante de una matriz transformédndola en otra mas
sencilla mediante transformaciones elementales de filas o de columnas. La estrategia es tratar de hacer
en una fila o columna todos los elementos cero salvo uno o dos y desarrollar el determinante por los
elementos de dicha fila o columna.

Una importante propiedad de los determinantes es la siguiente.
Teorema. Una matriz cuadrada es invertible si, y solo si, su determinante es distinto de cero.

Las matrices cuadradas con determinante distinto de cero se llaman matrices regulares.
Los determinantes pueden usarse para calcular el rango de una matriz cualquiera. Si en una matriz

suprimimos algunas filas y columnas la matriz resultante se dice que es una submatriz de la primera.

Teorema. Sea A € M, xn, el rango de A coincide con el mayor orden de una submatriz cuadrada
regular de A.

Teorema. Una matriz cuadrada es regular si, y solo si, sus vectores columna son linealmente indepen-
dientes, en cuyo caso también son linealmente independientes sus vectores fila.

Matriz adjunta e inversa
Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta, representada por Adj(A) es la formada por los
adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente resultado.

Teorema. Si A es una matriz cuadrada regular, entonces su inversa viene dada por

A! (Adj(A))"

_ 1
~ det(A)
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Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 10

Regla de Cramer

Es una forma de calcular mediante determinantes la solucién de un SEL compatible determinado.
Si el sistema, escrito en forma matricial, es A - x! = b, donde A es una matriz regular, el sistema es
compatible determinado y su solucién viene dada por:

Ti=———, =12

P det(A) ,2,...m.

donde X; es la matriz obtenida al sustituir en la matriz A la columna ¢ por el vector b.
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Tema 2. Aplicaciones del calculo matricial

Consideremos un proceso que se desarrolla en etapas sucesivas. En cada etapa el estado del proceso
viene dado por un vector de estado. Se supone que el vector de estado en cada etapa solamente depende
del vector de estado de la etapa anterior, es decir, se trata de procesos “sin memoria”. Representaremos
por X(n) el vector de estado en la etapa n.

Ejemplo 1. Consideremos una poblacién de animales hembras que tienen una esperanza maxima de
vida de 24 meses. Dicha poblacién estd dividida en tres grupos de edad: las crias que tienen menos de 8
meses, las jévenes que tienen al menos 8 meses y menos de 16 meses y las adultas que tienen al menos
16 meses y menos de 24. Se hacen recuentos periddicos de la poblacién cada 8 meses. Se supone que
todas las adultas mueren al pasar de uno a otro recuento. Se sabe que en cada periodo 1/4 de las crias
llegan a jovenes y 2/3 de las jévenes llegan a adultas. Las crias no se reproducen, el nimero medio de
crias hembras por cada hembra joven es de 2 y por cada hembra adulta es de 3. Inicialmente hay 200
crias, 100 jévenes y 80 adultas. Queremos estudiar la evoluciéon de dicha poblacién a medio y largo
plazo.

En este modelo las etapas son de 8 meses. El estado de la poblacion estd descrito por un vector
X(n) = (x(n),y(n),z(n))" que nos da el nimero de crias, x(n), jovenes, y(n), y adultos, z(n), en la etapa
n. Tenemos las siguientes relaciones.

x(n+1) = 2y(n)+3z(n)
yn+1) = gx(n)
znt+1) = 3yn)

Que podemos escribir en forma matricial

x(n+1) 0 2 3 x(n)
Yut1) J={ 3 0 0 || yn)
Z(n+1) 0 %2 0 z(n)
O bien
X(n+1)=A-X(n) (n=0,1,2,...) (1)
Donde
0 2 3
1
A=| 7 0 O
0 2 0

Pongamos X(0) = (200, 100, 80)" que nos da la distribucién inicial de la poblacién. Tenemos que
X(1)=A-X(0), X(2)=A-X(1)=A-A-X(0) = A%-X(0), X(3)=A-X(2)=A-A%-X(0) =A>-X(0)

Y en general
X(n) = A" X(0) (n=1,2,3,...) )

Esta igualdad permite calcular X(n) para valores pequeiios de n calculando la potencia correspondiente
de la matriz A. Veremos mds adelante coémo pueden obtenerse facilmente resultados aproximados para
valores grandes de 7.

Ejemplo 2. Supongamos que al realizar estudios climdticos en una determinada zona obtenemos los
siguientes datos. Si un dia es caluroso, entonces la probabilidad de que el dia siguiente sea también
caluroso es 3/5, y la probabilidad de que haga frio 2/5. Por otro lado, si un dia es frio, entonces 1/5 es
la probabilidad de que el dia siguiente siga siendo frio y 4/5 de que sea un dia caluroso. Si hoy es un
dia caluroso queremos calcular la probabilidad de que dentro de cinco dias sea frio. También queremos
calcular la probabilidad a largo plazo de que un dia sea frio o caluroso.
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En este proceso las etapas son de un dia y el vector de estado viene dado por X(n) = (x(n),y(n))’,
donde x(n) representa la probabilidad de que el dia n sea caluroso e y(n) la probabilidad de que sea
frio. Inicialmente tenemos que X(0) = (1,0)’. Tenemos que

x(n+1) = 2x(n)+3y(n)
y(n+1) = 2x(n)+1y(n)
O bien
X(n+1)=B-X(n) (n=0,1,2,...) 3)
Donde
3 4
(1)
5 35

Y, al igual que en el ejemplo anterior, obtenemos que
X(n) =B"-X(0) (n=1,2,3,...) )

Lo que queremos calcular es y(5) para lo cual se calcula X(5) = B> -X(0). Para calcular la probabilidad
a largo plazo de que un dia sea frio o caluroso hay que calcular la potencia B” para valores grandes de
n. Mds adelante veremos cémo puede hacerse dicho céalculo con facilidad.

Ejemplo 3. En un laboratorio se coloca un grupo de ratones en una caja dividida en tres compartimentos
comunicados y con la misma facilidad de acceso, como se indica en la figura.

| 1
—||j|—I3
|

Los compartimentos permanecen cerrados y se abren cada lunes. Cada semana todos los ratones
cambian de compartimento y eligen al azar otro. Suponiendo que la distribucidn inicial del ndimero de
ratones en los compartimentos 1, 2 y 3 viene dada por X(0) = (x1(0),x,(0),x3(0))’, queremos calcular
la distribucion de ratones en los distintos compartimentos cuando han pasado cuatro semanas asi como
su distribucién a largo plazo.

Notemos por p;; la probabilidad de que un ratén que estd en el compartimento j pase al comparti-
mento i. Tenemos que

1 2 1
P31:P32:§a P21:P12:§a P13:P23:§; P11 =p2n =p33 =0,

El nimero de ratones que hay en la semana n + 1 en cada compartimento viene dado por

xi(n+ 1) =xa(n)pra+xs(mpis = 2x0(n) + 35 (n)
wa(n 1) =51 (m)pan +x3(n)pas = 331 (n) + 300

1

x3(n+1)=x1(n)p31 +x2(n)ps = %xl (n)+ §X3(n)
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 3

que podemos escribir matricialmente en la forma

O Wi

X(n+1)= X(n) (n=0,1,2,...) (5)

W= Wi O
S PI= =

W=

Llamando T a la matriz que aparece en la igualdad anterior, resulta que la dindmica de la poblacién
estd descrita por la ecuacién matricial X(n+ 1) = T -X(n) y, al igual que en los ejemplos anteriores,
obtenemos que

X(n) =T"-X(0) (n=1,2,3,...) ©6)

Lo que queremos calcular es X(4), que puede hacerse calculando la potencia T4, y también X(n)
para valores grandes de n, lo que mas adelante veremos como puede hacerse con facilidad de forma
aproximada.

Valores y vectores propios. Diagonalizacion de matrices

La dindmica de los procesos considerados en los ejemplos anteriores, asi como la de otros que
veremos mds adelante, responde a una ecuacién matricial del tipo

X(n+1)=M-X(n) (n=0,1,2,...) )

Donde M es una matriz cuadrada de orden g. Partiendo de un vector de estado inicial X(0), el vector
de estado en cada etapa viene dado por

X(n) =M"-X(0) (n=1,2,3,...) ®)
Interesan por lo tanto métodos que permitan calcular con facilidad las potencias de una matriz o que

nos informen del comportamiento de dichas potencias para valores grandes del exponente.

Para calcular las potencias de una matriz cuadrada, M, de orden ¢, vamos a tratar de escribir dicha
matriz de la forma
M=P.-D-P! 9)

donde P y D son matrices cuadradas de orden ¢, P es inversible y D es diagonal, es decir, los tnicos
elementos no nulos de D estdn en la diagonal principal; si dichos elementos los representamos por
A, Az, ..., Ay, escribiremos D = diag (A1, Az, ..., A).

Vamos a calcular las matrices P y D, cuando ello sea posible, y a estudiar el comportamiento de M"
y de X(n) = M"X(0) para valores grandes de n.

De la igualdad (9) se deduce

M?’=P-D-P'.P.D-P'=P.D*. P!
M}=M>M=P-D*.P"'.P.D-P'=P.D°. P!
Y, en general
M'=P.D".P! (10)
Observa que el cdlculo de D" es inmediato pues D" = diag(A{',A7,...,A]).

Cuando existen matrices P y D en las condiciones indicadas que verifican la igualdad (9) se dice
que la matriz M es diagonalizable. Por tanto, si la matriz M es diagonalizable y sabemos calcular las
matrices P y D podemos calcular facilmente sus potencias. Veamos cémo se calculan dichas matrices.

Supuesto que M es diagonalizable, se debe verificar que M -P = P -D vy, llamando P, al vector
columna k-ésima de la matriz P, deducimos que M - Py = A;P;.. Observa que Py # 0 porque la matriz P
es invertible.
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Se dice que un nimero A es un valor propio de la matriz M cuando hay algtin vector no nulo X tal
que M- X = AX, en tal caso también se dice que X es un vector propio asociado al valor propio A.

Por tanto, si la matriz M es diagonalizable, las columnas de la matriz P son vectores propios y los
elementos de la diagonal de D son valores propios de M.

Deducimos que una condicion necesaria y suficiente para que M sea diagonalizable es que
tenga g vectores propios linealmente independientes.

Si A es un valor propio de M, entonces el sistema de ecuaciones lineales M - X = A X, es decir
M- X — AX = 0, que podemos escribir en la forma (M — AI) - X = 0, donde I es la matriz identidad de
orden g, debe tener soluciones no nulas y, como es un sistema homogéneo, el determinante de la matriz
M — AI debe ser nulo. Reciprocamente, si esta condicién se cumple entonces el sistema de ecuaciones
lineales (M — AI) - X = 0 tiene soluciones distintas de cero y, por tanto, A es un valor propio de M. En
consecuencia, los valores propios de M son las soluciones de la ecuacion caracteristica de M:

det(M — AI) =0

Se trata de una ecuacién polinémica de grado g en la variable A. El Teorema Fundamental del Al-
gebra nos dice que dicha ecuacidn tiene g soluciones (contando cada solucién tantas veces como su
multiplicidad) reales o complejas'.

Como consecuencia de que el determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de la
matriz transpuesta, se verifica que M’ tiene la misma ecuacién caracteristica que M y, por tanto, los
mismos valores propios que M con las mismas multiplicidades.

Si A es un valor propio de M entonces las soluciones del sistema de ecuaciones lineales
(M-AI)- X=0

son un subespacio vectorial no nulo que se llama el espacio propio asociado al valor propio A. Se
verifica el siguiente teorema.

Teorema 1. Una matriz cuadrada M es diagonalizable si, y solo si, se verifica que la dimension del
espacio propio asociado a cada valor propio es igual a su multiplicidad algebraica.

Como el espacio propio asociado a un valor propio simple es una recta vectorial cuya dimension es
uno, deducimos, como caso particular de este teorema, que si todos los valores propios de una matriz

son simples se verifica que dicha matriz es diagonalizable.

Ejemplo 4. Consideremos la matriz

—1 3 3
M= 2 0 2
1 -1 -3

Para saber si es diagonalizable lo primero es calcular sus valores propios
det(M — A1) = 16+ 41 — 4% — 1°

La ecuacién caracteristica es 16 +44 — 442 — 13 = 0. Como tiene coeficientes enteros y el coeficiente
lider es 1, comprobamos si los divisores del término independiente son soluciones. Obtenemos facil-
mente que A = 2 es solucién. Con lo cual ya es posible calcular las otras soluciones que resultan ser
—4 y —2. Hay tres valores propios distintos, por lo que la matriz es diagonalizable. Como los valores
propios son simples, cada uno de ellos tiene un espacio propio que serd de dimensiéon uno y estard
engendrado por un vector propio. El espacio propio asociado al valor propio A = 2 son las soluciones

! Aunque los valores propios de una matriz real pueden ser nimeros complejos, en los ejercicios de este tema solamente
trabajaremos con nimeros reales.
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del sistema de ecuaciones lineal homogéneo (M —2I)-X =0

-3 3 3 X 0 —3x4+3y+3z=0
2 =2 2 y |=1 0] << 2x—2y+2z=0
I -1 =5 z 0 x— y—5z=0

Este sistema debe tener rango dos. Observa que la tercera fila es la opuesta de la suma de las otras dos
por lo que podemos eliminarla y, una vez hecho eso, en el sistema de dos ecuaciones que nos queda el
determinante de los coeficientes de y y de z es distinto de cero, por lo que hacemos x =t y calculamos y
y z en funcién de # obteniendo que las soluciones son los vectores de la forma (¢,#,0) y haciendo 7 = 1

obtenemos el vector propio (1, 1,0). De forma anédloga se calculan vectores propios para A = —4 y para
A = —2, obteniendo, respectivamente los vectores (—1,0,1) y (0,—1,1). Por tanto
1 -1 0 2 0 O
P= 0o -1 1, D= 0 —4 O
1 1 0 0 -2

Debemos comprobar que M = PDP ! pero, para ahorrarnos el cdlculo de P!, es mas cémodo com-
probar la igualdad equivalente MP = PD.

-1 3 3 1 -1 2 4 0
MP = 2 0 2 1 0 -1 =12 0 2
1 -1 -3 0 1 1 0 -4 -2
1 -1 0 2 0 0 2 4 0
PD=| 1 0 -1 0 4 0 )= 2 0 2
0 1 1 0 0 -2 0 -4 -2

El siguiente resultado proporciona informacién del comportamiento de las potencias de una matriz para
valores grandes del exponente.

Se dice que un valor propio A de una matriz cuadrada M es un valor propio dominante si para
cualquier otro valor propio o # A se verifica que |A| > |a|. Recuerda que representamos por <X|Y> el
producto escalar de los vectores X e Y.

Teorema 2. Sea M una matriz cuadrada de orden q que tiene un valor propio dominante A que es
simple. Sea P un vector propio de My Q = (B1,B2,...,By) un vector propio de M' asociados al valor
propio A y tales que <P|Q> = 1. Entonces se verifica que

o1 2
Jim —ZM" = (BiP|B,P] ... |B,P) (11
Dado X(0) €R?, pongamos X(n) = M"X(0). Se verifica que

1

lim —X(n) = P (12)

donde o0 = (X(0)|Q).

Puesto que no hemos dado una definicion formal del significado de los simbolos que figuran a la
izquierda en las igualdades (11) y (12), interpretaremos dichas igualdades en el sentido de que para
valores grandes de n se verifica que

1 1
ﬁM = (BiP|B2P|...|BP), I

2(BiP|B:P|... |B4P) es la matriz cuyas columnas son los vectores SiP, 1 <i<g.

X(n) = aP (13)
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Ejemplo 5. Sea
0 1 1
M=| -3 4 1
-2 1 3

La ecuacion caracteristica det(M — AI) = —A3 + 712 — 16\ + 12 = 0 tiene dos raices, 2 = 3 simple, y
A =2 doble. El espacio propio asociado al valor propio A = 2 viene dado por las soluciones del sistema
(M—2I)-X =0, esto es

—2x+ y+ z=0
—3x+2y+ z=0
—2x+ y+ z=0

Podemos eliminar la tercera ecuacién y se obtiene facilmente que las soluciones son los vectores de
la forma (¢,7,7) con t € R, es decir, se trata de una recta vectorial, por lo que la dimensién geométrica
del valor propio A = 2 es 1. Por tanto, la matriz no es diagonalizable. Pero como hay un valor propio

1
dominante A = 3 y simple, podemos calcular el limite 1im —nM". Para ello debemos calcular vectores
n—oo
propios P = (x,y,z) y Q = (a,b,c) de M y de M’ respectivamente, asociados al valor propio A =3
y tales que <P‘Q> = 1. Dichos vectores deben verificar las ecuaciones lineales (M —3I)- P =0y

(M —3I)-Q =0, esto es

—3x+ y+ z=0 —3a—3b—2c=0
—3x+ y+ z=0 at+ b+ ¢c=0
—2x+ y =0 a+ b =0

En el primer sistema podemos eliminar la primera ecuacion y se obtiene facilmente que las soluciones
son los vectores de la forma (¢,2¢,7) cont €R, y las soluciones del segundo son de la forma (¢, —7,0).
Podemos tomar P = (1,2,1) y calculamos Q por la condicién <(t, —1,0) | (1,2, 1)> =1, es decir,t = —1,
con lo que Q = (—1,1,0). Por tanto

| 110
11’m3—nM": 2 20
e -1 10

Interpretamos esta igualdad en el sentido de que para valores grandes de n se verifica que

1 -1 1 0
ﬁM" =l -2 2 0
-1 1 0

Con el programa wx-Maxima se obtiene que

| —1,00007 0,999995 0,0000782264
WM3°: —2,00007  1,99999 0,0000782264
—1,00007 0,999995 0,0000834415

Poblaciones estructuradas por grupos de edad. Modelo de Leslie

Vamos a estudiar un modelo, propuesto por Patrick Leslie (1900 - 1974), que describe la dindmica,
en intervalos de tiempo de longitud k, de los individuos hembra de una poblacion que estdn clasificados
por edades en intervalos de la misma longitud k. El ejemplo 1 es tipico de este modelo. La hipdtesis
basica para poder aplicar este modelo es que en la poblacion estudiada el nimero de machos es un
porcentaje fijo del de hembras, usualmente se supone que hay el mismo nimero de ambos. El modelo

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Algunas aplicaciones del calculo matricial 7

se aplica a poblaciones cerradas (sin inmigracién ni emigracién) y no se consideran factores que limiten
el crecimiento.

Consideremos, para fijar ideas, una poblacion en la que las hembras tienen una esperanza maxima
de vida de E afios (podria ser otra unidad de tiempo) y las clasificamos en 4 grupos de edades co-
rrespondientes a los intervalos [, = [(k— 1)E /4,kE /4], k = 1,2,3,4 de forma que cada hembra esté
solamente en uno de los mismos (recién nacidas, jévenes, adultas y viejas).

En este modelo la distancia temporal entre dos recuentos consecutivos debe ser igual a la duracion
de los intervalos de edades; en este caso, los recuentos se harian cada E /4 afios.

Llamando x;(n) al nimero de individuos en el grupo I; en la etapan =0,1,2,..., para describir la
evolucién de la poblacién hay que conocer las tasas de fertilidad f;, k = 1,2,3,4, que representan el
promedio del nimero de hijas que tiene una hembra del grupo I, durante el tiempo que permanece en
este grupo, y las tasas de supervivencia s, k = 1,2, 3, que representan la fraccion de las hembras que
estan en el grupo I; que pasardn al grupo I .

Representemos por X(n) = (x;(n),x2(n),x3(n),x4(n))" el vector de distribucién de las edades en la
etapa n. El nimero de hembras en el grupo I} en la etapa n+ 1, es decir x1(n+ 1), serd la suma de las
hembras nacidas entre las etapas n 'y n+ 1, que viene dado por

xi(n+1)= fixi(n) + foxa(n) + f3x3(n) + faxa(n) n=0,1,2,... (14)

El nimero de hembras en el grupo I; 1, k = 1,2,3, en la etapa n+ 1 serd igual al de hembras que
estaban en I en la etapa n que han sobrevivido

Xeri(n+ 1) =spxe(n) k=1,2,3. n=0,1,2,... (15)

Hemos tenido en cuenta que en cada etapa todos los individuos pasan de un grupo al siguiente, incluidos
los viejos, que se supone que han muerto de uno a otro recuento. Podemos expresar matricialmente las
ecuaciones (14) y (15) en la forma

xi(n+1) i L 6B f x1(n)
xon+1) | | 1 0 0 O x(n) -
x3(n+1) 0 s 0 O x3(n) n=012,...
xa(n+1) 0 0 s3 O x4(n)
Y en forma vectorial
X(n+1)=M-X(n) (n=0,1,2,...) (16)
La matriz
fi K 3 fa
s 0 0 0
M= 0 s 0 O
0 0 s3 O

se llama matriz de Leslie y su caracteristica principal es que sus coeficientes son nulos con la excepcion
de la primera fila cuyos elementos son todos mayores o igual que cero, fr, > 0,k =1,2,3,4, y los de la
subdiagonal que son positivos s > 0, k =1,2,3.

Suponiendo conocidas las poblaciones iniciales de cada grupo, X(0) = (x;(0),x2(0),x3(0),x4(0))",
tenemos que
X(n) =M'X(0) (n=123,...) (17)

Por tanto, conociendo la distribucién inicial de los grupos y la matriz de Leslie, podemos conocer la
distribucién de hembras en cada etapa y con ello el tamafio (machos y hembras) de cada grupo de la
poblacion.

La ecuacion (17) es comoda para estudiar la evolucién a corto plazo de la poblacién, basta para
ello calcular las correspondientes potencias de la matriz de Leslie, pero también estamos interesados en
estudiar la evolucién a largo plazo de la poblacion.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Algunas aplicaciones del calculo matricial 8

El siguiente resultado describe la evolucion a largo plazo de una poblaciéon modelada por una matriz
de Leslie.

Teorema 3. Sea M una matriz de Leslie en cuya primera fila hay al menos dos elementos consecutivos
estrictamente positivos®, entonces se verifica que M tiene un iinico valor propio positivo, A, que es
simple y dominante, y tiene un vector propio asociado P = (p1,p,..., p,) con todas sus componentes
positivas.

A la vista de este teorema, y del Teorema 2, deducimos que

lim ——X(n) = aP (18)

n—oo A1

Donde o = <X(O)‘Q>, y Q es un vector propio de M’ asociado al valor propio dominante A tal que
(PlQ) =1

Vamos a analizar la informacién que proporciona la igualdad (18). Poniendo P = (py, p2,...,pq),
dicha igualdad significa que

)ﬂ% (xl(n),xz(n), ... ,xq(n)) = Oc(pl,pz,...,pq) (19)
es decir
Iim xif) —ap; 1<i<gq (20)
Por tanto, para valores grandes de n, se tiene que
xi(n) = A"ap;, xin+1)=Axi(n), Xn+1)=AX(Hn) (21)

Lo que nos dice que, para valores grandes de n, la razon de crecimiento de cada grupo poblacional, al
igual que la razon de crecimiento de la poblacion total, se estabilizan y son aproximadamente iguales
a A. Es decir, el niimero A representa la razon con que aumentan o disminuyen todos los grupos de
edad, asi como la poblacion total, al pasar de una etapa a la siguiente. En consecuencia, para valores
grandes de n, se verifica que

. xl-(n+ 1)

xi(n)
por uno, es la misma para todos ellos e igual a A.

~ A para 1 < i< q. Es decir, la tasa de crecimiento de cada grupo, expresada en tanto

1 DI 1
. (nt ) tx(nt 1)+ +x(n+1) ~ A. Es decir, la tasa de crecimiento de toda la pobla-
x1(n) +x2(n) + -+ +x4(n)

cién, expresada en tanto por uno, es igual a A.

xi(n+1) —xi(n . ..
n % ~ A —1paral <i< gq. Es decir, la tasa de crecimiento neta de cada grupo,
Xi\n
expresada en tanto por uno, es la misma para todos ellos e igual a A — 1. Lo mismo sucede con

la tasa de crecimiento neta de toda la poblacién.
En consecuencia

= Si0 < A < 1lapoblacién terminaré por extinguirse.

= Si A > 1 la poblacién aumentard indefinidamente y tendrd una tasa neta de crecimiento igual a
100(A — 1) expresada en tanto por ciento.

= Si A =1 la poblacién alcanzard un equilibrio y a largo plazo X(n) se mantendra constante apro-
ximadamente igual a otP.

3Esto siempre puede conseguirse haciendo los intervalos de edad suficientemente pequefios.
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Deducimos también de las igualdades (20) que

i FL0) F32(0) 44 3]

n—oo An

=a(pi+p2+---+pg) (22)

Y, haciendo el cociente de los limites en (20) y (22), obtenemos que

Ifm 2iln) - b (23)
e xy(n) +x2(n) - +xg(n)  pr+pate+pg
Por tanto
xi(n) ~ Di (24)

x1(n)+x2(n)+---+x4(n) ~ pi+pr+---+py
Es decir, el vector P nos informa del tamaiio relativo que a largo plazo tendrd cada grupo respecto
al total de la poblacion. Es decir, el vector de proporciones relativas de la poblacion se aproxima al
vector de poblaciones relativas dado por P.

Por tanto, para estudiar la dindmica de una poblacién que sigue un modelo de Leslie en el que
hay dos tasas de fertilidad consecutivas positivas, todo lo que necesitamos es calcular el dnico valor
propio positivo, A, de la matriz y un vector propio asociado al mismo, P, con componentes positivas. Si
ademds queremos una estimacién aproximada de la distribucion de la poblacion para valores grandes
de n necesitamos calcular el nimero o = <X(0) |Q>, donde Q es un vector propio de M’ asociado al
valor propio A tal que <P‘Q> = 1, pues sabemos que, para valores grandes de n, X(n) & A"aP.

Ejemplo 1 de nuevo. La matriz A del ejemplo 1 es una matriz de Leslie que cumple las condiciones
del teorema 3 y tiene como ecuacion caracteristica

det(A —AI) = —A3 + %/1 - %

que, evidentemente, tiene la raiz A = 1. El teorema 3 nos dice que dicho valor propio es el tnico positi-
vo y es simple y dominante (los otros dos valores propios, como puedes comprobar, son complejos). Un
vector propio asociado al mismo con componentes positivas es P = (12,3,2). Por tanto, podemos afir-
mar que, a largo plazo, la poblacién se estabilizard y las proporciones relativas de cada grupo respecto
al tamafio total de la poblacion viene dadas por el vector (12/17,3/17,2/17).

Los vectores propios de la matriz A’ asociados al valor propio A = 1 son de la forma (z,4¢,3t)
con ¢ # 0. Imponiendo la condicién ((12,3,2)|(z,4t,3)) = 30t = 1, obtenemos ¢ = 1/30. Por tanto
Q=(1/30,2/15,1/10) y, como X(0) = (200, 100,80), obtenemos que & = (X(0)|Q) = 28. Por tanto,
para valores grandes de n, tenemos que X(n) ~28(12,3,2) = (336,84, 56). Por tanto, la poblacién total
se estabilizarfa en torno a 476 hembras, de las cuales 336 serian crias, 84 jovenes y 56 adultas.

El teorema 2 también nos dice que

2 8 6
1 12 |1 5 5 3
¢ n_( __p|llpl— - 1r 2 3
A _<30P 15P‘10P>_ 05 10
1 4 1
5 15 3
Naturalmente, se cumple que
I 200 336
1 2 3 _
® 5 30 100 | = 84
1 4 1 80 56
5 15 53

Ejemplo 6. Dividimos las hembras de una poblacién animal, cuya edad maxima es de 15 afios, en
tres grupos “crias”, “jovenes” y “adultos”. Las crias no se reproducen, cada hembra joven tiene por
promedio 4 crias y las adultas 3. La mitad de las crias pasan a jévenes y la cuarta parte de jovenes pasan

a adultas. La matriz de Leslie es

0 4 3
1
L=| 1 0 0
1
0 10
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Se supone una distribucién inicial de 1000 hembras por grupo. Como la poblacién debe dividirse en
grupos de edad de la misma duracidn, las crias son las hembras menores de 5 afios, las jovenes son las
que tienen al menos 5 afios y menos de 10 y las adultas las que tienen al menos 10 afios hasta 15. Los
recuentos deben hacerse cada 5 afios. Representando por X(n) = (x(n),y(n),z(n)) la distribucién de la
poblacién en la etapa n-ésima (cuando han pasado 5n afios). Tenemos que X (n) = L"X(0).

Si, por ejemplo, queremos saber la distribucién de la poblacién pasados 15 afios debemos calcular
X(3) = L’X(0).

Para estudiar la evolucién a largo plazo, como hay dos tasas de fertilidad positivas consecutivas,
podemos aplicar los resultados que acabamos de ver. Estos nos dicen que hay un tnico valor propio
positivo, en este caso dicho valor es A = %, que es dominante al que podemos asociar un vector propio
con componentes positivas, que calculdndolo, resulta ser (salvo miltiplos positivos) P = (18,6,1). Por
tanto, a largo plazo, la poblacién aumenta siendo su tasa neta de crecimiento el 50 % pues X(n+ 1) =
3X(n) = (1+0,5)X(n), ademds, a largo plazo, cada grupo tendrd esa misma tasa neta de crecimiento.
El vector (18,6, 1) indica que las proporciones, siempre a largo plazo, de cada grupo respecto del total
son respectivamente % =0,72, % =0,24y 21—5 = 0,04, por tanto un 72 % de las hembras seran crias,
el 24 % jovenes y el 4 % adultas.

Sabemos también que X(n) = & (3)" (18,6,1) donde a = ((1000,1000,1000)|Q) siendo Q un
vector propio de L’ asociado al valor propio A = % y que verifica ((18,6, 1)‘Q> = 1. Poniendo Q =
(a,b,c) debe verificarse que L' (a,b,c)' = 3(a,b,c)", esto es

0L 0N ra\ L
1
300 ¢ ¢

Resolviendo obtenemos que Q es de la forma (z/2,3t/2,1), la condicion ((18,6,1)[(¢/2,31/2,1)) =1

_ 1 _ (1 3 1 __ 6000 .
nosdat = T5- Por tanto Q = (38, 35 19), y o= 3 Por tanto, para valores grandes de n, se verifica

que X(n) = 8% (3)"(18,6,1).

Poblaciones estructuradas en estados

Consideraremos ahora poblaciones aisladas constantes, sin emigracion ni inmigracion, clasificadas
en grupos por criterios distintos a la edad. La diferencia principal con el modelo de Leslie es que ahora
algunos individuos pueden permanecer en el mismo grupo o estado en diferentes etapas o recuentos. El
ejemplo 3 es un caso tipico.

Ejemplo 3 de nuevo. Aunque la matriz T de dicho ejemplo

201
0 3 3
_| 2 1
11
3 30
no es una matriz de Leslie, sus valores propios son A4 =1, A, = —% yA3= —%. Porlo que A =1 es

un valor propio dominante y simple. En consecuencia sabemos, por (12), que

lim X(n) = aP

n—soo
donde P es un vector propio asociado al valor propio A; = 1. Un sencillo célculo nos da que P = (3,3,2),
luego dicho vector tiene sus componentes positivas. Por tanto, aunque T no es una matriz de Leslie, si
se cumple la tesis del Teorema 3 por lo que también son vdlidas las consecuencias que se deducen de
las mismas. Por tanto, el vector P nos informa del tamaifio relativo que, a largo plazo, tendra cada grupo
respecto al total de la poblacién. Deducimos que, a largo plazo, % del total de los ratones estardn en los

compartimentos 1y 2,y % de los ratones estardn en el compartimento 3.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Algunas aplicaciones del calculo matricial 11

Observa que este resultado es independiente del nimero inicial X(0) = (x1(0),x2(0),x3 (O))t de
ratones que hay en cada compartimento y sélo depende del total de la poblacién inicial. De hecho,
como la poblacién total permanece constante, debe verificarse que x1(0) +x2(0) +x3(0) = 8¢, luego

a= M solo depende del total de la poblacién pero no de su distribucion inicial.

~ (apop|cr)

Donde Q = (a,b,c) es un vector propio de la matriz T" asociado al valor propio A; = 1. Como las filas
de la matriz transpuesta T' suman 1, se tiene que Q = (#,7,#) y como debe cumplirse que 3¢+ 3¢+ 2t = 1
se sigue que t = % Por tanto

También sabemos por, (11), que

S Wi

lim bP

n—00

W= W O
[« BRI ST

W=

lim T" =
n—oo

£ [— 00l oolw
= 00l 0ol
= 00l 0ol

Matrices positivas y grafos. Teorema de Perron-Frobenius

Se dice que una matriz M es no negativa, y escribiremos M > 0, si todos sus elementos son mayores
o iguales que 0, y se dice que una matriz M es positiva, y escribiremos M > 0, si todos sus elementos
son estrictamente mayores que 0.

Grafos dirigidos.

Un grafo dirigido es un par G = (E, F) formado por un conjunto E de nodos o vértices, y un con-
junto F C E x E cuyos elementos se llaman segmentos dirigidos o flechas o arcos que unen algunos
vértices con otros. Si un par (E;,E;) € F, eso significa que se puede pasar directamente del nodo E; al
nodo E; y grdficamente lo representamos como una flecha o arco que sale de E; y llega a E;. Un camino
de E; a E; es una sucesion finita de arcos que pasan de E; a E;, el nimero de arcos que forman el camino
se llama longitud del camino. Un camino que empieza y termina en el mismo nodo se llama un ciclo.
Se dice que un grafo es fuertemente conexo si para cada par de nodos (E;, Ej) con 1 < i, j < ¢, hay un
camino que vade E; a E;.

Matriz de incidencia de un grafo dirigido.

A un grafo dirigido G = (E, F') podemos asociar una matriz cuadrada, M = (m;;), llamada matriz
de incidencia, cuyo orden es igual al niimero de nodos del grafo y m;; = 1 cuando (E;,E;) € F, es decir,
hay una flecha en el grafo que va de E; a E;, y m;j = 0 en otro caso. Un 1 en el lugar (i, j) de la matriz
de incidencia refleja que el nodo i es accesible directamente desde el nodo j. Un valor k > 0 en el lugar
(i, ) de la potencia n-ésima de dicha matriz indica que hay k caminos distintos de longitud n que van
del nodo j al nodo i. Un valor k = 0 en el lugar (i, j) de la potencia n-ésima de dicha matriz indica que
no hay ningiin camino de longitud n que vaya del nodo j al nodo i. Por tanto, el grafo es fuertemente
conexo, si para cada par (i, j) hay algin n tal que [(Mg)"](i, j) > 0, donde hemos notado [(M¢)"](i, j)
el elemento (i, j) en la potencia n-ésima de la matriz de incidencia del grafo.
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Ejemplo 7. Consideremos el siguiente grafo ordenado

Cuya matriz de incidencia es 0 10
M=| 1 1
1 10

Tenemos que
1 0 1
M=| 120
1 1 1

La primera columna de esta matriz nos dice que desde E| podemos alcanzar los tres estados por caminos
de longitud 2 (E; — E» — E3, E| — E3 — E», E| — E; — Ey). El primer elemento en la segunda
columna nos dice que desde £, no podemos ir a E; por un camino de longitud 2, el 2 en la segunda
columna nos dice que hay dos caminos de longitud 2 que vande E; a E> (E; - Ey - E> y Ep — Ez —
E»). Andloga interpretacion tienen los restantes elementos de dicha matriz.

A toda matriz cuadrada no negativa T = (t,- j) € M x4 podemos asociar un grafo dirigido, G, cuyo
conjunto de nodos estd formado por los g estados E; que representan las filas de la matriz, y el estado
E; estd unido por una flecha hacia al estado E;, E; — Ej, si, y s6lo si, #;; > 0. Se dice que una matriz
cuadrada no negativa es irreducible cuando su grafo asociado es fuertemente conexo.

Ejemplo 8. A una matriz cuadrada de orden 3

1 fti2 43
T=| 1 0 3
131 132 133
asociamos el siguiente grafo dirigido
1 5%}

Se entiende que en este grafo solamente deben aparecer las flechas para las que #;; > 0.

Ejemplo 9. La matriz

0,7 02 1
T=[ 03 0 0
0 08 0
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tiene el siguiente grafo asociado

@C@

N/
@

Como partiendo de un estado cualquiera puede llegarse a cualquier estado, se trata de un grafo fuerte-
mente conexo por lo que la matriz es irreducible. Podemos expresar esto como sigue.

Ey—E +E —E +E+E3
E, - E+E3— E +E+E3
Es—E —E +E,—E +E,+E;

Cuya interpretacion es la siguiente, E; — Ej + E; indica que desde E| podemos alcanzar en un solo paso
el propio E; y E;, y como desde E, se puede alcanzar en un paso Ej3, escribimos
E\ — E1+E, — E1+ Ey+ E3 1o que nos dice que desde E; se pueden alcanzar los tres estados en
dos pasos. Andloga interpretacion tiene la segunda linea. Para la tercera linea E3 — E| nos dice que
desde E3 en un paso solamente puede alcanzarse E1, y ya encadenamos con la primera linea resultando
E; — E; — E1+ E, — E1 + E> + E3 que nos dice que desde E3 se pueden alcanzar los tres estados en
3 pasos. Se verifica que
0,667 0,67 0,55
T = 0,165 0,282 0,21
0,168 0,048 0,24

€s una matriz positiva.

Esto no pasa siempre. Consideremos la matriz

0 0 6

1
M=| 3 0 0

0 10

Cuyo grafo asociado es

Dicha matriz es irreducible pero ninguna potencia suya es positiva pues

0 2 0
MZ=| 0 0 3
oo

y M3 =1 es la matriz identidad de orden 3, por lo que cualquier potencia de M o bien es iguala M o a
M? 0 a la identidad, en cualquier caso ninguna potencia de M tiene todos sus elementos estrictamente
positivos.

Se dice que una matriz cuadrada no negativa es una matriz primitiva si alguna potencia suya
es positiva. Si en una matriz cuadrada no negativa, M, sustituimos sus elementos positivos por unos
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obtenemos una matriz M que es la matriz de incidencia del grafo asociado a la matriz M. Que M sea
primitiva equivale a que lo sea M, pero eso implica que hay un niimero n tal que en el grafo asociado
a la matriz puede irse de un nodo a cualquier nodo por un camino de longitud n. Por tanto, toda matriz
primitiva es irreducible pero, segiin acabamos de ver, el reciproco no tiene por qué ser cierto. Para saber
si una matriz es primitiva se utilizan los siguientes criterios.

Teorema 4. Sea T una matriz cuadrada no negativa irreducible. Si se verifica que algiin elemento en
la diagonal principal de T es estrictamente positivo, o si T tiene un valor propio dominante, entonces
T es primitiva.

El siguiente teorema es uno de los mas ttiles de la teoria de matrices no negativas.

Teorema de Perron-Frobenius. Sea T una matriz cuadrada primitiva. Entonces se verifica que T
tiene un valor propio positivo, A > 0, que es simple y dominante, dicho valor propio tiene asociado un
vector propio con componentes positivas y es el tinico valor propio que tiene dicha propiedad.

Por tanto, lo establecido en el teorema 2 puede aplicarse a matrices primitivas.

Cadenas de Markov y matrices de probabilidad.

Supongamos que un proceso tiene g resultados posibles, o estados, {El,Ez7 . ,Eq}. El proceso se
repite de forma que su evolucion solamente depende de su estado actual, es decir, es un proceso “‘sin
memoria”. Sea p;; = P(E;|E;) la probabilidad de que se produzca el paso del estado E; al E;. Estas
probabilidades se llaman probabilidades de transicién, y la matriz T = (p;;) se llama matriz de
transicion. Como cada vez que se repite el proceso algunos de los estados debe ocurrir, se verifica que

pijt+prjt+-+pgi=1 (1<j<q)

Representemos por p;(n) la probabilidad de que en la repeticién n-ésima del proceso estemos en el
estado E; (1 < i < g). Como alguno de los estados debe ocurrir en dicha etapa n, tenemos que

p1(n) 4 pa(n) + -+ py(n) =1 (n=1,2,...)
La probabilidad p;(n+ 1) de obtener E; en la etapa n + 1 viene dada por
pi(n+1) = pipi1(n) + pap2(n) + -+ pape(n) (1<i<q)
Por tanto, definiendo P(n) = (p1(n), p2(n),...,ps(n))" y T = (pi;), se verifica que
P(n+1)=T-P(n) n=0,1,2,...

Algo con lo que ya debes estar familiarizado y que en el contexto probabilistico que estamos conside-
rando recibe el nombre de Cadena de Markov. El ejemplo 2 es un caso tipico de cadena de Markov.

Cada fila de T se corresponde con un estado E;. Observa que las entradas positivas de la columna j
indican los estados que pueden alcanzarse directamente desde el estado j.Los elementos de la matriz T
son nimeros mayores o iguales que 0 y la suma de cada columna de la matriz T es igual a 1. Una matriz
que cumple estas condiciones se dice que es una matriz estocastica o una matriz de probabilidad
(por columnas) como, por ejemplo, las consideradas en los ejemplos 2 y 3. Una tal matriz siempre
tiene como valor propio a A = 1. Para convencerte, considera la matriz T —I y suma a la primera fila
todas las demds, con ello en la primera fila solamente hay ceros por lo que su determinante es nulo.

El siguiente resultado, que se deduce con facilidad del teorema 2 y del teorema de Perron—Frobenius,
describe el comportamiento a largo plazo de una cadena de Markov.

Teorema 5. Sea T una matriz de probabilidad primitiva. Entonces A = 1 es un valor propio simple do-

minante de T que tiene un inico vector propio asociado con coordenadas positivas P = (p1,pa, ..., pq)
tal que py+ p> + -+ py = 1. Se verifica que
lim T" = (P|P| e |P) (25)
n—oo
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Para X(0) eRY, poniendo X(n) = T"X(0), se verifica que
Iim T"X(0) = lim X(n) = (x1(0) 4+ x2(0) + - - +x4(0)) P (26)

n—soo n—soo
El vector P se llama distribucion de estado estacionario, sus componentes representan la probabilidad
de encontrarse en cada uno de los estados a largo plazo.

Ejemplo 2 de nuevo. La matriz de este ejemplo

es una matriz de probabilidad primitiva. Por tanto, sabemos que A = 1 es un valor propio dominante.
Fécilmente se calcula que (2, 1) es un vector propio asociado a dicho valor propio. Normalizamos dicho
vector de forma que sus coordenadas sumen 1 y obtenemos P = (2/3,1/3), lo que nos dice que, a largo
plazo, la probabilidad de que un dia sea caluroso es de 2/3 y de que sea frio es de 1/3. Se verifica

también que
2
lim B" = H
n—soo 3

Ejemplo 10. Supongamos que en cierto pais tres partidos politicos A, B y C se presentan cada afio a las
elecciones. Se dispone de los siguientes datos

(S [SRVI[oV)
W= Wl

W= WIN

A B C
A]06]05]03
B|02]03]02
(102102105

Cada columna representa un partido e indica cémo votaran en la préxima convocatoria los votantes
de dicho partido; por ejemplo, la columna primera se lee: el 60 % de los votantes del partido A volveran
a votarlo, el 20 % de los mismos votaran al partido By el restante 20 % al partido C. Se supone que el
niimero total de votantes permanece constante cada afio. Supongamos que X(n) = (x; (n),x2(n),x3(n))"
representa los porcentajes de votos obtenidos en el afio n por los partidos A, B 'y C respectivamente.
Tenemos entonces que

x1(n+1)=0,6x1(n) +0,5x2(n) + 0,3x3(n)
x2(n + 1) = Oale (n) +0,3x2(n) + 0,2)(3 (n)
x3(n+1)=0,2x;(n) +0,2x3(n) + 0,5x3(n)

Que podemos escribir

06 05 03
X(n+1)=MX(n) donde M=| 02 03 02 27)
02 02 05

La matriz M tiene A = 1 como valor propio dominante con vector propio asociado normalizado (es
decir, con componentes positivas que suman 1) el vector (0,492,0,222,0,286) que nos da los porcenta-
jes de votantes a cada uno de los partidos a largo plazo si se mantienen las condiciones invariables.

También se verifica que

0,492 0,492 0,492
limM" = [ 0222 0222 0222
e 0,286 0,286 0,286
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una matriz cuyas columnas son iguales al vector propio normalizado asociado al valor propio dominan-
te.

El ejemplo 3 de nuevo. El ejemplo 3 es otro ejemplo de un proceso estocdstico. Observa que la matriz
de dicho ejemplo es una matriz de probabilidad, y se comprueba facilmente que es irreducible; ademads
A =1 es un valor propio dominante por lo que, en virtud del teorema 4, dicha matriz es primitiva y, por
tanto, podemos usar el teorema 5 para obtener de manera mas directa los resultados que ya vimos en su
momento.

Herencia autosomica

Vamos a analizar matematicamente cémo se transmite un caracter no ligado al sexo de una genera-
cién a la siguiente. Conviene recordar unos conceptos.

Un gen, la unidad bdsica de la herencia, es un segmento de DNA que contiene toda la informacién
necesaria para sintetizar una proteina. Los seres humanos tenemos unos 20000 a 23000 genes, con-
tenidos en los cromosomas dentro del nicleo de la célula. Las células somadticas (no reproductoras),
tienen 46 cromosomas en 23 pares. Cada par consiste en un cromosoma de la madre y otro del padre.
Veintidés de los pares, los autosomas, son homdlogos (idénticos en tamaiio, forma y posicién y nimero
de genes). El par 23, los cromosomas sexuales (X e Y), determina el sexo de una persona. El par 23 en
las mujeres consta de dos cromosomas X y en los hombres de un cromosoma X y otro Y.

Los genes estan dispuestos en forma lineal a lo largo del DNA de los cromosomas. Cada gen tiene
una localizacién especifica llamada locus. Los genes que ocupan el mismo locus en cada cromosoma de
un par se denominan alelos. Cada individuo hereda un alelo del padre y otro de la madre para el mismo
gen. Cada gen consta de una secuencia especifica de DNA; dos alelos pueden tener secuencias de DNA
levemente distintas lo que se puede manifestar en modificaciones concretas de la funcién de ese gen
(producen variaciones en caracteristicas heredadas como, por ejemplo, el color de ojos, de cabello o el
grupo sanguineo). La forma en que se expresa un gen depende de la combinacién de alelos heredada.

Consideremos dos alelos, que representaremos con las letras A y a, de un gen autosémico, es decir,
que codifican caracteres no ligados al sexo. En tal caso, los individuos de la poblacién, con indepen-
dencia del sexo, poseen dos alelos y pueden darse las siguientes combinaciones AA, Aa o aa. Cada una
de ellas se llama un genotipo y determina la forma en que se expresardn los caracteres ligados a los
alelos. Los posibles emparejamientos que pueden darse son

AA XAA, AA XxAa, AAXxaa, AaxAa, AaXaa, aa X aa

En la siguiente tabla figuran las probabilidades de los distintos genotipos para los descendientes.

AA XAA | AAXAa | AAXaa | AaxAa | Aaxaa | aa X aa
AA 1 172 0 1/4 0 0
Aa 0 12 1 12 12 0
aa 0 0 0 1/4 172 1

Un alelo A se dice dominante frente a otro a cuando su sola presencia hace que se exprese el
caracter al que va asociado y se dice recesivo en otro caso. Por ejemplo si A es tener ojos castafios y
a tener ojos azules, los genotipos AA y Aa tienen ojos castafios y aa azules: el alelo A es dominante.
Suele reservarse la letra A para los alelos dominantes.

Ejemplo 11.* En un gran cultivo de plantas con genotipos AA, Aa y aa se va a iniciar un proceso de
polinizacién con plantas del genotipo AA. Queremos estudiar la evolucién de los tres genotipos de la
poblacion en las sucesivas generaciones.

4Tomado del texto de los profesores J.Navas, F.J. Esteban y J.M. Quesada Modelos Matemdticos en Biologia. Universidad de
Jaén 2009, que puede descargarse en http://matema.ujaen.es/jnavas/web_modelos/pdf_mmb08_09/texto%20completo.pdf.
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Sea X(n) = (x1(n),x2(n),x3(n))" el vector que representa la proporcién de plantas de los genoti-
pos AA, Aa y aa respectivamente en la generacion n, siendo X(0) las proporciones iniciales. Las tres
primeras filas de la tabla anterior permiten obtener X(n + 1) en funcién de X(n)

xi(n+1)=x(n)+ %xz(n)

xm+1)= %xz(n) +x3(n)

x(n+1)=0
ecuaciones que podemos escribir matricialmente X(n+ 1) = TX(n), n=0,1,2,.... Siendo
1 1o
T=|0 § 1
0 0 0

Se trata de una matriz de probabilidad y podemos considerar que es la matriz de transicién de un proceso
de Markov con tres posibles estados E1 = AA, E; = Aa'y E3 = aa. Observa que, evidentemente, no es
una matriz regular porque el estado E3 = aa no es accesible. Naturalmente, como X(n) = T"X(0),
necesitamos calcular T". Se calculan facilmente los valores propios de T que son A =1, A, = % y
A3 = 0. Al ser distintos, la matriz es diagonalizable. Como vectores propios asociados podemos tomar

P, = (1,0,0)", P,=(1,—1,0)", P3=(1,-2,1).

Observa que el mero hecho de que Py no tenga todas sus coordenadas positivas confirma que T no es
primitiva. Tenemos que T = PDP~! con

1 1 1 1 0 0
p=(0 -1 2|, D=[o0 1o
0 o0 1 0 0 0
Luego
_ 1 1
11 1 1 0 0 o1 1\ I 1-% 1-355
=0 -1 -2 0 % 0 0 -1 -2 =10 =
0 0 I o0 o0o/\o o 1 o 0
Teniendo en cuenta que x;(0) +x(0) +x3(0) = 1, obtenemos
1 1
xi(n)=1- ﬁ)@(o) - FX3(O)
1 1
x(n) = 5)62(0) + o3 (0)
x3(n)=0

Lo que nos da las proporciones de los tres genotipos en la generacion n en funcidn de las proporciones
iniciales de genotipos. En el largo plazo se tiene que lim X(n) = (1,0,0)".
n—soo

Observa que este ultimo resultado podiamos haberlo obtenido sin necesidad de calcular T" pues
A =1 es un valor propio dominante simple y, aunque no podemos aplicar el teorema 5 porque la matriz
T no es primitiva, si podemos aplicar el teorema 2, 1o que nos da

lim X(n) = lfim T"X(0) = aP,

n—oo n—oo

donde a = <X(O) |Q> siendo Q un vector propio de la matriz T" asociado al valor propio A = 1 con

(P1|Q)=1.
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Como las filas de T' suman 1 se tiene que Q = (1,1, 1) y, por tanto, & = 1. También, por el teorema
2, se verifica que

11 1
imT' = 0 0 0
e 0 0 0

Lo cual también se deduce directamente a la vista de cémo es T".
Google: The page rank algorithm’

El universo (que otros llaman la Biblioteca) se compone de un niimero indefinido, y tal vez infinito,
de galerias hexagonales,.... Asi empieza la inmortal narracién de Jorge Luis Borges La Biblioteca
de Babel. Escribe Borges, que la Biblioteca es eterna, siempre ha existido y perdurard, y entre sus
innumerables libros hay uno que encierra todo el saber universal en el que esta escrito todo; esta escrito,
por ejemplo, que en este momento tu estds leyendo estas palabras. Claro estd, la probabilidad de que
alguien encuentre ese libro es cero porque en la biblioteca reina el caos.

Esta narracion que, entre otras cosas, es una hermosa e inabarcable metafora del infinito, la escribié
Borges en el afio 1941. Hoy dia esa mitica biblioteca de Babel existe y se llama World Wide Web, esto
es, Internet. { De qué serviria toda la informacion que hay en Internet si no hubiera forma de ordenarla?
Algo asi debieron pensar Lawrence Page y Sergey Brin, dos estudiantes de doctorado de la Universidad
de Stanford, cuando en el afio 1998 estaban disefiando Google. Los buscadores que habia en aquellos
dias no ordenaban con criterios eficientes las respuestas a las consultas que recibian, de forma que si
en Altavista (el motor de bisqueda mds popular en 1998) buscabas, por ejemplo, “Universidad”, po-
dias obtener una lista de direcciones Web perfectamente intitiles, en las que aunque aparecia la palabra
“Universidad” las razones para ello podian ser de todo tipo. No es de extrafiar que Altavista desapare-
ciera como tal pocos afios después del nacimiento de Google. Porque Google vino a poner orden en el
Universo, es decir, en Internet.

El curioso nombre del buscador esta relacionado con la palabra googol, que alguien inventd para
referirse al niimero inimaginable 10'%. Lawrence Page y Sergey Brin sabian que su buscador serfa algo
grandioso, y para ponerle nombre les vino la idea de esa palabreja y asi surgidé “Google”. En 1998 habia
unos 100 millones de sitios Web y Altavista atendia unos 20 millones de consultas diarias. En el afio
2020 habia unos 2000 millones de pdginas Web y Google atendia mas de 200 millones de consultas

diarias. Y esto todavia estd empezando.

El disefio de un motor de bisqueda en Internet plantea muy interesantes problemas: de almace-
namiento, organizacién y actualizacién de datos, de busqueda de los mismos, de seguridad frente a
posibles ataques informadticos, y otros en los que aqui no vamos a entrar para centrarnos en lo que co-
mentdbamos antes ;como ordenar los resultados de una biisqueda en Internet? Los creadores de Google
querian que en un nimero suficientemente grande de casos, al menos una de las diez primeras paginas
que se muestren contuviera informacion til para quien realiza la consulta. Td mismo, que seguramente
eres googleadicto, puedes juzgar si han alcanzado este objetivo. Vamos a las matematicas del asunto.

Puedes ver Internet como un enorme grafo dirigido, cuyos vértices son las paginas Web, que supo-
nemos numeradas Py, P», ..., P,, y hay una flecha dirigida de P; a P; cuando hay un enlace de la pigina
P; ala P;. Vamos a llamar M a la matriz de incidencia del grafo. Es una matriz cuadrada de orden n
y m;jj = 1 cuando hay un enlace de P; a P; y m;; = 0 en otro caso. Se trata, claro estd, de asignar una
“importancia” o “rango” a cada pagina reflejada en un valor numérico. El ndimero de enlaces que una
pagina recibe son un claro indicio de su valor, por tanto podriamos pensar en atribuir a cada pagina
un rango proporcional al nimero de enlaces que recibe. Ese ntimero es fécil de calcular: los enlaces
que recibe la pagina i es la suma de la fila i de la matriz M. Observa que aunque M es enorme, sus
elementos son casi todos ceros, es lo que se llama una matriz dispersa.

SBasado en el trabajo El secreto de Google y el dlgebra lineal, del profesor Pablo Fernindez Gallardo de la Universidad
Auténoma de Madrid, que puede descargarse en https://sctmates.webs.ull.es/modulo 11p/8/pfernandez.pdf.
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Si lo piensas un poco, esta primera idea no es muy buena porque le estamos dando el mismo valor
a todos los enlaces, lo que no es 16gico pues si, por ejemplo, una pagina recibe pocos enlaces pero
desde paginas muy importantes, digamos desde Microsoft, Amazon o del World Wide Web Consortium
(W3C), a esos enlaces hay que darles mas valor que a otros. Por tanto, cambiamos la idea inicial, y ahora
queremos asignar a cada pdgina un rango proporcional a la suma de los rangos de las pdginas que la
enlazan. Llamemos x; al rango de la pagina P; y sea K > 0 la constante de proporcionalidad. Queremos
que se cumpla la igualdad

n

xiZKZminj (1<i<n)
Jj=1

iVaya! Tenemos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, las x;. Date cuenta de que,

definiendo el vector X = (x1,x2,...,%,)' y A = % podemos escribir matricialmente este sistema en la

forma
MX = 21X

lo que nos dice que A es un valor propio de M y X es un vector propio asociado al valor propio A. jEsto
ya es familiar!

Llegados aqui, lo mejor que podria pasar es que hubiera un tnico valor propio A > 0, con un vector
propio asociado positivo X que fueran solucién de nuestro problema. Si la matriz M fuera una matriz
de probabilidad primitiva esto estaria asegurado, pero M estd lejos de cumplir esas condiciones. El
siguiente paso es modificarla de forma conveniente para que las cumpla.

Es razonable considerar que la importancia de una pagina es inversamente proporcional al nimero
de enlaces que parten de ella, es decir, si desde una pagina salen muchos enlaces eso disminuye el valor
global de cada uno de los mismos. El nimero de enlaces que salen de P; es la suma, N;, de la columna
Jj de la matriz M. Por tanto sustituimos la matriz M por otra H cuyos elementos son

Pero atin quedan algunos detalles que resolver. Por ejemplo, en H habrd muchas columnas cuyos ele-
mentos sean todos nulos, por ejemplo, las que correspondan a paginas Web que contengan un docu-
mento, archivos pdf y parecidos, pues de esas paginas no sale ningin enlace. Lo que hicieron Page y
Brin fue sustituir dichas columnas por un vector cuyas entradas son todas iguales a % un ndmero muy
pequeiio que no afecta casi nada a la importancia de las demads paginas, y que viene a decir que cuando
un navegante sale de una de esas paginas puede ir aleatoriamente a cualquier otra. Llamemos a al vector
fila 1 x n que en los lugares correspondientes a las columnas nulas de H tiene un 1 y ceros en los demads
lugares, y sea e el vector columna n x 1 cuyas componentes son todas 1. Entonces lo que hacemos es

considerar la matriz |
S=H+-e-a
n

que es la misma H con las columnas nulas sustituidas en la forma indicada. Observa que S ya es una
matriz de probabilidad pues sus elementos son no negativos y la suma de cada columna es igual a 1.
Observa que también podemos considerar a S como la matriz de transicién de una cadena de Markov
cuyos posibles estados son las paginas de la Red.

Naturalmente, queremos asegurarnos de que podemos aplicar el teorema de Perron — Frobenius,
para ello la matriz S tendria que ser irreducible o, lo que es igual, el grafo asociado, tendria que ser
fuertemente conexo. Pero la Red no lo es y, ademds, cambia permanentemente, es casi como un orga-
nismo vivo, por lo que no tiene mucho sentido fijarse en su conexion. La solucién que encontraron Page
y Brin fue sustituir la matriz S por la matriz

1
G=0oS+(1-a)-J
n
donde 0 < & < 1 (ellos tomaron o = 0,85) y J es una matriz cuyas entradas son todas iguales a 1. Lo

que se hace es sumar una muy pequeiia cantidad positiva a todas las entradas de la matriz S con lo que se
consigue que todas las paginas distribuyan rango, de esta manera se evitan situaciones enque un grupo
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de paginas se citan entre ellas pero no tienen ningtin enlace hacia el exterior de ellas mismas, con lo cual
en las sucesivas iteraciones de S acumulan rango pero no lo distribuyen. Ademads, de esta forma la matriz
G sigue siendo una matriz de probabilidad pero ahora sus elementos son todos estrictamente positivos,
por lo que es primitiva, y el teorema de Perron—Frobenius, junto con el teorema 5, nos garantiza que
A =1 es un valor propio simple dominante con un vector propio asociado de componentes estrictamente
positivas que, ademads, es el tnico vector propio de G con esta propiedad.

De hecho, el teorema 5 nos dice que el vector que permite asignar rango a las paginas de la Red
es el vector P de la distribucion de estado estacionario. Y dicho vector puede calcularse partiendo, por
1

ejemplo del vector X(0) = L€ mediante iteraciones de la matriz G, es decir, calculando sucesivamente

X(k+1) = GX(k), pues sabemos que P = kh’m X(k). La matriz G no es buena para calcular con ella
—yo0

directamente porque todos sus elementos son positivos, pero volviendo hacia atrds tenemos que

X(k+1) = GX(k) = (aS (- a)lJ) X (k) = aSX(K) + (1 — a)%JX(k) _

n

— aSX(k)+ (1 — Oc)%e = GHX(K) + SeaX(k) + (1 - a)te—

n

= aHX (k) + %e(aaX(k) +(1—-a))

Como la matriz H es una matriz dispersa, los cdlculos con ella son mucho més rapidos que directamente
con G. Ademads, la velocidad de convergencia es bastante rdpida de forma que no se precisan muchas
iteraciones para obtener resultados aproximados aceptables. Los calculos, segin afirman en la pagina
de Google, llevan un par de horas de trabajo de ordenador.
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Tema3. Funciones reales

Un conjunto I C R se llama un intervalo si siempre que dos niimeros estdn en I todos los niimeros
reales comprendidos entre ellos dos también estdn en 1. El conjunto vacio, @, se considera también
como un intervalo.

Ademds de R y de @, los intervalos de nimeros reales son los conjuntos que se describen a conti-
nuacion.

Intervalos acotados que tienen dos puntos extremos a y b (donde a <

b son ndmeros reales):

[a,b] = {ze€R:a<z<b} (intervalocerradoy acotado)

Ja,b] = {r€R:a <z <b} (intervalo abierto)

[a,b] = {ze€R:a<z<b} (intervaloabiertoa derechay cerrado a izquierda)
Ja,b) = {x€R:a <z <b} (intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha)

Intervalos no acotados que tienen un tnico punto extremo ¢ € R llamado origen del intervalo:

]—o00,¢] = {xe€R:x<c} (semirrectaabiertaa laizquierda)
] —o00,¢] = {ze€R:x<c} (semirrectacerrada alaizquierda)
Je, 400 = {xr€R:z>c} (semirrecta abiertaa la derecha)
[c,+00] = {x€R:xz>c} (semirrectacerradaala derecha)

Reglas para trabajar con desigualdades

r<y <~ rt+z<y—+z.
Siz > Oentonces x <y < xz < yz.
Siz < Oentonces x <y < xz > yz.

xy > 0 si, y sélo si, x e y son los dos positivos o los dos negativos. En
es 22> 0.

1
z2>0 <— ;>0.

1 1
Sizy > 0entonces z <y <= — < —.
Yy x

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero x € R se define como el nimero:

x six>0
—r siz<0

Iz | mzix{x,x}{

Propiedades del valor absoluto

i)
i)
iii)
iv)
\)
)

—

\%

|z| =0 si,ysélosi =0,y |z| >0 si z#0.
o] = [ —aly [a?] = |a]* = 22
[zyl = |zlly-

|z L a <= —a < x<a.

|z +y| < |z| + |y| ylaigualdad se da si, y sélo si, xy > 0.

||| = |y|| < |z — y| ylaigualdad se dasi, y s6lo si, zy > 0.

consecuencia si z # 0

Dpto. de Analisis Matematico

Universidad de Granada



Funciones reales 2

Notacién

Representaremos por R el conjunto de los nimeros reales positivos, es decir RT™ =]0, +oo|. Repre-
sentaremos por R~ los nimeros reales negativos, es decir, R~ =] — 0o, 0[. Observa que el 0 no es
positivo ni negativo.

Concepto de funcion

Sean A y B dos conjuntos. Una funcién de A en B es una regla que a cada elemento de A asocia un
tinico elemento de B. Simbdélicamente escribimos:

f:A— B

para indicar que f es una funcién definida en A con valores en B.
El conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcion.

Las funciones cuyo dominio es un subconjunto de R y que toman valores reales se llaman funciones
reales. Son las que vamos a considerar en todo lo que sigue.

Simbdlicamente escribiremos:
f:A—R

para indicar que f es una funcioén real definida en A.
Para cada x € A representamos por f(x) el nimero que se obtiene evaluando f en z.

Dos funciones f y g son iguales cuando tienen igual dominio y f(x) = g(x) para todo x en el
dominio comun.

El convenio del dominio

Cuando una funcién se define mediante una férmula:
f(z) = férmula

y el dominio no es explicito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valores de « € R para
los cuales la expresion f(x) tiene sentido como niimero real. Este es el llamado dominio natural de la
funcién.

Imagen o recorrido de una funcion

Sea f: A — R.SeaC C A.Elconjunto {f(x) : x€C} de todos los valores que toma f en C' se llama
la imagen de C por f y se representa por f(C). El conjunto f(A) suele llamarse rango o recorrido de
f, o simplemente, la imagen de f.

Calcular el conjunto imagen de una funcidn, es decir, todos los valores que dicha funcién toma, no
es en general facil de hacer. Se necesitan herramientas de Cdlculo que veremos muy pronto.

Composicion de funciones

Supongamos que f: A — Ry g: B — R son funciones verificando que f(A) C B. En tal caso, la
funcién h: A — R dada por h(z) = g(f(z)) para todo = € A se llama composicion de g con f'y se
representa por h = g o f.

Funciones inyectivas. Funcién inversa

Se dice que una funcién f: A — R es inyectiva en un conjunto C' C A, si en puntos distintos de
C' toma valores distintos; es decir, si x,y € C' y x # y, entonces se verifica que f(z) # f(y). Se dice
que f es inyectiva cuando es inyectiva en A.

Si f: A — R es una funcién inyectiva, puede definirse una nueva funcién f~1: f(A) — R que
llamaremos funcidn inversa de f, que a cada nimero y € f(A) asigna el tnico nimero x € A tal que
f(z) = y. Equivalentemente f~!(f(x)) = z paratodo z € A, y también f(f~'(y)) = y para todo

ye f(A).
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Funciones monotonas

Se dice que una funcién f: A — R es creciente en un conjunto C' C A, si f conserva el orden entre
puntos de C, es decir, si z,y€C y x < y, entonces f(z) < f(y).

Se dice que una funcién f: A — R es decreciente en un conjunto C' C A, si f invierte el orden
entre puntos de C, es decir, si z,y€C' y « < y, entonces f(z) > f(y).

Se dice que una funcién es mondtona para indicar que es creciente o decreciente. Una funcién
mondtona e inyectiva se dice que es estrictamente mondtona, pudiendo ser estrictamente creciente o
estrictamente decreciente.

Funciones elementales

Las funciones elementales son las que pueden obtenerse a partir de ciertos tipos de funciones,
que ahora vamos a recordar, realizando las operaciones de suma, producto, cociente y composicion de
funciones.

Funciones polinomicas

Son las funciones de la forma
Plx)=co+cz+ Cor? + o+ epa” (cn #0)

donde cg, c1, . . ., ¢, son nimeros reales llamados coeficientes del polinomio; el nimero n € N U {0}
se llama grado del polinomio. Un niimero « se dice que es una raiz o un cero del polinomio P si
P(a) = 0. En tal caso se verifica que P(z) = (v — o)Q1(z), donde Q; es un polinomio de un
grado menor que P. Puede suceder que o también sea una raiz de ()1, en cuyo caso se dice que «
es una raiz doble de P, y podemos escribir P(x) = (z — a)?Qa(x). En general, si se verifica que
P(z) = (z — a)*Q(x), donde Q}, es un polinomio tal que Q1 () # 0y k€N, se dice que a es una
raiz de orden %k de P. Las raices de orden 1 se dice que son raices simples, y las de orden £ > 1 se
llaman raices muiltiples.

Las funciones polindémicas tienen como dominio natural de definicion la totalidad de R aunque con
frecuencia nos interesara estudiar una funcién polindmica en un intervalo.

Funciones racionales

Una funcidn racional es una funcién de la forma:
P(x)
Q(z)

donde P (el numerador) y @) (el denominador) son funciones polinémicas y () no es el polinomio
constante igual a 0.

R(z) =

La funcién R tiene como dominio natural de definicion el conjunto { € R : Q(x) # 0} el cual es,
en general, unién de un nimero finito de intervalos.

Raices y potencias racionales

Dados un nimero real x > 0 y un nimero natural k£ > 2, hay un tnico nimero real mayor o igual
que cero, z > 0, que verifica que 2¥ = 2. Dicho nimero real z se llama la raiz k-ésima o de orden k
de  y se representa por {/z o por z'/F.

Se verifica que {/zy = {/x /Y.
La funcién x — {/z es estrictamente creciente en R .

Siz < 0y k esimpar se define Yz = —{/|x|.

Si 7 es un nimero racional, r = b donde p € Zy q € N, definimos para todo z > 0:
q

‘{L‘T:xg = \q/xp‘
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Las funciones trigonométricas

Dado un nimero x € R tal que 0 < = < 27 se definen los nimeros sen x y cos z por la condicién
de que P, = (cosz,senx) es el dnico punto de la circunferencia unidad tal que la longitud del arco

U P, esigual a . Es decir, senx y cos z son el seno y el coseno del 4ngulo cuya medida en radianes es

xZ.
1 > = (cos z, sen x) Pz/l— 2
a
cos T cos T

Figural.0 <z < 3 Figura2. 2 <z <

T uos
T UoS

1
/
/N U ! \
-1

U
8
=1
8
-1 —/PT
Figura3. 7 <z < %” Figura 4. 377“ <z <27
Observa que si 0 < z < 27 se verifica que senz = — sen(2mw — x) y cosz = cos(2m — x)

Dado z € R representemos por E(z) la parte entera de z, es decir E(z) es el Gnico ndimero entero
que verifica que 0 < « — E(z) < 1. Es claro que si k € Z se tiene que E(z + k) = E(z) + k, y si
x & 7 se tiene que E(—x) = —E(z) — 1.

Para x € R, teniendo en cuenta que 0 < = — 27TE( ) < 2, definimos

o
(z —27E()) (z—2mB(5 )
senz = sen (x — 27 E(— cosx = cos (¢ — 2 E(—
21’77 2T
Es facil comprobar que las funciones asi definidas son periddicas de periodo 2, es decir, se verifica
que
sen(z + 2km) = senw, cos(x + 2km) = cosx (keZ)
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Funciones reales 5

Claro estd, para todo x €R se verifica que sen? z + cos? x = 1.

La funcién seno es una funcién impar. Sea « € R. Si = 2k7 con k € Z tenemos que sen(z) =
sen(—z) = 0 por lo que, evidentemente, sen(—xz) = — sen(x). Supongamos que = ¢ 27Z. En tal caso
5= & 7'y tenemos que

sen(—x) = sen (*SC*Q’NE(;—:)) = —sen (27r+x+27rE(;—:)) = fsen(:cwiE(%)) = —senx

Anélogamente se prueba que la funcién coseno es una funcién par.

Para 0 < x < 27, hemos definido sen  como el seno del dngulo cuya medida en radianes es x;
(cémo podemos interpretar sen  cuando —27 < = < 07 Al igual que en el eje de abscisas represen-
tamos los niimeros positivos a la derecha del cero y los negativos a su izquierda, en la circunferencia
unidad el punto U = (1, 0) hace el papel del origen, y las longitudes de arcos en el sentido contrario a
las agujas del reloj se consideran positivas, mientras que las longitudes de arcos en el sentido del reloj
se consideran negativas. Los dngulos en la mitad inferior de la circunferencia unidad suelen medirse en
el sentido de las agujas del reloj y, por tanto, sus medidas estan comprendidas entre —7 y 0. De esta
forma a cada punto de la circunferencia unidad le podemos asociar un tGnico nimero en el intervalo
| —m, 7.

U U
cos T O O Ccos T
8] 8
=] =1
g 2
&
IS ® 1 P,

Figura5. -7 < < —

SIE]

Figura 6. 7% <x<0

En la figura 7 se han representado en la circunferencia unidad dos dngulos con medidas en radianes
x e y, uno a continuacién del otro. Observa que sen(z + y) = ED + DC'y
ED ED -
SenT = =— = = ED =senzcosy
OD cosy

Observa que los dngulos ODE y DBC son iguales por lo que

cosx = cos(@) = = DC = coszseny

seny

Por tanto
sen(z + y) = senx cosy + cosrseny (z,yeR)

Deducimos que sen(z + 7/2) = cosz y sen(x + m) = —senx y también
sen(x + m) = sen(x + 7/2 + 7/2) = cos(z + 7/2)
por lo que cos(z 4+ m/2) = — sen x Usando estos resultados obtenemos

cos(x+y) =sen(x+y—+m/2) = sen(x+m/2) cosy+cos(z+m/2) seny = cosx cosy —sen rseny
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\
—
1 B
w
0]
B
8
by D
N h
h
»
> Fg |\
Y
h
h
:
[0) A E ][

Figura 7. sen(x + y) = senx cosy + cos zseny

Figura 8. Las funciones seno y coseno

Aqui puedes ver la gréfica de la funcidn seno y, en linea de trazos, la del coseno.

Te recuerdo que la medida de un dngulo en radianes es la medida del arco que dicho dngulo
abarca en la circunferencia unidad. Asi, la medida en radianes de un dngulo recto es 7/2. El seno de
un angulo se define como el seno de la medida en radianes de dicho angulo. En las figuras anteriores
el seno del angulo O/U?J es precisamente sen x.

Dado un niimero z € [—1, 1] hay un tnico nimero en el intervalo [—7/2, 7/2] cuyo seno es igual
a x, dicho nimero se llama arco seno de x y se representa por arc sen x. Por tanto se verifica que

T T
-3 < arcsenz < > sen(arcsenz) = x (-1<z<1)
q [
1 1
Qﬁo
\&
8 s
O 0]
8
5
s
A
-1 -1
q q
Figura9. -1 <z <0 Figura10.0 < z < 1
Observa que
T T
arcsen(senz) = <= 5 <z < 5
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Y

777777777 -1

T
|
|
|
|
|
Il
w3

Figura 11. La funcién seno en [5*, &

Figura 12. La funcién arcoseno

Dado un nimero = € [—1, 1] hay un tGnico nimero en el intervalo [0, 7] cuyo coseno es igual a z,
dicho nimero se llama arco coseno de x y se representa por arc cos x. Por tanto se verifica que

0 < arccosz <, cos(arccosx) = x (-1<z<1)

ar,
c
C
O,
S

2
G

2}

o2
=

0 r 1

Figura13. -1 <z <0 Figura1l4.0 <z <1

Y = CosST

s
2
Yy = arccosx

Figura 15. La funcién coseno en [0, ]

Ry
=

1

Figura 16. La funcién arcocoseno

Observa que
arccos(cosz) =z <= O0<z<7
La funcién seno se anula en los nimeros de la forma k7 donde k € Z. La funcién coseno se anula
en los puntos de la forma k7 + 7/2 donde k € Z.

Tangente, cotangente, secante y cosecante

sen x 1 cosT 1
, secx = , cotgx = , CSCT =
COs T cosT senx sen

tgx =

Estas funciones estan definidas en todo punto donde los denominadores respectivos no se anulan.
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Las propiedades de estas funciones se deducen facilmente de las propiedades del seno y del coseno.
Por ejemplo, tg(z) = tg(x + 7); esto es, la funcién tangente es periddica de periodo 7.

En la siguiente grafica puedes ver una representacion de la tangente de un nimero x > 0.

tgx

T uos

COS T

Figura 17. tgx = =22

cos T

Dado un nimero z € R hay un tGnico ndmero en el intervalo | — 7/2, /2| cuya tangente es igual a
x, dicho niimero se llama arco tangente de x se representa por arc tg z.

5>

Figura 18. tg(arctgz) = =
Tenemos que

—7m/2 < arctgx < /2, tglarctgz) =« (zeR)
Observa que
arctgtge) = <<= -—7n/2<x<7m/2

x

; __T { _T
E@marctgx— 5’ zgrfooarctgx—Q
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Figura 19. La funcién tangente

T

en|]—3,3

La funcion logaritmo natural

y = arctgx

Figura 20. La funcién arcotangente

Dado un nimero z > 0 definimos el logaritmo natural o neperiano de x, representado por In z,
como el drea de la regién del plano limitada por el eje de abscisas y la curvay = 1/t cuando la variable
t recorre el intervalo de extremos 1 y x, con el convenio de que si z > 1 el valor de dicha area es
positivo, y si 0 < z < 1 el valor de dicha drea se toma como negativo.

Para estudiar las propiedades de la funcién lo-
garitmo natural usaremos algunos resultados
de derivadas que seguramente ya conoces y
que repasaremos mas adelante. Seaa > 0y
supongamos que = > a. El drea en amarillo en
la figura de la izquierda representa In = — In a.
Dicha érea es claramente mayor que la del rec-
tdngulo de base © — a y altura % y menor que
la del rectangulo de base z — a y altura %

1 1 1 Inz-—1 1
(:cfa)—<1n:cflna<(xfa)—:>—<M<
x a

T Tr—a a
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Funciones reales 10

1 Inz —1 1
Andlogamente, si 0 < =z < a, obtenemos que — < - e < —. De estas dos desigualdades se
a T—a T
deduce que
., Inz—Ina 1
lim —— = — (a>0)
Tr—a Tr—aQ a

Es decirIn'a = % Como esto es valido para cualquier niimero positivo, hemos probado que la funcién

1
logaritmo natural es derivable en R y su derivada viene dada por In'z = = para todo = > 0.
x

Como la derivada es positiva, deducimos que el logaritmo natural es una funcién estrictamente
creciente. Sea ahora ¢ > 0 y consideremos la funcién f definida para todo 2 > 0 por f(z) = In(az).
Tenemos que

fey=2=2 @>0)

Por tanto, la funcién f(z) — Inz tiene derivada cero en R™, lo que nos dice que dicha funcién es
constante. Luego f(z) —Inz = f(1). Hemos obtenido asi que ln(az) = Inx + In a. Igualdad que es
vélida cualesquiera sean los nimerosa > 0y x > 0.

A partir de aqui deducimos con facilidad las siguientes propiedades del logaritmo natural

s In(1/x) = —Inz paratodo z > 0.

s In(z™) = nlnz paratodo z > 0y todo n €Z. También lim Inx = —oo, lim Ina = 4oc.
x—0 T—+00

» La funcién logaritmo es una biyeccién estrictamente creciente de R sobre R.

s In(z") = rInz para todo 2 > 0y para todo r €Q.

Se define el nimero e como el tnico nimero positivo que verifica que Ine = 1.

La funcién exponencial

Dado z € R, notaremos exp(z) al un dnico ndmero positivo cuyo logaritmo es igual a z. Queda as{
definida una funcién exp : R — R por la propiedad de que para todo - € R se verifica In(exp(z)) = .
Puesto que para todo r € Q se verifica que In(e”) = r, deducimos que exp(r) = e", por lo que para
todo 2 €R se usa la notacién exp(z) = e”.

Figura 21. Las funciones exponencial y logaritmo naturales

Las propiedades de la funcién exponencial se deducen con facilidad de las propiedades del logarit-
mo natural.
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Funciones reales 11

» La funcién exponencial es una biyeccién estrictamente creciente de R sobre R*. lim e = 0,
T——00

lim e* = 4o0.
Tr—r+o0

= Para todos z, y €R se verifica que ¥ = e% e¥.

= La funcién exponencial es derivable y su derivada es ella misma exp/(z) = exp(x).

Potencias de base y exponente real

Se define

x¥ = e¥Ine (x > 0,y€R)

Dados a > O cona # 1y x > 0, se define el logaritmo en base a de = por

Inx
log,x = —
Ina

Con ello se tiene que
a'°8:® = exp(log,zlna) = exp(lnz) =

El logaritmo en base 10 se llama logaritmo decimal, no lo usaremos en este curso.

Derivabilidad de las funciones seno y coseno

e}
—
1 A 8
0
i
&

m

I}

=}

8

COS T

@] B D

Supongamos que 0 < x < 7/2. Observa que, evidentemente, se verifica que el drea del tridngulo
OAB es menor que el drea del sector circular OAD y ésta es menor que el drea del tridngulo OC'D.
Teniendo en cuenta que el area de un sector circular en una circunferencia de radio 7 es %197“2 donde ¢
es la medida en radianes de dicho sector, obtenemos:

1 1 1 1
—senzrcosx < —x < —tgxr = cosx <
2 2 senx cosT

Esta desigualdad no cambia al sustituir 2 por —z, por lo que también es vélida para —7/2 < = < 0.
senz _

Tomando limites para x — 0 obtenemos que lim

= 1y, por tanto, lim
z—0 sen x z—0

T
Teniendo en cuenta que cosx = cos?(z/2) — sen®(x/2) = 1 — 2sen?(x/2), deducimos que

-1 2(x/2 -1
cosT — o (z/2) lo que implica que ll'm0 ST 0. Sea a € R. Tenemos que
T—r X

X

sen(a + x) — sena cosx — 1 senx . sen(a+ x) —sena
=sena + cosa = lim =cosa
X X X z—0 s

Hemos probado que sen’(a) = cos a. Ahora, de la igualdad cosz = 1 — 2sen?(x/2), deducimos que
el coseno es derivable y cos’z = —2sen(x/2) cos(x/2) = —senx.
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Tema3. Numeros complejos

El conjunto formado por todos los niimeros de la forma a + ib, donde a y b son niimeros reales, con
las operaciones de adicién y producto definidas por:

(a+i)+ (c+id) = a+c+i(b+d)
(a+ib)(c+id) = ac—bd+i(ad+ be)

se llama cuerpo de los nimeros complejos y se representa por C.

Se dice que a es la parte real y b la parte imaginaria del nimero complejo a + ¢b. Dos nimeros
complejos son iguales cuando tienen igual parte real e igual parte imaginaria. Los nimeros complejos
con parte imaginaria cero, a = a + ¢0, son nimeros reales. Los nimeros complejos con parte real cero,
tb = 0 + 1b, se llaman imaginarios puros.

Es muy fécil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones
asi definidas. El elemento neutro de la suma es 0 y la unidad del producto es 1. Ademads, —a — ib es el
opuesto de a + b, y todo niimero a + b # 0 tiene inverso:

. a )
(a + 1b) <a2+b2 ZaQ—l—bQ) =1.

Por la definicién del producto de nimeros complejos, se tiene que: i> = —1. El niimero complejo i se
llama “unidad imaginaria".

(Es ciertoque 1 = —1?

Acabamos de ver que i> = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni m4s, que i = /—1.
Fijate lo que ocurre si ponemos ¢ = y/—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos

acostumbrados:
“1=iZ=ii=Vv-1V-1=/(-1)(-1)=v1=1

Luego 1 = —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aqui hemos acabado. ;Dénde esta el
error? Al final de la leccion lo sabrés.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica. Al ampliar R a C ganamos
mucho pero perdemos la relacién de orden. No se puede definir un concepto de niimero complejo
positivo de forma que la suma y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define
en C ningtin orden. Asi que ya sabes: jnunca escribas desigualdades entre nimeros complejos!.

Representacion grafica, complejo conjugado y médulo

Se representa z = x + iy como el vector del plano (z,y) y, en ese sentido, se habla del plano
complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical recibe el nombre de eje
imaginario.

YyrFr—-———-- z=x+1y

7
SKIF———=—=
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Numeros complejos 2

Si z = z + iy es un nimero complejo (con x e y reales), el conjugado de z se define como:
Z=x—1y

El conjugado de una suma es la suma de los conjugados y el conjugado de un producto es el producto
de los conjugados.

Z=2 zZztw=Z+W, ZTW=Z W

El médulo o valor absoluto de z, se define como:

2] = Va2 +y?
Cualesquiera sean los nimeros complejos z, w € C se verifica que:
» max{|Rez|, [Imz|} < |z| < |Re z| + [Im z|
= El mdédulo de un producto es igual al producto de los médulos.

|zw] = |2||w]|

= El médulo de una suma es menor o igual que la suma de los médulos.
|z +w| < |2 + |w] (desigualdad triangular)

La desigualdad triangular es una igualdad si, y solamente si uno de ellos es un multiplo positivo
del otro; equivalentemente, estdn en una misma semirrecta a partir del origen.

Para expresar un cociente de complejos en forma cartesiana se multiplica numerador y denominador
por el conjugado del denominador:

utiv  (utw)(x—1iy) uwxr+vy vr—uy
= = i .
l“i‘@y x2+y2 x2+y2 x2+y2

Forma polar y argumentos de un nimero complejo

Un niimero complejo z = z + ¢y distinto de 0 puede escribirse en la forma:
z = |z|(cos ¥ + i sen )
Donde debemos elegir ¢ por las condiciones:

cosﬂzi, senﬁzﬁ
|| 2|

Cualquier ndmero ¥ € R que cumpla estas condiciones se llama un argumento de z. El conjunto de
todos los argumentos de z es:

Arg(z) = {teR: z = |z|(cost + isent)}

Este conjunto queda determinado cuando se conoce alguno de sus elementos, pues si tg € Arg(z)
cualquier otro es de la forma ¢ + 2k7 para algin k € Z.

AY
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Numeros complejos 3

™
2
arg(z) = arctg(y/x) +
w =T+ 1w
™
arg(s) = arc tg(y/z)
-7
z=z+1y
arg(z) = arctg(y/z) — 7 .
T2

De entre todos los argumentos de un nimero complejo z # 0 hay uno tGnico que se encuentra en
el intervalo | — 7, 7|, se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z. El argumento
principal de z = x + iy # 0 viene dado por:

arctg(y/x) —m siy < 0,2 <0
—m/2 siy<0,z=0

arg(z) = | arctg(y/z) siz >0
/2 siy>0,2=0
arctg(y/x)+m siy > 0,2 <0

La forma polar es muy ttil para realizar productos de niimeros complejos. Sean
z = |z|(cos ¥ + isend), w = |w|(cos ¢ + iseny)
Tenemos que:
zw = |z||w|(cos ¥ + i sen¥)(cos ¢ + isen p) =
= |zw|[(cos ¥ cos p — sen ¥ sen ) + i(sen ¥ cos ¢ + cos ¥ sen )] =
= |zw|(cos (¥ + @) + isen (¥ + p))

Para multiplicar dos ndmeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus argumentos. Asi
pues, el producto de dos nimeros complejos es geométricamente un giro seguido de una homotecia.

‘19 € Arg(z), p € Arg(w) = U+ ¢ € Arg(zw) ‘

En particular: arg z + arg w € Arg(zw). Por tanto:

‘argz—l—argw = arg(zw) < —7w <argz +argw < 7T‘

Formula de De Moivre

Siz #0,9€Arg(z) y n€Z, se verifica que nd € Arg(z™). Es decir:

2" = (Jz|(cosd + i senﬁ))n = |2]"( cos(nd) + isen(nd))

Raices de un nimero complejo

Dado un nimero natural n > 2, todo nimero complejo z # 0 tiene n raices complejas distintas que
vienen dadas por:

k=0,1,2,...,n—1

2k 2k
Y <COSM HSGHM)
n n
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Numeros complejos 4

Geométricamente, son los vértices de un poligono regular de n lados centrado en el origen.

Se define la raiz n-ésima principal de z que se representa por {/z como:

Yz =zt (cos TEZ | isen argZ)
n n

Observa que arg ({/z) = arse y, por tanto: T arg ({/z) < —.
n n n

La raiz n-ésima principal de z es la tinica de las raices n-ésimas de z cuyo argumento principal
estd en el intervalo | — w/n, 7w /n).

Figura 1: Raices novenas de la unidad

El nimero complejo i es la raiz cuadrada principal del nimero complejo —1.
i=v-1
Demostracién. Se tiene que arg(—1) = 7. Por tanto:

V=1 = cos(n/2) + isen(n/2) =i

¢Se verifica la igualdad {/z /w = {/zw? ;En general no! porque {/z {/w, es una raiz n-ésima de
zZw pero no tiene por qué ser la principal. Se verifica que:

V2w = 2w = —7 <arg(z) +arg(w) <7

Paran = 2, z = w = —1, tenemos arg(—1) 4+ arg(—1) = 27, y no se cumple la condicién anterior.

En este caso:
—1=V-IV-1#/(-1)(-1)=V1i=1

Es decir v/—1v/—1 = —1 es unaraiz cuadrada de (—1)(—1) = 1 pero no es la raiz cuadrada principal
de 1. Ahora ya sabes donde estd el error en lo que sigue:

—l=i=ii=vV-1V-1=/(-1)(-1)=vV1=1

Para otro ejemplo de esto mismo, podemos tomar z = i, w = — % + z\/Tg con lo que arg(i) 4+ arg(w) =

§+?ﬂf > 7 por lo que
. 1 V3 - 1 V3
Z(i“?)*@i*ﬁ
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Lo que puede comprobarse haciendo los cdlculos

1
g <§ z§> = —m + arctg (

=T

Y teniendo en cuenta que 2Z = Z + Z deducimos que
12 476

V3 1 V3-1

cos(5—7r) = COS(E)COS(%) - sen(g)sen(ﬁ)

12 1 6’ 22 2v2 22
' J3 3
om T s m m 3 1 3+1
sen(ﬁ) = sen(z)cos(g) +cos(z)sen(g) = 3s + AN
Por lo que
V3 _V3-1 V31
2v/2 2V/2
1 1-— 1
Vi 1 V3) _1-v3 V34
22 2v/2 2V/2
es decir

También puede comprobarse graficamente.

Vivaw | i

7
P

w

Si, por ejemplo, los nimeros z y w estdn en el semiplano de la derecha, Re z >0, Re w > 0, entonces
—m/2 < arg(z) < m/2y —7/2 < arg(w) < 7/2; por tanto en este caso arg(z) + arg(w) = arg(zw)
por lo que /z{/w = {/zw. En particular, esto es cierto cuando z,w € R™T. Por tanto, no perdemos

ninguna de las propiedades de las raices reales positivas al extender las raices a C.

Sl
N——
I
\

3
+
>3
\

\

>|
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Numeros complejos 6

La funcién exponencial compleja

oty eXp(:C 44 y) =¥ (cosy +1 seny)

Es una extension de la exponencial real a todo C. Observa que:

|e* | =R ImzeArg(e?)

En particular, obtenemos la llamada formula de Euler:

i

e'! =cost +isent  (paratodot € R)

De la formula de Euler se deducen las Ecuaciones de Euler:

it L eit it _ it
cost:#, sent:T (teR)

La exponencial compleja transforma sumas en productos.

T = % ¥ para todos z, w € C ‘

La exponencial compleja es una funcién periodica con periodo 27i.

z _ ez+2k7rz

e paratodo k€Z
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Tema 4. Continuidad, limites y derivadas

Una funcién, f: A — R, definida en un conjunto A C R, se dice que es continua en un punto a €A
cuando se verifica que:

a—06<x<a+é6

+ + .
VeeR™ 36cR™ ccA

b= - r@l<e

Esta definicion puede interpretarse suponiendo que estds midiendo un valor a de una magnitud, y que
vas a usar dicho valor para obtener, mediante una ley fisica dada por la funcién f, el valor de otra
magnitud f(a). Como los errores de medida son inevitables, para que esa ley fisica sea iitil, debe
ocurrir que pequeiios errores en las medidas no den lugar a grandes cambios en los valores de f, esto
es lo que expresa la definicion anterior. En ella, el nimero € > 0 es una cota de error en el resultado
final que aceptamos como admisible, el nimero & > 0 indica la precisién con la que tenemos que medir
el dato a para que el error final sea menor que €. Cuando cualquiera sea el € > 0, siempre es posible
medir a con suficiente precisién 6 > 0 para que el error final sea menor que €, se dice que la funcién es
continua en a.

Si en la definicién anterior sustituimos la condicién a — § < x < a+ 6 por a — 8 < x < a (resp. por
a < x<a+9),se dice que f es continua por la izquierda (resp. por la derecha) en a.

Observacion importante. Para poder hablar de la continuidad o de la no continuidad de una funcion
en un punto, la funcion debe estar definida en dicho punto.

Observa que en la definicién de continuidad el conjunto A tiene mucho protagonismo: s6lo se con-
sideran los valores de f en A, lo que le pueda pasar a f fuera de A no nos interesa.

Se dice que f es continua en A, si f es continua en todo punto de A.

Propiedades de las funciones continuas
e Las funciones suma y producto y cociente de funciones continuas son funciones continuas.
e La composicion de funciones continuas es una funcion continua.

e Todas las funciones elementales son continuas en sus dominios naturales de definicion.

Teorema del valor intermedio. El rango o recorrido de una funcion continua en un intervalo es un
intervalo. Es decir, si f es una funcién continua definida en un intervalo I, a y b son puntos de I,
entonces f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).

En particular, deducimos el teorema de Bolzano: si f es continua en un intervalo /, a y b son puntos
de I tales que f(a)f(b) <0, entonces f se anula en algin punto comprendido entre a y b.

Una consecuencia del teorema de Bolzano es que toda funcion polinomica de grado impar tiene
alguna raiz real.

Extremos absolutos

e Se dice que una funcién f:A — R alcanza en A un maximo absoluto si hay algin punto veA
tal que f(x) < f(v) para todo x€A.

e Se dice que una funcién f:A — R alcanza en A un minimo absoluto si hay algin punto u € A
tal que f(u) < f(x) para todo x €A.

Teorema de Weierstrass de existencia de extremos absolutos. Toda funcion continua en un intervalo
cerrado y acotado alcanza en dicho intervalo un mdximo y un minimo absolutos.

Equivalentemente, el recorrido de una funcion continua f en un intervalo cerrado y acotado [a,b],
es también un intervalo cerrado y acotado: f([a,b]) = [m,M].
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Continuidad y limite funcional 2

Una consecuencia del teorema de Weierstrass es que una funcion polinémica de grado par cuyo
coeficiente lider es positivo alcanza un minimo absoluto en R, y si el coeficiente lider es negativo
alcanza un mdximo absoluto en R.

RN o < .. senx ) )
Idea intuitiva de limite de una funcién en un punto. La funcién f(x) = —— no estd definida en
X

x = 0, pero si damos a x valores proximos a cero obtenemos
£(0,04) =0,999733, £(0,03) = 0,99985, £(0,02) = 0,999933, (0,01) = 0,999983

y comprobamos que cuanto mds nos acercamos al valor x = 0, el valor de la funcién se acerca cada vez
mas a 1. Esto lo expresamos matematicamente de la forma
senx

Iim—— =1
x—=0 X

Limite de una funcién en un punto. Sea / un intervalo,a<1/,y f una funcidén que suponemos definida
en I\{a}. Se dice que f tiene limite en el punto a si existe un nimero L€ R tal que se verifica lo
siguiente:

a—06<x<a+9d

+ + .
VeeR"™ J6cR™ : xel, x4 a

}:> [fx)—L|<e
Dicho nimero se llama limite de f en a y escribimos lim f(x) = L.
xX—a

Si en la definicién anterior sustituimos la condiciéna — 8 < x < a+ 6 pora— 8 < x < a (resp. por
a < x < a+ 90), se dice que f tiene limite por la izquierda (resp. por la derecha) en a. Dichos limites
se representan simbdlicamente por lim f(x) = L (resp. lim f(x) = L).
x<a x>a
Relacion entre limite y continuidad. Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo y sea a € 1.
Se verifica que f es continua (por la derecha, por la izquierda) en a si, y s6lo si, f tiene limite (por la
derecha, por la izquierda) en a y dicho limite es igual a f(a).

Clasificacion de las discontinuidades. Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo y sea a €1.

= Si f tiene limite en a y lim f(x) # f(a), se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad
Xx—a

evitable.

= Si los dos limites laterales de f en a existen y son distintos:
lim £(x) # lim £(x)
x<a x>a

se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad de salto.

= Si alguno de los limites laterales no existe se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad
esencial.

Funciones divergentes en un punto (asintotas verticales). Se dice que f es positivamente diver-
gente en a si se verifica lo siguiente:

a—6<x<a-+¥é

+ + .
VM cR"™ JF6cR™ : xel x2a

}:> fx)y>M

Simbdlicamente, escribimos 1im f(x) = +oo.
xX—a

Si en la definici6n anterior sustituimos la condicién a — § < x < a+ 6 por a— 8 < x < a (resp. por
a <x<a+9),se dice que f es positivamente divergente por la izquierda (resp. por la derecha) en
a.’Y simbdlicamente escribimos 1fm f(x) = oo (resp. lim f(x) = +-oco.
x<a x>a
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Si en la definicién anterior cambiamos oo por —eeo entonces tenemos las definiciones de negativa-
mente divergente en a que se expresan simbdlicamente por

1im f(x) = —eo, )lclgrrg,f(X) ==, }Clgrrglf(X) = oo
x<a x>a

Limites en infinito (asintotas horizontales). Sea f:7 — R una funcién definida en un intervalo I =
[c,4oo[. Se dice que f tiene limite en 4o si existe un nimero LER tal que se verifica lo siguiente:

Ve e Rt JKeR* : x;gf }2 If(x)—L|<e

Dicho nimero se llama limite de f en +oo, y escribimos lfT f(x)=L.
X—r—+oo0

Andlogamente se define el limite en —oo.

Funciones divergentes en infinito. Sea f : / — R una funcién definida en un intervalo I = [c¢, +o0[. Se
dice que f es positivamente divergente en +oo si se verifica lo siguiente:

x>K

+ + .
VM eR"™ JKeRT : el

} = fx)>M
En cuyo caso escribimos  1im  f(x) = +-oo.
X—>+o0

Andlogamente se define el significado de:

lim f(x) = —oc0, lim f(x)=-oo, Ifm f(x)=—oo

X—r+oo X—r—o0 X—r—o0

Algebra de limites. Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos que a puede ser un
nimero real, 0 +o0, 0 —oo. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f+ g y fg tienen limite en a y

tim(f +)(x) = lim f(x) + limg(x),  lim(fg)(x) = lim £(x) Iim g(x)

xX—a

.. . z _ 1
i) Si )lcl—rgf(x) # 0, entonces )lcl—r}cl; 70 " Tm )
xX—a

iii) Si f(x) < g(x) paratodo x€1, x # a, entonces lim f(x) < lim g(x)
xX—a xX—a

Funciones asintéticamente equivalentes. Se dice que dos funciones f y g son asintéticamente equi-

)

valentes en un punto a € RU {—eo, 400}, y escribimos f(x) ~ g(x)(x — a), cuando lim 200) =1.
xX—a g X

Para calcular el limite de un producto o de un cociente de dos funciones podemos sustituir
una de ellas por otra asintéticamente equivalente.

Limites en +00 y en —oo de una funcién racional

Sea P(x) =co+cix+ cox? + -+ cp_ 18" 1 4 ¢, una funcién polinédmica. De la igualdad

P(x) Ch—1 |, Cn—2 C1 ()
e =cp+ P +—+ -+ n—1+)7
Se deduce P
lim — g PO _
X——oo XM X—r+too  x
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Y por tanto P(x) ~ ¢,x" para x — oo
Sea Q(x) = byxX™ + by 1 X" + -+ 4+ b1x + by otra funcién polinémica. Tenemos que

P(x) X" Cn
— ~ =" (x =+
Q(x) by X by, ( )

Suponiendo que 3% > 0, deducimos que:
m

4o, n>m n—mpar

. +oo, n>m
P(x) —oo, n>m n—mimpar P(x) Cn
Iim —= = Cn lim —=% = —, n=m
SO ) g n=m S0 | b
by 0 m>n
0, m>n ’

Escala de infinitos

1 u
. lim UMY
x—fo0  x&*

=0 paratodos ¢ >0y ueR.

] ll’mx“‘ lnx|’l =0 paratodos ¢ >0y neR.
=0

o

. XEIEMCW:O paratodos o >0y u > 0.

Derivadas

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que relacionan
una variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que suele escribirse en la forma
y = f(x). Si la variable independiente cambia de un valor inicial a a otro x, la variable y lo hace de f(a)
a f(x). La razdén de cambio promedio de y = f(x) con respecto a x en el intervalo [a,x] es:

f) = f(a)

X—a

Razén de cambio promedio =

Con frecuencia interesa considerar la razén de cambio en intervalos cada vez mas pequefios. Esto lleva
a definir lo que podemos llamar razén de cambio puntual de y = f(x) con respecto a x en el punto a

como:
, x)—fla

S0 = (@)

xX—a XxX—da
Velocidad instantanea. El ejemplo mas conocido de esto que decimos es el de un mévil que se mueve
en una recta en la que se ha sefialado un origen, de modo que en el tiempo ¢, medido en segundos, su
posicién, medida en metros, viene dada por una funcién f(¢). La velocidad media del mévil, medida
en metros por segundo, en un intervalo de tiempo de ¢ a #y viene dada por

f(1) ~ f(w)

r—1

Si consideramos intervalos de tiempo cada vez mds pequefios llegamos al concepto de “velocidad
instanténea”, v(fy), que seria la velocidad que tiene el mévil en el instante ty. Se trata de un concepto
teérico de gran utilidad para estudiar el movimiento, pero no puede medirse porque un instante no tiene
duracién. Su formulacién matematica es

f(t) = f(t)

Observa que el cociente -
—1lo

no esta definido parat = .
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Secantes y tangentes.

Supongamos que queremos hallar la recta tangente
a una curva de ecuacién cartesiana y = f(x) en el
punto (a, f(a)). En principio, parece que nos falta
un dato ya que una recta no queda determinada por
un solo punto. Para determinar una recta necesita-
mos dos puntos o un punto y la pendiente. La estra-
tegia consiste en aproximar la tangente por rectas
secantes cuyas pendientes si pueden calcularse di-
rectamente.

Consideremos la recta que une el punto (a, f(a)) con un punto cercano, (x, f(x)), de la grafica de f.
Esta recta se llama una secante (recta que corta a la curva, pero no es tangente a la curva). La pendiente
de esta secante es

f(x)—f(a)

X—a

Cuando el punto x se aproxima “infinitamente” al punto a, la pendiente de la tangente vendra
dada por:

i 1) = /@)

x—a X—a

Derivada de una funciéon en un punto

En lo que sigue la letra / representard un intervalo de nimeros reales. Se dice que una funcién
f:1— R es derivable en un punto a €1, si existe el limite:

i T8~ /@)

x—a X—a
Dicho limite se llama derivada de f en a y lo representaremos por f”(a).

Dada una funcién f : I — R derivable en todo punto de /, la funcién derivada de f es la funcion
f':1 — R que a cada punto x € I hace corresponder la derivada de f en dicho punto.

Toda funcion derivable en un punto es continua en dicho punto.

Rectas tangente y normal. Supuesto que f es derivable en a, la recta de ecuacién cartesiana:

y=rf@)+f(@)x—a)]

se llama recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)).

Cuando f’(a) # 0, la recta de ecuacion:

f/(a) (xia)

es la recta normal a la grdfica de f en el punto (a, f(a)).
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Derivadas de sumas, productos y cocientes. Las funciones suma, f+ g, y producto, fg, son derivables
en todo punto a €1 en el que f'y g sean derivables, y sus derivadas respectivas vienen dadas por:

(f+8)(a)=r"(a)+&'(a): (f8)(a)=f"(a)g(a)+ f(a)g'(a)

La funcién cociente f/g es derivable en todo punto a €1 en el que f y g sean derivables y g(a) # 0,
en cuyo caso se verifica que:

g)w)fwww—ﬂmmﬂ

Las funciones elementales son derivables en todo punto de su dominio natural de definicion.

Derivacién de una funcién compuesta o regla de la cadena. Sean f: I - Ry g:J — R con f(I) C J,
y sea h = gof : I — R la funcién compuesta. Supongamos que f es derivable en a€ly que g es derivable
en f(a). Entonces h es derivableen a y

En particular, la composicion de funciones derivables es una funcién derivable.

La regla practica es que una composicion de funciones se deriva de forma inversa a como se evalia.

(wovow)'(x) = u/ (v(w(x)V (wx)w' (x)

Criterio de equivalencia logaritmica. Este resultado es muy 1til y permite resolver en muchos casos
las indeterminaciones “17” y “Qco”.

Supongamos que lim f(x) = 1. Entonces se verifica que:
xX—a

Iim f(x)$%) = el = limg(x)(f(x)—1) =L

xX—a xX—a

Iim f(x)%) = 400 <= lim g(x)(f(x) — 1) = 400

xX—a xX—a

lim f(x)$%) =0 <= lim g(x)(f(x) — 1) = —o0

xX—a x—a

Derivacion logaritmica

Si f y g son derivables la funcién y(x) = g(x)”® también es derivable. Derivando la funcién

In(y(x)) = f(x)In(g(x))

se obtiene:

Extremos relativos

Dada una funcidn cualquiera f : I — R, se dice que f tiene en un punto a € I un maximo relativo
si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Hay algiin nimero r > 0 tal que Ja —r,a+r[C 1.
2) Para todo x €]a — r,a + r| se verifica que f(x) < f(a).
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Si para todo x €]la — r,a+ r[ con x # a se verifica que f(x) < f(a) se dice que f tiene en a un
maximo relativo estricto.

Andlogamente se define el concepto de minimo relativo y de minimo relativo estricto.

La expresion extremo relativo se utiliza para referirse indistintamente a un maximo o a un minimo
relativo.
Condicion necesaria de extremo relativo

Sea f:I — R, a € I y supongamos que f tiene un extremo relativo en a'y que f es derivable en a.
Entonces se verifica que f/(a) = 0.

La funcién f:[—1,1] — R dada por f(x) = x°, es estrictamente creciente, es derivable en todo
punto y su derivada solamente se anula en x = (. Tiene un minimo absoluto en —1 y un maximo
absoluto en 1; dichos puntos no son extremos relativos de la funcidn. Este ejemplo también muestra
que la condicion necesaria de extremo relativo no es suficiente.

Los puntos en los que se anula la derivada de una funcién se llaman puntos criticos de dicha

funcion.

Teorema del valor medio. Sea f : [¢,b] — R una funcién continua en [a,b] y derivable en |a,b].
Entonces existe algdn punto ¢ €a, b tal que

En particular, deducimos el teorema de Rolle: si f(a) = f(b) obtenemos que la derivada de f se anula
en algiin punto ¢ €)a,b|.

S

=
o

S

ab-=------4-

Figura 1: Teorema del valor medio

Consecuencias del teorema del valor medio

Sea f una funcién derivable en un intervalo /, y supongamos que existe M > 0 tal que |f'(x)| <M
para todo x € I. Entonces para todos x,y €1 se verifica que

[1F() = £0)] < Mlx—y]|

En particular, si f’(x) = 0 para todo x €/ entonces f es constante en .
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Derivabilidad y monotonia. Sea f una funcién derivable en un intervalo /.

s Siparatodox €1es f'(x) > 0 entonces f es estrictamente creciente en /.

» Siparatodox €1 es f'(x) <0 entonces f es estrictamente decreciente en .

Criterio de extremo absoluto. Sea f una funcién derivable en un intervalo /, cuya derivada se
anula en / en un tnico punto ¢ € /. Supongamos que hay puntos a,b €1 tales que a < ¢ < b. Entonces
se verifica que

» Sif'(a) <0y f'(b) >0, f alcanza en ¢ un minimo absoluto estricto en .
» Sif'(a) >0y f/(b) <0, f alcanza en ¢ un maximo absoluto estricto en /.
Derivaci6n de la funcién inversa. Sea f : I — R derivable en un intervalo I con f’(x) # 0 para todo

x€1. Entonces f es una biyeccién de / sobre el intervalo J = f(I), y la funcién inversa f~' : J — R
es derivable en J siendo para todo y € J:

La férmula anterior se recuerda sin mas que derivar la identidad:

(for N =y

Como ejemplo podemos calcular las derivadas de las funciones trigonométricas “inversas”.

(x| < 1), arctg’(x)=

arcsen’(x) = (xeR)

1
V1—x2 142

Reglas de L’Hopital. Sean —oo < a < b < +o0, fy g funciones derivables en |a, b[ con g’ (x) # 0, para
todo x €]a,b|. Sea a.€{a,b} y supongamos que se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:

s lim f(x) = limg(x) =0

X—0 X—0

- lim [g(x)] = +o00
X—0

Y ademas £
A gty — LERU oo, oo
Entonces se verifica que
lim f_(x) =L
x—a g(x)

Derivadas de orden superior. Si n es un nimero natural, n > 2, decimos que f es n veces derivable en
un punto a€l, si f es n— 1 veces derivable en [ y la funcién =1 eg derivable en a.

Se dice que f es una funcién de clase C" en I si f es n veces derivable I y la funcién /" es continua
enl.

Se dice que f es una funcién de clase C* en [ si f tiene derivadas de todos érdenes en /.

Por convenio se define f(© = f.
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Condiciones suficientes de extremo relativo. Sean / un intervalo, @ un punto de / que no es extremo
dely f:I— R unafuncidnn>2 veces derivable en a. Supongamos que todas las derivadas de f hasta
la de orden n — 1 inclusive se anulan en a, es decir, f(k(a) =0parak=1,2,....n—1,yque f(" (a) #£0.
Entonces:

= Sinespary f"(a) > 0, f tiene un minimo relativo estricto en a.
= Sinespary f*(a) <0, f tiene un mdximo relativo estricto en a.

= Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en a.

Este resultado es util para estudiar extremos relativos pero no proporciona condiciones suficientes de
extremo absoluto.

Polinomios de Taylor. Sea f una funcién n veces derivable en un punto a. La funcién polinémica
T,(f,a) definida para todo x € R por

n ok a
T = fla)+ ¥ D (e apt
= k!

se llama el polinomio de Taylor de orden » de f en a.

Teorema de Taylor. Sea f una funcién n+ 1 veces derivable en un intervalo /. Dados dos puntos
cualesquiera x,a en I con x # a, se verifica que existe algin punto ¢ en el intervalo abierto de extremos
ay x tal que:

fr (e "
769~ T =1 et
Suele llamarse resto de Lagrange al nimero:
f(n+1) c ;
(n+ 1() !> (x—ay™!

Si para una funcién dada y para valores concretos de a, x, n'y € > 0, podemos probar que para todo ¢
comprendido entre a y x se verifica que

Entonces podemos asegurar que |f(x) — T,,(f,a)(x)| < €, es decir, el error cometido al aproximar
f(x) por T,(f,a)(x) es menor que €.

Funciones convexas y funciones céncavas. Se dice que una funcién es convexa en un intervalo / si el
segmento (la cuerda) que une dos puntos de la grafica de f en I queda siempre por encima de la grafica
de f.

Se dice que una funcién es céncava en un intervalo 7 si el segmento (la cuerda) que une dos puntos

de la grafica de f en I queda siempre por debajo de la grafica de f.

Ejemplos tipicos de funciones convexas son las pardbolas “hacia arriba” y la exponencial. Ejemplos
tipicos de funciones concavas son las parabolas “hacia abajo” y el logaritmo.

Condiciones suficientes de convexidad. Supongamos que f es derivable en un intervalo /. Si la deri-
vada de f es creciente (resp. estrictamente creciente) en / entonces f es convexa (resp. estrictamente
convexa)en /.

En particular si f es dos veces derivable en I y se verifica que f”(x) > 0 (resp. f”'(x) > 0) para todo
x € I, entonces f es convexa (resp. estrictamente convexa) en /.
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Figura 2: Funcién céncava Figura 3: Funcién convexa

Interpretando la derivada primera como la velocidad y la derivada segunda como la aceleracion, las
curvas convexas aceleran y las céncavas frenan.

Puntos de inflexion. Se dice que a es un punto de inflexién de una funcién f, si hay un ndmero r > 0
tal que f es céncava en el intervalo Ja — r,a[ y f es convexa en el intervalo ]a,a + [ (o al revés). Es
decir, los puntos en los que una funcién pasa de concava a convexa o de convexa a céncava se llaman
puntos de inflexion.

Condicién necesaria:
Si f tiene un punto de inflexién en a y es dos veces derivable en a, entonces f”(a) = 0.

Condicion suficiente:

Si f es tres veces derivable en un punto a y se tiene que f”'(a) = 0 pero f”(a) # 0, entonces f tiene
un punto de inflexién en a.
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Tema7. Integracion de funciones continuas

Area del conjunto limitado por una grifica. Sea f : [a,b] — R notaremos por G(f,a,b) el conjunto
limitado por la grifica de f, el eje OX y las rectas x = a, x = b.

Figura 1: El conjunto G(f,a,b)

Queremos calcular el drea de dicho conjunto. Para ello, primero se divide el intervalo [a,b] en un
nimero finito de subintervalos [x;_1,xx], 1 < k < n, cuyas longitudes pueden ser distintas y con la tinica
condicién de que no se solapen:

Aa=x0 <X <X < <Xp1<xX,=b

Se dice que estos puntos constituyen una particion de [a,b].
Dada una particion P = {a = x¢,x1,X2,. .. ,Xn—1,%, = b} del intervalo [a, b], definamos M}, = max f[xx_1,xx],

my = min f[x;_1,x¢]. Los ndmeros

n

S(f,P) = iMk(xk—xk_l), I(f,P) = ka(xk—xk_l)
k=1

k=1

se llaman, respectivamente, suma superior y suma inferior de f para la particién P.

Cuando la funcién f es positiva, y las longitudes de todos los subintervalos de la particién son suficientemente
pequeiias, el nimero S(f, P) es un valor aproximado por exceso del drea de laregion G(f,a,b), y el nimero I(f, P)
es un valor aproximado por defecto del drea de la region G(f,a,b).

A TN

/ m

a b a b

Figura 2: Aproximaciones del drea por defecto y por exceso
La integral como area. Si f es una funcién continua y positiva en [a,b], se verifica que las sumas superiores e
inferiores se aproximan tanto como queramos a un valor comun. Es decir, hay un iinico niimero S con la propiedad

de que para toda particion P del intervalo [a, b] se verifica que

1(f,P) <S<S(f,P)
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Dicho niimero es, por definicién, el valor del drea del conjunto G(f,a,b), y escribimos:

Cuando la funcién f toma valores positivos y negativos, el nimero S(f, P) es un valor aproximado por exceso
del drea de la parte de G(f,a,b) que estd en el semiplano superior (donde f es positiva) menos el drea de la parte
de G(f,a,b) que esté en el semiplano inferior (donde f es negativa), y el nimero I(f,P) es un valor aproximado
por defecto.

Figura 3: Aproximacién del area por sumas inferiores y superiores

Partes positiva y negativa de una funcién. Cualquier funcién f puede escribirse como diferencia de dos funciones

positivas: .
i = VO

_ @)=

— mix {f(x),0}

— mix {—f(x),0}

Es claro que f(x) = fT(x)—f (x) yque fF(x) >0, f~(x) >0.

La funcién £ se llama parte positiva de f, y la funcién £~ se llama parte negativa de f. Como consecuencia
de las definiciones dadas |f(x)| = f*(x)+ f~ (x). Si f es continua también f* y f~ son continuas.

y=r*(x)

(\ fx) (\ y=/"(x)

a b a b a b

Figura 4: Partes positiva y negativa de una funcién

La integral como area con signo. En el caso general en que la funcién continua f tome valores positivos y
negativos se define la integral de f en [a,b] como el nimero:

b b b
[r@ar=[frwa— [ @

a a a
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Propiedades basicas de la integral.

Linealidad. . , ,
[ (@f(x)+Be(x)dr = a [ f(x)dx +B [g(x)dx.

b b
Conservacion del orden. Si f(x) < g(x) para todo x € [a, b] entonces j Sx)dx < fg(x) dx.

a

En particular

b
< lrelar

a

b
[ rxax

Sumas de Riemann. Dada una particién P = {a = xo,x1,%2,...,%,—1,%, = b} del intervalo [a, b], elegimos en cada
subintervalo un punto f#; € [x¢_1,x], y se forma el rectdngulo cuya base es el intervalo [x;_1,x;] y altura igual a
f(#). El nimero

dﬁm=éﬂwmfmﬂ

se llama una suma de Riemann de f para la particién P.

Puesto que para todo # € [xx_1,x] es my < f(t) < My, deducimos que para toda suma de Riemann, 6(f,P),
de f para la particion P se verifica que

I(f,P) <o(f,P)<S(f,P)

Por tanto, las sumas de Riemann sirven para aproximar la integral. Estd claro que estas aproximaciones son tanto
mejores cuanto mds pequefios sean los intervalos de la particién.
Teorema de convergencia de las sumas integrales. Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Para cada n € N

. . . b—a
consideremos la particién P, de [a, b] definida por los puntos x; = a+k——, k=0,1,2,...,ny sea 6(f,P,) una

n

suma de Riemann para P,. Entonces se verifica que

n—soo

b
lim [(f,P,) = lim o(f,P,) = lim S(f,P,) = [ f(x)dx (1)

Las sumas de Riemann proporcionan una estrategia para resolver problemas que puede resumirse asi: siempre
que la solucion aproximada de un calculo venga dada por una suma de Riemann, la solucién exacta sera la
integral correspondiente.

v
Convenio. A veces hay que considerar integrales de la forma f f(t)dt donde u y v son puntos de un intervalo. El

u
convenio que se hace es que:

[roa = [

u v

Teorema Fundamental del Célculo. Seaf:7 — R una funcién continua en un intervalo /, @ un punto de I, y
definamos F : 1 — R por:

X
F(x) = f fo)yde Wxel )
a
Entonces F es derivable en I y F’(x) = f(x) para todo x€ 1.
Observacion importante. En la igualdad (2) la variable es x — el limite superior de la integral. Por eso, es
obligado no usar la misma letra x como variable de la funcion f en el integrando. F (x) es la integral de la funcion

f en el intervalo |a,x].

Dada un funcién f : [a,b] — R, cualquier funcién F : [a,b] — R que sea continua en [a,b], derivable en ]a, b|
y verifique que F'(x) = f(x) para todo x €]a, b], se llama una primitiva de f en el intervalo [a, b].
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El teorema fundamental del Célculo nos dice que toda funcién continua en un intervalo tiene primitivas en
dicho intervalo.

Regla de Barrow. Sea f : [a,b] — R y supongamos que F es una primitiva de f en [a, b]. Entonces:

b
[fyar =F(b)~F(a)

Demostracién. Sea P, = {xo,x;,X2,...,x,} la particion de [a,b] en n intervalos de igual longitud. Aplicando el

teorema de valor medio, tenemos que:

n

F(b)~F(a) =) (F(x) —F(x-1)) =

k=1 k

n

F/ (1) (e —x-1) = Y f(0) (o = x6-1) = O(f, Py)

1 k=1

™=

Pero por (1) sabemos que o(f,P,) — J::’f, por lo que obtenemos que F (b) — F (a) = fabj'. m]

Derivacion de funciones definidas por integrales. Para derivar funciones de la forma

8(x)
H(x) = j ft)dr

donde f es una funcién continua y g es una funcidén derivable, se aplica el teorema fundamental del cdlculo y la
regla de la cadena para derivar la funcién compuesta H(x) = F(g(x)), donde

F(x)= jf(r)dt

Tenemos que:

Integrales impropias de Riemann. Sea f :]a,c] — R una funcién continua en el intervalo ]a, ¢], donde suponemos
que c € R, y que a un nimero real menor que ¢ o bien a = —00. Se define la integral impropia de Riemann de f

en Ja,c] como el limite:
.

ﬁmmﬂ@}wm

Supuesto, claro estd, que dicho limite exista y sea un niimero real, en cuyo caso se dice también que la integral de
f es convergente en |a, c|.

Sea f: [b,d[— R una funcién continua en el intervalo [b,d[, donde suponemos que b €R, y que d un nimero
real mayor que b o bien d = +00. Se define la integral impropia de Riemann de f en [b,d[ como el limite:

d

ﬁww}gy@w

b

Supuesto, claro estd, que dicho limite exista y sea un niimero real, en cuyo caso se dice también que la integral de
f es convergente en [b,d].

+o0
P
Las integrales impropias de la forma f % dx donde Py Q son funciones polinémicas con Q(x) # 0 para
X
todo x > a 'y grado(Q) > grado(P) + 2 son convergentes.
Calculo de primitivas

Vamos a ver algunos tipos de funciones elementales cuyas primitivas también pueden expresarse por medio de
funciones elementales y pueden calcularse con procedimientos mds o menos sistematicos.
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Para representar una primitiva de una funcién f, se usa la notacién j f(x)dx. La integral de una funcién en

b

un intervalo j f(x)dx se llama a veces “integral definida” de f (y es un niimero). El simbolo f f(x)dx se llama
a

también “integral indefinida” o, simplemente, “integral” de f (y representa una primitiva cualquiera de f).

En los simbolos [ f(x)dx o Lb f(x)dx la letra “x” puede sustituirse por cualquier otra, y el simbolo “dx”
(que se lee “diferencial x”) sirve para indicar la variable de integracion. Esto es muy dtil si la funcién f contiene
pardmetros. Por ejemplo, son muy diferentes las integrales [x'dx y [x'dy.

Te recuerdo también que, si y = y(x) es una funcién de x, suele usarse la notacién dy = y'dx, que es util para
mecanizar algunos cdlculos, pero que no tiene ningtin significado especial: es una forma de indicar que y' es la
derivada de y respecto a x.

Tabla de primitivas inmediatas

ff(x)“f/(x)dx: - (xR0 —1)

1
))7 si f(X) > 0; n(1£(x
In(—f(x)), sif(x)<O0. }_1 (IF &)

72}
o
e
[38]
—~
~
=
=
Nt
s
—~
=
=
Il
—
(1)}
—
~
—
=
Nt

"(x 1 (x
ff(f)z(jzaz B Eamgji)
jL’de:men@

a*— f(x)? a

Integracién por partes.

Lo que suele escribirse en la forma:

Y para integrales definidas:

Casos en que se usa la integracion por partes.

e Para calcular una integral f f(x)dx en la que la derivada de f(x) es mds sencilla que la propia funcién, como
es el caso de Inx, arcsenx, arctgx. Se elige u(x) = f(x).
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Ejemplo.

u=arctgx — du =

——dx
farctgxdx = 1+x2 :xarctgxffl_i_%dx =

dv=dx -v=x
1
:xarctgx+§10g(1 +x%)

e Cuando f(x) es de la forma P(x)e®, P(x)sen(ax), P(x)cos(ax), donde P(x) es una funcién polinémica. En
todos los casos se elige u(x) = P(x) y se obtiene una integral del mismo tipo que la primera pero con el grado del
polinomio rebajado en una unidad. El proceso se repite tantas veces como sea necesario.

Ejemplo.
u=P(x) = du =P'(x)dx

jP(x) e dx = @ edx = - IP/ ™ dx

dv =e“dx > v=—
a

e Cuando la integral [v(x)u’(x)dx es parecida a la de partida, de forma que al volver a aplicar el proceso la
integral de partida se repite y es posible despejarla de la igualdad obtenida.

Ejemplo.

1
u = cos(Inx) — du = ——sen(Inx) dx
jcos(lnx)dx = X =

dv=dx »v=x

1
= Inx) — du = — Inx)dx
= xcos(Inx) + j sen(Inx)dx = u = sen(Inx) = cos(Inx) _

dv=dx -v=x

= xcos(Inx) +xsen(lnx) — jcos(lnx) dx
. x
deducimos que fcos(lnx) dx = 3 (cos(Inx) +sen(Inx)).

Integraciéon por recurrencia. La técnica de integracion por partes permite en algunas ocasiones relacionar una
integral de la forma I, = [ f(x,n)dx en la que interviene un pardametro n (con frecuencia un nimero natural) con
otra del mismo tipo en la que el pardmetro ha disminuido en una o en dos unidades.

Las expresiones asi obtenidas se llaman formulas de reduccion o de recurrencia y permiten el calculo efec-
tivo de la integral cuando se particularizan valores del pardmetro. Los siguientes ejemplos son ilustrativos de esta
forma de proceder.

Ejemplo.
u=x"—du=nx""

1
[n:fxneaxdx: J ary eaxd :E(xneax_n]n—l)
v==¢ X—>VvV=—dx
a

Integracién por sustitucién o cambio de variable.

=g(t), dx =

f e f (e

=3g(c), b=g( d
Para el caso de integrales indefinidas este proceso de sustitucion se representa de forma menos precisa y se escribe
simplemente

x=g(1)
froa=| 7250, | - fso

Pueden hacerse cambios de variable en integrales impropias. Incluso puede ocurrir que al hacer un cambio de
variable en una “integral corriente” obtengamos una “integral impropia”.
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Ejemplo. Con frecuencia se hacen cambios de variable para quitar radicales.

2
Jz‘ 1 dr — x=2tgt,dx:@ _1T4cost
[N 4 9=
23X VX T4 23 =2tg(n)6), 2 = 2tg(n/4)|  Fajs ST
[ -1 22
4 |sent n/67 4
Ejemplo.
x=1tgr
1 1 2t
jidx: 1 :Icosztdt:fiJrcos( )dt:
(1+x2)? dx = i 2
cos?t
= 1t+ ! sen(2t) = ]t—i- : senfcost = 1t+ ! tgrcos’t =
2% —2'72 —2' T -
= la.rct x+17x
T2 e
Luego

1 1 1
fidx:—arctgx—o—— al 3)

(14+x%)? 2 2142

Ejemplo. Un cambio de variable en una integral impropia. Consideremos la integral:

b
1
— dx
J V(x—a)(b—x)

Suponemos que a < b. El cambio que hacemos consiste en llevar el intervalo | — 1,1] al |a,b[ por una biyeccién
del tipo g(z) = o + . Las condiciones g(—1) = a, g(1) = b nos dan que a. = (b—a)/2, p = (b+a)/2. Con ello:

b—
p 1 x=g(t), dx = a fodr
| e - 2 =)=
s VE—ab=9) oz g(-1), b=g(1) |
. . . . S P(x)
Integracién de funciones racionales. Dadas dos funciones polinémicas P(x) y Q(x), queremos calcular jm dx.
x
Si el grado de P es mayor o igual que el de Q, podemos dividir los dos polinomios obteniendo
P G
() _ gy O
0(x) 0(x)

donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q.

Por tanto, en lo que sigue supondremos que el grado de P es menor que el grado de Q. Supondremos también
que el coeficiente lider del polinomio Q es 1, y que P 'y Q no tienen factores comunes, es decir, no se anulan
simultdneamente.

Px)
Q(x)

fracciones simples. Hay varias formas de hacerlo. Nosotros vamos a seguir el procedimiento de los coeficientes
indeterminados.

en otras mas sencillas llamadas

La técnica para calcular la integral consiste en descomponer la fraccién

Lo primero que hay que hacer es descomponer el denominador Q(x) en producto de factores irreducibles
lineales x — o y cuadréticos x> + bx 4 ¢ sin raices reales (b*> — 4c < 0). Estos factores puede aparecer repetidos.
Cada raiz real o de orden o multiplicidad k da lugar a un factor del tipo (x — ). Cada rafz compleja junto con su
conjugada de multiplicidad p dan lugar a un factor del tipo (x* +bx +¢)?.

X) . .
( a una suma de fracciones simples.

0(x)

Por cada raiz real o de Q(x) de multiplicidad k debemos poner una suma de k fracciones de la forma:

Se iguala

A

= x-a)
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Para cada raiz compleja de multiplicidad p debemos poner una suma de p fracciones del tipo:

2 Bix+C;
J; 2
—4
Z‘x2+bx+c) (b* —4c < 0)

Los coeficientes A;, Bj, C; se calculan multiplicando por el denominador e identificando los coeficientes de las
mismas potencias de x. Eso conduce a un sistema de ecuaciones lineales con tantas incgnitas como el grado del
denominador que siempre tiene solucion unica.

Sélo nos queda calcular las integrales de las fracciones simples obtenidas.
—— dx=Aln
. [ x—al.
J‘ Bx+C

P rbritc dx donde b —4c¢ < 0. Siempre se puede escribir x* +bx +c¢ = (x —d)* +k* con k > 0, con lo
xX2+bx+c

que descomponemos nuestra integral en dos:

Bx+C Bx+C (x— d +C+Bd
dx =
Ix2+bx+c j +k2 j )2+ k2
C+Bd
i+ | ————— dx =
j -i-k2 +I(x—d)2+k2
B dx
=" In((x—d)*+& Bd)| ———— =
2n((x PHR)+CHBd) [

B B -
= Eln((xfd)2+k2) + C_; darctg (x kd) .

Cuando hay raices miltiples, aparecen también otros dos tipos de fracciones elementales.

A
e Fracciones del tipo W donde keNy k > 2, correspondientes a raices reales muiltiples, las cuales no ofrecen
x—a
dificultad pues
A A 1
—— =
.j(x—a)k k—1 (x—a)k!
Bx+C

e Fracciones del tipo donde ke N y k > 2, correspondientes a raices imaginarias miltiples, la

(x4 bx+c)x

integracion de las cuales puede hacerse mediante una férmula de recurrencia.

Ejemplo. Calcula la primitiva

23x2 —42x—5
_J‘ dx
(x+2)( )2 (¥ —4x+7)

Y usa el resultado obtenido para calcular la integral:

+oo

23x* —42x—5
j (x+2)(x—1)2(x2 —4x+7)

Observa que ya nos dan hecha la descomposicién en factores del denominador
O(x) = (x+2)(x— 1)*(x* —4x+7)

Tenemos que —2 es una raiz simple, 1 es una raiz doble, y el trinomio x> — 4x -+ 7 tiene discriminante b*> — 4ac =
16 — 28 = —12 negativo. La descomposicién en fracciones simples es de la forma

23x* —42x—5 A n. B  _C . DxtE
(x4+2)(x—1)2(x*2 —4x+7) T x+2 -1 (x=1)2 x2—4x+7

Multiplicamos por el denominador Q(x) para obtener

2307 — 420 —5=A(x— 1> (F®—4x+7) + B(x +2)(x — 1) (2 —4x +7) + C(x +2) (x> — 4x +7) + (Dx + E) (x +2) (x — 1)? )

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Integrales 9

Aqui, tanto a la izquierda como a la derecha, tienes dos polinomios de grado 4 (los coeficientes de x* y de x*
a la izquierda son 0). La forma de proceder es desarrollar el polinomio de la izquierda e identificar coeficientes,
pero como eso es un trabajo molesto podemos intentar algunos atajos. Ten en cuenta que la igualdad (4) no es
una ecuacion sino una identidad, por lo que debe cumplirse hagas lo que hagas. Por ejemplo, podemos calcular
directamente el valor de A haciendo x = —2, con lo que obtenemos A = 1. También podemos calcular directamente
C haciendo x = 1, con lo que obtenemos C = —2. Para igualar los coeficientes de los términos independientes
hacemos x = 0 y obtenemos —5 = 7A — 14B + 14C + 2E. Sustituyendo A = 1, C = —2, y simplificando, resulta
8 = —7B+E. El coeficiente de x* a la derecha se calcula ficilmente y es A+ B+ D, luego debe ser 0 = A +B+D, es
decir B+ D = —1. Nos falta una ecuacién. Para obtenerla podemos dar a x cualquier valor distinto de los anteriores;
por ejemplo, x = 2, con lo que, después de simplificar, obtenemos 6 = 3B+ 2D + E. Debemos, por tanto, resolver
el sistema de ecuaciones lineales

B+D=—1
~TB+E =38
3B+2D+E=6

Facilmente obtenemos B =0, D = —1, E = 8. Por tanto
23x% —42x -5 1 2 —x+8
dx = dx — dx dx =
f(x+2)(x—1)2(x2—4x+7) jx—',—Z j x—1)? JrJ‘Jc2—4x—0—7

—x+8
=1n|x+2|+ - +jx2 4x+7

Para calcular la dltima integral, hacemos que en el numerador aparezca la derivada del denominador, para lo que
hay que hacer algunos ajustes

—x+38 1 (2x—4)—12 1
o= S dr = s~ T) 46 [
J 7T T2 “dxt7 5 N0 —dx+7)+ f 4x+7
Para hacer esta tltima integral, escribimos x> —4x 47 = (x —2)? +3 y obtenemos que
1 1 1 x—2
————dx = | ——5——dx = —=arctg| —=
fx274x+7 f(x72)2+3 \/garc g( \/§)
Luego
23x2 —42x -5 2
=1 2 7,,1 —4x+7)+2V3arctg | —
f(x+2)(x_1)2(x2—4x+7) nfe+20+ n( —dx+7)+ farcg( f)

Observa que la integral

23x* —42x—5
1= f
(x+2)(x—1)2(x2 —4x+7)

es convergente, pues el denominador no se anula para x > 2, el grado del denominador es 5 y el del numerador es
2,y 5—2> 2. Definamos

2 1 — -2
F(x) =1Inlx+2|+ i—1 2 In(x? —4x+7) +2V/3arctg (%)
Tenemos que J = 1fT F(x) — F(2). Para calcular este limite debemos escribir la diferencia de logaritmos que
X—+oo

aparece en F (x) de forma apropiada.

] ) x+2
In}x+2[ = 3 In(¥* —4x+7) =In (ﬁ)

Por tanto

x+2 2 x—2
F(x)=1In + +2v/3arct (—)
(x) (\/x274x+7) x—1 & V3

Deducimos que

J= lim F(x)—F(2)=v3n—In (%) +2

X—r+foo
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Integracién por racionalizacién. Acabamos de ver que la primitiva de una funcién racional siempre puede expre-
sarse mediante funciones elementales.

Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones no racionales cuyas integrales se pueden transformar,
por medio de un cambio de variable, en integrales de funciones racionales. Se dice entonces que la integral de
partida se ha racionalizado y esta técnica se conoce como “integracion por racionalizacion”.

En lo que sigue, representaremos por R = R(x,y) una funcién racional de dos variables, es decir, un cociente de
funciones polindmicas de dos variables.

Integracion de funciones “racionales—trigonométricas”. Las integrales del tipo
fR(senx7 cosx)dx

donde R = R(x,y) una funcién racional de dos variables, se racionalizan con el cambio de variable 7 = tg(x/2).
Con lo que
2t 1—£ 2dt
senx=——, cosx=——, x=—
L+ L+ L+

Con ello resulta:

2t 1-1\ 2dt
jR(senx,cosx)dx = {t = tg(x/Z)} = IR (1 vl 1+t2) v

Esta dltima es la integral de una funcién racional en la variable ¢, que ya se sabe calcular.

Ejemplo.

dx cosxdx -1
= = |t 2=t =---= dr
jsenx—tgx jsenxcosx—senx {gx/ } j 213

1 logt 1 1
— 4+ —— = ——— + —log|tg(x/2)|.
412 2 4te2(x/2) 2 ogtelx/2)]

Hay algunos casos particulares que son muy frecuentes en los que hay métodos mds convenientes que el anterior.

e Cuando R(—senx, —cosx) = R(senx,cosx) se dice que “R es par en seno y coseno”. En este caso es prefe-
rible el cambio tgx =t. Con lo que

t 1 dt

OSX =

s [¢ s dx = ——
Vi+2 V112 1+12

En el caso particular de tratarse de una integral del tipo

f sen” x cos” x dx

con n 'y m nimeros enteros pares, es preferible simplificar la integral usando las identidades

2 1+cos2x 5 1 —cos2x
COS“ X = ——— sen‘x = ———
2 2
e Cuando R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx) se dice que “R es impar en seno” y el cambio cosx =t suele ser
eficaz.
e Cuando R(senx,—cosx) = —R(senx,cosx) se dice que “R es impar en coseno” y el cambio senx =1 suele ser
eficaz.

2

Ejemplo. Calcular I = jsen x cos®x dx . Tenemos:

I= j(l —cos?x)cos’x dx = fcoszxdx - J‘cos“xdx =

1+cos2x 1+cos2x\?2
[ [ (HE) a

x sen2x 1

=z — | (1+2cos2 22 =
2+ 1 1 (142 cos2x+cos”2x) dx
x+sen2x x 1 1 1+4cos4x
=T 3 a)eosEdro g —
x+sen2x sen2x x sendx 1 sen4x
= — — — — = — | X—
4 4 8 32 8 4
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Ejemplo.
f cos® x j (1 —sen®x) cosxdx t =senx f 1—+¢? dt
sen’x sen2x dt = cosx dx 12
-1 _
=— —t=———sent.
t sent
. sen’x cosx . ;
Ejemplo. Sea I= 17 dx. Se trata de una funcién par en seno y en coseno. Haciendo ¢ = tgx,
senx -+ cosx
obtenemos:
2
Sy —
(t+1)(r2+1)?
El denominador tiene una raiz real t = —1 simple, y una raiz compleja ¢t =i doble. La descomposicién en fracciones
simples es
12 A Bi+C  Di+E

(t+1)E2+1)2  r+1 et (2 +1)?
Multiplicando por el denominador

P=AC+1)?2+ B +CO)t+ 1)+ 1)+ (Dt +E)(t+1)

Haciendo t = —1 obtenemos A = 1. Haciendo t = i obtenemos —1 = (Di+E)(i+ 1) = —D+E +i(E + D), por lo
que —1 =—D+E y 0= E+D. Obtenemos asi que D = —FE = % Igualando coeficientes de t* se tiene 0 = A + B,
luego B = — 2—1. Haciendo t =Oresulta0 =A+C+E, luego C = 2—1. Por tanto

r—1

1
:—ln\1+t|—71n(1+t )+~ arctgt+2f @117 dr

La udltima integral se calcula facilmente teniendo en cuenta la igualdad (3), y finalmente obtenemos

1 1 1 1+1¢ 1 1
I:ZIn|t+1|—§1n +1)—Z]:t2:Zln|senx+cosx\—Zcosx(senx+cosx)

Aplicaciones de la integral

Principio de Cavalieri. El drea de una region plana es igual a la integral de las longitudes de sus secciones por
rectas paralelas a una recta dada.

Calculo de areas planas. Regiones de tipo I. Supongamos que f, g son funciones continuas y llamemos Q a la
regi6n del plano comprendida entre las curvas y = f(x) e y = g(x) para a < x < b. Se dice que Q es una regién de
tipo I. Su drea viene dada por
b
= [Ire-
a

Cuando la funcién f — g no tiene signo constante en el intervalo [a,b], para calcular esta integral se descompone
dicho intervalo en intervalos en los que la funcién f — g es siempre positiva o siempre negativa, lo que permite
quitar el valor absoluto en el integrando.

Calculo de areas planas. Regiones de tipo II. Supongamos que f, g son funciones continuas y llamemos Q a la
regién del plano comprendida entre las curvas x = f(y) y x = g(y) para a < y < b. Se dice que Q es una regién de
tipo II. Su drea viene dada por

f|f ¥)ldy

La distincién entre regiones de tipo I y tipo II es una cuestiéon de conveniencia. No son conjuntos de distinta
naturaleza sino formas distintas de describir un conjunto. Con frecuencia una regién puede considerarse tanto de
tipo I como de tipo Il y hay que elegir la descripcién que mds facilite el cdlculo de la correspondiente integral.

Basta cambiar la variable x por la variable y para convertir una regién de tipo II en otra de tipo I. Geométri-
camente, lo que hacemos es una simetria respecto a la recta y = x, lo que deja invariante el area. Por tanto, si en
un ejercicio resulta conveniente considerar la regién cuya drea quieres calcular como una regién de tipo Il y te
encuentras mas comodo trabajando con regiones de tipo I, basta con que en todas partes cambies los nombres de
las variables.
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Ejemplo. Vamos a calcular el 4rea de la regién Q comprendida entre la pardbola y> = x y larecta y = x — 2.

Calculamos los puntos de corte de la rec-
ta y la pardbola resolviendo la ecuacién
x=(x— 2)2, cuyas soluciones sona = 1,
b = 4. Puedes ver representada la region
Q en amarillo en la figura de la derecha.
Podemos considerar Q como una regién
de tipo I. La funcidén cuya grafica limita
a Q por arriba es g(x) = 1/x. La funcién
cuya grafica limita a Q por abajo viene
dada por

Observa que podemos ver £ como unién
de dos regiones de tipo I como se indica
en la figura de la derecha. Y lo que he-
mos hecho antes ha sido calcular el area
de cada una de estas dos regiones.

También puedes considerar esta regién
como una regién de tipo II. La curva que
limita esta region por la derecha es la gra-
fica de la recta x = y+ 2 y la curva que
limita esta regién por la izquierda es la
gréfica de la parabola x = y?. La variable
y estd comprendida entre —1 y 2.

Q={(xy):y* <x<y+2, —-1<y<2}

Tenemos que:

‘ 9
MQ) = [(+2-y)dy = 3
-1

(=)
I
<
N S ——

Figura 5: Ejemplo de regién de tipo [

Figura 6: Ejemplo de regién de tipo I
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Longitud de un arco de curva. La longitud de una curva dada por y(r) = (x(¢),y(t)), a <t < b viene dada por

b
() = [ VAP +y (1) dr

a

Para el caso particular de que la curva sea la gréifica de una funcién y = f(x), esto es y(x) = (x, f(x)), entonces su

longitud viene dada por
b

) = [VI+ P dr

a

Calculo de voliimenes.

Cilculo de volimenes por secciones planas. El volumen de una region en R? es igual a la integral del drea de
sus secciones por planos paralelos a uno dado.

Volumen de un cuerpo de revolucién. Los cuerpos de revolucién son regiones de R? que se obtienen girando
una region plana alrededor de una recta llamada eje de giro. Las secciones de un cuerpo de revolucion por planos
perpendiculares al eje de giro son circulos o coronas circulares.Vamos a considerar varios casos particulares.

Método de los discos o de las arandelas. En este método se consideran secciones perpendiculares al eje de giro.
Sea f:[a,b] — R una funcién continua. Girando la regién del plano comprendida entre la curva y = f(x), el eje
de abscisas y las rectas x = a y x = b, alrededor del eje OX obtenemos un sélido de revolucién Q cuyo volumen
viene dado por:

b
Vol(Q) = TEff(x)2 dx
a
El volumen del sélido de revolucidn, €, obtenido girando alrededor del eje OX una regién de tipo I definida por
dos funciones continuas f,g: [a,b] — R tales que 0 < f(x) < g(x) para todo x € [a,b], se obtiene integrando las

dreas de las coronas circulares o arandelas de radio interior f(x) y radio exterior g(x), obtenidas al cortar Q por un
plano perpendicular al eje OX en el punto (x,0,0).

b
Vol(Q) = [ (g(x)? — f(x)?) dx

Figura 7: Método de los discos

Consideremos ahora un sélido de revolucion obtenido girando alrededor del eje OY una regién R de tipo II,
definida por dos funciones continuas @,y : [c,d] — R tales que 0 < @(y) < y(y) para todo y € [c,d], es decir, R es
la region

R={(xy):y€[e,d],0(y) <x<w(y)}

El volumen del sélido de revolucién resultante, Q, viene dado por:

d
Vol(Q) = nf(w(y)2 —o(y)*)dy
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Zz

Figura 8: Método de las laminas o tubos

Método de las laminas o de los tubos.

En este método se consideran secciones paralelas al eje de giro. Consideremos una funcién positiva f:[a,b] — R
y la regién G(f,a,b) limitada por la grifica de dicha funcién y las rectas verticales x = a, x = b. Girando dicha
regién alrededor del eje OY obtenemos un sélido de revolucion, Q, cuyo volumen viene dado por

b
Vol(Q) = 27 [ x/(x)dx.

a

Esto es lo que se conoce como método de las ldminas o de las capas o de los tubos. Puedes adaptar ficilmente esta
expresion para el caso de que el eje de giro sea la recta vertical x = c. En general, si notamos por R(x) la distancia
del punto (x,0) al eje de giro, entonces:

b
Vol(Q) = zan(x) Fx)dx

a

Cilculo de areas de superficies de revolucién. Sea f: [¢,b] — R una funcién con derivada primera continua.
Girando la gréfica de dicha funcién alrededor del eje OX obtenemos una superficie de revolucion, I cuya drea
viene dada por:

b
ML) = Zthf(x)s/l (62 dx
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Tema 8. Ecuaciones diferenciales y dinamica
de poblaciones

Como ya sabes, la derivada es la herramienta que permite estudiar matematicamente el cambio de
una magnitud respecto a otra, por ello es natural que las ecuaciones diferenciales sean el modelo por
excelencia para representar las relaciones que hay entre las magnitudes que intervienen en un fenémeno
y sus respectivos cambios. En consecuencia, las ecuaciones diferenciales son la herramienta apropiada
para resolver multitud de problemas. Una gran cantidad de procesos de todo tipo: fisicos, bioldgicos,
econdmicos, quimicos, . . . se modelan matematicamente por medio de ecuaciones diferenciales. En este
tema vamos a ver algunos de estos modelos.

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO en lo sucesivo) es una ecuacion en la que se relacionan
derivadas de una funcién desconocida con otras funciones. El orden de una EDO es el orden de la
derivada més alta que interviene en la misma. Las ecuaciones siguientes son ejemplos de EDOs.

1) y —zsenz =1;
2) y" + (22 = 1)y’ + 3ycosx — 4w = 2;
3) (2")? 432" + et +t2 -1 =0;

En 1) y 2) se entiende que y es la funcién incognita y la variable independiente es x. En 3) se entiende
que la funcién incognita es x y la variable independiente es ¢. La ecuacion 1) es de primer orden, y 2)
y 3) son de segundo orden.

Una solucién de una ecuacién diferencial en un intervalo I es cualquier funcién derivable en I,
tal que al sustituirla a ella y a sus derivadas en la ecuacion se obtiene una identidad valida en I. En
general, la existencia de soluciones de una EDO no estd garantizada y pueden darse gran diversidad de
situaciones.

Suelen distinguirse tres tipos de soluciones de una ecuacién diferencial.

a) La solucion general de una EDO de orden n es una solucién en la que, ademds de la variable
independiente, intervienen n pardmetros o “constantes arbitrarias”.

b) Las soluciones particulares son las que se obtienen a partir de la solucién general dando valores
especificos a los pardmetros.

c) Las soluciones singulares son soluciones que no se deducen de la solucién general dando valores a
los pardmetros.

z+C
2
solucién particular y = 22 /4; mientras que y = 0 es una solucién singular.

2
La ecuacién (y')? = y tiene como solucién general y = ( > . Haciendo C' = 0 obtenemos la

Las soluciones de una EDO (o, mas apropiadamente, sus graficas) se llaman también curvas inte-
grales.

Con frecuencia interesa obtener solamente una solucion de una EDO que verifica unas determinadas
condiciones. Cuando las condiciones que debe verificar la solucién buscada se especifican para un tnico
valor de la variable independiente, dichas condiciones reciben el nombre de condiciones iniciales 'y se
dice que tenemos un problema de valores iniciales (PVI) para la EDO dada. El caso mds usual de
problema de valores iniciales para una EDO de orden n es el llamado problema de Cauchy, gue
consiste en obtener una solucion de dicha ecuacion cuyo valory el de sus primeras n — 1 derivadas en
un punto xqy son dados.

Ejemplo. La EDO
y" —2y' +y=senzx
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. . 1 .
tiene como solucién general y(z) = Cq e* +Cax e® +§ cosz. Donde C; y C> son constantes arbitra-

rias.

El problema de Cauchy
y" =2y’ +y=senzw
y'(0) =1, y(0) = —1

tiene como dnica solucién y(x)

= 7% e” +§:r e” +1 coS T.
2 2 2
En el estudio de las ecuaciones diferenciales son fundamentales los llamados teoremas de exis-
tencia y unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial. Supondremos en lo que sigue que el
problema de Cauchy tiene solucion tinica. Para el caso de una EDO de orden uno, esto significa
que por cada punto (x¢, yo) solamente puede pasar una Gnica curva integral de la ecuacion.

Hay distintas maneras de estudiar una ecuacion diferencial.

o Analiticamente. Se trata de encontrar soluciones de la ecuacién diferencial de forma explicita.
Algunas (pocas) EDOs pueden resolverse de esta forma. En muchos casos es imposible expresar las
soluciones analiticas mediante funciones familiares.

o Cualitativamente. Los teoremas de existencia y unicidad de soluciones de EDOs implican que
en la propia EDO estan contenidas las propiedades de sus soluciones. Se trata, por tanto, de investigar
las propiedades de las soluciones (monotonia, concavidad,...) a partir de la propia EDO, sin necesidad
de resolverla. Con frecuencia este estudio permite describir el comportamiento a largo plazo de las
soluciones.

o Numéricamente. Con ayuda del ordenador se pueden obtener con técnicas numéricas soluciones
aproximadas que permiten hacer representaciones graficas muy utiles para estudiar las soluciones de la
ecuacion.

Vamos a ver algunos ejemplos de dindmica de poblaciones modelados por ecuaciones diferenciales.
Observaras que dichas EDOs son la version en tiempo continuo de las correspondientes ecuaciones en
diferencias finitas estudiadas en el tema 6.

1. Dinamica de poblaciones

Modelo maltusiano. En los llamados procesos de crecimiento o decrecimiento exponencial (o maltu-
siano) se supone que el crecimiento de una poblacién es proporcional al nimero de individuos. Sea
x(t) el ndmero de individuos de una poblacién en el tiempo ¢. Sean f y m las tasas de fertilidad y de
mortandad por individuo y por unidad de tiempo, las cuales suponemos constantes. En un intervalo de
tiempo & tendremos que

2L+ D) — 2(t) = fo()h —mae(Oh  — w — (f = m)a(t)

Poniendo r = f — m, y tomando limites para h — 0, obtenemos que

x'(t) = ra(t) (1)

Realmente, esta ecuacién es un modelo adecuado para la evolucion en el tiempo de cualquier magni-
tud, x(¢), cuya razén de cambio puntual o tasa de variacién instantdnea, x’(t), es en cada momento
proporcional a su tamaiio.

Es un modelo aceptable para la evolucién inicial, durante un periodo de tiempo no muy largo, del
numero de individuos, z(t), de una poblacién en ausencia de factores limitantes. En tal caso, el nimero
r se llama tasa de crecimiento intrinseca. Sir > 0 la poblacion aumentard, y si 7 < 0 disminuira.
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También es un modelo adecuado para procesos de desintegracion radiactiva en los que hay pér-
dida de masa, x(t), de manera proporcional a la masa existente. En tal caso, el niimero r se llama
constante de decaimiento radiactivo. Puesto que la masa x(t) disminuye, la ecuacién adecuada es
x'(t) = —ra(t).

También es un modelo adecuado para la inversion a una tasa de interés anual continuo, r, expresada
en tanto por uno, de un capital z(t).

Las soluciones de la sencilla ecuacién diferencial (1) son las funciones de la forma z(t) = Ce"*
donde C' es una constante arbitraria. Podemos determinar el valor de dicha constante si, por ejemplo,
sabemos el valor inicial z(0), pues es claro que C' = x(0). Si r > 0 la poblacién crecerd exponencial-
mente, y si r < 0 decrecerd exponencialmente. En condiciones ideales este modelo se ajusta, al menos
durante cortos periodos de tiempo, al estudio de algunas poblaciones.

Modelo logistico. El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacion tiene carencias importantes
ya que no tiene en cuenta los posibles factores limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que
la tasa de crecimiento intrinseca, x'(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea constante
y dependa de la poblacion y de las condiciones ambientales. Es razonable esperar que el habitat tenga
una capacidad de alojamiento, K, que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacién tendra un crecimiento ex-
ponencial que se ird amortiguando hasta llegar a K, y por encima de dicho valor decrecerd. La siguiente
ecuacion, propuesta por el matemaético y biélogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta estas
observaciones.

2(t) = ra(t) (1 _ %) @)

Esta ecuacién se conoce como ecuacién logistica. Observa que para valores pequefios de z(t) se tiene
que z’(t) = rx(t), ademds para 0 < z(t) < K es z'(t) > 0, lo que indica que la poblacién crece, y
para z(t) > K es z'(t) < 0 lo que indica que la poblacién decrece.

Se ha comprobado que la ecuacién logistica predice con bastante exactitud el crecimiento de ciertos
tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua y moscas de la fruta.

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo. Se trata de un modelo de crecimiento indi-
vidual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue propuesto por el biélogo austriaco L. von
Bertalanffy (1901-1972). Sea L(t) lalongitud de un pez de edad ¢, y A la talla mdxima de su especie. En
este modelo se supone que la velocidad de crecimiento es proporcional a la diferencia entre la longitud
actual y la longitud maxima.

L'(t) = k(A - L(1)) 3)
siendo k£ > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie. La velocidad de crecimiento es
siempre positiva pero disminuye también con el tiempo.

Curiosamente, este modelo tiene la misma estructura que la ley de enfriamiento/calentamiento de
Newton, que dice que la rapidez con la que cambia la temperatura, 7', de un cuerpo es proporcional a
la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura ambiente Ty. Es decir,

T'(t) = r(T(t) — To)

Esta ley, fue determinada experimentalmente por Isaac Newton y se considera que proporciona aproxi-
maciones validas cuando la diferencia T" — Tj es pequeiia.

Modelo logistico modificado. En el modelo logistico se supone que la poblacién aumenta cuando
hay pocos individuos. Pero no siempre ser pocos resulta ventajoso. Poblaciones muy pequefias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadores, encontrar pareja o localizar comida. Todo esto
se traduce en un menor éxito reproductivo o una mayor tasa de mortalidad, lo que puede conducir a
las poblaciones hacia valores criticos de extincidn. Esto es lo que se conoce como efecto Allee. Una
modificacién del modelo logistico que tiene en cuenta este fendmeno es la siguiente.

(t) = ra(t) <%) _ 1) (1 - %) 4)
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Donde K es la capacidad de alojamiento del medio, y Ky es una constante que representa el valor
minimo de la poblacién por debajo del cual se extingue.

1.1. Ecuaciones diferenciales autonomas (estudio cualitativo)

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores son todas del tipo
x'(t) = F(x(t)), donde F' : I — R es una funcién definida en un intervalo I que supondremos
con derivada continua. Esta hipétesis garantiza la existencia y unicidad de la solucién que pasa por
un punto dado. Son ecuaciones diferenciales (de orden uno) en que la derivada de la funcién solamente
depende de la propia funcién y no depende de forma explicita de la variable independiente ¢, que suele
interpretarse como el tiempo. Dicho de otra forma, representan sistemas cuya evolucién solo depende
de su estado actual. Tales ecuaciones diferenciales se llaman auténomas. El estudio cualitativo de las
ecuaciones autonomas se centra en los puntos de equilibrio y su estabilidad.

Los puntos de equilibrio de una EDO auténoma =’ = F'(x) son las soluciones constantes de la
misma. Si una funcién constante, z(t) = «, es solucién, debe verificar que F'(«) = 0. Los puntos de
equilibrio son, por tanto, las soluciones de la ecuacién F'(x) = 0 y representan estados estables que no
cambian con el tiempo.

Las soluciones constantes correspondientes a los puntos de equilibrio dividen el plano en franjas hori-
zontales. Cualquier solucion no constante es estrictamente mondtona y estd contenida en una de estas
franjas. En efecto, si no hay ningin punto de equilibrio es porque la funcién F' es siempre positiva, y
las soluciones serdn estrictamente crecientes, o siempre negativa, y las soluciones serdn estrictamente
decrecientes. Si hay puntos de equilibrio y ¢ es una solucién no constante, entonces dicha funcién no
puede tomar ningtn valor que sea igual a un punto de equilibrio, pues si (c) es un punto de equilibrio,
por el punto (¢, p(c)) pasarian las soluciones: ¢ y la solucién constante z = ¢(c), lo que contradice
la unicidad de la solucién que pasa por un punto. En consecuencia los valores de ¢ deben permanecer
siempre en alguno de los intervalos abiertos determinados por los puntos de equilibrio, y en dichos
intervalos la funcién F' no se anula por lo que serd siempre positiva o siempre negativa, y por tanto,
como ¢’ (t) = F(p(t)), ¢ sera estrictamente mondtona.

Sea I uno de los intervalos abiertos determinados por los puntos de equilibrio y sean u, v soluciones
de z' = F(z) tales que u(t1) = v(t2) € I. Entonces la funcién x(t) = u(t + t; — t2) es también
solucién de la ED o’ = F(x) y verifica que x(t2) = u(t1) = v(t2), por lo que, en virtud de la
unicidad de la solucién que pasa por (t2,v(t2)), debe verificarse que x(t) = v(t) para todo t € R, es
decir, v(t) = u(t + t; — t2). Graficamente esto significa que la grifica de v se obtiene trasladando
horizontalmente la gréfica de u. Por tanto conocida una solucién u que toma valores en I, las demds
soluciones que toman valores en I son de la forma v(t) = u(t + h) donde h €R, es decir, se obtienen
por una traslacién de la variable.

Recuerda que las funciones mondtonas siempre tienen limites laterales en todo punto aunque pue-
den ser infinitos. Sea ¢ : R — R una solucién no constante de la ecuacién auténoma ' = F(x), y
supongamos que  toma valores en el intervalo |a, 5] donde 'y 8 son puntos de equilibrio consecuti-
vos. En tal caso, los limites 1im ((¢) existen y son finitos. Supongamos que lim ¢(¢) = L. Debera

t—+oo t——4o00

ser « < L < . Como F es continua, se verificard que . h’grn ¢'(t) = F(L). Vamos a probar que
—+00

F(L) = 01lo que implica que L = o 0 L = . En efecto, aplicando el teorema del valor medio a ¢
en el intervalo [n,n + 1] tenemos que p(n + 1) — p(n) = ¢’(¢y), donde n < ¢, < n + 1. Tomando
limites deducimos que L — L = F(L), es decir, F(L) = 0. Por tanto, las soluciones no constantes, y
definidas en R, de la ecuacién auténoma x’ = F'(x) tienden asintdticamente a puntos de equilibrio de
dicha ecuacion o bien a £oo.

Sea a un punto de equilibrio de la ecuacién auténoma z’ = F'(z). Teniendo en cuenta el signo de
Falaizquierday a la derecha de o pueden darse las siguientes situaciones.

e [ esnegativa a la izquierda y a la derecha de «. En tal caso una solucién que empiece en un valor
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un poco menor que « serd decreciente y se alejard de o. Una solucién que empiece en un valor un poco
mayor que « serd decreciente y tenderd asintoticamente a «.. Se dice que « es un punto de equilibrio
semiestable.

e [ es positiva a la izquierda y a la derecha de «. Es un caso parecido al anterior.

e [’ es negativa a la izquierda y positiva a la derecha de . En tal caso cualquier solucién que
empiece en un valor cercano a « se alejard de «.. Se dice que « es un punto de equilibrio inestable.

e F' es positiva a la izquierda y negativa a la derecha de «. En tal caso cualquier solucién que
empiece en un valor cercano a « tenderd asintdticamente a . Se dice que « es un punto de equilibrio
estable.

Suele hacerse una representacion grafica, que recibe el nombre de diagrama de fases, que pone de
manifiesto la estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio. Para ello se procede como sigue:
se dibuja una linea vertical (u horizontal, eso va en gustos) y se marcan en ella los puntos de equilibrio.
En los intervalos en que F'(z) > 0 dibujamos flechas hacia arriba y en los intervalos en que F'(z) < 0
dibujamos flechas hacia abajo. También se entiende por diagrama de fases la representacion grafica en
el plano (z,z’) de la funcién 2’ = F(z). Los cortes de dicha gréfica con el eje = son los puntos de
equilibrio de la ED 2/ = F(z), y, a la vista de la grafica, es facil clasificarlos.

Puesto que en un punto de equilibrio « se tiene que F'(«) = 0, el conocimiento del signo de F'(«)
permite clasificar el punto de equilibrio.

e Si F'(a) < 0, entonces F' es decreciente en un intervalo abierto que contiene a «, por lo que F' es
positiva a la izquierda de o y negativa a la derecha de «, por tanto « es un punto de equilibrio estable.

e Si F’(«) > 0, entonces F' es creciente en un intervalo abierto que contiene a «, por lo que F es
negativa a la izquierda de «v y positiva a la derecha de «, por tanto « es un punto de equilibrio inestable.

Para estudiar la concavidad y convexidad de las soluciones de la ED z’ = F'(x), tenemos en cuenta
quez” = F'(x)x’ = F'(x)F(x). Por tanto en los intervalos en los que F'(z) F'(z) > 0, las soluciones
serdn convexas y en los intervalos en que F''(z) F'(x) < 0 serdn c6ncavas.

Las soluciones de la ecuacién F'(x) = 0 que no sean puntos de equilibrio en las que F'(z)F ()
cambia de signo determinan niveles de inflexién para las soluciones. Observa que z” tiene signo cons-
tante en los intervalos determinados por los puntos de equilibrio y los niveles de inflexion.

Ejemplo 1. Consideremos la ED de Malthus =’ (t) = rx(t) o, simplemente, 2’ = rx, donde suponemos
que r > 0, que es una ED auténoma 2’ = F(x) con F(x) = ra. Puesto que la funcién F es derivable
con derivada continua se verifica el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La dnica solucién de F'(x) = 0 es = 0 que es el dnico punto de equilibrio de
la ecuacion.

2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Como F’(x) =r> 0y, en particular, F'(0) =r > 0, el punto
de equilibrio =0 es inestable.

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintdtico de las soluciones. El punto x = 0 determina
dos intervalos abiertos R~ =] — 0o0,0[ y RT =]0, +00][; en cada uno de ellos F tiene signo constante.
Tenemos que F es positiva en R™ y negativa en R™. Por tanto, las soluciones de la ecuacion, distintas
de la solucién = = 0, o bien son siempre positivas y estrictamente crecientes o bien son negativas y
estrictamente decrecientes.

Si z es una solucidn positiva (resp. negativa) se tiene que lim z(¢) = 0y lim z(t) = +oo

t——o0 t——+o0

resp. lim x(¢t) =0y lim x(t) = —o0).
( P t——o0 ( ) yt~>+oo ( ) )

4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Como z” = 2z, las soluciones positivas son convexas
y las negativas son céncavas. No hay niveles de inflexion.

Podemos resumir toda esta informacion en la siguiente grafica.
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Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién logistica

x'(t) = ra(t) (1 - %) (r>0,K >0) Q)

. T . x
o, simplemente, ' = rx (1 — E)’ que es una ED auténoma x’ = F(x) con F'(z) = rz (1 — E)
Puesto que la funcién F' es derivable con derivada continua se verifica el teorema de existencia y

unicidad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La soluciones de la ecuacién F'(x) = 0 son z = 0y x = K que son los dnicos
puntos de equilibrio de la ecuacion.

- s , 2rx 2x .
2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Como F'(z) = r — = r{l— V7 y, en particular,
F’(0)=r>0, el punto de equilibrio =0 es inestable. Como F’(K) = —r < 0, el punto de equilibrio

x =K es estable.

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintdtico de las soluciones. Los puntox = 0y 2z = K
determinan tres intervalos abiertos I; =] — 00, 0[, Iz =]0, K[y I3 =] K, 4o0[; en cada uno de ellos F
tiene signo constante. Tenemos que F' es negativa en I, positiva en I y negativa en I3. Por tanto, las
soluciones de la ecuacion con valores en I; son negativas y estrictamente decrecientes, las soluciones
de la ecuacién con valores en I5 son positivas y estrictamente crecientes, y las soluciones de la ecuacion
con valores en I3 son positivas y estrictamente decrecientes.

4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Como

2" = F'(2)2' = F'(z)F(z) = rx (1 = E) (1-%)

Las soluciones con valores en I; son cOncavas, las soluciones con valores en I3 son convexas y las
soluciones con valores en I pasan de convexas a céncavas en un punto ¢ para el que z(t) = K/2.
Deducimos que hay un nivel de inflexién 2 = K /2. Es el dnico nivel de inflexién ya que los demas
valores que anulan a 2"’ son los puntos de equilibrio.

Podemos resumir toda esta informacion en la siguiente grafica.
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2. Técnicas analiticas

2.1. Ecuaciones de variables separadas

Se llaman asi las ecuaciones que pueden escribirse en la forma
P(t)+Q(y)y =0+ P(t)dt +Q(y)dy =0 ©)

Es decir, el coeficiente de dt es sélo funcién de z, el de dy es s6lo funcién de y. Sean G(t) y H(y)
primitivas de P(t) y Q(y) respectivamente. Definamos F'(t,y) = G(t) + H(y). La solucién general
de (6) es la familia de curvas definidas implicitamente por F'(t,y) = C donde C es una constante.
Pues si y = p(t) es una curva de esta familia se tendrd que

Fla, (1) = C = 0 = < Fla, olt)) = ~ (G(0) + H(p(t)) = C'(1) + H'(p(t))/ (1) =
= P(t) + Q(e(t))¢' (1)

lo que prueba que y = (t) es solucién de (6).

Reciprocamente, supongamos que y = t(t) es una solucién de (6) definida en un intervalo I. Se
tiene entonces que

0=P(t) + Qv (t)¢'(t) = %F(m, W(t)) Veel = F(z,4(t) =C Yael

Si la funcién Q(y) no se anula en su intervalo de definicién, entonces la funcién H(y) es inyectiva
por lo que existe su inversa H ! y (en teorfa) podemos despejar y en la igualdad H(y) = C' — G(t)
obteniendo y = H~1(C' — G(t)).

En la practica se sobreentiende todo lo anterior y la solucidon general de (6) se expresa simplemente
por

[Pwyat+ [Qudy =c
que es otra forma de escribir F'(¢,y) = G(t) + H(y) = C.

Observa que las ecuaciones auténomas son ecuaciones de variables separadas.
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Ejemplo 3. Vamos a calcular la velocidad critica de escape de la Tierra de un objeto de masa m (en
kilogramos) suponiendo que la tinica fuerza que actda sobre dicho cuerpo es la atraccién gravitatoria
de la Tierra. Tomaremos como valor del radio de la Tierra R = 6371 Km.

Se trata de calcular la velocidad vy con la que hay disparar verticalmente dicho objeto para que
permanezca alejandose de la Tierra indefinidamente.

Como el movimiento y la accién de la fuerza tienen lugar en una recta que pasa por el centro de
la Tierra, elegimos un sistema de referencia con origen en el centro de la Tierra de manera que el
movimiento tiene lugar en el eje OZ de dicho sistema. De esta forma podemos prescindir del caracter
vectorial de las magnitudes implicadas y trabajar solamente con sus médulos.

Cuando el objeto se halla a una distancia h (en metros) del centro de la Tierra la fuerza de atraccion
gravitatoria que la Tierra ejerce sobre el mismo es proporcional a su masa e inversamente proporcional
a h?, es decir, de la forma F'(h) = km/h?. Como F(R) = m g (el peso del cuerpo en la superficie de
la Tierra), deducimos que k = gR? y, por tanto, F'(h) = m gR?/h?, donde suponemos R expresado
en metros. Sean h(t) la distancia del objeto al centro de la Tierray v(t) = h’(¢) su velocidad en el
momento ¢.

Teniendo en cuenta que la aceleracién es la derivada de la velocidad respecto al tiempo y que la
fuerza ejercida se opone al movimiento, la segunda ley de Newton nos dice que

dv _m gR? dv

h(t)
(h(t))?

que es una ecuacion de variables separadas cuya solucién viene dada por

fv dv = —gRQJ (Z;E;;Q dt +C

h(t)
(h(t))?

**QRQ

dv _ _mgR® dv _ at
N O T

—= v dv = —gR?

y deducimos que

1
2:2 2_
v gR h(t)+c

Como parat = 0 es h(0) = Ry v(0) = v, se sigue que C = v — 2gR. Luego
1
(v(t))? = QgRQW +v2 —29R

Puesto que debe verificarse . h’grn h(t) = 400, deducimos que . h’grn (v(t))* = v2 — 2gR, lo que
—+00 —+00

implica que v% —2gR > 0, es decir, vg > /2gR = 11180 m/s= 11, 18 Km/s.

2.2. Ecuaciones lineales

Son de la forma

y' (@) + a(@)y(z) = b(z) )
donde a y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas en un intervalo I. Vamos a probar
que dados xg € I, yo €R, hay una tinica funcion derivable y : I — R que es solucién de la ecuacion (7)
y verifica que y(zg) = yo.

Notemos A la primitiva de a que se anula en xg:

Ax) = Ja(s) ds (z€l)

A(z)

Multiplicando los dos miembros de la ecuacién (7) por e obtenemos:

Y/ (@) e A ta(x) e A0 () = e A b(a)

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ecuaciones diferenciales 9

ecuacién que, poniendo p(z) = y(z)e 4™, puede escribirse ¢’(z) = e(®) b(z) y, como debe ser
©(x0) = y(zo) = yo, se tiene que:

() = yo + [ b(t) dt.

Zo

Concluimos que la funcién

y(z) = e Al <y0 + feA(t) b(t) dt) (8)

Zo

es una solucién de la ecuacién (7) que verifica la condicién y(z¢) = yo. La unicidad es consecuencia
inmediata de la forma en que hemos obtenido dicha solucién.

Otra forma de resolver esta ecuacion es el método conocido como variacion de constantes. Consiste
en lo siguiente.

Primero se calcula la solucién general de la ecuacién y' + a(z)y = 0, quees C e~ Ja(z)de , donde
C' es una constante arbitraria. Seguidamente se forma la funcién y(z) = C(x) e~ Ja(=)dz gonde hemos
sustituido la constante C' por una funcién desconocida, C'(z), que se calcula imponiendo que y(z) sea
solucidn de la ecuacién dada. De esta forma se obtiene

C(z) = jb(a:) eJe@de g 4 ¢
lo que nos vuelve a dar como solucion general de la ecuacion lineal

y(z) = ¢ Jal@)de (f b(z)el o@de qg 4 C)

Ejemplo 4. Consideremos un depdsito que inicialmente contiene un volumen igual a Vj litros de agua.
A partir de ese instante, en el dep6sito entran L litros por minuto de agua contaminada con p miligramos
de mercurio por litro y salen M litros por minuto. Se supone que en cada instante la concentracién de
mercurio en el depdsito es uniforme. Queremos calcular la cantidad de mercurio que hay en el depdsito
en cada momento.

En cada tiempo ¢ (en minutos) sea V' (¢) el volumen de agua (en litros) e y(¢) la cantidad de mercurio
(en miligramos) que hay en el depésito. Tenemos que V' (t) = Vp + t(L — M). Para calcular y(t)
debemos tener en cuenta que la concentracién de mercurio en la entrada es constante igual a p pero
no asi en la salida. La concentracién de mercurio en el depdsito en el tiempo ¢ es igual a y(t)/V (¢);

y(s)
V(s) d

¢
por tanto, la cantidad de mercurio que ha salido del depésito en el tiempo ¢ es igual a M f
0

Deducimos que

¢
y(s
y(t)thMfV(S))ds
0
y derivando obtenemos
M
"W+ ———yt)=pL
y'(t) V()H(LiM)y() p
M
Se trata de una ecuacién lineal con a(t) = Vo T HL =) y b(t) = p L. Supuesto que L # M se
tiene
: M M L—M\T™
At) = dt = In (Vo+t(L—M))—In(Vp) | =In | 1412
0= = o (G- a0) - m06) ) = (14052 )
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y teniendo en cuenta (8) y haciendo unos sencillos célculos, obtenemos que la solucién que verifica
y(0) = 0 viene dada por

(t) = V(1+tL_M) 1(1+1tL_M)ﬁ
RI= e Vo Vo

Sies L = M se obtiene

y(t) =pVo(1— e Lt/Vo )
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Tema 6. Funciones de varias variables

1.1. Producto escalar y norma en R”

Como sabes, R" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamada base candnica forma-
da por los vectores {ej, ey, ...,en} donde ek es el vector cuyas componentes son todas nulas excepto
la que ocupa el lugar k que es igual a 1. Dados dos vectores X = (x1,X2,...,X1) ¥ = (V1,Y2,---,Yn) S€
define su producto escalar por:

n

<X‘y> = Zxkyk =x1y1 +x292+ -+ Xnyn
k=1

Observa que el producto escalar de dos vectores no es un vector sino un nimero real. La notacién x.y
es frecuentemente usada en los libros de Fisica para representar el producto escalar de los vectores x

ey.
Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen facilmente de la definicion:
o (x|y) = (y|x) para todos x,y € R" (simetrfa).
° <0cx + By|z> = <X|Z> +B <y‘z> para todos o, B €R y para todos x,y,z€R" (linealidad).

La norma (euclidea) de un vector x se define por

Ixll =/ (xfx) = ,/ki]xi

Observa que para n = 1 el producto escalar de dos nimeros x,y € R es su producto usual, y que
para x € R se tiene que [|x|| = V2 = x].
Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todos X,y € R" se verifica que |(x|y)| < ||x||||y||. Ademds, supuesto que x e y no son nulos, la
igualdad |(x|y)| = |x|||ly|| equivale a que hay un mimero AR tal que x = Ny (es decir, los vectores
X e y estdn en una misma recta que pasa por el origen).

Supuesto que X e y son vectores no nulos, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos dice que

(x]y)

I

Por tanto, existe un dnico nimero ¢ € [0, 7] tal que

(x]y)

1

CcoSt =

Se dice que dicho nimero ¢ es la medida en radianes del dngulo que forman los vectores X €'y.
Naturalmente, de la definicién dada se deduce que (x|y) = ||x]|[|y[| cosz.

Se dice que los vectores X e y son ortogonales, y escribimos x Ly, cuando su producto escalar
es cero.

Desigualdad triangular.

Para todos x,y € R" se verifica que ||x+Yy|| < ||x||+ ||y|l. Ademds, supuesto que x e 'y no son nulos,
la igualdad || x+y|| = ||x|| + ||yl equivale a que hay un nimero ) > 0 tal que x = Ny (es decir, los
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vectores X e y estdn en una misma semirrecta que pasa por el origen).

Dados dos vectores x e y, el nimero ||x — y|| se llama la distancia (euclidea) entre x e y.

ParaacR" y r > 0, definimos
B(a,r) ={xeR": ||x—al| < r}
Para a = (., ) € R?, tenemos que

B((0uB),r) = {(x.y) €R*: (x—0)* + (y—B)* < 1*}

es un circulo de centro (o, ) y radio r sin incluir la circunferencia que lo limita.

Para a = (o, B,7) € R?, tenemos que

B((t,B,),r) = {(x,0,2) €R® : (x—a)> + (y—B)*+ (z—)* < r*}

es una bola esférica de centro (o, 3,y) y radio r sin incluir la esfera que la limita.

1.2. Conceptos topologicos

Dado un conjunto no vacio, E C R", podemos clasificar los puntos de R" con respecto al conjunto
E como sigue. Un punto x € R" se dice que es:

= Interior de E si existe algiin r > 0 tal que B(x,r) C E.
= Exterior a E, si es interior al complemento de E.

= Frontera de E, si no es interior ni exterior a E.

El conjunto de todos los puntos interiores de E se representa por int(E). El conjunto de todos los
puntos exteriores de E se representa por ext(E). El conjunto de todos los puntos frontera de E se re-
presenta por Fr(E). Es claro que R” = int(E) UFr(E) Uext(E) donde la unién es disjunta. Es evidente
queint(E) C E.

Se dice que el conjunto E es abierto si int(E) = E. Se dice que el conjunto E es cerrado si
E = int(E) UFr(E). Puesto que ext(E) = int(R"\ E) se verifica que E es cerrado si, y sélo si, su
complemento R"\ E es abierto.

Para todos xe R" y r > 0, se verifica que el conjunto B(x, r) es abierto y se llama la bola abierta
de centro a y radio r.

Dados aceR" y r > 0, se verifica que el conjunto
B(a,r) = {xeR":|x—a| <r}

es cerrado. Dicho conjunto se llama bola cerrada de centro a y radio . Para el caso en que n = 2,
las bolas cerradas suelen llamarse discos y se usa la notacién B((a,b),r) = D((a,b),r).

Se dice que un conjunto E C R” es acotado cuando hay un nimero M > 0 tal que ||x|| < M para
todo x € E. Se dice que un conjunto K C R"” es compacto cuando es cerrado y acotado.
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1.3. Campos escalares

Un campo escalar de n variables es una funcion, f : E — R, definida en un subconjunto no vacio
E C R" que toma valores reales. La grafica de dicho campo escalar es el subconjunto de R"*!

G(f) = {(x,/(x)) : xEE} C R""!

Para n = 1, dicha gréfica es una curva en R?, para n = 2 es una superficie en R3. En estos dos
casos podemos visualizar la grafica. Para campos escalares de tres o mds variables su grafica es una
hipersuperficie en R con n > 4 que no se puede visualizar.

Las funciones siguientes:

a) f:R2 =R, f(x,y) =xy+xy*+y.

_ x2y—l—)cy—|—xy2
X a2y2 4y

¢) [:RTXRT - R, f(x,y)=sen(/xFy).
d f:R =R, floyz) =wz+207 +5,

b) f: QI =R, f(x,y)

2 2 2
X7yz+z2°xy +xzy
QR = :
C) f 2 5 f(xvyvz) x3Z2 +x2yzz+y3

) fRTXRTxRT =R,  f(x,y2) =In(x+y+z).

son ejemplos de campos escalares. Las tres primeras son campos escalares de dos variables y las
tres Ultimas de tres variables. Los campos escalares en a) y en d) vienen dados por funciones poliné-
micas en dos y tres variables respectivamente. Los campos escalares en b) y en e) vienen dados
por funciones racionales de dos y tres variables respectivamente, y estin definidos donde el de-
nominador es distinto de cero, es decir, en los conjuntos Q; = {(x,y) eR? P +x2y2 33 £ O} y
Q) = {(x,y, 2) ER3 B2 +x22 4y # O}. Muchos campos escalares, como los definidos en c¢) y
en d), se obtienen componiendo funciones elementales de una variable con funciones polindmicas o
racionales de varias variables.

1.1 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea a€ E. Se dice que f
es continuo en a si para todo € > 0 existe un > 0 tal que se verifica || f(x) — f(a)|| < € siempre que
xcEy|x—al <e.

Se dice que f es continuo en E si es continuo en todo punto de E.

1.2 Teorema (de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto compacto alcanza en
dicho conjunto un valor mdximo absoluto y un valor minimo absoluto.

Dicho de otra forma, si K C R” es un conjunto compacto y f es un campo escalar continuo en K,
entonces hay puntos a€ K, beK tales que f(a) < f(x) < f(b) paratodo x€K.

1.4. Curvas en R”

Una curva en R” es una aplicacién continua v : [a,b] — R". El punto y(a) se llama origen y el
punto y(b) extremo de la curva. Naturalmente, como Y(7) € R" podremos expresarlo por medio de sus
componentes en la base candnica que seran funciones de .

Y1) = @), v2(t), -, u(2))
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Las funciones Y, (7) se llaman funciones componentes de Y. Se dice que Yy es derivable en un punto ¢
cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo caso la derivada de
yen ¢ es, por definicién, el vector

Y'(t) = ' (0), v (1),.... % (1))

Dado un punto a = Y(fy) tal que Y'(¢o) # 0, se define la recta tangente a Y en el punto a (aunque es
mds apropiado decir en el punto ty) como la recta de ecuacién paramétrica x = a+17'(zy), es decir,
la recta que pasa por a con vector de direccién Y/ (fo).

1.5. Derivadas parciales. Vector gradiente

1.3 Definicion. Una direccion en R” es un vector de norma 1.

e Dados un punto acR” y una direccion u, la recta que pasa por a con direccién u es la imagen de
la aplicacién y: R" — R dada por y(¢) = a+ ru, es decir, es el conjunto de puntos {a+ru:7€R}.

e Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto E C R", sea a € E' y u una direccion. Se
define la derivada de f en a en la direccién u como el limite
. flatriu)—f(a)

Duf(a) = lim ————"——— M

e La derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la direccién del vector ek de la
base candnica, se llama derivada parcial de f en a respecto a la variable k-ésima. Esta definida por

f(a+t3k)*f(a) f(ala'-'vak+ta"'aan)7f(a17"'7aka"-7an)

D = i =1
ekf(a) tg% t zg% t
—  im flar,...,xe,....an) — f(ai,...,ak,...,an) @)
XAk X — ag
af

y se representa con los simbolos Dy f(a) y o (a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de una
variable real pues, para calcular la derivada de un campo escalar f en un punto a en la direccién u lo
que se hace es derivar en t = 0 la funciént — f(a+ru) que es una funcién real de una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (2) nos dice que, para calcular la derivada parcial Dy f(a),
lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demds variables.
Por eso se llaman derivadas parciales.

Por tanto, si derivamos un campo escalar respecto de cada una de sus variables considerando
que las demds variables permanecen constantes obtenemos las derivadas parciales del mismo. Las
derivadas parciales respecto a las variables x, y, z, de un campo escalar f de tres variables suelen

of of 9f
ox’ dy’ 0z

Por ejemplo, para el campo escalar f(x,y,z) = xyz + z>x°y* +y° tenemos que

representarse con los simbolos y también Dy f, D» f, D3 f, respectivamente.

d
= a—f(X,y,Z) =Dy f(x,y,2) = yz+ 322

)
a_;((xa%z) =D f(x,y.2) = xz+ 2%y + 3%
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9
. a{ (x,3,2) = D3f (x,3,2) = xy +22y".
Naturalmente, si en estas igualdades se dan valores particulares a cada variable, digamos x =a, y = b,
Z=c, se obtienen los valores de las derivadas parciales en el punto (a,b,c).

1.6. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Para interpretar graficamente el significado de las derivadas parciales, consideremos un campo
escalar f de dos variables definido en un conjunto E C R?. Fijemos un punto (a,b) € Q. La derivada
parcial D f(a,b) es la derivada de la funcién x — f(x,b) en el punto x = a, y la derivada parcial
D, f(a,b) es la derivada de la funcién y — f(a,y) en el punto y = b.

La gréfica de f, es decir, el conjunto S = {(x,y, f(x,y)) : (x,y) EE} es una superficie en R>. Las
funciones

Y1(x) = (50, f(x,0)),  12(y) = (a5, f(a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b, f(a,b)). Dichas curvas se
obtienen cortando la superficie S por los planos y = b y x = a respectivamente. Los vectores tangentes
a dichas curvas en el punto (a,b, f(a,b)) =i (a) = y2(b) son, respectivamente

Yl,(a) = (1,0,D1f(d,b)), Yzl(b) = (Oa l,sz(a,b))

En la siguiente figura se ha representado la gréfica de f y las curvas obtenidas cortdndola por los
planos x = a e y = b junto a sus vectores tangentes en el punto (a,b, f(a,b)).

1.4 Definicion. Sea f un campo escalar. Se define el vector gradiente de f en un punto a como el
vector

Vf(a) = (Di1f(a),D2f(a),...,Duf(a))
Por ejemplo, el vector gradiente del campo escalar f(x,y) = sen (x3y) + " en un punto genérico
(x,y) es el vector

3

V£(x,y) = (3x%ycos(x’y) +y° e x cos(x’y) + 3y2xey3x).

1.5 Definicién. Sea f un campo escalar con derivadas parciales continuas en un punto a. El hiper-
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1.7 Curvas y superficies de nivel. Rectas y planos tangentes 6

plano en R"*! de ecuacién cartesiana

Yot = fla) + (V(@)]x—a) G)

se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la grifica de f en el punto (a, f(a)).

En particular, la ecuacién del plano tangente a la grafica de un campo escalar de dos variables en
un punto (a,b, f(a,b)) es:

2= f(a,b) + Dif(a,b)(x —a) + Daf (a,b)(y = b) @

En lo que sigue consideraremos campos escalares que tienen derivadas parciales continuas.

1.6 Proposicion. Sean f : E — R un campo escalar, a€ E y u una direccion en R", se verifica que
P y q

Duf(a) = (Vf(a)|u)

1.7 Corolario. Sea f un campo escalar con vector gradiente V f(a) # 0 en un punto a.

a) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es mdxima es la direccion dada por

\%
el gradiente, es decir, la direccion u = ﬂ.
IVf(@)
b) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es minima es la direccion opuesta a
\%
la dada por el gradiente, es decir, la direccion v = —ﬂ.
IVf(@)

1.7. Curvas y superficies de nivel. Rectas y planos tangentes

Recuerda que la ecuacién de una recta en R? es de la forma ax + by = ¢ donde a,b no son ambos
nulos. Si dicha recta pasa por un punto (xp,yo) entonces axo + byo = ¢ y la ecuacién de la recta puede
escribirse en la forma a(x — xo) + b(y — yo) = 0, es decir ((a,b)|(x —x0,y — yo)) = 0. El vector (a,b)
es ortogonal a la recta.

Sea f : A — R un campo escalar de dos variables. Dado un nimero ¢ € f(A), el conjunto I'; =
{(x,y) €A : f(x,y) = c} es una curva en el plano que se llama curva de nivel de f. Dicha curva es la
proyeccién en el plano XY de la curva que se obtiene cortando la grafica de f por el plano z = c. Se
dice que dicha curva estd implicitamente definida por la ecuacién f(x,y) — ¢ = 0. Observa que las
curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las que se representan en los mapas topograficos.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de dos variables, f, con derivadas par-
ciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anula a la tangente a la curva de nivel que
pasa por dicho punto. En consecuencia, supuesto que f(u,v) =cy que Vf(u,v) # (0,0), la ecuacién
de la tangente a la curva de nivel I'c en (u,v) es (V f(u,v)|(x—u,y —v)) = 0.

1.8 Ejemplos. Esta forma de calcular tangentes es muy sencilla y generaliza lo que ya sabes para
el caso particular de la tangente a la grifica y = g(x) de una funcién derivable g : I — R. En efecto,
definiendo f(x,y) =y — g(x) para (x,y) €I x R, tenemos que la curva de nivel

To={(xy) el xR: flx,y) = 0} = {(x,g(x)) : x€l}

esla grificade g. Siuely v =g(u), entonces (u,v) €l y la tangente a la grifica de g en (u,v) viene
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dada por
0= (V/(uv)|(x—uy—v))=((=g'(w),D](x—u,y—gu)) = —g'(u)(x—u) +y— g(u) =
y=g(u)+g'(u)(x—u)

que es la conocida ecuacidn de la recta tangente a la grafica de g en el punto (u, g(u)).

Consideremos una elipse dada por

2 . y? ]
a2 b
. . . 2 2 .
Dicha elipse es una curva de nivel del campo f(x,y) = % + 2—2; concretamente, es la curva de nivel

dada por f(x,y) = 1. Sea (u,v) un punto de la elipse, es decir f(u,v) = 1. Tenemos que Vf(u,v) =
i—;’, %) Claramente V f(u,v) # (0,0). Por tanto el vector Vf(u,v) es ortogonal a la tangente a la

elipse en (u,v), por lo que la ecuacién de dicha tangente es

u v ux vy u v ux vy
0=((p)lc-wr-m)=Gram-Gp=a !

Esto es, la ecuacion de la tangente a la elipse en el punto (u,v) es

ux vy
2t

La ecuacién de un plano en R? es de la forma ax+ by + cz = d donde a, b, ¢ no son todos nulos. Si
dicho plano pasa por (xo, yo,20) entonces axop + byp + czo = d y la ecuacién del plano puede escribirse
en la forma a(x — x0) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0, es decir ((a,b,c)|(x—x0,y — yo,2—20)) = 0. El
vector (a,b,c) es ortogonal al plano.

Sea f: A — R un campo escalar de tres variables. Dado un nimero ¢ € f(A), el conjunto

Se={(x,yz2)€A: f(x,y,2) = c}

es una superficie en el espacio que se llama superficie de nivel de f. Se dice que dicha superficie estd
implicitamente definida por la ecuacién f(x,y,z) — ¢ = 0. Observa que las superficies de nivel no se
cortan.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de tres variables, f, con derivadas parciales
continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anula al plano tangente a la superficie de nivel que
pasa por dicho punto. En consecuencia, supuesto que f(u,v,w) =cy que Vf(u,v,w) # (0,0,0), la ecua-
cién del plano tangente a la superficie de nivel S en (u,v,w) es (V f(u,v,w)|(x —u,y —v,z—w)) =0.

1.9 Ejemplos. Esta forma de calcular planos tangentes es muy sencilla y generaliza lo que ya sa-
bemos para el caso particular del plano tangente a la grafica z = g(x,y) de un campo escalar de dos
variables g : A — R. En efecto, definiendo f(x,y,z) = z—g(x,y) para (x,y,z) €A X R, tenemos que la
superficie de nivel So = {(x,y,2) €A xR : f(x,y,2) =0} = {(x,y,g(x)) : (x,y) €A} es la grificade g.
Si (u,v) €Ay w = g(u,v), entonces (u,v,w) €Sy y la tangente a la grifica de g en (u,v,w) viene dada
por

0= <Vf(u,v,w)}(xfu,yfv,sz)> = <(7D1g(u,v),fD2g(u,v), 1)|(x7u,yfv,zfg(u,v))> —
0=—D1g(u,v)(x —u) — Dag(u,v)(y —v) + 72— g(u,v) <=
z=g(u,v) + Dig(u,v)(x — u) + Dog(u,v)(y —v)

que es la misma ecuacién (4) del plano tangente a la gréfica de g en el punto (u,v,g(u,v)).
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Consideremos un elipsoide dado por

xZ yZ ZZ

2 TptaT

Dicho elipsoide es una superficie de nivel del campo f(x,y,z) = Z—i + i—z + i—;; concretamente, es la su-
perficie de nivel dada por f(x,y,z) = 1. Sea (u,v,w) un punto del elipsoide, es decir f(u,v,w) = 1. Te-
nemos que V f(u,v,w) = (i—;’, % , %) . Claramente V f(u,v,w) # (0,0,0). Por tanto el vector V f(u, v, w)
es ortogonal al plano tangente al elipsoide en (u,v,w), por lo que la ecuacién de dicho plano tangente
es

2 2 2

S (uvow 7uxvywzuvw7uxvywzl
0=((Fga)lew i) -G pt G EE At E e

Esto es, la ecuaci6n del plano tangente al elipsoide en el punto (u,v,w) es

wx vy owz_

a? b2 2

Cuando una curva I' en R? viene dada como interseccién de dos superficies S1 y Sz, la tangente

en un punto (a,b,c) €T ala curva I es la recta interseccién de los planos tangentes a las superficies
en dicho punto. Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implicitas.

{ S = {(x,y,Z)€R3 :f(x,y,Z) :O} I'=S5nNS = {(x’y,z)eﬂ@ :g(x,y,z) :f(x,y,z) :0}

S>={(x,y,2) eR?: g(x,y,2) = 0}

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente a I' en un punto (a,b,c) €T son

{ <Vf(a,b,c)‘(x—a,y—b,zfc»:0
<Vg(a,b,c)’(x—a,y—b,z—c)> =0

Donde se supone que los vectores gradiente V f(a,b,c), Vg(a,b,c) son linealmente independientes
pues, en otro caso, la recta tangente a la curva I en (a, b, ¢) no estd definida.

1.8. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dy f en un conjunto £ C R".
Las funciones Dy f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver a derivar
parcialmente en puntos de E. Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de segundo orden de
£, es decir las funciones D (D f), que se representan simbdlicamente de las formas

*f

ax]' axk

o

Djkf(x)7 axz
k

(x), (x)

De forma andloga se definen las derivadas parciales de tercer orden de f como las derivadas parciales
de las derivadas parciales de segundo orden de f y se representan por

P

ax]% ox;

rr P

(x);

(x)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en cuen-
ta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podemos olvidarlo porque se verifica el siguiente
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resultado.

1.10 Definicién. Se dice que un campo escalar f es de clase C* en un abierto E C R” si f tiene
derivadas parciales de orden k continuas en E.

1.11 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar de clase
Ck solamente dependen del niimero de veces que se deriva parcialmente respecto de cada variable,
pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al resultado final.

1.9. Extremos relativos

1.12 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R”. Se dice que f tiene un
maximo relativo (resp. minimo relativo) en un punto acE, si a es un punto interior de E y existe un
ntmero r > 0 tal que B(a,r) CE y f(x) < f(a) (resp. f(a) < f(x)) paratodo x€B(a, r). Cuando estas
desigualdades se verifican de forma estricta se dice que el maximo o el minimo relativo es estricto.

Los puntos en los que f tiene un maximo o un minimo relativos se llaman extremos relativos de

f.

1.13 Proposicion (Condicion necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar definido en
un conjunto E C R" y supongamos que f tiene un extremo relativo en un punto a€ E y ademads que el
vector gradiente de f en a estd definido. Entonces se verifica que V f(a) = 0. Es decir, las derivadas
parciales de primer orden de f en a son todas nulas.

1.14 Definicion. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman puntos
criticos de f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extremos relativos se llaman puntos
de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos criticos el hiperplano tangente es “horizon-
tal”.

La condicién necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el campo escalar f(x,y) =
x?> —y? tiene un punto critico en (0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto pues en toda
bola centrada en (0,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una condicién su-
ficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas parciales de
segundo orden nos van a permitir dar una condicién suficiente de extremo relativo.

1.15 Definicion. Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales de segundo
orden continuas en un punto a. La matrizn X n

H(f,a) = (Dijf(a)) 1<i,j<n

se llama matriz hessiana de f en a.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porque D;j;f(a) = Dj;f(a). Dicha matriz define una
forma cuadrética, que representaremos por Q(f,a), que viene dada para todo x = (x1,x2,...,x,) ER"
por

0(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i iDjkf(a)xkxj
j=li=1

IT3EH]

donde el punto “.” indica producto matricial y X’ es el vector columna x.
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1.16 Definicién. Una forma cuadrdtica Q(x) = ¥, oi;x;x; se llama:
e Definida positiva si Q(x) > 0 para todo x € R" con x # 0.
e Definida negativa si Q(x) < 0 para todo x € R” con x # 0.

e No definida o indefinida si hay vectores x para los que Q(x) > 0 y hay vectores x para los que

0(x) <0.

1.17 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y supongamos que f tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que ademds es un punto
critico de f. Sea Q(f,a) la forma cuadrdtica asociada a la matriz hessiana de f en a.

O(f,a)(x) =x.H(f,a).x' =) Y Duf(a)ax,

j=lk=1

a) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida positiva entonces f tiene en a un minimo relativo
estricto.

b) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida negativa entonces f tiene en a un mdximo relativo
estricto.

¢) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla en a.

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadratica. Hay varios
procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuacién son los que me parecen mas
cémodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

Sean A = (aj;) una matriz simétrica de nimeros reales y

I1<i,j<n
n L
0a(x) =x.Ax"= Z ajjx'x’! (5)
ij=1
la forma cuadrdtica definida por A. Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteris-
tico p(A), que se define como el determinante de la matriz A —AI:
p(A) = |A — Al |
Se verifica que, en la situacién que estamos considerando, las raices de dicho polinomio son todas
reales.

e La forma cuadritica Q4 es definida positiva si, y sélo si, todos los valores propios de A son
positivos.

e La forma cuadrética Q 4 es definida negativa si, y sélo si, todos los valores propios de A son
negativos.

e Lacuadritica Q 4 es no definida si, y sélo si, A tiene valores propios positivos y negativos.

Otro criterio para estudiar el cardcter de la forma cuadratica (5) se basa en la sucesion de signos
de los menores principales de la matriz A. El menor principal de orden k de la matriz A es el deter-
minante Ay = |al~j | 1<i i<k de la matriz formada por las primeras k filas y k columnas de la matriz A.
Se verifica que:

e La forma cuadrdtica es definida positiva si, y solo si, todos los menores principales son
positivos .
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e La forma cuadrdtica es definida negativa si, y solo si, los menores principales de orden par
son positivos y los menores principales de orden impar son negativos.

e  Silos menores principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante y los no nulos son
positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede afirmarse nada.

e  Enlos demds casos la forma cuadrdtica es no definida.

Observa que cuando la dimensidn 7 es par, si el determinante de la matriz A es negativo entonces
la forma cuadrética es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

Sea A C R? un conjunto abierto y sea f un campo escalar definido en A que tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamos que (a,b) €A es un punto critico de f y sea

Rf Pf
B ﬁ(a,b) oy (a,b)
H(fa(aab))* aZf aZf

p) =L
0xdy (a,5) 0y2
la matriz hessiana de f en (a,b) y notemos detH (f, (a,b) su determinante.

9?2
= SidetH(f,(a,b)) >0y ﬁ(a,b) > 0 entonces f tiene en (a,b) un minimo relativo estricto.
X

9?2
= SidetH(f,(a,b)) >0y ﬁ(a,b) < 0 entonces f tiene en (a,b) un mdximo relativo estricto.
X

= SidetH(f,(a,b)) < 0 entonces f no tiene extremo relativo en (a,b). Se dice que (a,b) es un
punto de silla de f.

= Cuando detH (f, (a,b)) =0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir si hay o
no hay extremo relativo en (a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el com-
portamiento de las curvas f(a,t+b) y f(a+1,b). Si alguna de dichas curvas no tiene extremo
relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en t = 0, podemos concluir que en
(a,b) no hay extremo relativo de f.

1.10. Calculo de extremos absolutos en conjuntos compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que todo campo escalar con derivadas par-
ciales continuas es continuo, se verifica que todo campo escalar con derivadas parciales continuas
en un conjunto compacto K C R? alcanza en dicho conjunto un valor méximo absoluto y un valor
minimo absoluto. Dichos valores o bien se alcanzan en el interior de K, en cuyo caso deben ser pun-
tos criticos de f, o bien se alcanzan en la frontera. Cuando la frontera de K estd formada por curvas
conocidas es facil calcular los puntos de la frontera en los que el campo puede alcanzar sus extremos
absolutos. Una vez calculados todos estos puntos, se evaltia en ellos el campo para saber en cuales se
alcanzan los extremos absolutos. El siguiente ejemplo indica la forma de proceder.

1.18 Ejemplo. Calcula los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = 4x*> +y?> —4x —3y en el
conjunto
M={(xy)€R*:y>0, 4 +)* <4}

2
Solucién. El conjunto M = {(x,y) €ER?:y>0, x>+ yz < 1} es la parte de la elipse centrada en

el origen de semiejes 1 y 2 que queda en el semiplano superior. Se trata de un conjunto compacto
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(cerrado porque incluye a su frontera y acotado) y, como la funcién f es continua, el teorema de
Weierstrass asegura que f alcanza un maximo y un minimo absolutos en M. Dichos extremos deben
alcanzarse o bien en el interior de M o en la frontera de M. Los puntos del interior de M que sean
extremos relativos de f tienen que ser puntos criticos de f, es decir, deben ser puntos de M donde se
anule el gradiente de f.

of

=—(x,y) =8x—4=0,

of B B
o @(x,y)—2y73—0

Por tanto, f tiene un tnico punto critico que es (1/2,3/2) el cual, efectivamente, estd en M.

Los extremos absolutos de f en M pueden alcanzarse en la frontera de M. La frontera de M esta
formada por la parte superior de la elipse 4x> +y> = 4 y por el segmento {(x,0), —1 <x < 1}.

Los extremos de f en el segmento son féciles de calcular pues son los extremos de la funcién
h(x) = f(x,0) = 4x?> —4x donde x€[—1, 1]. Como 4’ (x) = 8x —4, los tinicos posibles valores extremos
de f en el segmento son A(1/2) = f(1/2,0), h(—1) = f(—1,0) y A(1) = f(1,0).

Finalmente, calculemos los valores extremos de f en la parte superior de la elipse 4x> 4 y> = 4.
Nuestro problema, pues, es calcular los extremos de f cuando f toma valores en el conjunto E =
{(x,y)ERz APy =4,y > O} .

Para (x,y) €E se tiene que

Flx,y) =4x’ +y* —dx —3y =4 —dx —3y =4 —dx — 3\/4 — 4x2

Por tanto, los valores de la restriccion de f a E estdn dados por la funcién g(x) =4 — 4x —3v4 — 4x2
donde —1 < x < 1. La derivada de g se anula en un tnico punto xo = 2/v/13 que estd en | — 1, 1[. Por
tanto, los extremos de f en E han de alcanzarse en alguno de los puntos (—1,0), (2/\/@,6/\/@)
(1,0). Los extremos absolutos de f en M han de alcanzarse en alguno de dichos puntos o en los
puntos (1/2,0), (1/2,3/2). Tenemos que

f(1,0) =0, f(~1,0)=8, f(2/V13,6/V13)=4-2V13, f(1/2,3/2)=—% £(1/2,0) = —1

El valor méximo absoluto de f en M es igual a 8 y se alcanza en el punto (—1,0). El valor minimo

13
absoluto de fen M es = g yse alcanza en el punto (1/2,3/2).

1.11. Integrales dobles

Sea f:A — R un campo escalar de dos variables definido en un rectingulo A = [a,b] X [c,d].
Sean

P = {a = X0, X15X2,- -+ ,x,,,l,x,, = b}a Q = {C =Y0,Y1,Y25--- 7)’q717)’q = d}

particiones de los intervalos [a,b] y [c,d] respectivamente. Dichas particiones determinan una par-
ticion, que notamos P x Q, del rectdngulo A = [a,b] X [c,d] en subrectdngulos [xi_1,xi] X [yj—1,;].
donde 1 <i<p,1<j<qg.

Una suma de Riemann de f para la particién P x Q es un nimero que se obtiene eligiendo puntos
(si,tj) € [xi—1,xi] X [yj—1,y;] y calculando la suma

Y flsint)) (i —xio1) (v —yj-1) ©)
ISisp
1<j<q
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1.11 Integrales dobles 13

Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones Py O se hace
arbitrariamente pequefa (o sea, tiende a 0), las sumas de Riemann de f se aproximan tanto como
se quiera a un numero real que es, por definicidn, la integral de Riemann de f en el rectdngulo
[a,b] X [c,d], que se representa por

{] reeydeey)

[a,b]x[c.d]

Interpretaciones de las integrales dobles

Sea f: A — R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A C R2. Supongamos
que f(x,y) > 0 para todo (x,y) €A. Consideremos el “cilindro” en R? que tiene como base el conjunto
A 'y como tapadera la grafica de f, es decir el conjunto

C(f,A) = {(x,3,2) ER’: (x,y) €A, 0< 2 < f(x,))}.

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la funcién f(x,y) = 4 — x> —y* y los conjuntos
A=[-1,1]x[-1,1] y A= {(x,y) : x¥* +y* < 2}. En esta situacion, una suma de Riemann del tipo

v

%

et
Y

R

D
dode
),
Q&2
2y,

Q

odays,
o
o't

(6) representa una aproximacién del volumen del conjunto C(f,A). Pues lo que hacemos en (6) es
sumar los volimenes de pequefios ortoedros de base los rectdngulos R;j = [xi—1,x;] X [yj—1,¥,] ¥
altura f(s;,7;). Es claro que la suma de todos estos volimenes es una aproximacién del volumen
del conjunto C(f,A). La aproximacion es tanto mejor cuanto mds pequefios sean los lados de los
rectangulos R;; y, en el limite, el volumen del conjunto C(f,A) viene dado por la integral doble de f
en A.

{[ ey d(x,y) = volumen(C(f,)) ©

A

Las siguientes figuras muestran aproximaciones al volumen del primero de los dos conjuntos
representados en la figura anterior.

Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f puede re-
presentar una densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una ldmina plana A. En tal caso la
integral doble jj f(x,y)d(x,y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga total de la ldmina A.

A
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1.11 Integrales dobles 14

Calculo de integrales dobles

El célculo de una integral doble se reduce al cdlculo de dos integrales simples gracias al siguiente
resultado:

b[d d[b
If reeyyaeey = | Uﬂx,y)dy] ax = [ [ | f<x,y>dx] dy ®)
a,b]x[c,d] a ¢ La

[ s c

Las integrales que figuran a la derecha en esta igualdad se llaman integrales iteradas. Observa que
d

las integrales iteradas son dos integrales simples. Para calcular f f(x,y)dy lo que se hace es integrar

c
respecto a la variable y considerando x fija. Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la
funcién y — f(x,y) y usar la regla de Barrow. Anédlogo procedimiento se sigue para calcular la otra
integral iterada.

Con frecuencia el campo escalar estd definido en un conjunto A de tipo I o de tipo II. Esto es

A ={(xy):a
A= {(xy):c

N
N

x<b, g(x) <y<h(x)}  (tipo])
<x<

d v(y)}  (tipoll)

N
N

X

S
—
~

y

En tales casos tenemos que

b [ h(x)
[ enacy = [ [ feydy| ar ©)
A a _(x)

d 'g\ll(y)
Jfrewdey) =[] [ feyar| dy (10)
A ¢ o)
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1.11 Integrales dobles 15

Cambio a coordenadas polares

Coordenadas polares

El par de nimeros (p,®) dados por x = pcos®t, Y
y=psen®¥ donde p >0y —1 << 7 se llaman

coordenadas polares del punto de coordenadas car-
psend (x v)

tesianas (x,y). .

pcos6é

Se verifica que

f Flx,y)d(x,y) f flpcos®,psend)pd(p,d) (11)
Para aplicar esta férmula hay que determinar el conjunto B. Dicho conjunto viene dado por
B={(p,9)eR" x]—m,7: (pcosV,psend) €A}

Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo I, A = {(x,y) :a <x<b, g(x) <y < h(x)}, entonces
B={(p,®)eR"x]—7,7]: a < pcosV® < b, g(pcos®) < psentd < h(pcosV)}. Es importante des-
cribir bien el conjunto B porque para calcular la integral fj f(pcosd,psend)pd(p,d) tienes que

B
calcular las integrales iteradas. Si, por ejemplo, B = {(p,9) : o < O < B, g(¥) < p < A(Y)}, enton-

ces

B [h(®)
Hf(x,y)d(x,y) = ﬂf(pcosﬁ psen®)pd(p,d) f f f(pcos®,psend)pdd) | dp  (12)
A B o [g(®
Las coordenadas polares son especialmente utiles cuando el conjunto A es un circulo, o un sector

circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si, por ejemplo, A
es el disco D((0,0),R) de centro el origen y radio R, D((0,0),R) = {(x,y) : x> +y*> < R*}, entonces

B={(p,9)eR"x]—m,7m:p <R} =] — 7,7
Por tanto
R TR
f f x,y)d(x,y) j If pcosd, psenﬁ)pdﬁ} j [If pcosd,psend)pdp
0 L= —n L0

13)
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Temal0. Integrales miiltiples

En esta leccion vamos a estudiar la integracion de funciones reales de dos o mds variables. Estas
integrales suelen llamarse integrales miiltiples. Aunque, por su mayor interés practico, nos vamos a
limitar a funciones de dos y de tres variables, los resultados que expondremos se generalizan con
facilidad para funciones reales de cualquier nimero de variables. Como ya es usual en estas notas,
eludiremos los aspectos tedricos para centrarnos en las técnicas de cdlculo de integrales dobles y
triples. Vamos a ver que el cdlculo de dichas integrales se reduce al calculo de dos o tres integra-
les simples lo que suele hacerse calculando las correspondientes primitivas. En todo lo que sigue
consideramos campos escalares continuos y acotados.

1. Integrales dobles y triples

Sea f: A — R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A C R?. Supongamos
que f(x,y) > 0 para todo (x,y) €A. Consideremos el “cilindro” en R? que tiene como base el conjunto
A 'y como tapadera la grafica de f, es decir el conjunto

C(f.A) = {(x,»,2) R’ : (x,y) €A, 0<z< f(x,y)} .

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la funcién f(x,y) = 4 — x> —y* y los conjuntos
A=[-L1x[=1L1]yA={(xy): ¥ +y <2}

El valor de integral doble jf f(x,y)d(x,y) nos da el volumen de dicho cilindro. Naturalmente,
A

pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f puede representar una den-
sidad superficial de masa o de carga eléctrica en una ldmina plana A. En tal caso la integral doble
proporciona, respectivamente, la masa o la carga total de la ldmina A.

Podemos interpretar al “estilo de Leibnitz”, como se hacia en el siglo XVIII, la expresién d(x,y)
como el drea de un pequefio rectdngulo, un rectdngulo infinitesimal de lados dx y dy. El producto
f(x,y)d(x,y) podemos interpretarlo como el volumen de un ortoedro cuya base es dicho rectdangulo
infinitesimal y altura dada por f(x,y). Siguiendo esta idea, interpretamos la integral como una suma.
Esta interpretacion heuristica permite considerar la integral como un limite de aproximaciones al vo-
lumen del cilindro en cuestion. La siguientes figura muestra aproximaciones al volumen del primero
de los dos conjuntos representados en la figura anterior.
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Las aproximaciones son tanto mejores cuanto mds pequefos sean los rectdngulos en que dividi-
mos el conjunto A. Observa que esta situacion es muy parecida a las sumas de Riemann que vimos
al estudiar las integrales simples. De hecho, las integrales dobles y triples pueden definirse también,
al igual que la integral simple, como limites de sumas de Riemann pero esa definicién no sirve para
calcularlas que es lo que a nosotros nos interesa.

Las integrales dobles también permiten calcular dreas planas. En efecto, basta tener en cuenta
que si f es la funcién constante igual a 1, esto es f(x,y) = 1 para todo (x,y) €A, entonces se tiene
que volumen(C(f,A)) = édrea(A), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1 es
numéricamente igual al drea de su base.

fj d(x,y) = drea(A) )
A

Las integrales triples tienen andlogas interpretaciones. Si f: A — R es un campo escalar de tres
variables definido en un conjunto A C R? y consideramos el “cilindro” en R* que tiene como base el
conjunto A y como tapadera la grafica de f, es decir el conjunto

C(f,A) = {(x,y,z,w) ER*: (x,,2) €A, 0<w < f(x,0,2) } -

El valor de la integral triple jfj f(x,y,z)d(x,y,z) nos da el volumen de dicho cilindro. Naturalmente,
A

pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f puede representar una densi-
dad volumétrica de masa o de carga eléctrica en un s6lido A. En tal caso la integral triple proporciona,
respectivamente, la masa o la carga total del s6lido A.

Si integramos la funcién constante igual a 1 en un s6lido A C R3, obtenemos el volumen de A.

jfj d(x,y,z) = volumen(A) 2)
A

El siguiente resultado, que ya utilizamos para calcular volimenes de cuerpos de revolucion, per-
mite calcular volimenes integrando dreas de secciones planas, y en consecuencia permite calcular
una integral doble mediante dos integrales simples.

1.1 Teorema (Cilculo de voliimenes por secciones planas). El volumen de una region en R? es igual
a la integral del drea de sus secciones por planos paralelos a uno dado.
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Consideremos una funcién positiva, f, definida en el rectdngulo A = [a,b] X [c,d]. Pongamos
Q={(x52)€R: (x,y)€A, 0<z< f(x,)}.

Para calcular el volumen del conjunto Q podemos proceder como sigue. Para cada xy € [a,b] fijo
calculamos el drea de la seccion, Q(xp), que se obtiene cortando  con el plano de ecuacion X = xj.
Fijate que Q(xp) es una seccién de Q perpendicular al eje OX y, por tanto, paralela al plano YZ. Como

Q(x0) = {(x0,5,2) : y€lc,d], 0 < z< f(x0,)}

se tiene que Q(xp) es la regién del plano X = xy comprendida entre la curva z = f(xo,y), el eje
d

OY vy las rectas y = ¢, y = d. Como sabes, el drea de dicha regiéon viene dada por If(xo,y) dy.

c
Para calcular el volumen de Q hay que integrar las dreas de las secciones Q(x) cuando x € [a,b], y
obtenemos finalmente que

b
fj f(x,y)d(x,y) = volumen(Q) = j
[a,b]x[c.d] p

d
ff(xvy) dy] dx 3)

c

Razonando de forma andloga, considerando secciones Q(y) de Q paralelas al plano X Z, se obtiene la

igualdad
d
fff x,y)d(x,y) = volumen(Q :j f ] dy 4)
[a,b

De las igualdades (3) y (4) se deduce que

| reey fb U Flxy dy] dx f lff(x,y)dx] dy )

[a.b] x[c.d] c

Las integrales j

If X,y dy] dx y j ljf X,y) ] dy se llaman integrales iteradas y, en las

hipétesis hechas al pr1n01p10 de esta leccwn son iguales y su valor comtn es igual a la integral doble
fj f(x,y)d(x,y). Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para calcular

la,b]x[c,d]
d

j f(x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la variable y considerando x fija. Para ello lo que

c

se hace es obtener una primitiva de la funcién y — f(x,y) y usar la regla de Barrow. Fijate que una
primitiva de la funcién y — f(x,y) puede describirse como una primitiva parcial de f(x,y) con
respecto a y. ¢ Te recuerda esto a la derivacion parcial?

La representacion gréfica siguiente puede ayudarte a entender lo que se hace. La funcién repre-
sentada es f(x,y) = /36 —3x% — 6y? en el rectangulo [—2,2] x [—2,2]. Puedes ver el “cilindro” Q
bajo la gréfica de la funcion, la seccién del mismo por el plano X = 0y la proyeccion de dicha seccién
sobre el plano YZ.

Para calcular una integral jj f(x,y)d(x,y) cuando el recinto de integracién, A, no es un rec-

A
tangulo, se procede de la misma forma. La tnica diferencia es que ahora tenemos que empezar por
determinar los valores de x tales que el plano X = x corta al “cilindro” bajo la gréifica de f, es decir,
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z=£(0,y)

tenemos que determinar la proyeccion de A sobre el eje OX. Supongamos que dicha proyeccion sea
un intervalo [a,b]. Ahora, para cada x € [a,b] hay que calcular el drea de la seccién Q(x) o, lo que
es igual, el drea de la region en el plano YZ comprendida entre el eje OY y la curva z = f(x,y) don-
de la variable y estd en el conjunto A(x) = {y: (x,y) €A}. Supongamos que A(x) sea un intervalo
(tampoco pasa nada si es union de varios intervalos). Entonces tenemos que

b
[[ reyaey) = |
A a

Andlogamente se obtiene que

flxy)dy | dx (6)
[A@) i

d
[ feydey) = [ | | fy)ac| av ™)
A c

[A(Y)

Donde hemos supuesto que [c,d] es la proyeccion de A sobre el eje OY, y para cada y € [c,d] es
A(y) = {x: (x,y) €A}.

En los casos mds corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo I o de tipo II (recuerda
que los vimos al estudiar las aplicaciones de la integral simple). Esto es

A = {(xy)ra<x<b, glx)<y<h(x)}  (tipoD
A = {(xy):e<y<d, oy) <x<wy(y)}  (tipoll)
En tales casos tenemos que
b [ hix)
[[fenaey) = [ fey)dy| ar ®)
A a |glx

©)

S
—
=
=
=
=
&

[ feydey) =
A

Observa que para el caso en que f(x,y) = 1 recuperamos las férmulas ya conocidas para el célculo
de dreas de regiones planas de tipo I y tipo II.

Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicar el teorema (1.1), que la funcién f es
positiva, las igualdades obtenidas son vdlidas para campos escalares continuos y acotados.
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De forma andloga a lo antes visto, podemos calcular integrales triples sin mds que calcular tres
integrales simples. Para el caso de una funcién f definida en el rectdngulo de R® A = [a,b] x [c,d] x
[u,v] se tiene que

J

Cc

[Ifxy, dz] dy] dx

u

b
fIf sesotena ]
a )X (V]

[a,b]x [c,d]x [u,v] a

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas es el mismo. Naturalmente,
cuando A es un subconjunto de R® hay mds posibilidades. Una forma de proceder es expresar el
conjunto A por medio de sus secciones por planos paralelos a uno de los planos coordenados.

Por ejemplo, cortando A por planos paralelos al plano XY podemos descomponer A en secciones
paralelas a dicho plano. Si la proyeccién de A sobre el eje OZ es un intervalo J = [u, V], y para cada
ze€Jes A(z) = {(x,y) : (x,¥,z) €A} (la proyeccion sobre el plano XY de la seccién de A por el plano
paralelo al plano XY de cota z), entonces

fﬂf(x,y,Z) X,,2) f ﬁf X,Y,2) dz

Otra forma de proceder es proyectar A sobre uno de los planos coordenados para describir A como un
conjunto de tipo I. Por ejemplo, si A puede representarse en la forma

A={(x,2):(x,y)€Q, glx,y) <z<h(x,y)}

donde Q es la proyeccién de A sobre el plano XY, y g, h, son funciones reales definidas en Q,
entonces tenemos que

[[[ reewz) a2 H ffxy, )dz | d(x.y)
A

1.2 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de ecuacién

2 2 2
2y oz
;JrﬁJrc—zil

donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide

| 2

2
Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto Q = {(x ¥,2): + ly)—z + Z—z <l,z> 0}. La

NM

x2

proyeccién de Q sobre el plano XY es el conjunto A = {(x, y): —+ z— } Podemos escribir
a

Q=1 (xy2):(x,y)€A 0<z<c\[1 -5 — 3

/ 2 2
volumen(Q) = jjc 1— % - % d(x,y)
A

Por tanto
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Para calcular esta integral doble observamos que A es una regién de tipo I en R? pues

A= {(x,y) c—a<x<a, —b\/1-x2/a’<y<b 1x2/a2}

Por tanto
2 2 a 1-x?/a? 2 2
X Y X Y
jc 1—;fﬁd(x,y):f f ¢ 1—;fﬁdy dx
A —d 1-x%/a?
Tenemos que
1—x2/a? /2

2
Y 122 122 2,41 2,2
j bzd [y—b 1-x?/a sent}—bc(l x/a)fcos tdt—zbcn(l x“/a”)

—by/1-x2/a? —1/2

Finalmente
a

1 2
volumen(Q) = Ebcnj(] —x?/a*)dx = gabcn

—da

4
El volumen del elipsoide completo es gabcn. En particular, si el elipsoide es una esfera de radio r,

. 4
esto es a = b = ¢ = r, deducimos que el volumen de la esfera es §Tl:r3.

En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar Q sobre el eje OZ. Dicha proyeccion
es el intervalo [0, ¢]. Para cada z € [0, ¢] tenemos que el conjunto de puntos de Q que se proyectan en
z, es decir, la seccién de Q por el plano Z = z, es el conjunto

2 2 2
x>y z
Qz) = {(xy,) —2+ﬁ<1—;}
Como 2 ) ) )
y 4 X Yy
2tpsl-a=ptiasl

2 2
dondeu =ay/1— Z—, v=>by/1- Z—z Deducimos que Q(z) es una elipse contenida en el plano Z = z
C

2
- . . . . Z

de semiejes u, v. Sabemos que el drea de dicha elipse es igual a Tuy = wab (1 - —2) . En consecuen-

c

cia, el volumen de Q viene dado por
¢ 2

2
Ojnab (1 — i—z) dz = gabcn

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsoide abierto para que pueda apreciarse mejor
una seccion por un plano de altura constante.

Observa que a los cdlculos anteriores también se llega si tratamos de calcular directamente el
volumen de Q por medio de una integral triple. Sabemos que

volumen(Q) = jff d(x,y,2)
Q
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 7

Para calcular esta integral podemos hacerlo proyectando Q sobre el plano XY, y tenemos que:

c\/1-x2 /a2 —y2 b2 2

fﬂd(x,m):g Of dz | d(x,y) jj 1____d(x,y)

O también proyectando Q sobre el eje OZ, y tenemos que:
Jf _j I e o= v (1-3)
0

1.1. Cambio de variable a coordenadas polares

La dificultad en el cdlculo de una integral doble puede proceder de la funcién que se integra o
del recinto de integracién. Con frecuencia el recinto de integracidn se simplifica expresandolo en
coordenadas polares.

Las coordenadas polares de un punto (x,y) del Y
plano son el par de nimeros (p, ) dados por

x=pcost®, y=psend (p>0, —-t<Y<n) psene (%,¥)

Observa que las coordenadas polares de (x,y) se
corresponden con el médulo y el argumento prin-

cipal del complejo x + iy. X
pcos6
La férmula del cambio de variables a coordenadas polares se expresa por
f Flx,y)d(x,y) f F(pcos®,psen®)pd(p,d) (10)

Donde el conjunto B es la expresion de A en coordenadas polares, es decir
B={(p,9)€R"x]—m,m: (pcosd,psend) €A}

Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo I, A = {(x,y) :a <x<b, g(x) <y<h(x)}, entonces
B={(p,9)eR"x]—m,@|:a < pcosV® < b, g(pcos®) < psen?d < h(pcos®)}. Es importante des-

cribir bien el conjunto B porque para calcular la integral fjf(p cos¥,psend)pd(p,V) tienes que
B
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 8

calcular dos integrales simples como ya hemos visto anteriormente. Si, por ejemplo

={(p,®) 1 <V <P, g(V) <p<h(V)}

entonces
B | h(v)
[ 1y dey) = [[ f(peosd,psend)pd(p,®) = [ | [ f(pcosd,psen®)pdp | dv
A B O |g(9)

Las coordenadas polares son especialmente ttiles cuando el conjunto A es un circulo, o un sector
circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si, por ejemplo, A
es el disco D((0,0),R) de centro el origen y radio R, D((0,0),R) = {(x,y) : x> + y* < R*}, entonces

={(p,9)eR* x] —m,n]: p <R} =]0,R]x] — 7,7

Por tanto

Ij fxy (x,y) f jf pcost,psend)pdd
0

—T

T R
dp = Jn Lff(pcosﬁ,psenﬁ)pdp

1.3 Ejemplo. Calcula
[ exp (62 +y%)/2x)d(x.y)
D((1,0),1)

donde D((1,0),1) = {(x,y) €R?: (x—1)?+y* < 1} es el disco de centro (1,0) y radio 1.

Solucion.

Como el dominio de integracién es un disco y en la
funcién que queremos integrar figura la expresiéon ~ °-°
x? 4y, para calcular la integral pasamos a coorde- o

nadas polares. Tenemos que

0.5 1 1.5

-0.5

IJ| ew(@ eyt = [oon (35555) 09

Donde
B={(p,9)eR" x [-m,7]: (pcosV,psend) €D((1,0),1)} =
= {(pﬁ)eR* X [—m, 7] : (pcos® —1)? 4 p?sen’d < 1} =
{(p,ﬁ)eR*><[fn,n]:ngCosﬁ,fﬂ:/Zgﬁgﬂ:/z}
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Descomponiendo en dos integrales simples resulta:

/2 [2cosd
gpe"p(zcgsﬁ)d(p’ﬁ)nf/z [ Of pexP(zcgsﬁ)dp v
/2 /2
_ f 4cos20dD = 2 f (1+cos(29))dd = 21
—/2 -n/2

Donde,integrando por partes, hemos calculado que e®/*(Ap —A2) es una primitiva de peP/*, por lo
A

que jpep/x dp = A?. Naturalmente, en nuestro caso es A = 2cosd.
0

1.4 Ejemplo. Sea a > 0. Calcula el volumen del sélido interior al cilindro x> +y? = ax, que estd

comprendido entre el plano z = 0 y el cono x> 4 y> = 2.

Se trata de calcular el volumen del sélido
A:{(x,y, JER? : (x—a/2)* +y <a2/4,0<z<\/x2+y2}

Dicho sélido es la parte de R? que queda dentro del cilindro
circular recto de base la circunferencia en el plano XY de
centro (a/2,0) y radio a/2 y que esté limitado superiormente
por la gréfica del cono de ecuacion z = /x2 + y2. Puedes ver
el cono y el cilindro en la grafica de la derecha.

Se trata de una region de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por

Vol(A jj\/xz—l—y d(x,y)

donde
D= {(x,y) 24y <arp={(xy): (x— a/2)2—|—y2<a2/4}

es el disco de centro (a/2,0) y radio a/2. La simetria polar de la funcién a integrar indica que es
conveniente hacer un cambio de variable a polares x = pcost, y = psent.

Vol(A Ij X2+ y2d(x,y) jjp d(p,t)
donde

B={(p,t): (pcost,psent) D} ={(p,t): p <acost} ={(p,t): —n/2 <t <®/2, p <acost}

Tenemos que

TC/2 acost 3 TE/Z TE/Z 4a3
Vol(A):j p2d(p,t) = j l j pzdpl dt:— f cos’ tdr = — j cost(1—sen’r)dr = 5
B —-n/2 L 0 —m/2 7TE/2
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1.5 Ejemplo. Calcula jj(szryz)J/zd(x,y) donde A= {(x,y)€R*: x> +y* < Lx+y> 1,y > x}.
A

Laregion A se muestra sombreada en la figura de la izquierda. La fun-
cién que hay que integrar sugiere un cambio a coordenadas polares. La
descripcion de A en coordenadas polares es fécil:

A= {(pcos@,psene) ‘n/4<0< /2, m <p< 1}
Por tanto:
2, .2\-3/2 s : 1 2 T
£f (x"+y7) d(x,y) n£ me]{ene de d6n£(cosﬂ+sen61)d6 1—Z
m

1.6 Ejemplo. Calcula jjf ) donde A es el recinto limitado inferiormente por el
A

\/m 'xy7

paraboloide z = x> +y? y superiormente por el plano z = 4.

A la derecha se ha representado el paraboloide cortado
por el plano z = 4. Observa que A es un conjunto de fi-
po I en R3. De hecho, como la proyeccién de A sobre el
plano XY es el disco, D((0,0),2). Por tanto, tenemos que
A={(x,y,2) : x> +y* <4, x> +y*> <z < 4}. En consecuen-
cia:

e Wy swa= I || e

dz | d(x,y) =

j ( e (4—(x2—|—y2))) d(x,y) =

0,0),
(pasando a coordenadas polares e integrando por partes para calcular una primitiva de p?eP)

2

7f [f 4—p pdp] d0 =2m [ (4e” —p%eP)dp = 4m(e? 1)

0

1.7 Ejemplo. Calcula la integral jjf e* d(x,y,z) donde
A

A={(x,y2)eR? : P +)? <2xz, K +y* <2x, 0< 2 <2}

Solucién. Observa que

A= {(x,y,z)€R3 x4 y? < 2x, X4y < 2xz, 0<z<2}
= {(x,y,z)€R3 =124y <1, (P 4y /20 <z < 2}
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Representando por D((1,0),1) el disco en R? de centro en (1,0) y radio 1, tenemos que:
A={(xy2)€R’: (x,y)D((1,0),1), (**+)")/2x<z<2}
Por tanto, A es un conjunto de tipo I en R3, por lo que

2

fffezd(x,y,2)= ﬂ f e“dz | d(x,y) = ﬂ (e* —exp ((* +»7)/2x)) d(x,y)
A D((1;

0),1) |(x2+y2)/2x D((1,0),1)

=e’n— fj exp ((** +y%)/2x) d(x,y)
D((1,0),1)

Donde hemos tenido en cuenta que jf d(x,y) = m (drea del circulo D((1,0),1)).
D((1,0).1)
Para calcular la dltima integral pasamos a coordenadas polares. Tenemos

((H)l)exp (2 42/25) ) = [[ pe xp (5= ) d(p.®)

Donde

B={(p,9)eR" x [-m,7]: (pcosV,psend) €D((1,0),1)} =
={(p,9)€RT x [-m,7]: (pcos® —1)* +p?sen’ B < 1} =
={(p,9)eR* x [-m, 7] : p < 2c08¥,—T/2 < B < m/2}

Por tanto B es una regién de tipo I, por lo que

/2 T2cos®
I oo (i) 901 = | | T oo (i) oo
/2 /2
_ f 4cos2Bdd =2 f (1+cos(29))dd = 27
—7/2 —m/2

Donde,integrando por partes, hemos calculado que eP/*(Ap —A2) es una primitiva de pe?/?, por lo

que jpep/k dp = A”. Naturalmente, A = 2cos . Concluimos finalmente que:
0
jjj e d(x,y,z) =e’n—2n= (e’ -2)n
A

Alternativamente, podemos calcular la integral integrando las dreas de secciones de altura fija.
Tenemos que
A={(xy2)€R: (x,y) €A(z), 0< 2 <2}

donde

AR) ={(x,y)€R*: (x—1)°+y* <1, (x—2)° +)* <2} =D((1,0),1)ND((z,0),z)
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Por tanto:
2 1
jjfez d(x,y,2) :j f d(x,y) | dz :f ff d(x,y) | dz +I ff e d(x,y) | dz =
A 0 [A(z) 0 ):2) D((1,0),1)

O%_

Zdz—i—JneZdz—n(e 2)+m(e?—e)=(e?—2)m
1
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