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Prólogo

Este libro, dirigido a estudiantes del Grado en Matemáticaso Física, es una introducción
al Análisis Funcional en el ambiente de los espacios de Banach. Es un texto esencialmente
autosuficiente en el que la teoría, con demostraciones incluidas, se desarrolla progresivamente
desde los conceptos más básicos hasta los resultados fundamentales de la teoría de los espacios
de Banach. Su lectura presupone conocimientos básicos de álgebra lineal, topología de espacios
métricos, cálculo diferencial y la integral de Lebesgue.

Nada hay original en estas notas, porque la materia que cubren es bien conocida hace
tiempo y puede encontrarse en muchos y muy buenos libros, algunos de los cuales se citan en
los comentarios bibliográficos que hay al final de cada capítulo. Mi motivación para escribirlas
ha sido proporcionar a mis estudiantes de la Universidad de Granada un texto que les libere de
tomar apuntes en clase para que puedan concentrarse en atender las explicaciones en la pizarra.
En un libro, como este, escrito para servir como texto de estudio, las demostraciones deben
cuidarse especialmente procurando que sean, además de claras, convincentes. El lector juzgará
si lo he conseguido. Es también indispensable incluir aplicaciones, ejemplos y contraejemplos,
que ayuden a entender los conceptos abstractos y a particularizar los resultados generales en
situaciones concretas. Algo de eso he tratado de hacer dentro de los límites que impone el
tiempo, más bien escaso, dedicado a esta materia en los actuales planes de estudio.

El Análisis Funcional nació en el primer tercio del siglo XX ysus orígenes están en los
trabajos de David Hilbert y Ivar Fredholm en ecuaciones integrales y teoría espectral de opera-
dores, los trabajos de Henri Lebesgue, Maurice Fréchet y Frigyes Riesz en teoría de la medida
y espacios abstractos, y los trabajos de Eduard Helly, Hans Hahn y Stefan Banach sobre la
teoría de dualidad. Todos estos trabajos aparecen entre losaños 1902 y 1932, fecha esta última
que, con la publicación del libro de Stefan BanachThéorie des opérations linéaires, es con-
siderada la fecha de nacimiento del Análisis Funcional comomateria de estudio por derecho
propio debido a su gran aplicabilidad a multitud de problemas en diversos campos.

En estos años que van de 1902 a 1932, los matemáticos descubrieron que problemas pro-
cedentes de diferentes campos compartían una serie de características comunes que permitían
abordarlos en un contexto unificado, aunque para ello era necesario omitir ciertos detalles no
esenciales. Naturalmente, esto condujo a un planteamientocada vez más abstracto de los pro-
blemas, a la consideración de espacios de funciones de diversos tipos y, finalmente, al naci-
miento de losespacios abstractosen los que hay una estructura algebraica que satisface ciertos
axiomas compatible con una topología, pero en los que no se especifica para nada la naturaleza
de sus elementos. Una clara ventaja de este punto de vista abstracto, es que los resultados ob-
tenidos pueden aplicarse en cualquier contexto que satisfaga los axiomas de la teoría. En este
curso estudiaremos con cierto detalle dos tipos de estos espacios abstractos: los espacios de

V



Prólogo VI

Banach y los espacios de Hilbert.

El libro consta de 10 capítulos y cada uno de ellos lleva una introducción en la que se
indican los objetivos del mismo y los principales resultados. Cada capítulo termina con una
amplia colección de ejercicios cuyo grado de dificultad he procurado mantener en un nivel
medio. No debes olvidar que la única forma de aprender matemáticas es hacer matemáticas, y
que, si bien las matemáticas expuestas con rigor son una ciencia deductiva sistemática, hacer
matemáticas es una ciencia “experimental” inductiva que seaprende resolviendo y planteando
problemas.

No quiero terminar este prólogo sin agradecer a mi compañero, el profesor Rafael Payá
Albert, sus excelentesApuntes de Análisis Funcionallos cuales he seguido muy de cerca en
parte de estas notas y que te recomiendo encarecidamente.

Granada, septiembre de 2019

https://www.ugr.es/~rpaya/cursosanteriores.htm


Capítulo 1

Espacios normados. Conceptos básicos

En este capítulo vamos a recordar algunos conceptos de espacios vectoriales y de espacios
métricos y normados que ya deben ser conocidos. Aprovechamos para fijar notación que vamos
a usar en adelante. También se incluye un resultado importante que caracteriza la complitud de
un espacio métrico (teorema1.5) y otro que caracteriza la complitud de un espacio normado
(teorema1.7). Nada más empezar, hace su aparición el Lema de Zorn que se usará en este curso
para probar algunos de los teoremas más importantes.

1.1. Espacios vectoriales. Subespacios. Lema de Zorn. Bases algebraicas

En todo lo que sigue vamos a considerar espacios vectorialesreales o complejos, así, en la
expresión “seaX un espacio vectorial sobreK” se entenderá queK=R oK=C. La estructura
de espacio vectorial se supone conocida, por lo que aquí voy alimitarme a recordar algunos
conceptos y a precisar la notación que vamos a usar.

Si A y B son subconjuntos de un espacio vectorialX y Γ ⊂K, se define:

A+B= {a+b : a∈A,b∈B} ; ΓB= {λb : λ∈Γ,b∈B}

Cuando los conjuntosA= {a} o Γ = {λ} sólo tienen un elemento, escribimosa+B o λB en
vez de{a}+B o {λ}B. Un subconjuntoM ⊂ X es un subespacio vectorial o, simplemente, un
subespaciodeX si KM+M ⊂ M.

Dado un subconjuntoA⊂ X representaremos por Lin(A) el más pequeño subespacio vec-
torial deX que contiene aA, que se llama elsubespacio de X generadopor A. Es claro que
Lin(A) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos deA, esto es:

Lin(A) =

{
n

∑
k=1

λkak : n∈N, λk∈K, ak∈A (16 k6 n)

}

Se dice queA es un conjunto osistema de generadoresde X, si Lin(A) = X. Se dice que
A es un conjunto de vectores linealmente independientes si para todox∈A se verifica que
x /∈ Lin(A\{x}), equivalentemente, el vector 0 no puede expresarse como combinación lineal
de elementos deA con algún coeficienteλk 6= 0. Un sistema de generadores deX formado por
vectores linealmente independientes se llama unabase algebraicao, simplemente, unabasede

1



Espacios vectoriales. Subespacios. Lema de Zorn. Bases algebraicas 2

X1. Se verifica que todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo número cardinal,
finito o infinito, que se llama ladimensión(algebraica) del espacio. El prototipo de espacio
vectorial de dimensiónN esKN. El espacio de las funciones polinómicas (reales o complejas)
tiene dimensión infinita numerable, es decir, su dimensión es χ0, el cardinal de los naturales.

Los espacio vectoriales que interesan en Análisis Funcional son espacios de funciones que,
salvo excepciones, no tienen dimensión finita, es decir, no tienen sistemas finitos de generado-
res. La existencia de bases en tales espacios no es evidente ydepende de un resultado conocido
comoLema de Zorn que en este curso tendrá gran importancia.

Una relación binaria4 en un conjuntoA se dice que es unarelación de orden parcial si
para todosa,b,c enA se verifican las propiedades siguientes.

• Reflexiva.a4 a.

• Antisimétrica. Sia4 b y b4 a, entoncesa= b.

• Transitiva. Sia4 b y b4 c entoncesa4 c.

SeaA un conjunto con unarelación de orden parcial4. Un conjunto no vacíoC ⊂A que
está totalmente ordenado, es decir, que para dos elementos cualesquierax,y enC se verifica
quex4 y o y4 x, se dice que es unacadenaenA. Se dice quea∈A es un elementomaximal
si no hay ningún elemento enA que sea mayor quea, es decir, sib∈A y a4 b, entoncesa= b.

1.1. Lema de Zorn.SeaA un conjunto parcialmente ordenado en el cual toda cadena tiene
una cota superior, entoncesA tiene algún elemento maximal.

Es inmediato que todo conjunto finito no vacío y totalmente ordenado tiene máximo, en
consecuencia, la hipótesis del Lema de Zorn la verifica todo conjunto finito no vacío parcial-
mente ordenado.

El nombre “lema” se conserva por razones históricas. De hecho, en la teoría de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel, el lema de Zorn puede deducirse delaxioma de elección, que afirma que
dada una familia de conjuntos no vacíos{Ai : i∈ I}, existe una funciónϕ : I →

⋃

i∈I

Ai tal que

ϕ(i)∈Ai para todoi∈ I . Y recíprocamente, este axioma puede deducirse del lema de Zorn. Por
tanto, en la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, el lema de Zorn puede considerarse como
un axioma equivalente al axioma de elección. La demostración del siguiente resultado es un
ejemplo típico de aplicación del lema de Zorn.

1.2 Proposición.Si X es un espacio vectorial y S es un subconjunto de X formado por vectores
linealmente independientes, entonces existe una base de X que contiene a S. En particular, todo
espacio vectorial X6= {0} tiene una base.

Demostración.Consideremos la familiaF de todos los subconjuntos de vectores linealmente
independientes deX que contienen aSparcialmente ordenada por inclusión, y seaC una cadena
enF. SeaA=∪C la unión de todos los elementos deC, y seaF ⊂Aun conjunto finito. Para cada
x∈F seaAx∈C tal quex∈Ax. ComoC es una cadena, es claro que{Ax : x∈F} es una cadena
finita, luego es un conjunto finito totalmente ordenado, por lo que tiene máximo. Es decir, existe
un z∈F tal queAx ⊂ Az para todox∈F. LuegoF ⊂ Az lo que, por serAz∈F, implica queF

1Es frecuente llamarbases de Hamela las bases algebraicas



Normas en un espacio vectorial. Topología de la norma 3

es un conjunto linealmente independiente. Puesto que, claramenteS⊂ A, tenemos queA∈F,
y como claramenteA es un mayorante deC, el lema de Zorn asegura la existencia de algún
elemento maximalB∈F. Dicho elemento maximal es claramente una base deX que contiene
a S. 2

Las bases algebraicas son poco útiles en Análisis Funcional, entre otras razones porque,
salvo unos pocos casos en que la dimensión es infinita numerable, no se conocen bases. Ade-
más, como veremos más adelante, la mayoría de los espacio vectoriales de interés en Análisis
Funcional tienen dimensión infinita no numerable.

1.2. Normas en un espacio vectorial. Topología de la norma

Un espacio vectorial es un objeto algebraico. Los espacio vectoriales que nos interesan en
este curso están provistos de una norma, lo que permite definir en ellos una topología y, conse-
cuentemente, procesos de convergencia, límites y continuidad típicos del Análisis Matemático.

Dado un espacio vectorialX sobreK, unanorma enX es una aplicación‖ ‖ : X →R+
o que

verifica las siguientes propiedades:

i) ‖x‖= 0⇐⇒ x= 0.

ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todoλ∈K y todox∈X.

iii) ‖x+y‖6 ‖x‖+‖y‖ para todosx,y∈X.

El par ordenado(X,‖ ‖) se llama unespacio normado. Cuando solamente se verifican las
propiedades ii) y iii) se dice que‖ ‖ es unaseminormaenX.

Naturalmente, sobre un mismo espacio vectorial pueden considerarse distintas normas, ca-
da una de ellas da lugar a un espacio normado diferente. Para tener en cuenta este hecho se
dice que un espacio normado es un par ordenado(X,‖ ‖) formado por un espacio vectorialX
y una norma. No obstante, con frecuencia se dice simplemente“seaX un espacio normado” y
se sobreentiende queX es un espacio vectorial en el que está definida una norma concreta.

Dado un espacio normado,(X,‖ ‖), la aplicación d :X×X → R+
o dada por:

d(x,y) = ‖x−y‖ (x,y∈X)

es una distancia enX que se llamadistancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico con la distancia aso-
ciada a su norma.

Como en todo espacio métrico, una sucesión{xn} converge ax∈X si {‖xn−x‖} → 0. Y
se dice que{xn} es de Cauchy si para todoε > 0 existe unmε∈N tal que para todosp> mε,
q> mε se verifica que‖xp−xq‖ < ε. Cuando toda sucesión de Cauchy es convergente se dice
que la norma escompletay queX es un espacio normado completo o unespacio de Banach.

En todo espacio normadoX, dadosa∈X y r > 0, representamos porB(a, r) la bola abierta
de centroa y radio r:

B(a, r) = {x∈X : ‖x−a‖< r}
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Un conjuntoA⊂ X esabiertoen el espacio normado(X,‖ ‖) si para cada puntox∈A hay un
númerorx > 0 tal queB(x, rx) ⊂ A. Por convenio, el conjunto vacío, Ø, se considera abierto.
Es inmediato comprobar que las bolas abiertas son conjuntosabiertos y que un conjunto es
abierto si, y sólo si, es unión de bolas abiertas. Un conjuntose dice que escerradocuando su
complementario es abierto. Dadosa∈X y r > 0, representamos porB(a, r) la bola cerrada de
centroa y radior:

B(a, r) = {x∈X : ‖x−a‖6 r}
Es fácil comprobar que las bolas cerradas son conjuntos cerrados. A veces, cuando en un mis-
mo contexto se consideran varios espacios normados, usaremos la notaciónBX(a, r) o BX(a, r)
para representar las bolas en el espacio normadoX. Así mismo, cuando en un mismo espa-
cio vectorial se consideran dos normas‖ ‖ y ||| |||, indicaremos porB‖ ‖(a, r) y B||| |||(a, r) las
respectivas bolas en cada norma.

En todo espacio normadoX representaremos porBX = B(0,1) la bola cerrada unidad,
UX = B(0,1) la bola abierta unidad y SX = {x∈X : ‖x‖ = 1} la esfera unidaddeX. Con ello
tenemos queB(a, r) = a+ rUX, B(a, r) = a+ rBX.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio topológico con la topología
definida por la distancia asociada a su norma. Dicha topología se llama topología de la norma.

Si (X,d) es un espacio métrico yA⊂ X un conjunto no vacío, se dice queA está acotado
si el conjunto{d(x,y) : x,y∈A} está mayorado, en cuyo caso se define el diámetro deA por

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y∈A}

Representaremos porA la adherencia del conjuntoA. Es fácil probar que diam(A) = diam(A).

En el caso particular de queX sea un espacio normado, es fácil comprobar que conjunto
A⊂ X está acotado si, y sólo si, existeM > 0 tal que‖x‖6 M para todox∈A.

1.3 Proposición.Sean‖·‖ y |||·||| dos normas en un espacio vectorial X, y seanT‖ ‖ y T||| ||| las
respectivas topologías. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T‖ ‖ ⊂ T||| |||.

b) Existeβ > 0 tal que‖x‖ 6 β|||x||| para todo x∈X.

Demostración. a) =⇒ b). La hipótesis implica queB‖ ‖(0,1)∈T||| |||, por lo que exister > 0 tal
queB||| |||(0, r) ⊂ B‖ ‖(0,1), y por tanto para todox 6= 0 se tiene que

∥∥∥∥
r
2

x
|||x|||

∥∥∥∥6 1=⇒‖x‖6 2
r
|||x|||

y basta ponerβ = 2/r.

b) =⇒ a). La hipótesis implica queB||| |||
(
a, r

β
)
⊂ B‖ ‖(a, r). Si A∈T‖ ‖ se tiene que

A=
⋃

a∈A

B‖ ‖(a, ra)⊃
⋃

a∈A

B||| |||
(
a, ra

β
)
⊃ A

LuegoA=
⋃

a∈A

B||| |||
(
a, ra

β
)

por tantoA∈T||| |||. 2
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Dos normas‖ ‖ y ||| |||, en un espacio vectorialX, son equivalentescuando definen la
misma topología. Se deduce del anterior resultado que ello es equivalente a que existan números
m> 0, M > 0 verificándose que:

m‖x‖6 |||x||| 6 M‖x‖ (x∈X)

Como consecuencia inmediata obtenemos quedos normas equivalentes dan lugar a los mismos
conjuntos acotados y a las mismas sucesiones de Cauchyy, por supuesto, tienen las mismas
sucesiones convergentes. Por tanto,cualquier norma equivalente a una norma completa
también es completa.

Dados(X,‖ . ‖1) e (Y,‖ . ‖2) espacios normados sobreK, en el espacio vectorial producto
X×Y se define una norma por

‖(x,y)‖ = máx{‖x‖1,‖y‖2}

Observa queBX×Y((a,b), r) = BX(a, r)×BY(b, r), por lo que la topología de dicha norma es la
topología producto enX×Y.

En todo espacio normado,X, se verifica quela aplicación suma, (x,y)→ x+y, deX×X enX,
y la aplicación producto por escalares, (λ,x)→ λx, deK×X enX, son continuasconsiderando
en cada caso la respectiva topología producto.

En efecto, si{(xn,yn)} → (x,y) en el espacio normado productoX×X, entonces se tiene
que{xn}→ x y {yn} → y, y

‖(xn+yn)− (x+y)‖6 ‖xn−x‖+‖yn−y‖→ 0

lo que prueba que la suma es continua.

Si ahora{(λn,xn)} → (λ,x) en el espacio normado productoK×X, entonces{λn} → λ y
{xn}→ x, por lo que, en particular,{λn} está acotada, y deducimos que

‖λnxn−λx‖= ‖λnxn−λnx+λnx−λx‖6 |λn|‖xn−x‖+ |λn−λ|‖x‖ → 0

lo que prueba que el producto por escalares es continuo.

En consecuencia,las traslaciones, x 7→ a+x, y las homotecias2, x 7→ λx, (λ 6= 0) son ho-
meomorfismos de X.

Consecuencia importante de la continuidad de la suma y del producto por escalares es
que el cierre topológico, es decir, la adherencia, de un subespacio vectorial de un espacio
normado también es un subespacio vectorial.Pues siM es un subespacio deX, y λ∈K es
un escalar fijo, como la aplicaciónS : X ×X → X definida porS(x,y) = λx+ y es continua,
y M es un subespacio, se tiene queS(M ×M) = λM +M ⊂ M, y recordando que para toda
función continua se verifica que la imagen de la adherencia deun conjunto está contenida en la
adherencia de la imagen del conjunto, obtenemos

S(M×M) = S(M×M )⊂ S(M×M)⊂ M

Lo que prueba queλM+M ⊂ M. Como esto es válido para todoλ∈K, deducimos queM es
un subespacio.

2Realmente habría que llamarlassemejanzas.
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Si A es un subconjunto no vacío de un espacio normadoX, representaremos porLin(A) el
más pequeño subespacio cerrado deX que contiene aA. Es claro queLin(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorialM de un espacio normadoX se considera como espacio normado
con la restricción aM de la norma deX. Si M es completo entonces es cerrado en X y, si
el espacio normado X es de Banach, todo subespacio vectorialcerrado de X también es de
Banach.

Un resultado, que demostraremos más adelante, es quetodo espacio normado X puede
verse como subespacio denso de un espacio de Banach, X̂, sucompletación.

El segmento que une dos puntosx,y de un espacio normadoX es el conjunto

[x,y] = {(1− t)x+ ty : 06 t 6 1}

Se dice que un conjuntoC ⊂ X esconvexosi contiene el segmento que une dos cualesquiera
de sus puntos. Laenvolvente convexade un conjunto no vacíoA⊂ X se define como el más
pequeño conjunto convexo que contiene aA y se representa por co(A). Se define laenvolvente
convexo cerradadeA como el más pequeño conjunto convexo y cerrado que contiene aA y se
representa porco(A).

En la siguiente proposición se recogen algunos resultados que serán de uso frecuente en
todo este curso.

1.4 Proposición.Sea A un subconjunto no vacío de un espacio normado X. Para todo x∈X se
define

dist(x,A) = ı́nf{‖x−a‖ : a∈A}
Se verifica que:

1. |dist(x,A)−dist(y,A)|6 ‖x−y‖.

2. dist(x,A) = dist(x,A), y x∈A si, y sólo si,dist(x,A) = 0.

3. dist(λx,λA) = |λ|dist(x,A), y dist(x+y,A+B)6 dist(x,A)+dist(y,B). En particular, si
A es un subespacio vectorial de X la aplicación x7→ dist(x,A) es una seminorma en X.

4. Si M es un subespacio vectorial de X y z−x∈M entoncesdist(x,M) = dist(z,M)

5. Si M es un subespacio vectorial cerrado de X, definiendo‖x+M‖= dist(x,M) se obtiene
una norma en el espacio vectorial cociente X/M.

Demostración. 1) Para todoa∈A tenemos que dist(x,A) 6 ‖x−a‖ 6 ‖x− y‖+ ‖y−a‖, por
lo que, dist(x,A)−‖x−y‖ 6 ‖y−a‖, lo que, por la definición de extremo inferior, implica que
dist(x,A)−‖x−y‖6 dist(y,A), o sea, dist(x,A)−dist(y,A)6 ‖x−y‖. Intercambiando ahorax
e y obtenemos|dist(x,A)−dist(y,A)|6 ‖x−y‖.

2) Sia∈A se tiene quea= ĺım{an} conan∈A, por lo que‖x−a‖ = ĺım‖x−an‖> dist(x,A).
Como esto es cierto para todoa∈A, deducimos que dist(x,A)> dist(x,A), pero la desigualdad
contraria es evidente ya queA⊂ A, luego dist(x,A) = dist(x,A).

x∈A⇐⇒∀ε > 0 B(x,ε)∩A 6= Ø⇐⇒∀ε > 0 dist(x,A)< ε ⇐⇒ dist(x,A) = 0
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3) Seaλ 6= 0. Para todoa∈A se tiene|λ|dist(x,A)6 |λ|‖x−a‖= ‖λx−λa‖, lo que, por la de-
finición de extremo inferior, implica que|λ|dist(x,A) 6 dist(λx,λA). Esta misma desigualdad,
cambiandoλ por 1/λ, x por λx y A por λA, nos dice que1

|λ| dist(λx,λA) 6 dist(x,A), esto es,
dist(λx,λA)6 |λ|dist(x,A). Por tanto dist(λx,λA) = |λ|dist(x,A).

Por otra parte, dist(x+ y,A+B) 6 ‖x+ y− (a+ b)‖ 6 ‖x− a‖+ ‖y− b‖, y basta tomar
ínfimos ena∈A y enb∈B para obtener que dist(x+y,A+B)6 dist(x,A)+dist(y,B).

4) SiM es un subespacio vectorial, yz−x∈M la aplicaciónm 7→m+(x−z) es una biyección de
M sobreM por lo que{‖x−m‖ : m∈M}= {‖x− (m+(x−z))‖ : m∈M}= {‖z−m‖ : m∈M}.

5) Es consecuencia directa de lo ya visto. 2

El siguiente es un importante criterio de complitud para espacios métricos que, como es
natural, se aplica también para espacios normados.

1.5 Teorema(Criterio de complitud de Cantor). Un espacio métrico(X,d) es completo si,
y sólo si, para toda sucesión{Fn} de conjuntos cerrados no vacíos de X tales que Fn+1 ⊂ Fn

para todo n∈N, y ĺım{diam(Fn)}= 0, se verifica que
⋂

n∈N
Fn 6= Ø.

Demostración. Supongamos queX sea completo y sea{Fn} como en el enunciado del teorema.
Para cadan∈N seaxn∈Fn. Para todosp> n, q> n, se tiene que d(xp,xq)6 diam(Fn), lo que
implica que{xn} es una sucesión de Cauchy, y, por serX completo, se tiene que{xn}→ x∈X.
Como para cadak∈N la sucesión parcial{xn+k}n∈N converge ax y todos sus términos están en
Fk que es cerrado, deducimos quex∈Fk, luegox∈

⋂

n∈N
Fn y, por tanto,

⋂

n∈N
Fn 6= Ø.

Recíprocamente, supongamos que se cumple la condición del enunciado y sea{xn} una
sucesión de Cauchy. Para cadan∈N definimosFn = {xk : k> n}. La sucesión{Fn} así defi-
nida cumple las condiciones del enunciado ya que es una sucesión decreciente de cerrados no
vacíos y diam(Fn) → 0 por ser la sucesión de Cauchy. Luego existe unx∈

⋂

n∈N
Fn. Puesto que

d(xn,x)6 diam(Fn) concluimos que{xn} → x. 2

1.3. Series en un espacio normado

Sea(X,‖.‖) un espacio normado. Dada una sucesión{an} de elementos deX podemos

formar otra sucesión

{
n

∑
k=1

ak

}

n∈N
que se obtiene sumandoconsecutivamentelos términos de

{an}. Dicha sucesión se representa por∑
n>1

an y se llamaserie de término general an. Concre-

tamente,∑
n>1

an, es la aplicación deN enX dada porn 7→
n

∑
k=1

ak para todon∈N. Las series son

sucesiones por lo que es innecesario especificar lo que significa que una serie es convergente.

El límite de una serie convergente∑
n>1

an se representa por
∞

∑
n=1

an y se llamasumade la serie.
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Cuando la serie∑
n>1

aσ(n) converge para cualquier permutaciónσ del conjunto de los núme-

ros naturales, decimos que la serie∑
n>1

an es incondicionalmenteo conmutativamente con-

vergente; se puede demostrar que, en tal caso, la suma
∞

∑
n=1

aσ(n) es la misma cualquiera sea la

permutaciónσ. Finalmente, decimos que la serie∑
n>1

an esabsolutamente convergentecuando

la serie numérica∑
n>1

‖an‖ es convergente.

El siguiente resultado tiene interés por sí mismo.

1.6 Proposición.Sea{xn} una sucesión de Cauchy en un espacio normado X. Entonces existe

una sucesión parcial
{

xσ(k)
}
= {yk} que verifica que‖yk+1−yk‖6

1
2k para todo k∈N.

Demostración. Para cadak∈N sea

Ak =

{
n∈N : ‖xp−xq‖<

1
2k

para todosp> n,q> n

}

Se verifica queAk 6= Ø, Ak+1 ⊂ Ak, y si n∈Ak entonces para todom> n también esm∈Ak. Por
tanto los conjuntosAk son infinitos. Definimosσ : N→ N por

σ(1) = mı́n(A1), σ(k+1) = mı́n{n∈Ak+1 : n> σ(k)}

Con elloσ es estrictamente creciente y poniendoyk = xσ(k) se tiene que‖yk+1−yk‖6
1
2k . 2

Con cierta frecuencia se usa el siguiente criterio de complitud.

1.7 Proposición. Un espacio normado, X, es un espacio de Banach si, y sólo si, toda serie
absolutamente convergente es convergente.

Demostración. SiX es un espacio de Banach y∑n>1xn es una serie absolutamente convergente,
entonces de la desigualdad ∥∥∥∥

m

∑
k=n

xk

∥∥∥∥6
m

∑
k=n

‖xk‖

se deduce que la serie∑n>1xn cumple la condición de Cauchy y, por tanto, es convergente.

Recíprocamente, si toda serie absolutamente convergente es convergente, entonces si{xn}
es una sucesión de Cauchy, sabemos, por la proposición anterior, que hay una sucesión parcial
{xσ(n)} tal que la serie∑

n>1

‖xσ(n+1)−xσ(n)‖ es convergente, por lo que también será convergente

la serie

∑
n>1

(
xσ(n+1)−xσ(n)

)
=

{
n

∑
k=1

(
xσ(k+1)−xσ(n)

)
}

=
{

xσ(n+1)−xσ(1)
}

es decir, la sucesión parcial{xσ(n)} es convergente, pero entonces{xn} también es convergen-
te. 2
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Puesto que una serie convergente de términos positivos es siempre incondicionalmente con-
vergente, deducimos que, en cualquier espacio de Banach, toda serie absolutamente convergen-
te es, de hecho, incondicionalmente convergente. Así pues,siempre en un espacio de Banach,
la relación entre los distintos tipos de convergencia es la siguiente:

convergencia absoluta =⇒ convergencia incondicional =⇒ convergencia

Sabemos que enK la convergencia incondicional equivale a la absoluta. Enseguida veremos
ejemplos de series incondicionalmente convergentes en espacios de Banach, que no son abso-
lutamente convergentes.

Bibliografía. Cualquier libro de Análisis Funcional contiene todo lo tratado en este capítulo.
Cabe destacar entre ellos los textos de Fabian et alii [5], Rynne-Youngson [12], Eidelman et
alii [4], Bowers-Kalton [1], Megginson [10], Kreyszig [7], en todos ellos se proponen gran
cantidad de ejercicios con sugerencias para su solución o soluciones explícitas de muchos de
ellos.

1.4. Ejercicios

1. a) Prueba que todo conjunto finito no vacío parcialmente ordenado tiene algún elemento
maximal.

b) Da un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que no tenga máximo y que
tenga un único elemento maximal.

c) Prueba que en todo anillo con unidad existen ideales propios maximales.

2. Prueba que en todo espacio normado(X,‖ ‖) se verifica la desigualdad:

∣∣‖x−y‖−‖z−u‖
∣∣6 ‖x−z‖+‖y−u‖

Deduce que

∣∣‖x−z‖−‖z−y‖
∣∣6 ‖x−y‖,

∣∣‖x‖−‖y‖
∣∣ 6 ‖x±y‖

Interpreta geométricamente los resultados obtenidos y deduce que la norma‖ ‖ :X →R
es una aplicación continua.

3. Sean{xn}, {yn} sucesiones de Cauchy en un espacio normado. Prueba que la sucesión
{‖xn−yn‖} es convergente.

4. SeaX un espacio normado. Prueba que
∥∥∥∥

x
‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥∥6
2‖x−y‖

máx{‖x‖,‖y‖} (x,y∈X \{0})

Deduce que si{xn} es una sucesión de Cauchy de elementos no nulos deX que no

converge a cero, entonces la sucesión

{
xn

‖xn‖

}
también es de Cauchy.
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5. Sea(X‖ ‖) un espacio normado. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existen vectores linealmente independientes,x,y∈X tales que‖x+y‖= ‖x‖+‖y‖.

b) Existen vectores linealmente independientes,u,v∈SX , tales que

∥∥∥∥
u+v

2

∥∥∥∥= 1.

c) Existen vectoresu,v∈SX , conu 6= v, tales que el segmento[u,v] está contenido enSX .

Deduce de lo anterior que si la esferaSX no contiene segmentos no reducidos a un punto,
y x,y son vectores no nulos tales que‖x+y‖= ‖x‖+‖y‖, entoncesx= λy conλ > 0.

6. SeaX un espacio normado,x,y∈X, y r > 0,s> 0. Prueba que:

a)B(x, r)∩B(y,s) 6= Ø ⇐⇒ ‖x−y‖6 r +s.

b) B(x, r)∩B(y,s) 6= Ø ⇐⇒ ‖x−y‖< r +s.

c) B(x, r) ⊂ B(y,s) ⇐⇒ ‖x−y‖6 s− r.

7. Prueba que si{Bn} es una sucesión decreciente de bolas en un espacio normadoX,
entonces los radios de dichas bolas son una sucesión decreciente y los centros de dichas
bolas son una sucesión de Cauchy. Deduce que siX es un espacio de Banach y las bolas
son cerradas, su intersección no es vacía.

8. Prueba que en todo espacio normado se verifica que:

a) La adherencia de una bola abierta es la correspondiente bola cerrada.

b) El interior de una bola cerrada es la correspondiente bolaabierta.

c) El diámetro de una bola es igual al doble de su radio.

9. SeaX un espacio normado yA, B subconjuntos no vacíos deX. Prueba que:

a) SiA es abierto, entoncesA+B es abierto.

b) SiA es cerrado yB es compacto, entoncesA+B es cerrado.

Da un ejemplo de dos conjuntos cerrados en un espacio normadocuya suma no sea un
conjunto cerrado.

10. SeaX un espacio normado yM un subespacio vectorial deX. Prueba que si el interior
deM no es vacío entoncesM = X.

11. Sean‖·‖ y |||·||| dos normas en un espacio vectorialX. Prueba que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

a) Las dos normas son equivalentes.

b) La esfera unidad para cada una de las normas es un conjunto acotado para la otra
norma.

c) Las dos normas tienen los mismos conjuntos acotados.

d) Las dos normas tienen las mismas sucesiones de Cauchy.

e) Las dos normas tienen las mismas sucesiones convergentes

12. Prueba que la adherencia de un conjunto convexo en un espacio normado también es
un conjunto convexo. Deduce que siX es un espacio normado yA⊂ X un conjunto no
vacío, se verifica queco(A) = co(A).
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13. SeaX un espacio vectorial yp : X → R una aplicación que verifica

a) p(x) > 0 y p(x) = 0⇔ x= 0.

b) p(λx) = |λ|p(x) para todosx∈X, λ∈K.

Prueba quep es una norma si, y sólo si, el conjunto{x∈X : p(x)6 1} es convexo.

14. SeaX un espacio vectorial yA un subconjunto no vacío deX. Una combinación convexa

de elementos deA es cualquier suma de la forma
n

∑
k=1

λkxk, donden∈N, y para 16 k6 n,

xk∈A, λk > 0, y
n

∑
k=1

λk = 1.

a) Prueba que todo conjunto convexo contiene a las combinaciones convexas de sus ele-
mentos.

b) Prueba que co(A) es el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos
deA.

15. Sea{An} una sucesión de conjuntos no vacíos en un espacio métrico(X,d) y seaA =⋃∞
n=1An. Prueba que para cadax∈X se verifica que dist(x,A) = ı́nf{dist(x,An)}.

16. SeaX un espacio normado yA⊂ X. Prueba queA=
⋂

n∈N
(A+B(0,1/n)).

17. SeaA un subconjunto no vacío de un espacio normadoX. Prueba que

A+B(0,1) = {x∈X : dist(x,A) < 1} ; A+B(0,1) ⊂ {x∈X : dist(x,A) 6 1}

Da un ejemplo en que la segunda inclusión sea estricta.

18. SeaK un compacto no vacío en un espacio normado. Prueba que existen puntosa,b∈K
tales que‖a−b‖= diam(K).

19. Sea{Kn} una sucesión decreciente de compactos no vacíos en en un espacio normado y
seaK =

⋂

n∈N
Kn. Prueba queK 6= Ø y diam(K) = ĺım

n→∞
diam(Kn).



Capítulo 2

Ejemplos de espacios normados

En este capítulo vamos a presentar un repertorio suficientemente amplio de espacios nor-
mados que permita hacerse una idea de la variedad de campos a los que puede aplicarse la
teoría de espacios de Banach. Los elementos de estos espacios serán funciones de diversos ti-
pos o sucesiones, que, no lo olvides, también son funciones.Es fundamental aprender a ver las
funciones como puntos de un espacio y para ello hay que distinguir cuidadosamente una fun-
ción, f , de sus valores,f (x), porque lo habitual es que la función esté en un espacio normado
en el que‖ f‖ tenga un significado, yf (x) esté en otro espacio con su norma que, en el caso
del cuerpo base, será el módulo o valor absoluto, y por tanto‖ f (x)‖ o | f (x)| puede tener un
significado muy distinto de‖ f‖. Esto es algo que hay hacer permanentemente en este curso:
distinguir una función de los valores que toma.

Una parte esencial del trabajo que debes hacer en esta asignatura es particularizar correcta-
mente los conceptos generales a casos concretos. Así, en cada ejemplo de espacio normado, el
concepto de convergencia tiene un particular significado, diferente en cada caso, que depende
de la naturaleza concreta de los elementos del espacio y de lanorma definida. Los ejemplos
de espacios normados que vamos a ver te permitirán apreciar la diversidad de significados que
puede tener el concepto abstracto de convergencia de una sucesión.

Como ya debes saber, la operación más frecuente en Análisis Matemático, es la de acotar
una cantidad; eso es lo que habitualmente hacemos cuando estudiamos procesos de convergen-
cia o de continuidad. Como no hay reglas generales para haceracotaciones, cualquier resultado
que pueda ayudarnos es importante. Pues bien, para esa tareade acotar, las desigualdades de
Young, Hölder y Minkowskison muy eficaces y serán de uso frecuente en este curso.

Termina este capítulo con elteorema del punto fijo de Banach, un resultado de gran utilidad
del cual veremos alguna de sus muchas aplicaciones.

2.1. Desigualdades de Young, Hölder y Minkowski.

2.1. Desigualdad de Young.Sean p,q números reales positivos tales que
1
p
+

1
q
= 1, entonces

12
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para todos a,b∈R+
o se verifica que:

ab6
ap

p
+

bq

q
(2.1)

Y la igualdad se da si, y sólo si, ap = bq.

Demostración.Consideremos la funciónϕ:R+
o →R dada porϕ(a) =

ap

p
+

bq

q
−ab. Se prueba

fácilmente queϕ ′(a) = 0⇔ a= b
q
p y que en dicho punto la funciónϕ tiene un mínimo absoluto

estricto que es igual a 0. 2

Dado un número realp > 1, definimos suexponente conjugadoq∈R+ por la igualdad
1
p
+

1
q
= 1. Observa queq> 1 y que la relación entrep y q es simétrica.

2.2. Desigualdad de Hölder.Sean p,q∈R+ tales que
1
p
+

1
q
= 1, entonces para todo N∈N y

para todos ak,bk∈R+
o (16 k6 N), se verifica que:

N

∑
k=1

akbk 6

(
N

∑
k=1

ap
k

)1
p
(

N

∑
k=1

bq
k

)1
q

(2.2)

Y la igualdad se da si, y sólo si, todos los ak o todos los bk son nulos, o si hay unλ > 0 tal que
ap

k = λbq
k para 16 k6 N.

Demostración.PongamosA=
(
∑N

k=1 ap
k

)1
p , B=

(
∑N

k=1 bq
k

)1
q , y supongamos queA> 0 y B> 0

porque en otro caso no hay nada que probar. Aplicando la desigualdad de Young a los núme-
ros ck =

ak
A y dk =

bk
B parak = 1,2, . . . ,N, y sumando las desigualdades obtenidas se obtiene

la desigualdad del enunciado. La igualdad se da si, y sólo si,todas lasN desigualdades son
igualdades, es decir cuandoap

k = λbq
k, dondeλ = Ap

Bq . 2

2.3. Desigualdad de Minkowski.Para todos p> 1, N∈N y ak,bk∈R+
o , 16 k6 N, se verifica

que:
(

N

∑
k=1

(ak+bk)
p

)1
p

6

(
N

∑
k=1

ap
k

)1
p

+

(
N

∑
k=1

bp
k

)1
p

(2.3)

Y la igualdad se da si, y sólo si, todos los ak o todos los bk son nulos, o si hay unλ > 0 tal que
ak = λbk para 16 k6 N.

Demostración.Supongamos que no todos losak o todos losbk son nulos, y seaq el exponente
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conjugado dep. Tenemos que:

N

∑
k=1

(ak+bk)
p =

N

∑
k=1

ak(ak+bk)
p−1+

N

∑
k=1

bk(ak+bk)
p−1 6

(aplicando la desigualdad de Hölder a cada suma, teniendo encuenta

queq(p−1) = p y sacando factor común)

6



(

N

∑
k=1

ap
k

)1
p

+

(
N

∑
k=1

bp
k

)1
p



(

N

∑
k=1

(ak+bk)
p

)1
q

De donde se sigue la desigualdad del enunciado. La igualdad se da si, y sólo si, se da la igualdad
en las dos desigualdades de Hölder que hemos aplicado, es decir, cuandoap

k = α(ak +bk)
p y

bp
k = β(ak + bk)

p, para 16 k 6 N, con α > 0 y β > 0, lo que equivale a queak = λbk para
16 k6 N, conλ > 0. 2

2.2. Normas enKN

Definiendo parax = (x(1),x(2), . . . ,x(N)), y = (y(1),y(2), . . . ,y(N)) en KN y λ∈K las
operaciones

x+y= (x(1)+y(1),x(2)+y(2), . . . ,x(N)+y(N)), λx= (λx(1),λx(2), . . . ,λx(N))

tenemos queKN es un espacio vectorial. Notaremos por e1,e2, . . . ,eN los vectores de la base
usual definidos por ej(k) = 0 si k 6= j y ej( j) = 1.

Para cadap> 1y parax= (x(1),x(2), . . . ,x(N))∈KN se define

‖x‖p =

(
N

∑
k=1

|x(k)|p
)1

p

Y también definimos
‖x‖∞ = máx{|x(k)| : 16 k6 N} .

Es muy fácil probar que‖ ‖∞ es una norma. También es inmediato que‖x‖p = 0 ⇔ x = 0 y
‖λx‖p = |λ|‖x‖p. La desigualdad triangular para‖ ‖p, en el casop= 1 es inmediata, y para
p> 1 es consecuencia de la desigualdad de Minkowski.

‖x+y‖p =

(
N

∑
k=1

|x(k)+y(k)|p
)1

p (1)
6

(
N

∑
k=1

(
|x(k)|+ |y(k)|

)p

)1
p

6

(2)
6

(
N

∑
k=1

|x(k)|p
)1

p

+

(
N

∑
k=1

|y(k)|p
)1

p

= ‖x‖p+‖y‖p

La igualdad‖x+y‖p = ‖x‖p+‖y‖p se da si, y sólo si, se da la igualdad en (2) lo que, según
sabemos, equivale a que|x(k)|= λ|y(k)| parak= 1,2, . . . ,N, dondeλ > 0, y también se da la
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igualdad en (1), esto es,|x(k)+y(k)| = |x(k)|+ |y(k)|, lo que equivale a que los númerosx(k)
ey(k) estén en una misma semirrecta y, como o bien ambos son nulos o ninguno es nulo, debe
verificarse quex(k) = αky(k) parak= 1,2, . . . ,N, dondeαk > 0. Tomando módulos deducimos
queαk = λ, y concluimos quex= λy conλ > 0.

De la desigualdad de Hölder deducimos que

N

∑
k=1

|x(k)||y(k)|6
(

N

∑
k=1

|x(k)|p
)1

p
(

N

∑
k=1

|y(k)|q
)1

q

(x,y∈KN,
1
p
+

1
q
= 1) (2.4)

Y, supuesto quex 6= 0 ey 6= 0, la igualdad se da si, y sólo si hay unλ> 0 tal que|x(k)|p = λ|y(k)|q
para 16 k6 N (de hechoλ =

‖x‖p
p

‖y‖q
q
).

En el caso en quep= q= 2 deducimos también ladesigualdad de Cauchy-Schwarz:

∣∣∣∣∣
N

∑
k=1

x(k)y(k)

∣∣∣∣∣6
(

N

∑
k=1

|x(k)|2
)1

2
(

N

∑
k=1

|y(k)|2
)1

2

(2.5)

Si parax,y∈KN convenimos en representar porxy el vector deKN cuyas coordenadas son
(xy)(k) = x(k)y(k), 16 k6 N, entonces podemos escribir la desigualdad (2.4) en la forma

‖xy‖1 6 ‖x‖p‖y‖q

Si adoptamos el convenio de queq= ∞ cuandop= 1 y q= 1 cuandop= ∞, esta desigualdad
también es cierta parap= 1,∞.

Todas las normas que acabamos de definir enKN son equivalentes, pues es evidente que
‖x‖∞ 6 ‖x‖p y ‖x‖1 6 N‖x‖∞, y también

‖x‖p =

∥∥∥∥
N

∑
k=1

x(k)ek

∥∥∥∥
p
6

N

∑
k=1

|x(k)|‖ek‖p = ‖x‖1

por tanto
‖x‖∞ 6 ‖x‖p 6 ‖x‖1 6 N‖x‖∞ (x∈KN)

En consecuencia todas ellas inducen la misma topología enKN, que no es otra que la topología
producto, pues es claro que las bolas para la norma‖ ‖∞ son producto cartesiano de bolas
(intervalos siK= R, y discos siK= C) enK.

Es muy sencillo probar que‖ ‖∞ es completa, por lo que todas estas normas son completas,
y además la convergencia de una sucesión,{xn} → x, en cualquiera de ellas, equivale a la
convergencia por coordenadas:{xn(k)} → x(k) para 16 k6 N. NotaremosℓN

p = (KN,‖ ‖p) y
ℓN

p (K) si queremos especificar el cuerpo.

Convergencia puntual y uniforme

2.4 Definición. SeaΩ 6= Ø un conjunto no vacío y(E,d) un espacio métrico. Una sucesión,
{ fn}, de funcionesfn : Ω → E, se dice que converge en un puntox∈Ω, si { fn(x)} es una
sucesión convergente en(E,d). Se dice que la sucesión{ fn} espuntualmente convergenteen
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un conjunto no vacíoA⊂ Ω si para todox∈A la sucesión{ fn(x)} es convergente en(E,d). El
conjunto

C= {x∈Ω : { fn(x)} es convergente en(E,d)}
se llamacampo de convergencia puntualde la sucesión{ fn}, y la función f :C→ E definida
por f (x) = ĺım{ fn(x)} para todox∈C, se llamafunción límite puntual de la sucesión{ fn}.

Se dice que{ fn} converge uniformementeen un conjunto no vacíoA⊂ C, si para todoε > 0,
existemε∈N tal que para todon∈N conn>mε se verifica que sup

{
d
(

fn(x), f (x)
)

: x∈A
}
6 ε.

Dado un conjunto cualquieraΩ 6= Ø, representaremos porℓ∞(Ω) el conjunto de todas las
funciones acotadas deΩ enK. Dicho conjunto, con las operaciones de suma y producto por
escalares definidas puntualmente:

(x+y)t) = x(t)+y(t), (λx)(t) = λx(t) (x,y∈ℓ∞(Ω),λ∈K, t∈Ω)

es un espacio vectorial sobreK. Definiendo:

‖x‖∞ = sup{|x(t)| : t∈Ω} (x∈ℓ∞(Ω))

se obtiene, como es muy fácil comprobar, una norma en dicho espacio vectorial.

2.5 Proposición. El espacio normado(ℓ∞(Ω),‖ ‖∞) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea{xn} una sucesión de Cauchy en(ℓ∞(Ω),‖ ‖∞). Puesto que para todot∈Ω
se verifica que|xp(t)−xq(t)|6 ‖xp−xq‖∞, deducimos que para todot∈Ω la sucesión{xn(t)}
es de Cauchy enK, por lo que converge. Podemos definir así una funciónx : Ω → K, por
x(t) = ĺım

n→∞
{xn(t)} para todot∈Ω. Probaremos quex∈ℓ∞(Ω) y que‖xn−x‖∞ → 0.

Dadoε > 0, existen0∈N tal que

|xp(t)−xq(t)|6 ε para todot∈Ω siempre quep> n0,q> n0 (2.6)

Fijamos ahorat∈Ω y p> n0, y consideramos la sucesiónq 7→ |xp(t)−xq(t)|. Dicha sucesión es
convergente y sus términos, cuandoq> n0, verifican la desigualdad (2.6), por lo que su límite
también la verificará. Obtenemos así que

|xp(t)−x(t)|6 ε para todot∈Ω siempre quep> n0

Deducimos que‖xp− x‖∞ 6 ε, por tantoxp− x∈ ℓ∞(Ω) y x= xp− (xp− x)∈ ℓ∞(Ω). Además
‖xp−x‖∞ 6 ε para todop> n0, luego‖xn−x‖∞ → 0. 2

La convergencia en la norma‖ ‖∞ es la convergencia uniforme enΩ, por lo que dicha
norma suele llamarsenorma uniforme.

2.3. Espacios de sucesiones

Representaremos porKN el espacio vectorial de todas las sucesiones de escalares, es decir,
de las funciones deN enK, con las operaciones definidas puntualmente:

(x+y)(n) = x(n)+y(n), (λx)(n) = λx(n) (n∈N, x,y∈KN,λ∈K)
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Recuerda también que el producto de dos sucesionesx,y∈KN es la sucesiónxy definida por
(xy)(n) = x(n)y(n) para todon∈N.

Es importante en todo lo que sigue que trates a las sucesionesde escalares como lo que
son:aplicacionesdeN enK. Por tanto, si{xn} es una “sucesión de sucesiones”, esto es de
elementos deKN, es decir, insisto, de aplicacionesxn : N → K, la expresión “{xn} converge
puntualmente” tiene perfecto sentido, y significa que para todok∈N la sucesión de escalares
{xn(k)} es convergente, en tal caso, la sucesiónx∈KN definida porx(k) = ĺım

n→∞
{xn(k)} para

todok∈N no es otra cosa que el límite puntual de{xn}.

El espacioℓ∞(Ω), en el caso particular en queΩ = N, se representa simplemente porℓ∞, o
si se quiere precisarℓ∞(K), y es el espacio vectorial de las sucesiones de escalares acotadas en
el que se considera la norma uniforme

‖x‖∞ = sup{|x(n)| : n∈N} (x∈ℓ∞)

Como caso particular de la proposición2.5, tenemos que(ℓ∞,‖ ‖∞) es un espacio de Banach.

Fijadop> 1, representaremosℓp el espacio de todas las sucesionesx∈KN tales que la serie

∑
k>1

|x(k)|p es convergente:

ℓp =

{
x∈KN :

∞

∑
k=1

|x(k)|p < ∞

}

Y se define

‖x‖p =

(
∞

∑
k=1

|x(k)|p
)1

p

(x∈ℓp)

Tomando límite en (2.4), deducimos que six∈ ℓp e y∈ ℓq, entoncesxy∈ ℓ1 y se verifica la
siguiente desigualdad de Hölder:

∞

∑
k=1

|x(k)||y(k)|6
(

∞

∑
k=1

|x(k)|p
)1

p
(

∞

∑
k=1

|y(k)|q
)1

q (
p> 1,x∈ℓp,y∈ℓq,

1
p
+

1
q
= 1
)

(2.7)

La igualdad se da si, y sólo si,‖x‖p = 0 o‖y‖q = 0 o si hay unλ > 0 tal que|x(k)|p = λ|y(k)|q
para todok∈N.

Parax,y∈ ℓp, y para todoN∈N, como consecuencia de la desigualdad de Minkowski, se
verifica que (

N

∑
k=1

|x(k)+y(k)|p
)1

p

6 ‖x‖p+‖y‖p

por lo que deducimos quex+y∈ℓp y ‖x+y‖p 6 ‖x‖p+‖y‖p. Es inmediato comprobar ahora
queℓp es un espacio vectorial y‖ ‖p es una norma enℓp. Además, parap> 1, se da la igualdad
‖x+y‖p = ‖x‖p+‖y‖p si, y sólo si,x= λy conλ > 0.

Incluyendo el caso evidente en quep= 1, q= ∞, podemos escribir la desigualdad (2.7) en
la forma

‖xy‖1 6 ‖x‖p‖y‖q
(
p> 1,x∈ℓp, y∈ℓq,

1
p
+

1
q
= 1
)

(2.8)

‖xy‖1 6 ‖x‖1‖y‖∞

(
x∈ℓ1, y∈ℓ∞

)
(2.9)
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Si x∈ℓp, entonces para todok∈N se verifica que|x(k)|6 ‖x‖p, y por tanto

|x(k)|6 ‖x‖∞ 6 ‖x‖p (x∈ℓp, 16 p) (2.10)

Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesión {xn} → x, en alguno de los es-
paciosℓp, entonces se verifica que dicha sucesión converge uniformemente,

{
‖xn−x‖∞

}
→ 0,

y por tanto converge puntualmente, es decir,{xn(k)}n∈N → x(k) para todok∈N. Interpretando
xn(k) como la “coordenadak-ésima” dexn, la convergencia puntual suele llamarseconver-
gencia por coordenadas. Por tanto,la convergencia de una sucesión en cualquiera de los
espaciosℓp, 16 p6 ∞, implica convergencia por coordenadas; por otra parte, esta última
condición, por sí sola, no garantiza la convergencia de la sucesión.

2.6 Proposición. El espacioℓp donde16 p< ∞ es un espacio de Banach.

Demostración. Sea{xn} una sucesión de Cauchy enℓp. La desigualdad (2.10) implica que
para cadak∈N la sucesión de las coordenadask-ésimas{xn(k)}n∈N es de Cauchy enK y, por
tanto converge. Podemos definir, por tanto, una sucesiónx : N → K por x(k) = ĺım

n→∞
{xn(k)}.

Probaremos quex∈ ℓp y ‖xn− x‖p → 0. Parar ello, dadoε > 0, existe unn0∈N tal que para
todosm> n0, q> n0 se verifica que‖xm−xq‖p 6 ε. Por tanto

N

∑
k=1

|xm(k)−xq(k)|p 6 εp (m> n0,q> n0,N∈N) (2.11)

Fijemos en esta desigualdadq> n0 y N∈N, y consideremos la sucesión dada por

m 7→
N

∑
k=1

|xm(k)−xq(k)|p

que es convergente y cuyos términos verifican la desigualdad(2.11) a partir de quem> n0, por
tanto su límite también la verificará

N

∑
k=1

|x(k)−xq(k)|p 6 εp (q> n0,N∈N)

Como esta desigualdad es válida para todoN∈N deducimos que

∞

∑
k=1

|x(k)−xq(k)|p 6 εp (q> n0) (2.12)

lo que nos dice quex−xq∈ℓp, luego tambiénx= (x−xq)+xq∈ℓp. Finalmente, la desigualdad
(2.12), nos dice que‖x−xq‖p 6 ε para todoq> n0, es decir,{xn} → x enℓp. 2

Para cadan∈N representaremos por en la sucesión cuyon-ésimo término es 1 y los demás
son cero: en(n) = 1 y, parak 6= n, en(k)= 0. Nos referiremos a los vectores en como losvectores
unidad. El subespacio vectorial deKN que engendran los vectores unidad se representa porc00

y es el espacio de las sucesiones que solamente toman un número finito de valores distintos de
cero. Dichas sucesiones se llamansucesiones casi nulas. c00 es claramente un espacio vectorial
de dimensión infinita numerable.
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Otros espacios interesantes sonel espacioc0 de las sucesiones convergentes a ceroy el
espacioc de las sucesiones convergentes. Tenemos quec00 ⊂ c0 ⊂ c⊂ ℓ∞ y c00 ⊂ ℓp ⊂ c0

para 16 p< ∞. Los espaciosc0 y c, son espacios normados con la norma que heredan deℓ∞,
mientras que enc00 podemos considerar cualquiera de las normas‖ ‖p para 16 p 6 ∞, en
cada caso deberá indicarse cuál de ellas es la que se considera. De hecho, vamos a calcular la
adherencia dec00 en cada uno de estos espacios.

Veamos que la adherencia dec00 enℓ∞ esc0, lo que también probará quec0 es cerrado en

ℓ∞. Si x∈c00
‖ ‖

∞ , entonces para todoε > 0 existez∈c00 tal que‖x− z‖∞ < ε, comoz es una
sucesión casi nula, existeN∈N tal quez(n) = 0 para todon> N, lo que implica que|x(n)|< ε
para todon > N y, por tanto,x∈ c0. Recíprocamente, six∈ c0, entonces, dadoε > 0, existe
N∈N tal que|x(n)|< ε/2 para todon> N, pero entonces la sucesiónz= ∑N

k=1 x(k)ek está en

c00, y ‖z−x‖∞ < ε, es decirB‖ ‖
∞

(x,ε)∩c00 6= Ø, por tantox∈c00
‖ ‖

∞ .

Vamos a probar quec00 es denso enℓp. Seax∈ℓp, como la serie∑n>1|x(n)|p es convergente,

dadoε > 0, existeN tal que para todon>N se verifica que
∞

∑
k=n+1

|x(n)|p < εp. Consideremos la

serie∑n>1x(n)en, es decir, la sucesión{xn} dondexn =
n

∑
q=1

x(q)eq. Tenemos quexn(k) = x(k)

para 16 k6 n y xn(k) = 0 parak> n. Por tanto,xn∈c00 y ‖x−xn‖p
p =

∞

∑
k=n+1

|x(n)|p, por lo que

paran> N se verifica que‖x−xn‖p < ε. Hemos probado que la serie∑n>1x(n)en converge en
ℓp ax, es decir

x=
∞

∑
n=1

x(n)en (x∈ℓp) (2.13)

y, como la serie∑n>1x(n)en es una sucesión de elementos dec00, concluimos quec00
‖ ‖p = ℓp,

es decirc00 es denso enℓp. Esto lo podemos también interpretar como que(c00,‖ ‖p) es un
espacio normado no completo cuya completación esℓp.

La igualdad en (2.13) es única en el siguiente sentido, six =
∞

∑
n=1

cn en, donde la conver-

gencia de la serie es enℓp, y cn∈K para todon∈N, entonces se verifica quecn = x(n) para
todo n∈N. En efecto, puesto que la convergencia de una sucesión enℓp implica convergen-

cia por coordenadas, deberá verificarse quex(k) = ĺım
n→∞

n

∑
q=1

cq eq(k), y como, evidentemente,

n

∑
q=1

cqeq(k) = ck para todon> k, resulta quex(k) = ck cualquiera seak∈N.

Si vuelves a leer la demostración hecha más arriba de quec00
‖ ‖

∞ = c0, comprobarás que la
igualdad (2.13) también se verifica parax∈c0.

x=
∞

∑
n=1

x(n)en (x∈c0) (2.14)

La unicidad de dicha expresión se prueba exactamente igual que antes.
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Vamos a ver que la convergencia de la serie en (2.13) es incondicional, es decir, six∈ ℓp y

si π : N→ N es una biyección deN sobreN, se verifica quex=
∞

∑
k=1

x(π(k))eπ(k).

En efecto, dadoε > 0, sean0∈N tal que para todon> n0 se verifique que

∥∥∥∥x−
n

∑
k=1

x(k)ek

∥∥∥∥
p
<

ε
2
, y

(
∞

∑
k=n

|x(k)|p
)1

p

<
ε
2

Seam0 ∈N tal que{1,2, . . . ,n0} ⊂ {π(1),π(2), . . . ,π(m0)}. Param > m0 pongamosFm =
{π(1),π(2), . . . ,π(m)}\{1,2, . . . ,n0}. Param> m0 tenemos que

∥∥∥∥x−
m

∑
k=1

x(π(k))eπ(k)

∥∥∥∥
p
=

∥∥∥∥x−
n0

∑
k=1

x(k)ek− ∑
k∈Fm

x(π(k))eπ(k)

∥∥∥∥
p
6

6

∥∥∥∥x−
n0

∑
k=1

x(k)ek

∥∥∥∥
p
+

∥∥∥∥ ∑
k∈Fm

x(π(k))eπ(k)

∥∥∥∥
p
<

<
ε
2
+

(

∑
k∈Fm

|x(π(k))|p
)1

p

6

6
ε
2
+

(
∞

∑
k=n0+1

|x(k)|p
)1

p

<
ε
2
+

ε
2
= ε.

Hemos probado que para todox∈ ℓp con 16 p< ∞, se verifica quex=
∞

∑
k=1

x(k)ek y que

dicha serie converge incondicionalmente. Observa que dicha serie converge absolutamente si,

y sólo si
∞

∑
k=1

‖x(k)ek‖p =
∞

∑
k=1

|x(k)| < ∞, es decir, six∈ ℓ1. Tenemos así ejemplos de series en

espacios de Banach que convergen incondicionalmente pero no convergen absolutamente.

Finalmente, vamos a estudiar las relaciones de inclusión entre los espaciosℓp. Supongamos
16 p<q, y seax∈ℓp. Pongamosx= ‖x‖pu con‖u‖p = 1. Tenemos que

∀k∈N |u(k)|6 ‖u‖p = 1=⇒ |u(k)|q 6 |u(k)|p =⇒‖u‖q 6 1

Deducimos quex = ‖x‖pu∈ ℓq y ‖x‖q = ‖x‖p‖u‖q 6 ‖x‖p, esto es,‖x‖q 6 ‖x‖p. Por tanto

ℓp ⊂
⋂

q>p

ℓq, inclusión que es estricta, pues la sucesión{xn} dada porxn =
1

n1/p
no está enℓp

pero sí está enℓq para todoq> p. También tenemos que
⋃

16q<p

ℓq ⊂ ℓp y la inclusión es estricta,

pues la sucesión{xn} dada porxn =
1

n1/p log(n+1)
no está enℓq para 16 q< p y sí está en

ℓp.

También tenemos que
⋃

16p

ℓp ⊂ c0 y la inclusión es estricta, pues la sucesión{xn} dada por

xn =
1

log(n+1)
está enc0 y no está en ningúnℓp.
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Observa también que si 16 p< q< ∞, entonces podemos considerarℓp como subespacio

normado deℓq, y comoc00 ⊂ ℓp, se tiene queℓp
‖ ‖q = ℓq, es decir,ℓp es un subespacio denso

enℓq. Por otra parte, es claro queℓp
‖ ‖

∞ = c0.

2.4. Espacios normados separables. Bases de Schauder

Recuerda que un espacio topológico se diceseparablesi contiene un subconjunto numera-
ble y denso.

2.7 Proposición.Un espacio normado es separable si, y sólo si, contiene un subespacio denso
de dimensión numerable.

Demostración. Si {xn : n∈N} es un conjunto numerable denso enX, es evidente que el es-
pacio vectorial que genera dicho conjunto, Lin({xn : n∈N}), es un subespacio de dimensión
numerable y denso enX. Recíprocamente, supongamos queM es un subespacio de dimensión
numerable y denso enX. Sea{un : n∈N} una base algebraica deM cuyos vectores podemos
suponer que tienen norma 1. Observa que para cadax∈M debe existir algúnn∈N tal quex
depende linealmente de los vectores{uk : 16 k6 n} y, por tanto,x puede expresarse de forma
única comox= ∑n

k=1 λkuk conλk∈K. Por tanto

M =

{
n

∑
k=1

λkuk : λk∈K,n∈N

}

SeaΓ un conjunto numerable denso enK, por ejemploΓ=Q siK=R, oΓ=Q+ iQ siK=C.
Para cadan∈N sea

Ln =

{
n

∑
k=1

γkuk : γk∈Γ

}

Puesto queLn es biyectivo conΓn, tenemos queLn es numerable y, por tanto, también es
numerableL =

⋃

n∈N
Ln. Dadox∈X y ε > 0, existey∈M tal que‖x− y‖ < ε

2. El vectory será

de la formay= ∑n
k=1 λkuk para algúnn∈N y convenientesλk∈K. Seanγk∈Γ, 16 k6 n, tales

que|λk− γk| < ε
2n y pongamosz=

n

∑
k=1

γkuk. Tenemos quez∈Ln ⊂ L y ‖z− y‖ < ε
2. Por tanto

‖x−z‖< ε. 2

Por ejemplo, el espacio(C[a,b],‖ ‖∞) es separable porque toda función continua en un
intervalo compacto es límite uniforme de una sucesión de funciones polinómicas.

Se dice que una sucesión{un} en un espacio deBanach Xes unabase de Schaudercuando
para todox∈X existe unaúnicasucesión de escalares{λn} tal que

x=
∞

∑
n=1

λnun

Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendrado porlos vectores{un : n∈N} es clara-
mente denso enX, por lo queX es separable.
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Hemos visto que la sucesión de los vectores unidad{en} es una base de Schauder enℓp

para 16 p< ∞ y enc0. No puede ser una base de Schauder enℓ∞ porque dicho espacio no es
separable.

2.8 Proposición. ℓ∞(Ω) es separable si, y sólo si,Ω es un conjunto finito.

Demostración. Supongamos queℓ∞(Ω) es separable y seaD un subconjunto numerable y den-
so enℓ∞(Ω). SeaP(Ω) el conjunto de las partes deΩ, y para cadaA∈P(Ω) seaχA la función
característica deA. DadosA,B∈P(Ω), con A 6= B, se tiene que‖χA− χB‖∞ = 1, por lo que
B(χA,

1
2)∩B(χB,

1
2) = Ø. Como para todoA∈P(Ω) se verifica queB(χA,1/2)∩D 6= Ø, pode-

mos definir (haciendo uso del axioma de elección) una aplicación, Φ : P(Ω)\{Ø} →D, que a
cadaA∈P(Ω) \{Ø} hace corresponder un elementoΦ(A)∈B(χA,

1
2)∩D. Es claro que dicha

aplicación es inyectiva y, comoD es numerable, deducimos que el conjuntoP(Ω) es numera-
ble, lo que implica queΩ es finito, pues cualquier conjunto infinito contiene un subconjunto
equipotente aN, y es sabido que el conjuntoP(N) no es numerable.

Recíprocamente, siΩ es un conjunto finito, entoncesℓ∞(Ω) es de dimensión finita y, por
tanto, es separable. 2

2.5. Espacios de funciones

Supongamos ahora queΩ es un espacio topológico de Hausdorff localmente compacto.
En tal caso, representaremos porCb(Ω) el subespacio deℓ∞(Ω) formado por las funciones
continuas y acotadasdeΩ enK.

Representaremos porC0(Ω) el conjunto de las funciones continuasf : Ω → K tales que
para todoε > 0 el conjunto

{t∈Ω : | f (t)|> ε}
es compacto. Tales funciones se dice que seanulan en infinito.

Representaremos porC00(Ω) el conjunto de las funciones continuasf : Ω →K tales que el
conjunto

sop( f ) = {t∈Ω : f (t) 6= 0}
llamadosoportede la funciónf , es compacto. Dichas funciones se llaman, claro está, funcio-
nescontinuas de soporte compacto.

La razón de suponer queΩ es un espacio topológico de Hausdorff localmente compacto,
es porque dicha hipótesis garantiza la abundancia de funciones continuas deΩ enK. Ello es
debido al siguiente resultado, que no vamos a demostrar.

2.9. Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compactos.Sea K⊂ U ⊂ Ω
donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f∈C00(Ω) tal que

sop( f )⊂U, 06 f (t)61 ∀t∈Ω y f(t) = 1 ∀t∈K (2.15)

Seguidamente vamos a probar algunos resultados básicos referentes a los espacios de fun-
ciones que acabamos de introducir.
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2.10 Proposición. 1. El espacio Cb(Ω) es cerrado enℓ∞(Ω) y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

2. Se verifica que C00(Ω)⊂C0(Ω) y ambos son subespacios de Cb(Ω).

3. La adherencia de C00(Ω) es C0(Ω). Por tanto C0(Ω) es un espacio de Banach con la
norma uniforme.

Demostración. 1) Es consecuencia de que la convergencia uniforme conserva lacontinuidad.

2) La inclusiónC00(Ω) esC0(Ω) es consecuencia de que para todoε > 0, se tiene que
{t∈Ω : | f (t)|> ε} ⊂ sop( f ). Además, sif ∈C0(Ω) y f (t0) 6= 0, como la función| f | alcanza
un máximo en el compacto{t∈Ω : | f (t)|> | f (t0)|}, deducimos que| f | alcanza un máximo en
Ω, lo que implica quef ∈Cb(Ω). Por otra parte, de las inclusiones evidentes

{t∈Ω : | f (t)+g(t)|> ε} ⊂
{

t∈Ω : | f (t)|> ε
2

}
∪
{

t∈Ω : |g(t)|> ε
2

}

sop( f +g)⊂ sop( f )∪sop(g)

se sigue fácilmente queC00(Ω) y C0(Ω) son subespacio vectoriales deCb(Ω).

3) Si f ∈C00(Ω), dadoε > 0, existeg∈C00(Ω) tal que‖ f −g‖∞ < ε, lo que implica que
| f (t)−g(t)| < ε para todot ∈ Ω. Por tanto{t∈Ω : | f (t)|> ε} ⊂ sop(g), y deducimos que
f ∈C0(Ω). Recíprocamente, sig∈C0(Ω), dadoε > 0, seaK = {t∈Ω : |g(t)|> ε} y definamos
U =

{
∈Ω : |g(t)|> ε

2

}
. Tenemos queK ⊂U , K es compacto yU es abierto. El lema de Ury-

sohn, proporciona una funciónf ∈C00(Ω) verificando las condiciones en (2.15). Seah = g f .
Claramenteh∈C00(Ω) y tenemos que

t∈K =⇒ f (t) = 1 =⇒ |g(t)−h(t)|= |g(t)||1− f (t)|= 0

t 6∈U =⇒ |g(t)|6 ε
2

=⇒ |g(t)−h(t)|= |g(t)||1− f (t)|6 |g(t)|6 ε
2

t ∈U\K =⇒ ε
2
< |g(t)|< ε =⇒ |g(t)−h(t)|= |g(t)||1− f (t)|6 |g(t)|< ε

Por tanto‖g−h‖∞ 6 ε, lo que prueba queg∈C00(Ω). 2

Naturalmente, siΩ es un espacio de Hausdorff compacto se tiene queC00(Ω) =C0(Ω) =
Cb(Ω) =C(Ω) es el espacio de las funciones continuas deΩ enK.

Cuando queramos especificar el cuerpoK representaremos dichos espacios porC00(Ω,K),
C0(Ω,K) , Cb(Ω,K), C(Ω,K) y ℓ∞(Ω,K). Si no se especifica nada es porqueK puede ser tanto
R comoC.

2.6. Espacios de Lebesgue

Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita),Ω ⊂ RN, representaremos por
L(Ω) el espacio de las funciones medibles Lebesgue deΩ enK. Las funciones nulas casi por
doquier enΩ constituyen un subespacio vectorial deL(Ω) que representaremos porN. Re-
presentaremos porL(Ω) el espacio vectorial cocienteL(Ω)/N. En consecuencia, propiamente
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hablando, los elementos deL(Ω) no son funciones sino clases de funciones bajo la relación
de equivalencia de “ser iguales casi por doquier”, no obstante, como todo el mundo hace, tra-
taremos los elementos de este espacio como funciones deL(Ω) sin olvidar, claro está, que
debemos tratar como la misma función a funciones que son iguales casi por doquier.

Para cadap> 1 definimos

Lp(Ω) =

{
f ∈L(Ω) :

w
Ω

| f (x)|pdx < ∞

}

Si f ,g∈Lp(Ω) de la desigualdad

| f (x)+g(x)|p 6 (| f (x)|+ |g(x|)p 6 2pmáx{| f (x)|p, |g(x)|p}6 2p(| f (x)|p+ |g(x)|p
)

deducimos quef +g∈Lp(Ω). Las demás propiedades que hacen deLp(Ω) un espacio vectorial
con las operaciones usuales son inmediatas.

Paraf ∈Lp(Ω) definimos

‖ f‖p =

(w
Ω

| f (x)|pdx

)1
p

2.11. Desigualdad de Hölder.Sean p> 1, f ∈ Lp(Ω) y g∈ Lq(Ω) con 1
p +

1
q = 1, entonces

f g∈L1(Ω), y se verifica la desigualdad integral de Hölder:

w
Ω

| f (x)g(x)|dx 6

(w
Ω

| f (x)|pdx

)1
p
(w

Ω

|g(x)|q dx

)1
q

(2.16)

Es decir‖ f g‖1 6 ‖ f‖p‖g‖q. Supuesto que f y g no son nulas casi por doquier, la igualdad se

da si y sólo si,
| f (x)|p
‖ f‖p

p
=

|g(x)|q
‖g‖q

q
casi para todo x∈Ω.

Demostración. Supondremos que‖ f‖p > 0 y ‖g‖q > 0 porque en otro caso no hay nada que
probar. Por la desigualdad de Young (2.1) tenemos para todox∈Ω

| f (x)|
‖ f‖p

|g(x)|
‖g‖q

6
1
p
| f (x)|p
‖ f‖p

p
+

1
q
|g(x)|q
‖g‖q

q
(2.17)

Integrando esta desigualdad obtenemos que

1
‖ f‖p‖g‖q

w
Ω

| f (x)g(x)|dx 6 1

Es decir‖ f g‖1 6 ‖ f‖p‖g‖q.

La igualdad‖ f g‖1 = ‖ f‖p‖g‖q se da si, y sólo si, la desigualdad (2.17) es una igualdad
casi por doquier enΩ, lo que equivale a la condición del enunciado. 2
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2.12. Desigualdad de Minkowski.Para p> 1 y f,g∈Lp(Ω) se verifica que

(w
Ω

| f (t)+g(t)|p dt

)1
p

6

(w
Ω

| f (t)|p dt

)1
p

+

(w
Ω

|g(t)|p dt

)1
p

(2.18)

Es decir‖ f +g‖p 6 ‖ f‖p+‖g‖p. Supuesto que f y g no son nulas casi por doquier, la igualdad
se da si, y sólo si, f= λg conλ > 0.

Demostración. Para todox∈Ω tenemos

| f (x)+g(x)|p 6 | f (x)|| f (x)+g(x)|p−1+ |g(x)|| f (x)+g(x)|p−1

Como f ,g∈ Lp(Ω) y la función x 7→ | f (x)+g(x)|p−1 está enLq(Ω) (porque(p− 1)q = p),
podemos aplicar la desigualdad de Hölder a cada sumando paraobtener

‖ f +g‖p
p6
(
‖ f‖p+‖g‖p

)
‖| f +g|p−1‖q =

(
‖ f‖p+‖g‖p

)
‖ f +g‖

p
q
p =⇒‖ f +g‖p6 ‖ f‖p+‖g‖p

Para que se de la igualdad debe darse la igualdad en la desigualdad de Hölder que hemos usado
dos veces, luego para casi todox∈Ω debe verificarse que

| f (x)|p
‖ f‖p

p
=

| f (x)+g(x)|p
‖ f +g‖p

p

|g(x)|p
‖g‖p

p
=

| f (x)+g(x)|p
‖ f +g‖p

p





=⇒ | f (x)|= ‖ f‖p

‖g‖p
|g(x)|

Por otra parte tenemos que

‖ f‖p+‖g‖p = ‖ f +g‖p = ‖| f +g|‖p 6 ‖| f |+ |g|‖p 6 ‖ f‖p+‖g‖p

Por lo que para casi todox∈Ω debe verificarse que| f (x)+g(x)| = | f (x)|+ |g(x)|. Lo que
implica que f (x) = λ(x)g(x) con λ(x) > 0 para casi todox∈Ω. Puesto que también| f (x)| =
‖ f‖p

‖g‖p
|g(x)|, debe serλ(x) =

‖ f‖p

‖g‖p
para casi todox∈Ω, y concluimos que, consideradas como

clases de equivalencia,f = λg conλ =
‖ f‖p

‖g‖p
. 2

De la desigualdad de Minkowski deducimos que‖ ‖p es una norma enLp(Ω). Observa que
‖ f‖p = 0 significa quef , vista como función deL(Ω), es nula casi por doquier, y, por tanto,
que dichaf , vista como clase de funciones enL(Ω), es el elemento cero de dicho espacio, así
es como hay que entender la implicación‖ f‖p = 0⇒ f = 0.

El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

2.13. Teorema de Riesz-Fisher.El espacio normado(Lp(Ω),‖ ‖p) es un espacio de Banach.

En la demostración de este teorema se prueba también un resultado que se utiliza con
frecuencia.

2.14 Proposición.Si { fn} → f en Lp(Ω) entonces hay una sucesión parcial{ fσ(n)} que con-
verge puntualmente a f casi por doquier enΩ.
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Consideramos a continuación el caso en quep= ∞. Como ahora trabajamos con clases de
equivalencia de funciones iguales casi por doquier, tenemos que adaptar el concepto de función
acotada a esta situación. Se dice que una funciónf ∈L(Ω) esesencialmente acotadasi está
acotada casi por doquier enΩ, es decir, existe algúnM > 0 tal que| f (x)| 6 M para casi todo
x∈Ω. En tal caso definimos elsupremo esencialde f por:

ess-supf = ı́nf{M > 0 : | f (x)|6 M c.p.t. x∈Ω} (2.19)

Observa que sif ∈ ℓ∞(Ω), entonces se verifica que| f (x)| 6 ‖ f‖∞ para todox∈Ω por lo que
ess-sup( f ) 6 ‖ f‖∞. Esta desigualdad puede ser estricta. SeaΩ = R y f = χQ la función ca-
racterística de los racionales. Es claro que‖χQ‖∞ = 1 y como como dicha función es nula
casi por doquier se tiene que ess-sup( f ) = 0. También puede ocurrir que una función no esté
acotada pero sí esté esencialmente acotada; por ejemplo, lafunción definida porf (n) = n para
todo n∈N, y f (x) = 1 parax 6∈ N, no está acotada, pero su supremo esencial es igual a 1. El
siguiente resultado prueba que el ínfimo que aparece en (2.19) es, de hecho, un mínimo.

2.15 Proposición.Sea f una función esencialmente acotada enΩ. Entonces se verifica que
| f (x)|6 ess−sup( f ) para casi todo x∈Ω.

Demostración. Por definición de ínfimo, para cadan∈N existe 06 M < ess-sup( f )+ 1
n tal que

| f (x)|6 M c.p.t.x∈Ω, lo que implica que el conjuntoAn =
{

x∈Ω : | f (x)|> ess-sup( f )+ 1
n

}

tiene medida nula. Como{x∈Ω : | f (x)|> ess-sup( f )} =
∞⋃

n=1

An, deducimos que el conjunto

{x∈Ω : | f (x)|> ess-sup( f )} es de medida nula, esto es que| f (x)|6 ess-sup( f ) para casi todo
x∈Ω. 2

Deducimos de lo dicho, que sif es una función esencialmente acotada, podemos modifi-
carla en un conjunto de medida cero de forma que se verifique| f (x)| 6 ess-sup( f ) para todo
x∈Ω.

Resulta evidente que sif es una función esencialmente acotada enΩ, cualquier otra fun-
ción que sea igual af casi por doquier enΩ también está esencialmente acotada enΩ, y sus
supremos esenciales coinciden. RepresentaremosL∞(Ω) el espacio de las funciones (clases de
equivalencia) esencialmente acotadas enΩ, y definimos

‖[ f ]‖∞ = ess−sup( f ) ( f ∈L∞(Ω))

Observa que en esta definición el símbolo[ f ] a la izquierda debe entenderse como una clase
de funciones de la cualf es un representante. Es conveniente mantener esta distinción entre
la clase[ f ] y un representantef porque, como ya hemos visto,‖[ f ]‖∞ y ‖ f‖∞ (cuandof está
acotada) no tienen por qué coincidir. Se comprueba fácilmente que‖[·]‖∞ es una norma en
L∞(Ω).

2.16 Proposición.El espacio normado(L∞(Ω),‖ ‖∞) es un espacio de Banach.

Demostración. Por claridad conviene distinguir entre clases y funciones. Sea, pues,{Fn} una
sucesión de Cauchy enL∞(Ω). Para cadan∈N seaFn = [ fn]. El conjunto

⋃

n∈N

{
x∈Ω : | fn(x)|> ‖Fn‖∞

} ⋃

(n,m)∈N×N

{
x∈Ω : | fn(x)− fm(x)|> ‖Fn−Fm‖∞

}
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es, por la proposición anterior, unión numerable de conjuntos de medida nula y, por tanto, es de
medida nula. Podemos, por tanto, modificar las funcionesfn haciéndolas igual a cero en dicho
conjunto, pues esta modificación no afecta para nada a la clase que representan. Supuesto que
esto ya está hecho, tendremos que

| fn(x)|6 ‖Fn‖∞, y | fn(x)− fm(x)|6 ‖Fn−Fm‖∞, ∀x∈Ω, ∀m,n∈N

La primera desigualdad implica que las funcionesfn están acotadas, y la segunda que{ fn} es
una sucesión de Cauchy enℓ∞(Ω). Por tanto dicha sucesión converge uniformemente a una
función f ∈ ℓ∞(Ω) que será medible. SeaF = [ f ]∈L∞(Ω) la clase que define dicha función.
Puesto que‖Fn−F‖∞ 6 ‖ fn− f‖∞ concluimos que{Fn} converge aF enL∞(Ω). 2

Dijimos al principio queΩ ⊂ RN es un conjunto de medida positiva, en la práctica el con-
junto Ω suele ser un intervalo enR, o un abierto o un compacto enRN. Conviene notar que
si Ω1 y Ω2 son conjuntos enRN que se diferencian en un conjunto de medida nula, entonces
los espacioL(Ω1) y L(Ω2) son idénticos. Cuando el conjuntoΩ es un abierto disponemos de
resultados de aproximación que son de gran utilidad. Recuerda que unafunción escalonada
es una combinación lineal de funciones características de intervalos acotados. Tales funciones
son un tipo particularmente sencillo defunciones simples, esto es, de funciones que son com-
binación lineal de funciones características de conjuntosmedibles. Las funciones escalonadas
cuyo soporte está contenido enΩ son un subespacio vectorial deLp(Ω).

2.17 Teorema.SeaΩ abierto enRN y 16 p< ∞. Entonces se verifica que el espacio de las
funciones escalonadas cuyo soporte está contenido enΩ es denso en Lp(Ω).

Considerando funciones escalonadas de intervalos con extremos racionales, obtenemos,
como consecuencia fácil de este teorema, que para 16 p< ∞ el espacio de BanachLp(Ω) es
separable.

Otro resultado de aproximación que se usa con frecuencia es el siguiente. Notaremos por
C∞

00(Ω) el espacio de las funciones continuas de soporte compacto enΩ que tienen derivadas
parciales continuas de todo orden.

2.18 Teorema.SeaΩ abierto enRN y 16 p< ∞. Entonces se verifica que el espacio C∞
00(Ω)

es denso en Lp(Ω). En particular, C00(Ω) es denso en Lp(Ω).

Seguidamente estudiaremos las relaciones de inclusión quehay entre los espaciosLp[0,1]
y veremos que son opuestas a las que hay entre los espacios de sucesionesℓp. Los resultados
que siguen pueden generalizarse con facilidad para el caso de espaciosLp[a,b], dondea,b∈R
cona< b.

2.19 Proposición.a) Para 1 6 p < q6 ∞ se verifica que Lq[0,1] ⊂ Lp[0,1], y ‖ f‖p 6 ‖ f‖q

para toda f∈Lq[0,1]. Además, si16 p< q< ∞, Lq[0,1] es denso en Lp[0,1].

b) Para p> 1 se verifica que
⋃

p<q6∞
Lq[0,1] $ Lp[0,1].

c) Para p> 1 se verifica que Lp[0,1] $
⋂

16q<p

Lq[0,1].
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Demostración. a) El casoq= ∞ es claro, pues sif ∈L∞[0,1], entonces| f (t)|p 6 ‖[ f ]‖p
∞ c.p.t.

x∈ [0,1], y por tanto f ∈Lp[0,1] y ‖ f‖p 6 ‖[ f ]‖∞. Además, la inclusiónL∞[0,1] ⊂ Lp[0,1] es

estricta, pues la función dada porf (x) = log
(1

x

)
para 0< x6 1, está enLp[0,1] cualquiera sea

p> 1, pues la integral

1w
0

[
log
(1

x

)]p

dt =

[
x=

1
t

]
=

+∞w
1

(logu)p

u2 du

es finita. Pero no está enL∞[0,1], pues paraM > 0 se tiene que{t∈]0,1] : | f (t)|> M}=]0,e−M[
no es de medida nula.

Sea 16 p < q < ∞ y sea f ∈Lq[0,1]. Recordemos la desigualdad de Hölder. Sir > 1 y
s> 1 son tales que1r +

1
s = 1, y u∈Lr [0,1], v∈Ls[0,1], entoncesuv∈L1[0,1] y

1w
0

|u(t)v(t)|dt 6

(
1w

0

|u(t)|r
)1

r
(

1w
0

|v(t)|s
)1

s

Aplicamos esta desigualdad tomandou= | f |p, v= χ
[0,1], y r = q

p > 1. Con lo cualur = | f |q∈
L1[0,1], es decir,u∈Lr [0,1], y obtenemos

1w
0

| f (x)|pdx 6

(
1w

0

| f (t)|q dt

)p
q

Por tanto,f ∈Lp[0,1], y ‖ f‖p 6 ‖ f‖q.

La densidad deLq[0,1] enLp[0,1] para 16 p< q<∞, es consecuencia de que las funciones
continuasC[0,1] son densas en todos los espaciosLp[0,1] con p 6= ∞.

b) Debemos probar que la inclusión, consecuencia de lo visto enel punto anterior, es estricta.

Para ello consideremos la función dada porh(x) =
1

x(logx)2
χ
]0, 1

2 ]
(x) para 0< x6 1. Observa

que es una función positiva. Tenemos que

1w
0

h(t)dt =

1
2w

0

1
t(logt)2 dt =

[ −1
logt

]t= 1
2

t→0
=

1
log2

Por tanto,h∈L1[0,1]. Ahora, sip> 1

1w
0

h(t)p dt =

1
2w

0

1
tp(logt)2p dt =

[
x=

1
t

]
=

+∞w
2

1
t2−p(logt)2p dt =+∞

como se prueba fácilmente recordando que la serie∑
n>2

1

nα(logn)β diverge para todoβ si α < 1.

Por tanto, para todop> 1,hp 6∈ L1[0,1], es decir,h 6∈ Lp[0,1]. Por tanto
⋃

1<q6∞
Lq[0,1]$ L1[0,1].



El teorema del punto fijo de Banach 29

Ahora, si p > 1, deducimos que la funcióng = h1/p verifica quegp = f ∈ L1[0,1], es-
to es,g∈ Lp[0,1], pero siq > p entoncesgq = f q/p 6∈ L1[0,1], es decir,g 6∈ Lq[0,1]. Luego⋃

p<q6∞
Lq[0,1] $ Lp[0,1].

c) La función f (x) =
1

x1/p
para 0< x 6 1, está enLq[0,1] para todoq < p, pero no está en

Lp[0,1]. LuegoLp[0,1] $
⋂

16q<p

Lq[0,1]. 2

Observa que el espacioC[0,1] está contenido en todos losLp[0,1] para 16 p6∞ y, además,
dicho espacio es denso enLp[0,1] para 16 p< ∞. Por tanto, para 16 p< q< ∞, se verifica
queLq[0,1] es un subespacio denso y no cerrado deLp[0,1].

Las relaciones que acabamos de obtener para los espacios de LebesgueLp[0,1], permanece
válidas con pequeños ajustes para espaciosLp[a,b], dondea,b∈R con a < b, e incluso para
espacios de LebesgueLp(Ω) dondeΩ es un abierto enRN de medida finita. Pero no son válidas
cuandoΩ es de medida infinita, de hecho, en tal caso, los espaciosLp(Ω) ni siquiera son
comparables. Para comprobarlo consideremosLp(R) donde 16 p< ∞. La función f : R→ R
dada para todox∈R por

f (x) =
1

x1/p(logx)2/p
χ
]0, 1

2 ]
(x)+

∞

∑
n=2

1

n1/p(log(n))2/p
χ
[n,n+1[(x)

está enLp(R) y no está enLq(R) parap 6= q. La razón es quef es la suma de dos funciones,
f = f χ

]0, 1
2 ]
+ f χ

[2,+∞[, cada una de ellas está enLp(R) pero, parap 6= q, una de ellas está en

Lq(R) y la otra no, por lo que su suma nunca está enLq(R).

Veamos finalmente queL∞[0,1] no es separable. Debemos modificar el razonamiento que
hicimos para probar queℓ∞(Ω) no es separable cuandoΩ es un conjunto infinito, para tener en
cuenta que los elementos deL∞[0,1] no son funciones sino clases de funciones o, si se quiere,
funciones definidas casi por doquier. SiA⊂ [0,1] representaremos[χA] el elemento deL∞[0,1]
determinado por la funciónχA. Observa que siB⊂ [0,1], entonces[χA] = [χB] equivale a que
el conjunto(A\B)∪ (B\A) sea de medida cero. Para cadan∈N seaIn =] 1

n+1,
1
n], observa que

los In así definidos son intervalos disjuntos de medida positiva. Para cada conjunto no vacío
C ⊂ N, seaΦC =

[χ⋃
n∈C In

]
∈ L∞[0,1]. Si D ⊂ N es un conjunto no vacío yC 6= D entonces

‖ΦC−ΦD‖∞ = 1 porque hay algún intervaloIk en el que una de ellas vale 1 y la otra 0. Puesto
que la familia de funciones{ΦC : Ø 6=C⊂ N} no es numerable, deducimos queL∞[0,1] no es
separable, pues cualquier conjunto,D, denso enL∞[0,1] debería tener al menos un punto en
cada una de las bolasB(ΦC,

1
2), y como dichas bolas son disjuntas dos a dos y son un conjunto

no numerable, se sigue queD no es numerable.

Como puedes imaginar el razonamiento anterior puede hacerse también enL∞(Ω), pues
todo lo que se necesita es disponer de una familia numerable de subconjuntos deΩ disjuntos
dos a dos y de medida positiva, algo bastante evidente si, porejemplo,Ω es un abierto enRN.

2.7. El teorema del punto fijo de Banach

Se trata de un resultado que pone de manifiesto la importanciade la complitud y propor-
ciona un método, llamado método iterativo, para obtener soluciones aproximadas de muchos
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problemas, las cuales convergen a la solución exacta.

2.20 Teorema.Sean(X,d) un espacio métrico completo y T:X → X una aplicación contrac-
tiva, es decir, existe un númeroρ con06 ρ < 1 tal que

d(Tx,Ty) 6 ρd(x,y) (x,y∈X)

Entonces se verifica que:

1. La ecuación Tx= x tiene una única solución u∈X (dicha solución se llama unpunto
fijo de T).

2. Dado u0∈X, la sucesión{un} definida por un+1 = T(un) para todo n= 0,1,2. . . con-
verge al único punto fijo de T.

3. Para todo n∈N se tienen las siguientes cotas de error:

d(un,u)6
ρn

1−ρ
d(u1,u0) (2.20)

d(un+1,u)6
ρ

1−ρ
d(un+1,un) (2.21)

d(un+1,u)6 ρd(un,u)

Demostración. Tenemos que

d(un+1,un) = d(Tun,Tun−1)6 ρd(un,un−1) = ρd(Tun−1,un−2)6

6 ρ2d(un−1,un−2)6 · · ·6 ρnd(u1,u0)

Usando ahora la desigualdad triangular obtenemos

d(un,un+m)6 d(un,un+1)+d(un+1,un+2)+ · · ·+d(un+m−1,un+m)6

6 (ρn+ρn+1+ · · ·+ρn+m−1)d(u1,u0)6 ρn

(
∞

∑
k=0

ρk

)
d(u1,u0) =

=
ρn

1−ρ
d(u1,u0)

Como{ρn} → 0, deducimos que la sucesión{un} es de Cauchy, por lo que converge a un
elementou∈X. Comoun+1 = Tun y, está claro queT es continua, tomando límites obtenemos
queu= Tu. La solución es única, pues siTv= v se tiene que d(u,v) = d(Tu,Tv)6 ρd(u,v) lo
que, por ser 06 ρ < 1, implica que d(u,v) = 0, por lo queu= v.

En la desigualdad antes obtenida, fijandon∈N y tomando límites enm→ ∞, deducimos
que

d(un,u)6
ρn

1−ρ
d(u1,u0)

Lo que prueba (2.20). Para obtener la siguiente cota de error ponemos

d(un+1,un+m+1)6 d(un+1,un+2)+d(un+2,un+3)+ · · ·+d(un+m,un+m+1)6

6 (ρ+ρ2+ · · ·+ρm)d(un,un+1)
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Fijandon∈N y tomando límites enm→ ∞, deducimos que

d(un+1,u)6
ρ

1−ρ
d(un,un+1)

Lo que prueba (2.21). Finalmente

d(un+1,u) = d(Tun,Tu)6 ρd(un,u)

2

Las cotas de error dadas por (2.20) pueden usarse al principio de un cálculo para estimar el
número de iteraciones necesarias para conseguir una determinada precisión, por eso se llaman
cotas de error a priori. Las cotas de error dadas por (2.21) pueden usarse en etapas intermedias
o al final del proceso y se llamancotas de error a posteriori. Suelen ser más precisas que las
cotas de error a priori.

La siguiente es una bonita aplicación del teorema. Una ecuación del tipo

φ(s) = λ
sw

a

K(s, t)φ(t)dt + f (s) a6 s6 b

donde se supone queK : [a,b]× [a,b] →K y f : [a,b]→K son funciones continuas conocidas,
λ∈K, λ 6= 0, y en la que la incógnita es la funciónφ, se llama unaecuación integral de Volterra
de segunda clase.

2.21 Proposición.Dadas funciones K∈C([a,b]× [a,b]) y f∈C[a,b], se verifica que para todo
λ 6= 0, la ecuación integral de Volterra

φ(s) = λ
sw

a

K(s, t)φ(t)dt + f (s) a6 s6 b (2.22)

tiene una solución únicaφ∈C[a,b].

Demostración. Definamos paraα > 0 y paraφ∈C[a,b]

‖φ‖α = máx
{
|φ(t)|e−αt : a6 t 6 b

}

Es inmediato comprobar que‖·‖α es una norma enC[a,b]. Además, como paraa6 t 6 b es
e−αt 6 e−αa, tenemos que‖φ‖α 6 e−αa‖φ‖∞. Pero también

‖φ‖∞ = máx
{
|φ(t)|e−αt eαt : a6 t 6 b

}
6 ‖φ‖α máx

{
eαt : a6 t 6 b

}
= eαb‖φ‖α

Por tanto,‖·‖α es una norma equivalente a la norma uniforme y, en consecuencia, es completa.

Consideremos la aplicaciónT :
(
C[a,b],‖·‖α

)
→
(
C[a,b],‖·‖α

)
definida para todaφ ∈

C[a,b] por

[Tφ](s) = λ
sw

a

K(s, t)φ(t)dt + f (s) a6 s6 b
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las hipótesis hechas garantizan queTφ es una función continua en[a,b]. Si probamos queT es
una aplicación contractiva, el teorema del punto fijo de Banach, garantiza la existencia de un
único punto fijo paraT que, evidentemente, es solución de la ecuación de Volterra (2.22). Para
φ,ψ∈C[a,b], tenemos para todos∈ [a,b]:

|[Tφ](s)− [Tψ](s)|e−αs 6 e−αs|λ|
sw

a

|K(s, t)||φ(t)−ψ(t)|dt 6

6 e−αs|λ|‖K‖∞

sw
a

|φ(t)−ψ(t)|e−αt eαt dt 6

6 e−αs|λ|‖K‖∞‖φ−ψ‖α

sw
a

eαt dt 6

6 e−αs|λ|‖K‖∞‖φ−ψ‖α
eαs

α
=

=
|λ|‖K‖∞

α
‖φ−ψ‖α

Deducimos que‖Tφ−Tψ‖α 6
|λ|‖K‖∞

α
‖φ−ψ‖α. Por lo que basta tomarα > 0 de forma que

|λ|‖K‖∞
α

< 1 para conseguir que la aplicaciónT sea contractiva. 2

Bibliografía. A los textos citados en el primer capítulo [5], [12],[4], [1], [10], y [7], cabe añadir
el de Balmohan V. Limaye [8], y el de Harkrishan L. Vasudeva [13], ambos con buenas colec-
ciones de ejercicios resueltos. Así mismo, los apuntes de R.Payá [11] son muy recomendables.

2.8. Ejercicios

20. Prueba que parax∈c0 se verifica que‖x‖∞ = máx{|x(n)| : n∈N}.

21. Estudia cuándo se da la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

22. Se 16 p< q prueba que para todox∈KN se verifica que‖x‖q 6 ‖x‖p 6 N
(

1
p−

1
q

)
‖x‖q.

23. Seanp,q, r números reales positivos tales que1
r =

1
p +

1
q. Prueba que

(
∞

∑
n=1

|x(n)y(n)|r
)1

r

6 ‖x‖p‖y‖q (x∈ℓp,y∈ℓq)

Sugerencia. Basta aplicar una vez la desigualdad de Hölder.

24. Supongamos quex∈ℓp para algúnp> 1. Prueba que ĺım
p→+∞

‖x‖p = ‖x‖∞.

25. Prueba quec es un subespacio cerrado deℓ∞.
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26. Prueba que para todox∈ c0 la serie∑
n>1

x(n)en converge incondicionalmente. ¿Es dicha

serie absolutamente convergente?

27. Notando por e0 la sucesión constante igual a 1, prueba que{en−1 : n∈N} es una base de
Schauder dec.

28. Sea{ρn} una sucesión de números positivos y{σ(n)} una sucesión de números natura-
les. Sea

xn = ρn

σ(n)

∑
k=1

ek (n∈N)

donde{en} es la sucesión de los vectores unidad. Calcula la norma dexn en ℓp para
16 p6 ∞.

29. Da un ejemplo de una sucesión{xn}:

a) Que converja a cero enℓ∞ pero no esté acotada enℓ1 ni enℓ2.

b) Que converja a cero enℓ2 pero no esté acotada enℓ1.

c) Que converja enc0 con límite no nulo pero no converja enℓ2.

30. Se considera enℓ∞ el conjunto

A=

{
n

∑
k=1

ek : n∈N

}

a) Prueba queA es cerrado.

b) Seaa=

{
1+

1
n

}

n∈N
∈ℓ∞. Prueba que dist(a,A) = 1 pero dicha distancia no se alcan-

za.

31. a) Prueba que el conjuntoP= {x∈c0 : |x(n)|< 1 ∀n∈N} es abierto enc0.

b) ¿Es abierto enℓ∞ el conjuntoP= {x∈ℓ∞ : |x(n)|< 1 ∀n∈N}?

32. Sea{an} una sucesión de números positivos y 16 p< ∞. Prueba que el conjunto:

P= {x∈ℓp : |x(n)|< an ∀n∈N}

a) Es abierto enℓp si, y sólo si, ı́nf{an : n∈N}> 0.

b) Está acotado enℓp si, y sólo si,{an}∈ℓp.

33. Seax∈ℓ∞. Prueba que dist(x,c0) = ĺımsup{|xn|}.

34. Prueba que el espacioC([−1,1],R) con la norma‖ f‖p =

(
1w

−1

| f (t)|p dt

)1
p

dondep> 1

no es completo.

35. Estudia si el conjunto de las funciones polinómicas es cerrado o abierto en el espacio
(C[−1,1],‖ ‖∞).
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36. Considerando enN la topología discreta, justifica quec00 =C00(N), c0 =C0(N) y ℓ∞ =
Cb(N).

37. Prueba que el conjunto de todas las funciones lipchicianas de[0,1] enK con la norma

‖ f‖= | f (0)|+sup

{ | f (s)− f (t)|
|s− t| : s, t ∈ [0,1],s 6= t

}

es un espacio de Banach.

38. Representaremos porC1[a,b] el espacio de las funciones reales con primera derivada
continua en[a,b].

a) Prueba que(C1[a,b],‖ ‖∞) no es completo.

b) Paraf ∈C1[a,b] definimos

‖ f‖1 = ‖ f‖∞ +‖ f ′‖∞

Prueba que con dicha normaC1[a,b] es un espacio de Banach separable.

39. Enℓ∞ se define una norma por

‖x‖=
∞

∑
n=1

|x(n)|
2n

Estudia siℓ∞ con dicha norma es un espacio de Banach.

40. SeaSc el espacio de las sucesiones cuya serie es convergente:

Sc =

{
x∈KN : ∑

n>1

x(n) es convergente

}

Parax∈Sc definamos‖x‖= sup

{∣∣∣∣
n

∑
k=1

x(k)

∣∣∣∣ : n∈N

}
. Prueba que(Sc,‖ ‖) es un espacio

de Banach.

41. Para cadan∈N seanfn y gn las funciones definidas para todot ∈ [0,1] por:

fn(t) = tn− tn+1, gn(t) = tn− t2n

Estudia la convergencia de las sucesiones{ fn} y {gn} en los espaciosC[0,1] y Lp[0,1]
(16 p< ∞).

42. Supongamos quef ∈L∞[0,1]. Prueba que ĺım
p→+∞

‖ f‖p = ‖[ f ]‖∞.

43. Supongamos que 0< L <
√

(
√

5−1)/2. Prueba que la ecuación

f (x)−
Lw

0

√
1+(x−y)2 cos( f (y))dy = sen(ex) (x∈ [0,L])

tiene una solución únicaf ∈C([0,L],R).
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Operadores y funcionales lineales continuos

Cuando una ecuación integral o diferencial se estudia desdeel punto de vista del Análisis
Funcional, dicha ecuación se interpreta como unoperadorque transforma funciones de un
espacio en funciones de otro, o del mismo, espacio. De esta forma se centra la atención en
los aspectos estructurales del problema y en los espacio de funciones que intervienen. En este
curso tales espacios de funciones serán espacios normados ylos operadoresentre ellos serán
aplicaciones lineales.

En la teoría de espacios normados los homomorfismos entre espacios vectoriales se llaman
aplicaciones lineales, o tambiénoperadores lineales, e incluso, simplemente,operadores. Las
aplicaciones lineales de un espacio normado en su cuerpo base se llamanfuncionales lineales.
Naturalmente, interesan aquellos operadores que se comportan bien, no sólo desde el punto
de vista algebraico (eso significa que son lineales), sino también topológico, esto es, que sean
continuos. En este capítulo estudiaremos algunas propiedades básicas de los mismos. Para cada
operador lineal continuo de un espacio normadoX en otroY, definiremos su norma,norma de
operadores, aparecerá así el espacio normadoL(X,Y) de los operadores lineales continuos de
X enY. En el caso particular en queY = K sea el cuerpo base, el espacio normadoL(X,K)
se llamadual topológicode X. En la teoría de espacios normados es de gran importancia
representarde forma concreta los duales topológicos de los espacios normados clásicos vistos
en el capítulo anterior, y a ello se dedica buena parte de estecapítulo.

3.1. Operadores lineales continuos

Como quizás ya sepas, y lo veremos después, las aplicacioneslineales que parten de un
espacio normado de dimensión finita son continuas, pero eso no tiene por qué ser cierto para
aplicaciones lineales definidas en espacios normados de dimensión infinita.

3.1 Ejemplo. Seaϕ : c00 →K definida para todox∈c00 por

ϕ(x) =
∞

∑
k=1

x(k)

Observa que dicha suma es finita por lo que la aplicaciónϕ está bien definida y es claramente

lineal. Si consideramos enc00 la sucesión{xn} dondexn=
1
n

n

∑
k=1

ek, tenemos que‖xn‖∞= 1
n →0,

mientras queϕ(xn) = 1 que no converge aϕ(0) = 0, por lo queϕ no es continua. �

35
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El siguiente resultados proporciona varias caracterizaciones de la continuidad de una apli-
cación lineal entre espacios normados.

3.2 Proposición. Sean X e Y espacios normados sobreK y T : X →Y una aplicación lineal.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Existe un número M> 0 tal que‖Tx‖6 M‖x‖ para todo x∈X.

2. T es una aplicación lipchiciana, es decir, existe un número M > 0 tal que

‖Tx−Ty‖6 M‖x−y‖ (x,y∈X)

3. T es uniformemente continua en X.

4. T es continua.

5. T es continua en0.

6. La imagen por T de todo conjunto acotado en X es un conjunto acotado en Y.

7. La imagen por T de la bola unidad cerrada de X es un conjunto acotado en Y .

Demostración. Las implicaciones 1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 4)⇒ 5) son inmediatas.

5)⇒ 6). Si existe un conjunto acotadoM ⊂X tal queT(M)⊂Y no está acotado, entonces para
cadan∈N existexn∈M tal que‖Txn‖> n para todon∈N. Pero entonces la sucesión

{ xn
n

}
→ 0

y ‖T
( xn

n

)
‖> 1, por lo queT no es continua en 0.

6)⇒ 7). Evidente.

7)⇒ 1). Por hipótesis, existeM > 0 tal que para todox∈X con‖x‖6 1 se verifica‖Tx‖6 M.

Por tanto, six∈X, x 6= 0, se verifica

∥∥∥∥T

(
x

‖x‖

)∥∥∥∥6 M lo que implica que‖Tx‖6 M‖x‖. 2

Debido a lo dicho en el punto6), a los operadores lineales continuos se les llama también
operadores lineales acotados. Observa que en1) y 2) estamos representando igual las normas
en X y enY, además, cuando se trata de operadores lineales, la costumbre es escribirTx en
lugar deT(x).

3.1.1. Norma de operadores. El espacioL(X,Y)

Dados dos espacios normadosX eY sobre el mismo cuerpo, representaremos porL(X,Y)
el espacio vectorial de todos los operadores lineales y continuos deX enY. Representaremos
por L(X) el espacioL(X,X).

3.3 Proposición. Sean X e Y espacios normados.

1. La aplicación T→‖T‖ definida por:

‖T‖= sup{‖Tx‖ : ‖x‖ 6 1} (T∈L(X,Y))

es una norma en L(X,Y). Dicha norma se llamanorma de operadores.
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2. Se verifican las siguientes igualdades:

‖T‖= sup{‖Tx‖ : ‖x‖= 1}= sup{‖Tx‖ : ‖x‖ < 1}=

= sup

{‖Tx‖
‖x‖ : x∈X,x 6= 0

}
= mı́n{M > 0 : ‖Tx‖6 M‖x‖ ∀x∈X}

En particular, para todo x∈X se verifica la desigualdad‖Tx‖ 6 ‖T‖‖x‖, y ‖T‖ es la
mínima constante que verifica una desigualdad de ese tipo.

3. La convergencia de una sucesión de operadores lineales,{Tn}, en L(X,Y) equivale a la
convergencia uniforme de dicha sucesión en todo subconjunto acotado de X.

4. Si el espacio Y es de Banach entonces L(X,Y) también es de Banach.

5. Si Z es otro espacio normado, T∈L(X,Y) y S∈L(Y,Z), se verifica que

‖S◦T‖6 ‖S‖‖T‖

Demostración. Recuerda queSX representa la esfera unidad,BX la bola unidad cerrada yUX

la bola unidad abierta deX.

1) Si ‖T‖ = 0 entonces para todou∈SX se tiene queTu= 0 y, como todo vectorx∈X puede
escribirse en la formax= ‖x‖u conu∈SX, se sigue queTx= 0 para todox∈X, esto esT = 0.
ParaS,T∈L(X,Y) y para todox∈BX se tiene que

‖(S+T)x‖ = ‖Sx+Tx‖6 ‖Sx‖+‖Tx‖6 ‖S‖+‖T‖

Por la definición de supremo, concluimos que‖S+T‖6 ‖S‖+‖T‖. Paraλ∈K, λ 6= 0, y para
todox∈BX, se tiene que

‖(λT)x‖= ‖λTx‖ = |λ|‖Tx‖ 6 |λ|‖T‖

por lo que‖λT‖ 6 |λ|‖T‖. Si ahora en esta desigualdad sustituimosλ por 1
λ y T por λT,

tenemos que‖T‖ = ‖ 1
λ(λT)‖ 6 1

|λ|‖λT‖ y, por tanto,|λ|‖T‖ 6 ‖λT‖. Obtenemos así que
‖λT‖= |λ|‖T‖. Igualdad que es evidente paraλ = 0.

2) Seaα = sup{‖Tu‖ : ‖u‖ = 1}. Claramenteα 6 ‖T‖. Como

0 6= x∈BX ⇒
∥∥∥∥T

(
x
‖x‖

)∥∥∥∥6 α ⇒ ‖Tx‖ 6 α‖x‖ 6 α ⇒ ‖Tx‖6 α

deducimos que‖T‖6 α. Por tanto‖T‖= α.

Seaβ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖< 1}. Claramenteβ 6 ‖T‖. Sea 0< ρ < 1, como

‖x‖ 6 1 ⇒ ‖ρx‖< 1 ⇒ ‖T(ρx)‖ 6 β ⇒ ‖Tx‖6 1
ρ

β

deducimos que para todoρ∈]0,1[ se verifica‖T‖6 1
ρβ, por lo que‖T‖6 β. Por tanto‖T‖= β.

Como{‖Tu‖ :‖u‖=1}=
{

‖Tx‖
‖x‖ : x∈X,x 6= 0

}
, tenemos‖T‖=sup

{
‖Tx‖
‖x‖ :x∈X,x 6= 0

}
, y que

un númeroM > 0 sea un mayorante de este último conjunto significa que‖Tx‖ 6 M‖x‖ para
todox∈X. Por tanto, la última igualdad es consecuencia directa de ladefinición de supremo.
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3) La convergencia de una sucesión{Tn}→ T en la norma de operadores significa exactamente
que sup{‖Tnx−Tx‖ : x∈BX}→ 0, es decir, es la convergencia uniforme de dicha sucesión en
BX. Claro está que si esto sucede, entonces también hay convergencia uniforme en toda bola
B(0,ρ), pues sup{‖Tnx−Tx‖ : ‖x‖6 ρ} = ρsup{‖Tnx−Tx‖ : x∈BX}, y por tanto en todo
conjunto acotado.

4) Sea{Tn} una sucesión de Cauchy enL(X,Y). Puesto que para todox∈X se verifica que

‖Tnx−Tmx‖6 ‖Tn−Tm‖‖x‖

la sucesión{Tnx} es de Cauchy enY, y por la complitud deY, converge. Podemos definir una
aplicaciónT : X →Y porTx= ĺım{Tnx} para todox∈X. La aplicaciónT así definida es lineal.
Dadoε > 0, existirán0∈N tal que paran> n0 y m> n0 se verifica que‖Tn−Tm‖ 6 ε y, por
tanto, para todox∈X se tiene que

‖Tnx−Tmx‖6 ‖Tn−Tm‖‖x‖ 6 ε‖x‖ (n, m> n0, x∈X)

En esta desigualdad fijamosn> n0 y x∈X y tomamos límite enmpara obtener que

ĺım
m→∞

‖Tnx−Tmx‖= ‖Tnx−Tx‖6 ε‖x‖

desigualdad que es válida para todox∈X con tal quen> n0. Deducimos que paran > n0 es
‖Tn−T‖6 ε, como ademásT = Tn− (Tn−T)∈L(X,Y), hemos probado que{Tn} converge a
T enL(X,Y).

5) En las hipótesis hechas tenemos que

‖(S◦T)x‖ = ‖S(Tx)‖6 ‖S‖‖T x‖6 ‖S‖‖T‖‖x‖ =⇒ ‖S◦T‖6 ‖S‖‖T‖ (3.1)

2
La norma de un operador tiene una sencilla interpretación geométrica,‖T‖ es el radio de la

más pequeña bola cerrada centrada en 0 que contiene aT(BX).

El espacioL(X,Y) lo consideraremos siempre como un espacio normado con la norma
de operadores. Observa que dicha norma depende de las normas que tengamos enX y en Y.

En este curso es fundamental que aprendas a trabajar con la norma de operadores,
para ello es esencial que pongas cada norma en donde corresponda y eso no lo podrás
hacer si no eres cuidadoso con la notación.Con un ejemplo entenderás mejor lo que quiero
decir. ¿Cuántas normas hay en la expresión (3.1)? Piénsalo antes de responder, porque hay
muchas:

• El vector(S◦T)x= S(Tx)∈Z, por tanto su norma es la norma que hay enZ.

• S∈L(Y,Z), por tanto‖S‖ es la norma de operadores enL(Y,Z).

• T∈L(X,Y), por tanto‖T‖ es la norma de operadores enL(X,Y).

• El vectorTx∈Y, por tanto su norma es la norma que hay enY.

• El vectorx∈X, por tanto su norma es la norma que hay enX.

• S◦T∈L(X,Z), por tanto su norma es la norma de operadores enL(X,Z).
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En la teoría todas las normas las notamos igual ¿te imaginas lo complicado y tedioso que
sería representar con un símbolo diferente cada norma?, pero en un ejercicio en el que tengas
que trabajar con espacios concretos,cada espacio tiene su propia norma y tienes que estar
muy atento para saber qué norma corresponde poner en cada caso. Por eso también es
fundamental que distingas entre una aplicación y sus valores, si para tiTx significa lo mismo
queT, entonces vas muy mal porque‖T‖ tiene un significado y‖Tx‖ otro muy diferente.

Ya sé, estarás pensando ¿cómo se calcula la norma de un operador? Más adelante, en este
mismo capítulo, veremos cómo se calculan las normas de algunos funcionales lineales, y en
los ejercicios de este capítulo y de capítulos siguientes seproponen algunos casos sencillos de
operadores para que calcules su norma. Pero, en general, no es fácil calcular la norma de un
operador linealT. Ni falta que hace si solamente quieres estudiar su continuidad, pues para
ello lo que tienes que hacer es encontrar alguna constanteM > 0 tal que‖Tx‖ 6 M‖x‖ para
todox∈X. Si pruebas una desigualdad como esa ya sabes queT es continuo y, por tanto, tiene
su norma y, si quieres, puedes escribir, aunque no conozcas su norma,‖Tx‖6 ‖T‖‖x‖ y sabes
que esa acotación es óptima.

Una aplicaciónT∈L(X,Y) que es biyectiva y cuya inversa es continua diremos que es un
isomorfismo topológico. Si una tal aplicación existe se dice queX eY sontopológicamente
isomorfos. Puesto que los isomorfismos topológicos conservan las sucesiones de Cauchy y,
por supuesto, las sucesiones convergentes, conservan la complitud. Una aplicaciónT∈L(X,Y)
que es biyectiva y conserva las normas, esto es,‖Tx‖ = ‖x‖ para todox∈X, diremos que es
un isomorfismo isométrico. Cuando una tal aplicación existe se dice queX e Y son isomé-
tricamente isomorfos. Dos espacios normados isométricamente isomorfos tendránlas mismas
propiedades como espacios normados, por lo que son indistinguibles en cuanto a su estructu-
ra de espacios normados. Es decir, un isomorfismo isométricoes la identificación total entre
espacios normados. EscribiremosX ≡Y para indicar queX eY son isométricamente isomorfos.

Diremos que un operador linealT : X →Y de un espacio normadoX en un espacio normado
Y estáacotado inferiormentesi existem> 0 tal que‖Tx‖ > m‖x‖ para todox∈X.

3.4 Proposición. Sean X e Y espacios normados y T∈L(X,Y). Supongamos que T está aco-
tado inferiormente. Entonces T es un isomorfismo topológicode X sobre T(X) y, por tanto, si
X es completo también T(X) es completo.

Demostración. Por hipótesis existem> 0 tal que‖Tx‖> m‖x‖ para todox∈X. Puesto queT
es una biyección lineal deX sobreT(X), la aplicaciónT−1 : T(X)→ X está definida y, claro
está, es lineal. Por hipótesis, para todoy∈T(X), se verifica que‖T(T−1(y))‖> m‖T−1(y)‖, es

decir‖T−1(y)‖ 6 1
m
‖y‖, lo que prueba queT−1 es continua y, por tanto,T es un isomorfismo

topológico deX sobreT(X). 2

3.5 Proposición. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach, M un subespacio de
X y T∈L(M,Y). Entonces existe una únicãT∈Lin(M,Y) que es una extensión de T. Además
‖T‖= ‖T̃‖ y si T es isométrica tambiéñT es isométrica.

Demostración. Para todosx,y∈M tenemos que‖Tx−Ty‖6 ‖T‖‖x−y‖, lo que implica que
T transforma sucesiones de Cauchy enM en sucesiones de Cauchy enY. Dadox∈M, existirá
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una sucesión{xn} conxn∈M para todon∈N, tal que{xn}→ x, por tanto la sucesión{Txn} es
de Cauchy enY y, por la complitud deY, converge. Definimos̃T(x) = ĺım{Txn}. Es inmediato
comprobar que esta definición no depende de la sucesión{xn} que converge ax, porque si
{yn} es otra sucesión de puntos deM que converge ax, entonces{xn−yn} → 0 por lo que
{Txn−Tyn} → 0, esto es, ĺım{Txn} = ĺım{Tyn}. Por tantoT̃ : M →Y está bien definida. Es
evidente quẽT(m) = T(m) para todom∈M y que T̃ es lineal. Además, es continua pues si
x∈M y {xn} es una sucesión de puntos deM que converge ax, como‖Txn‖ 6 ‖T‖‖xn‖, se
deduce que

‖T̃ x‖ = ĺım‖Txn‖6 ĺım‖T‖‖xn‖= ‖T‖‖x‖
LuegoT∈L(M,Y) y, además,‖T̃‖6 ‖T‖ pero, es claro que, al ser̃T una extensión deT, debe
ser‖T‖6 ‖T̃‖, por lo que‖T‖= ‖T̃‖.

La unicidad de la extensión es evidente, pues dos aplicaciones continuas que coinciden en
un conjunto denso son iguales. También es claro que siT es isométrica también lo es̃T. 2

3.2. Dual de un espacio normado

Recuerda que el espacio de todos los funcionales lineales, oformas lineales, sobre un es-
pacio vectorialX se llama eldual algebraicodeX y suele representarse porX♯. Una evidencia
que conviene no olvidar es que toda forma lineal no nula es sobreyectiva.

3.2.1. Hiperplanos y formas lineales

Vamos a ver que cada forma lineal determina un hiperplano único y, a su vez, cada hiper-
plano determina de forma única, salvo por un factor de proporcionalidad, una forma lineal.
Conviene precisar la definición de hiperplano. Un hiperplano H es un subespacio vectorial
maximal deX, es decir,H es un subespacio vectorialpropio de X, y si V es un subespacio
vectorial deX tal queH ⊂V ⊂ X, entoncesH =V o X =V. Otra definición equivalente es que
un hiperplano es un subespacio vectorial de codimensión 1.

Si f ∈X♯ es una forma lineal no nula, entonces su núcleo, ker( f ), es un hiperplano, pues
X/ker( f ) es isomorfo aK por lo que ker( f ) tiene codimensión 1. Cualquier otra forma lineal
de la formag= λ f con λ 6= 0 verifica que ker(g) = ker( f ) y ambas formas lineales determi-
nan el mismo hiperplano. También es cierta la afirmación recíproca, es decir, sif ,g∈X♯ son
formas lineales no nulas con el mismo núcleo, entoncesf = λg para algúnλ∈K. Pues toman-
do u∈X tal queg(u) = 1, para todox∈X se verifica quex− g(x)u∈ker(g) = ker( f ), luego
f (x−g(x)u) = 0, es decirf (x) = f (u)g(x) y basta tomarλ = f (u) 6= 0. Por tanto,formas linea-
les con igual núcleo son proporcionales. Ahora, siH es un hiperplano yu∈X\H, se verifica
que cada vectorx∈X puede escribirse de manera única comox= h+λu conh∈H y λ∈K, es
decirX = H ⊕Ku. La aplicaciónf : X → K definida porf (x) = f (h+λu) = λ es una forma
lineal cuyo núcleo esH.

Una propiedad no evidente de las formas lineales es que son aplicaciones abiertas. Sea
f ∈X♯, f 6= 0, y seaU ⊂ X abierto. Seaλ0∈ f (U), λ0 = f (x0) conx0∈U y seaB(x0, r) ⊂U .
Seau∈X con f (u) = 1 y λ∈K tal que|λ−λ0| < r

‖u‖ . Entoncesx0 +(λ− λ0)u∈B(x0, r) y
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f
(
x0 +(λ− λ0)u

)
= λ. Hemos probado que

{
λ∈K : |λ−λ0|< r

‖u‖

}
⊂ f

(
B(x0, r)

)
⊂ f (U),

por lo quef (U) es abierto.

CuandoX es un espacio normado sobreK el espacioL(X,K) de todos los funcionales li-
nealescontinuossobreX se llama eldual topológicodeX y se representa porX∗. En adelante,
como no habrá lugar a confusión, nos referiremos aX∗ como elespacio dualo, simplemente,
el dual del espacio normadoX. La norma de operadores enX∗ se llamanorma dual de la
norma deX. Observa queX∗ es siempre un espacio de Banach.

Un ejercicio que debes hacer en este momento es particularizar la proposición3.3 para el
caso en queY = K. Ten en cuenta que en el cuerpo base,K, la norma siempre es el módulo o
el valor absoluto, por lo que sif ∈X∗ está prohibido escribir ‖ f (x)‖ y debes escribir| f (x)|;
claro está,f tiene su norma,‖ f‖. Repito, una vez más, lo importante que es distinguir entre
una aplicación y los valores que toma.

Todo funcional f ∈X∗, f 6= 0, determina un hiperplanocerrado, su núcleo. El recíproco
también es cierto, como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que incluye información
adicional.

3.6 Proposición. Sea M un hiperplano cerrado y sea u∈X\M. Entonces existe g∈X∗ verifi-
cando queker(g) = M, ‖g‖ = 1 y g(u) = dist(u,M).

Demostración. Seaρ = dist(u,M). ComoM es cerrado,ρ > 0. Tenemos queX =M⊕Ku. Para
cadax= m+λu conm∈M, definimosg(m+λu) = λρ, la aplicacióng : X → K así definida,
es lineal y ker(g) = M. Veamos que es continua

|g(m+λu)|= |λ|ρ = |λ|dist(u,M) = dist(λu,M)6 ‖m+λu‖

Luegog es continua y‖g‖6 1. Ahora, para todom∈M se tiene que

ρ = g(m+u)6 ‖g‖‖m+u‖=⇒‖m+u‖> ρ
‖g‖ =⇒ dist(u,M) = ρ >

ρ
‖g‖ =⇒‖g‖ > 1

Luego‖g‖ = 1. Observa también queg(u) = dist(u,M). 2

Si H es un hiperplano, comoH ⊂H ⊂X y H es un subespacio vectorial, debe ocurrir que o
bienH =H, es decir,H es cerrado, o bienH =X, es decirH es denso. Luego,todo hiperplano
de un espacio normadoX o es cerrado o es denso enX.

Veamos que sif : X → K es una forma lineal no continua entonces ker( f ) es denso. En
efecto, comof no es continua, no puede estar acotada enBX, por lo que dadoz∈K debe existir
x∈BX tal que| f (x)| > |z|, pero entonces el vectoru= zx

f (x) verifica que‖u‖ < 1 y f (u) = z.
Hemos probado quef (UX) = K dondeUX es la bola abierta unidad deX. Deducimos que
f (B(x, r)) = f (x+ rUX) = f (x)+ rK = K. Por tantoB(x, r)∩ ker( f ) 6= Ø, lo que prueba que
ker( f ) es denso. Deducimos queuna forma lineal no nula es continua si, y sólo si, su núcleo
es un hiperplano cerrado.

De hecho, hemos probado que sif es una forma lineal no continua entonces la imagen
por f de toda bola de radio positivo es la totalidad del cuerpo base. En consecuencia,si una
forma lineal f está acotada en alguna bola de radio positivo, o si su parte real Re f está
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mayorada o minorada en alguna bola de radio positivo, entonces dicha forma lineal es
continua.

Por comodidad de referencia, recogemos estos resultados enla siguiente proposición.

3.7 Proposición. Sea X un espacio normado y f∈X♯ una forma lineal no nula. Entonces

a) f es abierta.

Es continua si, y sólo si, se cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:

b) El núcleo es cerrado.

c) En alguna bola de radio positivo f está acotado oRe f está mayorada o minorada.

Un hiperplano afín, V, en un espacio vectorialX es un trasladado de un hiperplano, es
decir, es una variedad afín de la formaV = a+H dondeH es un hiperplano. Sif ∈X♯ es tal
queH = ker( f ), y f (a) = α, se tiene queV = a+H = {x∈X : f (x) = α}. Recíprocamente, un
conjunto de la formaV = {x∈X : f (x) = α} donde f ∈X♯, f 6= 0, y α∈K, es un hiperplano,
pues sia∈V se tiene que

x∈V ⇔ f (x) = f (a)⇔ f (x−a) = 0⇔ x−a∈ker( f )⇔ x∈a+ker( f )

luegoV = a+ ker( f ). En el caso de un espacio normado, es claro que un hiperplano afín
V = {x∈X : f (x) = α} es cerrado si, y sólo si,f ∈X∗.

El resultado siguiente generaliza la conocida fórmula que da la distancia de un punto a un
plano en la geometría euclídea.

3.8 Proposición.Sea X un espacio normado y sea H= {x∈X : f (x) = α}, donde f∈X∗, f 6= 0
y α∈K, un hiperplano cerrado. Dado z6∈ H se tiene que

dist(z,H) =
| f (z)−α|

‖ f‖ (3.2)

Demostración. Seax0∈H, con lo queH = x0+ker( f ) y u= z−x0 6∈ ker( f ). La proposición
3.6, conM = ker( f ) y u= z−x0, nos proporciona un funcional linealg∈X∗ tal que‖g‖ = 1,
g(u) = dist(u,M) y ker(g) = M. Esta última condición implica queg= λ f por lo queg(u) =
λ f (u), esto es, dist(u,M) = λ f (u), pero también 1= ‖g‖ = |λ|‖ f‖ y deducimos que

dist(u,M) = |λ|| f (u)|= | f (u)|
‖ f‖

Finalmente, basta observar que dist(u,M) = dist(z− x0,M) = dist(z,x0 +M) = dist(z,H) y
f (u) = f (z−x0) = f (z)−α. 2

Todo espacio vectorial complejo,X, también es un espacio vectorial real, al que para dis-
tinguirlo notaremosXR, y llamaremosespacio vectorial real subyacentea X, sin más que
restringir aR×X el producto por escalares que tenemos definido enC×X. Es decir,XR es el
mismo espacio vectorialX en el que “olvidamos” el producto por escalares complejos y nos
quedamos solamente con el producto por escalares reales. Elsiguiente resultado establece una
relación entre los duales respectivos.
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3.9 Proposición. Sea X un espacio vectorial complejo.

a) La aplicaciónΦ : X♯ → (XR)
♯ dada porΦ( f ) = Re f es una biyecciónR-lineal de X♯

sobre(XR)
♯ cuya inversa viene dada para todaϕ∈ (XR)

♯ por Φ−1(ϕ)(x) = ϕ(x)− iϕ(ix) para
todo x∈X.

b) Si X es un espacio normado la aplicaciónΦ : X∗ → (XR)
∗ dada porΦ( f ) = Re f es una

biyecciónR-lineal isométrica de X∗ sobre(XR)
∗

Demostración. a) Observa que sif ∈X♯, la aplicación Ref : x 7→ Re f (x) esR-lineal, por lo
que Ref ∈ (XR)

♯. Por tanto la aplicaciónΦ está bien definida y es claramenteR-lineal. Hay
que probar que es una biyección. SiΦ( f ) = Re f = 0, entonces para todox∈X se tiene que
Re f (ix) = Re(i f (x)) = − Im f (x) = 0, y por tanto f (x) = Re f (x) + i Im f (x) = 0 para todo
x∈X, es decirf = 0. Por tantoΦ es inyectiva. Dadaϕ∈(XR)

♯, definimosf (x) = ϕ(x)− iϕ(ix)
para todox∈X. Es claro quef esR-lineal. Y comof (ix) =ϕ(ix)− iϕ(−x) = i(ϕ(x)− iϕ(ix)) =
i f (x), se deduce fácilmente que,f esC-lineal. EvidentementeΦ( f ) = ϕ, por lo queΦ es
sobreyectiva.

b) Si f ∈X∗ la desigualdad|Re f (x)|6 | f (x)|6 ‖ f‖‖x‖, implica que Ref ∈(XR)
∗ y ‖Re f‖ 6

‖ f‖. Si f (x) 6= 0, podemos escribir| f (x)|= u f(x) conu∈C y |u|= 1 (u= e−iϕ dondeϕ es un
argumento def (x)), como f esC-lineal,u f(x) = f (ux), con lo cual tenemos que

| f (x)|= f (ux) = Re f (ux) = |Re f (ux)|6 ‖Re f‖‖ux‖ = ‖Re f‖‖x‖

En consecuencia‖ f‖ 6 ‖Re f‖, y concluimos que‖Re f‖ = ‖ f‖, lo que prueba queΦ es
isométrica.

Dadaϕ∈(XR)
∗, definimosf (x) = ϕ(x)− iϕ(ix) para todox∈X, dicha aplicación es eviden-

temente continua y, por lo visto en el punto anterior esC-lineal, por lo quef ∈X∗, y Φ( f ) = ϕ,
por lo queΦ es una biyección deX∗ sobre(XR)

∗. 2

Por tanto,un funcional C-lineal está determinado de manera única por su parte real
que es un funcionalR-lineal, dicho de otra forma, los funcionalesR-lineales son las partes
reales de los funcionalesC-lineales y, para funcionales lineales continuos, un funcional lineal
y su parte real tienen igual norma.

Si X es un espacio vectorial complejo los hiperplanos afines en elespacio real subyacente
XR son las variedades afines de la forma{x∈X : Re f (x) = α} donde f ∈X♯ y α∈R.

3.2.2. Duales de espacios de sucesiones

3.10 Proposición.Sean p> 1 y q> 1 tales que1
p +

1
q = 1. Para cada y∈ ℓq seaΦy : ℓp →K

el funcional lineal definido por:

(Φy)(x) =
∞

∑
n=1

x(n)y(n) (x∈ℓp) (3.3)

Se verifica entonces queΦy∈ ℓ∗p, ‖Φy‖ = ‖y‖q, y la aplicaciónΦ : ℓq → ℓ∗p que a cada y∈ ℓq

hace corresponderΦy∈ℓ∗p definido por (3.3) es un isomorfismo isométrico.
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Demostración.Seay∈ℓq, fijo en lo que sigue y, para evitar trivialidades,y 6= 0. Por la desigual-
dad de Hölder (2.7) tenemos|(Φy)(x)|6 ‖xy‖1 6 ‖y‖q‖x‖p de donde se sigue queΦy está bien
definida (la serie converge), es claramente lineal yΦy∈ℓ∗p con‖Φy‖6 ‖y‖q.

Para cadaλ∈K definamos

sgn(λ) =
|λ|
λ

si λ 6= 0, sgn(0) = 0

Observa que siempre se verificaλsgn(λ) = |λ|.
Definamosx∈KN por x(n) = sgn(y(n))|y(n)|q/p para todon∈N. Tenemos entonces que

|x(n)|p = |y(n)|q, por lo quex∈ℓp y ‖x‖p
p = ‖y‖q

q. Tenemos que

(Φy)(x) =
∞

∑
n=1

x(n)y(n) =
∞

∑
n=1

sgn(y(n))y(n)|y(n)|q/p =
∞

∑
n=1

|y(n)|q/p+1 =
∞

∑
n=1

|y(n)|q = ‖y‖q
q

Definiendoz=
x

‖x‖p
, tenemos que‖z‖p = 1 y

(Φy)(z) =
‖y‖q

q

‖x‖p
=

‖y‖q
q

‖y‖q/p
q

= ‖y‖q−q/p
q = ‖y‖q

Luego‖Φy‖ = ‖y‖q. Observa que, de hecho, hemos probado que

‖Φy‖ = máx{|(Φy)(x)| : ‖x‖p = 1}

es decir, que el funcionalΦy alcanza su norma.

Queda ver queΦ es sobreyectiva. Dadoϕ∈ ℓ∗p, definamosz∈KN por z(n) = ϕ(en) para
todon∈N. Comoϕ es continua, se tiene que|ϕ(x)|6 ‖ϕ‖‖x‖p para todox∈ℓp. En particular,

paraxN =
N

∑
k=1

sgn(z(k))|z(k)|q/p ek se tiene que

ϕ(xN) =
N

∑
k=1

|z(k)|1+q/p =
N

∑
k=1

|z(k)|q 6 ‖ϕ‖‖xN‖p = ‖ϕ‖
(

N

∑
k=1

|z(k)|q
)1

p

Deducimos que para todoN∈N se verifica que

(
N

∑
k=1

|z(k)|q
)1

q

6 ‖ϕ‖

por tanto,z∈ ℓq por lo queΦz∈ ℓ∗p. Como para todon∈N es(Φz)(en) = z(n) = ϕ(en), resulta
que las formas lineales continuasΦz y ϕ coinciden enc00 y, como dicho subespacio es denso
enℓp, concluimos que ambas formas lineales son iguales, esto es,Φz= ϕ. Queda probado así
queΦ es un isomorfismo isométrico. 2

La relación de dualidad entreℓp y ℓq se expresaℓq ≡ ℓ∗p. Observa que hay una simetría total,
por lo que tambiénℓp ≡ ℓ∗q.

Seguidamente nos ocupamos del casop= 1, q= ∞.
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3.11 Proposición.Para cada y∈ℓ∞ seaΦy : ℓ1 →K el funcional lineal definido por:

(Φy)(x) =
∞

∑
n=1

x(n)y(n) (x∈ℓ1) (3.4)

Se verifica entonces queΦy∈ ℓ∗1, ‖Φy‖ = ‖y‖∞, y la aplicaciónΦ : ℓ∞ → ℓ∗1 que a cada y∈ ℓ∞
hace corresponderΦy∈ℓ∗1 definido por (3.4) es un isomorfismo isométrico.

Demostración. La desigualdad (2.9) nos dice que la serie en (3.4) converge y|(Φy)(x)| 6
‖y‖∞‖x‖1. Por tanto, la aplicaciónΦy está bien definida, es claramente lineal y‖Φy‖ 6 ‖y‖∞.
Como para todon∈N es(Φy)(en)= y(n), deducimos que‖Φy‖= ‖y‖∞. Por tanto, la aplicación
Φ : ℓ∞ → ℓ∗1 es una isometría lineal. Queda ver que es sobreyectiva.

Para ello, seaϕ∈ℓ∗1, y para cadan∈N seaz(n) = ϕ(en), la sucesiónz= {z(n)}n∈N así defi-
nida verifica que|z(n)|6 ‖ϕ‖ para todon∈N, por lo quez∈ℓ∞. El correspondiente funcional,
Φz, es tal que(Φz)(en) = z(n) = ϕ(en) para todon∈N. Por tanto ambos funcionales coinciden
enc00 y, como este espacio es denso enℓ1, por continuidad, coinciden enℓ1, es decirϕ = Φz,
lo que prueba queΦ es sobreyectiva y, es por tanto un isomorfismo isométrico. 2

Veamos lo que sucede con el caso que queda,p= ∞ y q= 1. Definamos igual que antes
Ψ : ℓ1 → ℓ∗∞ en la forma

(Ψy)(x) =
∞

∑
n=1

x(n)y(n) (x∈ℓ∞, y∈ℓ1)

La desigualdad (2.9) implica que la serie converge y|(Ψy)(x)| 6 ‖y‖1‖x‖∞. LuegoΨy∈ ℓ∗∞ y
‖Ψy‖ 6 ‖y‖1. Tomandox∈ℓ∞ tal quex(k)y(k) = |y(k)| para todok∈N, se tiene que‖x‖∞ = 1
y (Ψy)(x) = ‖y‖1. Luego‖Ψy‖= ‖y‖1. Hemos probado queΨ es una isometría lineal.

Veamos si esΨ sobreyectiva. Para ello seaϕ∈ℓ∗∞. Razonando como antes, definamos para
cadan∈N z(n) = ϕ(en). La sucesión así definida está enℓ1 pues, para cadaN∈N se tiene que

ϕ

(
N

∑
k=1

sgn(z(k))ek

)
=

N

∑
k=1

|z(k)|6 ‖ϕ‖. Por tantoΨz∈ℓ∗∞. Los funcionalesϕ y Ψzcoinciden en

c00 y, por tanto coinciden en la adherencia dec00 enℓ∞, es decir, coinciden enc0. ¡No podemos
afirmar que coincidan en todoℓ∞! De hecho, veremos más adelante que hay funcionales lineales
continuos sobreℓ∞ que no son de la formaΨy paray∈ ℓ1. De todas formas, comoc00 ⊂ ℓ∞ es
denso enc0 podemos describir el dual dec0.

3.12 Proposición.Para cada y∈ℓ1 seaΦy : c0 →K el funcional lineal definido por:

(Φy)(x) =
∞

∑
n=1

x(n)y(n) (x∈c0) (3.5)

Se verifica entonces queΦy∈c∗0, ‖Φy‖ = ‖y‖1, y la aplicaciónΦ : ℓ1 → c∗0 que a cada y∈ ℓ1

hace corresponderΦy∈c∗0 definido por (3.5) es un isomorfismo isométrico.

Demostración. La desigualdad|(Φy)(x)| 6 ‖y‖1‖x‖∞, nos dice queΦy está bien definido (la
serie es convergente), es lineal y‖Φy‖ 6 ‖y‖1. Para cadak∈N pongamos|y(k)| = u(k)y(k)
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con |u(k)|= 1. La sucesiónxN =
N

∑
k=1

u(k)ek está enc00 ⊂ c0, ‖xN‖∞ = 1, y claramente

(Φy)(xN) =
N

∑
k=1

|y(k)|=⇒‖Φy‖ >
N

∑
k=1

|y(k)|

siendo esta desigualdad válida para todoN∈N, concluimos que‖Φy‖ > ‖y‖1, por lo que
‖φy‖ = ‖y‖1. Por tanto, la aplicaciónΦ : ℓ∞ → c∗0 es una isometría lineal. Queda probar que es
sobreyectiva.

Para ello, dadaϕ∈c∗0 pongamosz(n) = ϕ(en) y para cadak∈N pongamos|z(k)|= u(k)z(k)

con|u(k)|= 1. EntoncesxN =
N

∑
k=1

u(k)ek∈c0, ‖xN‖∞ = 1, yϕ(xN) =
N

∑
k=1

|z(k)|6 ‖ϕ‖, por lo que

deducimos que la sucesiónz= {z(n)}n∈N así definida está enℓ1. El correspondiente funcional,
Φz, es tal que(Φz)(en) = z(n) = ϕ(en) para todon∈N. Por tanto ambos funcionales coinciden
enc00 y, como este espacio es denso enc0, por continuidad, coinciden enc0, es decirϕ = Φz,
lo que prueba queΦ es sobreyectiva y, es por tanto un isomorfismo isométrico. 2

3.2.3. Duales de espacios de Lebesgue

3.13. Teorema de representación de Riesz.SeaΩ un conjunto de medida positiva enRN y
sean p> 1,q> 1 tales que1

p +
1
q = 1. Para cada g∈Lq(Ω) definimosΦg : Lp(Ω)→K por

(Φg)( f ) =
w
Ω

f (x)g(x)dx ( f ∈Lp(Ω)) (3.6)

Se verifica queΦg∈Lp(Ω)∗, ‖Φg‖ = ‖g‖q y la aplicaciónΦ : Lq(Ω)→ Lp(Ω)∗ que a cada
g∈Lq(Ω) hace corresponderΦg∈Lp(Ω)∗ definido por3.6es un isomorfismo isométrico.

Demostración. Por la desigualdad integral de Hölder (2.16), tenemos quef g∈L1(Ω) siempre
queg∈ Lq(Ω) y f ∈ Lp(Ω), por lo queΦg está bien definido y es un funcional lineal sobre
L1(Ω). Por la desigualdad de Hölder se verifica que|(Φg)( f )| 6 ‖ f g‖1 6 ‖g‖q‖ f‖p y, por
tanto,Φg∈Lp(Ω)∗ y ‖Φg‖6 ‖g‖q. Para probar que se da la igualdad, suponemos que‖g‖q > 0
pues en otro caso nada hay que probar. Definimos una funciónf : Ω →K por

f (x) = h(x)|g(x)|
q
p (x∈Ω)

dondeh es una función medible que verifica que|h(x)|= 1 y h(x)g(x) = |g(x)| para todox∈Ω.
Con ello es claro que| f (x)|p = |g(x)|q por lo quef ∈Lp(Ω) y

(Φg)( f ) =
w
Ω

f (x)g(x)dx =
w
Ω

|g(x)|1+
q
p dx =

w
Ω

|g(x)|qdx

Deducimos que

(Φg)

(
f

‖ f‖p

)
=

1
(r

Ω|g(x)|q dx
) 1

p

w
Ω

|g(x)|q dx = ‖g‖q
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Concluimos que‖Φg‖ = ‖g‖q. Hemos probado queΦ es una isometría.

Queda probar queΦ es sobreyectiva, cosa que no vamos a hacer. 2

La relación de dualidad entreLp(Ω) y Lq(Ω) se expresaLq(Ω)≡ Lp(Ω)∗. Observa que hay
una simetría total, por lo que tambiénLp(Ω)≡ Lq(Ω)∗.

Un tratamiento análogo puede hacerse cuandop = 1 y q = ∞ obteniendo que
Φ : L∞(Ω)→ L1(Ω)∗ es un isomorfismo isométrico, es decir,L∞(Ω)≡ L1(Ω)∗. Cuandop= ∞
y q= 1 definiendo igual que antesΦ : L1(Ω)→ L∞(Ω)∗, resulta queΦ es una isometría lineal
pero no es sobreyectiva.

Algo sobre el dual deC[a,b]

3.14 Teorema.Para cada g∈L1([a,b]) definamosΨg : C[a,b]→K por

(Ψg)(x) =
bw

a

x(t)g(t)dt (x∈C[a,b])

Se verifica entonces queΨg∈C[a,b]∗ y ‖Ψg‖ = ‖g‖1. Por tanto la aplicación así definida
Ψ : L1([a,b]) →C[a,b]∗ es una isometría lineal lo que permite identificar a L1([a,b]) con un
subespacio cerrado de C[a,b]∗.

Demostración. Para cadax∈C[a,b] y g∈L1([a,b]), se verifica que|x(t)g(t)|6 ‖x‖∞|g(t)| para
todo t ∈ [a,b], lo que prueba que la funciónxg∈ L1([a,b]), por tantoΨg está bien definido,
es claramente lineal y|(Ψg)(x)| 6 ‖g‖1‖x‖∞, por tantoΨg∈C[a,b]∗ y ‖Ψg‖ 6 ‖g‖1. Para
probar la igualdad se requiere usar un resultado de Teoría dela Medida, concretamente, una
consecuencia del teorema de Lusin. Consideremos para ello una función medibleh tal que
|g(t)|= h(t)g(t) para todot ∈ [a,b]. El citado teorema, aplicado a nuestro contexto, asegura la
existencia de una sucesión de funciones continuas en[a,b], {xn}, que converge puntualmente a
h en [a,b] y tales que‖xn‖∞ 6 1. Puesto que|xn(t)g(t)| 6 |g(t)|, podemos aplicar el Teorema
de Convergencia Dominada para obtener

ĺım
n→∞

(Ψg)(xn) = ĺım
n→∞

bw
a

xn(t)g(t)dt =

bw
a

ĺım
n→∞

xn(t)g(t)dt =

=

bw
a

h(t)g(t)dt =

bw
a

|g(t)|dt = ‖g‖1

Por tanto‖Ψg‖ > ‖g‖1 y concluimos que‖Ψg‖ = ‖g‖1. Por tanto la aplicaciónΨ es una
isometría. 2

No se agota aquí la descripción del dual deC[a,b], otros elementos del dual son los fun-
cionales de evaluación: fijadot ∈ [a,b] definimosδt : C[a,b] → K por δt(x) = x(t) para todo
x∈C[a,b]. Es inmediato queδt ∈C[a,b]∗ y ‖δt‖ = 1. A este funcional se le suele llamardelta
de Dirac en el puntot. Se comprueba fácilmente que sis 6= t son puntos en[a,b] entonces
‖δt −δs‖= 2 de donde se deduce que el espacio dual deC[a,b] no es separable.

Bibliografía. Los textos citados al final del capítulo anterior [5], [12],[4], [1], [10], [7],[8] y
[13]. Los apuntes de R. Payá [11] son también muy recomendables.
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3.3. Ejercicios

44. SeaT : KN→KN el operador lineal que en la base usual tiene asociada la matriz N×N
A=

(
ai j
)
(i, j)∈N×N. PongamosFi = (ai1,ai2, . . . ,aiN), Cj = (ai j ,a2 j , . . . ,aN j).

a) Se considera enKN la norma‖·‖∞. Prueba que la norma deT viene dada por

‖T‖= máx{‖Fi‖1 : 16 i 6 N} .

b) Se considera enKN la norma‖·‖1. Prueba que la norma deT viene dada por

‖T‖= máx
{
‖Cj‖1 : 16 j 6 N

}
.

c) Se considera enKN la norma euclídea‖·‖2. Prueba que

‖T‖6
√

n

∑
i, j=1

|ai j |2

Da un ejemplo enR2 en que la desigualdad anterior sea estricta.

45. SeaT un isomorfismo topológico de(X,‖ ‖) sobre(Y,‖ ‖). Prueba que definiendo para
todox∈X |||x||| = ‖Tx‖ se obtiene una norma enX equivalente a la norma inicial deX y
queT es un isomorfismo isométrico de(X, ||| |||) sobre(Y,‖ ‖).

46. SeanX eY espacios normados yT : X →Y una aplicación lineal. Prueba que las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a)T es sobreyectiva y existen númerosα > 0, β > 0 tales queα‖x‖6 ‖Tx‖6 β‖x‖ para
todox∈X.

b) T es inyectiva yαBY ⊂ T(BX)⊂ βBY.

c) T es un isomorfismo topológico deX sobreY y ‖T‖6 β, ‖T−1‖6 1/α.

47. SeanX eY espacios normados yT ∈L(X,Y) un isomorfismo topológico deX sobreY.
Prueba que:

a) ‖T−1‖> ‖T‖−1. ¿Es cierta la igualdad?

b) Prueba queX es completo si, y sólo si,Y es completo.

48. SeanX eY espacios normados,{Tn} una sucesión enL(X,Y) y {xn} una sucesión enX.
Supongamos que{Tn} → T enL(X,Y) y {xn}→ x enX. Prueba que entonces se verifica
que{Tnxn} → Tx.

49. SeaX un espacio normado,Y un espacio de Banach yA⊂X verificando queLin(A) =X.
Sea{Tn} una sucesión de operadores enL(X,Y) verificando que{Tnx} es una sucesión
de Cauchy para todox∈A, y existeM > 0 tal que‖Tn‖6 M para todon∈N. Prueba que
{Tn} es puntualmente convergente, y que definiendo para todox∈X, Tx= ĺım{Tnx}, se
verifica queT∈L(X,Y).

50. SeanX eY espacios normados y sea{Tn} una sucesión de Cauchy enL(X,Y) que con-
verge puntualmente. SeaT : X → Y la función límite puntual, es decir,Tx= ĺım{Tnx}
para todox∈X. Prueba queT∈L(X,Y) y que{Tn} converge aT enL(X,Y).



Ejercicios 49

51. SeaX un espacio normado yf ∈X∗, f 6= 0. Prueba que

{ f (x) : ‖x‖ < 1}= {λ∈K : |λ|< ‖ f‖}

52. SeaT un operador lineal de un espacio normadoX en un espacio normadoY con la
propiedad de que para toda sucesión{xn} → 0 enX se verifica que{Txn} está acotada.
Prueba queT es continuo.

53. SeaP el espacio de los polinomios (de una variable real con coeficientes reales) con la
norma

‖p‖ = sup{|p(t)| : −16 t 6 1}
Estudia la continuidad de las aplicaciones linealesf : P → R y T : P → P, definidas
respectivamente porf (p) = p(2) y T(p) = p′ para todop∈P.

54. SeaX un espacio normado yf : X →K un funcional lineal discontinuo. Sean

A= {x∈X : Re f (x) > 0} , B= {x∈X : Re f (x) < 0}

Prueba queA y B son conjuntos convexos no vacíos, que Lin(A) = Lin(B) = X y ambos
son densos enX.

55. SeaT : c0 → ℓ1 el operador lineal definido para todox∈c0 por

[Tx](n) =
x(n)
n2 ∀n∈N

Calcula su norma y prueba queT no la alcanza. ¿Qué puedes decir si el mismo operador
se considera definido enℓ∞ en lugar de enc0?

56. Fijadoy∈ℓ1, para cadax∈c0 se define una sucesiónTxpor

[Tx](n) =
∞

∑
k=n

x(k)y(k) (n∈N)

Prueba queT es un operador lineal continuo dec0 en sí mismo y calcula su norma.

57. En cada uno de los siguientes casos, prueba que la aplicación f 7→ T( f ) es un operador
lineal continuo deC[0,1] en sí mismo y calcula su norma:

a) [T f ](x) =
xw

0

f (t)dt , b) [T f ](x) = x2 f (0), c) [T f ](x) = f (x2)

58. Dadosα,β∈K, calcula la norma del funcional linealf : C[a,b]→K definido por

f (x) = αx(a)+βx(b) ∀x∈C[a,b]

59. Prueba que
(
ℓN

p

)∗ ≡ ℓN
q (16 p6 ∞).

60. Prueba que la aplicaciónΦ : ℓ1 → c∗ definida por

[Φy](x) = y(1) ĺım{x(n)}+
∞

∑
n=1

x(n)y(n+1) (x∈c,y∈ℓ1)

es un isomorfismo isométrico.
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61. Dadoy∈ℓ∞, para 16 p6 ∞ se defineT : ℓp → ℓp mediante

[Tx](n) = x(n)y(n) (n∈N,x∈ℓp)

Prueba queT es un operador lineal continuo y calcula su norma.

62. SeaS: ℓ2 → ℓ2 el operador definido por

Sx= (x(2),x(3), . . . ) =
∞

∑
k=2

x(n)en (x∈ℓ2)

y pongamosTn = Sn para todon∈N. Calcula ĺım{‖Tnx‖} y ĺım{‖Tn‖}.

63. Dada una sucesión acotadaa∈ ℓ∞, se defineTa : ℓ1 → ℓ1 por (Tax)(n) = a(n)x(n) para
todox∈ℓ1 y para todon∈N. Prueba que:

a) Ta∈L(ℓ1) y ‖Ta‖= ‖a‖∞. Deduce queL(ℓ1) contiene una copia isométrica deℓ∞.

b) Prueba que siTa es inyectivo entonces su imagen es densa enℓ1.

c) Prueba queTa es un isomorfismo topológico si, y sólo si, ı́nf{|a(n)| : n∈N}> 0.

64. SeaX un espacio normado. Se dice que un funcionalf ∈X∗ alcanza su norma si existe
x∈BX tal que‖ f‖= | f (x)|.
a) Prueba que sif ∈X∗ alcanza su norma entonces existe algúny∈SX tal que f (y) = ‖ f‖.

b) Seaf : c0 →K definido porf (x) =
∞

∑
n=1

x(n)
2n . Prueba quef ∈c∗0 y no alcanza su norma.

65. Sean{en : n∈N} los vectores unidad enc0. Prueba que, paraf ∈c∗0, equivalen:

a) f alcanza su norma.

b) Existe unm∈N tal que f (en) = 0 para todon> m.

66. Para cadan∈N seaϕn : c0 → K el funcional lineal definido para todox= {xn}n∈N∈c0

por ϕn(x) = x(n). Prueba queϕn∈c∗0 y que‖ϕn‖ = 1, pero para todox∈c0 se verifica
que{ϕn(x)} → 0.

67. SeaC[0,1] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en[0,1] con la norma
‖x‖1 =

r 1
0 |x(t)| dt (x∈C[0,1]). Para cadan∈N seaϕn : C[0,1] → R el funcional lineal

definido por

ϕn(x) = n

1
nw

0

x(t)dt (x∈C[0,1])

a) Prueba queϕn es continuo y calcula su norma.

b) Prueba que la sucesión{ϕn} converge puntualmente al funcional linealϕ :C[0,1]→R
dado porϕ(x) = x(0) para todax∈C[0,1]. Prueba queϕ es discontinuo.

68. SeaC[−1,1] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en[−1,1] con la norma
uniforme. Para cadan∈N seaϕn : C[−1,1]→ R el funcional lineal definido por

ϕn(x) =

1
nw

− 1
n

(n−n2|t|)x(t)dt (x∈C[−1,1])
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a) Prueba queϕn es continuo y calcula su norma.

b) Prueba que la sucesión{ϕn} converge puntualmente al funcional linealϕ :C[−1,1]→R
dado porϕ(x) = x(0) para todax∈C[−1,1]. Prueba queϕ es continuo.

69. SeaX = {x∈C[0,1] : x(0) = 0}. Se considera enX la norma del máximo. Para cadax∈X

seaϕ(x) =
1w

0

x(t)dt . Prueba queϕ∈X∗, ‖ϕ‖= 1 y ϕ no alcanza su norma.

70. Seaϕ : C[−1,1] → R definido porϕ(x) =
0w

−1

x(t)dt −
1w

0

x(t)dt . Prueba queϕ es un

funcional lineal continuo y calcula su norma. Prueba también queϕ no alcanza su norma.

71. Seaϕ : L1[−1,1]→R definido porϕ(x) =
1w

−1

tx(t)dt . Prueba queϕ es un funcional lineal

continuo y calcula su norma.

72. Seaϕ : L2[0,1] → R definido porϕ(x) =
1w

0

t−
1
3 x(t)dt . Prueba queϕ es un funcional

lineal continuo y calcula su norma.

73. Dada una sucesión acotadaa∈ℓ∞, se define el funcionalϕ : ℓ1 →K por

ϕ(x) =
∞

∑
n=1

a(n)x(n) (x∈ℓ1)

a) Calcula la norma deϕ.

b) Indica una condición que debe cumplir la sucesióna∈ℓ∞ para queϕ alcance su norma.

74. SeaT : L2[0,1] → L2[0,1] dado por(Tx)(t) = t
1w

0

x(s)ds para todox∈L2[0,1]. Prueba

queT es un operador lineal continuo y calcula su norma.

75. SeaT : L2[0,1]→ L2[0,1] dado por(Tx)(t) =
tw

0

x(s)ds para todox∈L2[0,1]. Prueba que

T es un operador lineal continuo y‖T‖6 1/
√

2.

76. SeaT : (C1[0,1],‖ ‖1) → (C[0,1],‖ ‖∞) dado por(Tx)(t) = x′(t). Prueba queT es un
operador lineal continuo y calcula su norma. ¿Es dicho operador continuo cuando en
C1[0,1] se considera la norma‖ ‖∞? ¿Y cuando se considera la norma‖ ‖2?

77. SeaT : C[0,1] → C[0,1] definido por(Tx)(t) =
tw

0

x(s)ds para todox∈C[0,1]. Prueba

queT∈L(C[0,1]) y es inyectivo. Describe el espacio imagenY = T(C[0,1]) y estudia la
continuidad del operadorT−1 : Y →C[0,1].
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78. Estudia qué condiciones debe cumplir una función continuaϕ : [0,1]→ [0,1] para que el
operador dado porTx= x◦ϕ sea un isomorfismo isométrico deC[0,1] sobre sí mismo.
Da un ejemplo de una isometríaS∈L(C[0,1]) que no sea sobreyectiva.

79. Dada una funciónf ∈C[a,b] se define un funcional linealϕ : C[a,b]→ R por

ϕ(x) =
bw

a

f (t)x(t)dt (x∈C[a,b])

Prueba que‖ϕ‖=
bw

a

| f (t)|dt .

Sugerencia.

bw
a

| f (t)|dt =
bw

a

| f (t)|1+n| f (t)|
1+n| f (t)| dt =

bw
a

| f (t)|
1+n| f (t)| dt +

bw
a

f (t)
n f(t)

1+n| f (t)| dt 6
b−a

n
+‖ϕ‖.

80. SeaX = (C[a,b],‖ ‖∞). Dada una funciónK ∈C([a,b]× [a,b]), se define un operador
lineal T : X → X por

[T( f )](s) =
bw

a

K(s, t) f (t)dt

Prueba queT es continuo y‖T‖= máx
a6s6b

{
bw

a

|K(s, t)|dt

}
.

Sugerencia. Usa el ejercicio anterior.

81. Dadaf ∈L∞[0,1] se define el funcional lineal̂f : L1[0,1]→K por

f̂ (x) =
1w

0

f (t)x(t)dt (x∈L1[0,1])

Prueba que‖ f̂ ‖= ‖[ f ]‖∞.

82. SeaX un espacio normado,Y un espacio de Banach y{Tn} una sucesión de operadores
enL(X,Y) que está acotada. Prueba que el conjunto

M = {x∈X : {Tnx} es convergente}

es cerrado.



Capítulo 4

Espacios normados de dimensión finita. Espacio
normado cociente. Sumas topológico-directas

En la primera parte de este capítulo, veremos que todos los espacios normados de la misma
dimensión finita son topológicamente isomorfos; esto significa que desde un punto de vista
algebraico-topológico son indistinguibles, no sucede asíen otros aspectos como, por ejemplo,
su estructura métrica. El hecho de que la dimensión sea finitaparece que nos hace sentir más
cómodos porque, sin percatarnos del error, solemos identificar un vector con sus coordena-
das en una base, algo que no podemos hacer en dimensión infinita. Veremos también que el
concepto dedimensiónque, en principio, es puramente algebraico, puede caracterizarse topo-
lógicamente. En la segunda parte estudiaremos la topologíade la norma cociente, norma que
ya apareció en la proposición1.4, así como algunas propiedades de la factorización canóni-
ca de un operador lineal continuo. Termina el capítulo con elestudio de la relación entre las
proyeccionesen un espacio normadoX, es decir, aplicacionesP∈L(X) tales queP2 = P, y la
descomposición deX como suma directa de subespacios cerrados.

Se pone especialmente de manifiesto en este capítulo una constante de todo este curso: la
permanente interrelación entre álgebra y topología, algo alo que debes irte acostumbrando y
que hace necesario estar siempre atento para distinguir aquellas hipótesis y propiedades que
solamente dependen del álgebra, de otras que dependen sólo de la topología y de otras que
dependen simultáneamente del álgebra y de la topología.

Suponemos conocidos los resultados básicos del espacio normado(KN,‖ ‖2):

• Teorema de complitud.(KN,‖ ‖2) es un espacio de Banach.

• Teorema de Bolzano–Weirtrass.Toda sucesión acotada en(KN,‖ ‖2) tiene alguna su-
cesión parcial convergente.

• Teorema de Heine–Borel.Los conjuntos compactos en(KN,‖ ‖2) son los conjuntos
cerrados y acotados.

4.1. Teoremas de Hausdorff y de Riesz

4.1. Teorema de Hausdorff.Todas las normas en un espacio vectorial de dimensión finita son
equivalentes.

53
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Demostración.Probaremos en primer lugar que todas las normas enKN son equivalentes. Para
ello bastará probar que si‖ ‖ es una norma enKN entonces dicha norma es equivalente a la
norma euclídea‖ ‖2. Para todox∈KN tenemos que

‖x‖=
∥∥∥∥

N

∑
k=1

x(k)ek

∥∥∥∥6
N

∑
k=1

|x(k)|‖ek‖6 α
N

∑
k=1

|x(k)|6 αN‖x‖2

Dondeα = máx{‖ek‖ : 16 k6 N}. PoniendoM = αN, hemos probado que

‖x‖ 6 M‖x‖2 (x∈KN) (4.1)

Consideremos ahora la aplicación identidad del espacio normado(KN,‖ ‖2) en el espacio nor-
mado(KN,‖ ‖). La desigualdad anterior nos dice que dicha aplicación es continua y, como la
esfera unidadS‖ ‖2 =

{
x∈KN : ‖x‖2 = 1

}
es compacto en(KN,‖ ‖2), deducimos que también

es compacto en(KN,‖ ‖). Como toda norma es continua en la topología que ella define, se
sigue que‖ ‖ alcanza un valor mínimo absoluto enS‖ ‖2, es decir existem> 0 tal que para

todo x∈S‖ ‖2
se verifica que‖x‖ > m. Por tanto, six∈KN, x 6= 0, tenemos que

∥∥∥∥
x

‖x‖2

∥∥∥∥ > m

y, por tanto,m‖x‖2 6 ‖x‖. Esta desigualdad, junto con (4.1), implica que las dos normas son
equivalentes.

Sea ahoraX un espacio vectorial sobreK de dimensiónN, y sean‖ ‖ y ||| ||| dos normas
en X. Consideremos una biyección linealT : KN → X y definimos dos normas enKN, que
notaremosϕ y ψ, porϕ(x) = ‖T(x)‖ y ψ(x) = |||T(x)||| para todox∈KN. Por lo antes probado,
sabemos que existen númerosm> 0,M > 0, tales quemψ(x)6ϕ(x)6Mψ(x) para todox∈KN.
Ahora, siy∈X, sustituyendo en esta desigualdadx= T−1(y), resultam|||y|||6 ‖y‖6 M|||y|||. 2

Puesto que normas equivalentes tienen las mismas sucesiones convergentes, las mismas
sucesiones de Cauchy y los mismos conjuntos acotados, siX es un espacio de dimensión finita
se puede hablar sin ninguna ambigüedad de convergencia, de acotación o de sucesiones de
Cauchy enX, sin necesidad de especificar ninguna norma concreta.

Algunas consecuencias importantes del teorema de Hausdorff se reúnen en el siguiente
teorema.

4.2. Teorema (Consecuencias del teorema de Hausdorff).

1. Toda aplicación lineal de un espacio normado de dimensiónfinita en otro espacio nor-
mado es continua.

2. Toda biyección lineal entre espacios normados de dimensión finita es un isomorfismo
topológico.

3. Todo espacio normado de dimensión finita es un espacio de Banach.

4. Todo subespacio de dimensión finita de un espacio normado es cerrado.

5. Toda sucesión acotada de puntos de un espacio normado de dimensión finita tiene alguna
sucesión parcial convergente.
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6. En un espacio normado de dimensión finita los conjuntos compactos son los conjuntos
cerrados y acotados.

Demostración. 1) SeaT : X →Y una aplicación lineal de un espacio normado(X,‖ ‖) de di-
mensión finita en un espacio normado(Y, ||| |||). Definimos una nueva norma enX por
x 7→ ‖x‖+ |||T x|||, dicha norma debe ser equivalente a la norma deX, es decir, existeM > 0 tal
que‖x‖+ |||T x|||6M‖x‖ para todox∈X (evidentemente, debe serM > 1 siT 6= 0). Deducimos
que|||T x|||6 (M−1)‖x‖, lo que prueba la continuidad deT.

2) Es consecuencia inmediata del punto anterior.

3) Es consecuencia del punto anterior, de que la complitud se conserva por isomorfismos
topológicos (ver ejercicio47b) y de queKN es completo (con cualquier norma).

4) Es consecuencia del punto anterior y de que todo subespacio completo de un espacio
normado es cerrado.

5) SeaX un espacio normado de dimensión finitaN y {xn} una sucesión acotada enX. Sea
T un isomorfismo topológico deX sobreKN. La sucesión{Txn} está acotada enKN, por lo que
tiene alguna parcial convergente,

{
Txσ(n)

}
→ y∈KN, y por la continuidad deT−1, deducimos

que{xσ(n)} → x conx= T−1(y).

6) Es consecuencia inmediata del punto anterior. 2

Dada la importancia de la compacidad para resolver multitudde problemas, nos pregun-
tamos si en un espacio normado de dimensión infinita podemos asegurar la abundancia de
conjuntos compactos. La respuesta es bastante sorprendente.

4.3. Lema de Riesz.A) Sea X un espacio normado y M un subespacio vectorial propioy de
dimensión finita de X. Entonces existe x∈SX tal quedist(x,M) = 1.

B) Sea X un espacio normado y M un subespacio vectorial cerrado propio de X. Entonces
para todoα∈]0,1[ existe x∈SX tal quedist(x,M)> α.

Demostración. A) Seaz∈X\M y sear > ‖z‖. El conjuntoK = B(z, r) ∩M es cerrado y
acotado enM, luego es compacto. Siendo evidente que dist(z,M) = dist(z,K), deducimos que

existem0 ∈M tal que‖z−m0‖ = dist(z,M). Ahora six =
z−m0

‖z−m0‖
, tenemos quex∈SX y

dist(x,M) = 1.

B) Seaz∈X\M y seaρ = dist(z,M). ComoM es cerradoρ > 0. Dado 0< α < 1, como
ρ
α > ρ, por definición de extremo inferior, existem0∈M tal que‖z−m0‖< ρ

α . Seax=
z−m0

‖z−m0‖
.

Tenemos quex∈SX y

dist(x,M) =
1

‖z−m0‖
dist(z,M)>

α
ρ

dist(z,M) = α

2

Si B(a, r) y B(b,s) son dos bolas cerradas de radios positivos en un espacio normado, la
aplicaciónx 7→ b+ s

r (x−a) es un homeomorfismo deB(a, r) sobreB(b,s). Por tanto, todas las
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bolas cerradas de radios positivos en un espacio normado sonhomeomorfas y, en consecuencia,
si una de ellas es compacta todas son compactas. Recuerda queun espacio topológico se dice
localmente compactocuando todo punto tiene un entorno compacto. En un espacio normado
es evidente que todo entorno de un punto contiene una bola cerrada de radio positivo. Por
tanto si un espacio normado es localmente compacto, entonces todas las bolas cerradas son
compactos, y también todos los conjuntos cerrados y acotados son compactos porque todo
conjunto acotado está contenido en una bola cerrada.

4.4. Teorema de Riesz.A) Sea X un espacio normado de dimensión infinita, entonces existe
una sucesión{xn} de vectores en la esfera unidad de X, tal que‖xn − xm‖ > 1 siempre que
n 6= m. En consecuencia, la esfera unidad, SX, y la bola unidad, BX, no son compactos, de
hecho ninguna bola cerrada de radio positivo es compacta y, por tanto, los compactos tienen
interior vacío.

B) Para un espacio normado X equivalen las siguientes afirmaciones:

i) La topología de la norma en X es localmente compacta.

ii) Los conjuntos cerrados y acotados son compactos.

iii) La bola unidad BX es compacto.

iv) La esfera unidad SX es compacto.

v) X es de dimensión finita.

Demostración.A) Seax1∈SX y pongamosM1 = Kx1. El lema anterior nos dice que existe
x2∈SX tal que dist(x2,M1) = 1. Pongamos ahoraM2 = Lin {x1,x2}, el lema anterior nos dice
que existex3∈SX tal que dist(x3,M2)= 1. Supongamos que parak= 1,2, . . .n tenemos vectores
xk ∈SX , y espaciosMk = Lin {x1,x2, . . . ,xk}, verificándose que dist(xk+1,Mk) = 1 parak =
1,2. . .n−1. Podemos continuar este proceso porque, comoX es de dimensión infinita,Mn =
Lin {x1,x2, . . . ,xn} es un subespacio de dimensión finita y, por tanto, propio deX, y el lema
anterior nos dice que existexn+1∈SX tal que dist(xn+1,Mn) = 1. Es evidente que la sucesión
así obtenida verifica que‖xn−xm‖> 1 siempre quen 6= m.

Como la sucesión obtenida no puede tener ninguna parcial queverifique la condición de
Cauchy y, por tanto, no puede tener ninguna parcial convergente, deducimos que la esfera uni-
dad,SX , no es compacto por lo que tampoco puede serlo la bola unidadBX. Puesto que dos
bolas cerradas cualesquiera de radio positivo son homeomorfas, se sigue que ninguna bola ce-
rrada de radio positivo es compacta, lo que implica que los conjuntos compactos tienen interior
vacío.

B) La implicación i ⇒ ii) es consecuencia inmediata de lo dicho en los comentarios que
preceden al teorema. Las implicacionesii)⇒ iii )⇒ iv) son evidentes. La implicacióniv)⇒ v)
es consecuencia de lo probado en el puntoA), y la implicaciónv)⇒ i) es consecuencia de que
las bolas cerradas en un espacio normado de dimensión finita son compactos. 2
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4.2. Espacio normado producto y espacio normado cociente

Dados dos espacios normadosX eY, se llama espacionormado producto al espacio vec-
torial X ×Y dotado de cualquier norma que induzca la topología productoen dicho espacio.
Por ejemplo, las normas

‖(x,y)‖p =
(
‖x‖p+‖y‖p)1

p , (16 p); ‖(x,y)‖∞ = máx{‖x‖,‖y‖}

son todas ellas equivalentes como se deduce de las desigualdades

‖(x,y)‖∞ 6 ‖(x,y)‖p 6 ‖(x,y)‖1 6 2‖(x,y)‖∞ ((x,y)∈X×Y)

Y es claro que la norma‖(·, ·)‖∞ induce la topología producto enX×Y pues las bolas abiertas
en dicha norma son productos de bolas abiertas enX eY. Suele emplearse la notaciónX⊕pY
para representar el espacio normado producto(X×Y,‖ ‖p).

Sea ahoraX un espacio normado yM un subespacio vectorial cerrado deX. Definiendo

‖x+M‖= dist(x,M) = ı́nf{‖x−m‖ : m∈M}= ı́nf{‖x+m‖ : m∈M}

se obtiene una norma en el espacio vectorial cocienteX/M (ver proposición1.4), dicha nor-
ma se llamanorma cocientey el espacioX/M con dicha norma se llamaespacio normado
cociente. La aplicaciónπ : X → X/M definida porπ(x) = x+M para todox∈X se llama
epimorfismo cocienteo, simplemente,aplicación cocientey es lineal y sobreyectiva.

4.5 Proposición. Sean X un espacio normado, M un subespacio cerrado propio de Xy
π : X → X/M la aplicación cociente. Entonces se verifica

a) π es continua y‖π‖= 1.

b) π(B(x, r)) = B(x+M, r) para todo x∈X, por tantoπ es abierta.

c) Sea Y un espacio normado y T: X/M →Y una aplicación lineal, entonces T es continua
si, y sólo si, T◦π : X →Y es continua.

Demostración.a) Por la definición de norma cociente tenemos que‖π(x)‖ 6 ‖x‖ para todo
x∈X lo que nos dice queπ es continua y‖π‖ 6 1. Por otra parte, dado 0< α < 1, sabemos,
por el lema de Riesz, que hay unx∈SX tal que‖π(x)‖ > α. Concluimos que‖π‖= 1.

b)La inclusiónπ(BX(0,1))⊂BX/M(0,1) es consecuencia de lo antes visto. Ahora, supuesto
que‖x+M‖< 1, existirá unm∈M tal que‖x−m‖< 1 y, puesto queπ(x−m) = π(x) = x+M,
se sigue quex+M∈π(BX(0,1)). Lo que proporciona la otra inclusión. Hemos probado que
π(BX(0,1)) = BX/M(0,1), a partir de aquí, por la linealidad deπ, se deduce fácilmente lo
afirmado en b).

c) Consecuencia de a) y b) es que un conjuntoU ⊂ X/M es abierto si, y sólo si,π−1(U) es
abierto enX. Supongamos queT ◦π es continua y seaG⊂Y abierto. Entonces(T ◦π)−1(G) =
π−1(T−1(G)) es abierto enX, luegoT−1(G) es abierto enX/M y, por tanto,T es continua.2

Acabamos de ver, conviene advertirlo, que la topología inducida enX/M por la norma
cociente es latopología cociente, es decir, la mayor topología enX/M que hace continua a la
aplicación cocienteπ.
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4.6 Proposición.Sean X e Y espacios normados y T: X →Y un operador lineal continuo. Sean
π : X → X/ker(T) el epimorfismo cociente ỹT : X/ker(T) → Y el monomorfismo cociente,
definido porT̃(x+kerT) = T(x) para todo x∈X. Se verifica que

a) T̃ es lineal, inyectivo y continuo con‖T̃‖= ‖T‖.

b) T̃ es un isomorfismo topológico de X/ker(T) sobre T(X) si, y sólo si,T̃ ◦ π es una
aplicación abierta de X sobre T(X).

Demostración.a) QueT̃ es lineal e inyectiva es claro. Para todom∈ker(T) se tiene que

‖T̃(x+kerT)‖= ‖T(x)‖= ‖T(x+m)‖6 ‖T‖‖x+m‖

y, por tanto,‖T̃(x+ kerT)‖ 6 ‖T‖‖x+ kerT‖. LuegoT̃ es continuo y‖T̃‖ 6 ‖T‖. Por otra
parte, teniendo en cuenta que{x∈X : ‖x+kerT‖< 1} ⊃ B(0,1), se deduce que

‖T̃‖ = sup
{
‖T̃(x+kerT)‖ : ‖x+kerT‖< 1

}
= sup{‖T(x)‖ : ‖x+kerT‖< 1}>

> sup{‖T(x)‖ : ‖x‖ < 1}= ‖T‖

b) T̃ : X/ker(T)→ T(X) es un isomorfismo topológico si, y sólo si,T̃−1: T(X)→ X/ker(T)
es continua, lo que equivale a queT̃ : X/ker(T) → T(X) sea abierta, en cuyo caso, también
es abiertaT̃ ◦ π : X → T(X). Recíprocamente, sĩT ◦ π es abierta, entonces, dado un abierto
U ⊂ X/ker(T), se tiene queπ−1(U) es abierto enX, por lo que

(
T̃ ◦ π

)(
π−1(U)

)
= T̃(U)

es abierto enT(X), es decirT̃ : X/ker(T)→ T(X) es abierta y, por tanto, es un isomorfismo
topológico deX/ker(T) sobreT(X). 2

4.7 Corolario. Sea T: X → Y un operador lineal de un espacio normado X en un espacio
normado Y .

a) Si T(X) es de dimensión finita, entonces T es continuo si, y sólo si, ker(T) es cerrado.

b) Si Y es de dimensión finita, entonces T es una aplicación abierta si, y sólo si, es sobre-
yectiva.

Demostración.a) Si ker(T) es cerrado entoncesX/ker(T) es un espacio normado y podemos
considerar la factorización canónica deT

X
π−→ X/ker(T)

T̃−→ T(X)
J−→Y

comoT̃ : X/ker(T) → T(X) es un isomorfismo algebraico yT(X) es de dimensión finita, se
sigue queX/ker(T) es de dimensión finita, lo que implica, según sabemos, queT̃ es continua.
La última aplicaciónJ es la inclusión deT(X) enY, que también es continua. Concluimos que
T = J◦ T̃ ◦π es continua porque es composición de aplicaciones continuas.

b) SiT es abierta entoncesT(X) es un subespacio deY con interior no vacío, luegoT(X) =Y
y T es sobreyectiva. Recíprocamente, seaT sobreyectiva y consideremos{uk : 16 k6 N} una
base deY. Seanxk ∈X tales queT(xk) = uk para 16 k 6 N. Los vectores{xk : 16 k6 N}

son linealmente independientes, más todavía, si suponemosque
N

∑
k=1

λkxk = m∈ ker(T), en-

tonces se tiene que
N

∑
k=1

λkuk = 0 lo que implica queλk = 0 16 k 6 N. En consecuencia si
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Z = Lin {xk : 16 k6 N} se tiene queZ∩ker(T) = {0} y la aplicación restricciónT0 = T|Z de
T aZ es una biyección lineal deZ sobreY, por lo que es un isomorfismo topológico y, en parti-

cular, es abierta. Por otra parte, dadox∈X seaT(x) =
N

∑
k=1

λkuk, entoncesx−
N

∑
k=1

λkxk∈ker(T).

Hemos probado queX = ker(T)⊕Z (suma directa de espacios vectoriales). SeanP,Q : X → X
las aplicaciones lineales definidas porx = Px+Qx con Px∈ ker(T), Qx∈Z. Tenemos que
T(x) = TQ(x) para todox∈X. Paraa∈X tenemos queB(a, r) = a+B(0, r) ⊃ a+B(0, r)∩Z
por lo queQ(B(a, r)) ⊃ Q(a)+B(0, r)∩Z. Deducimos queQ es una aplicación abierta deX
sobreZ. Si G⊂ X es abierto enX entoncesT(G) = T(Q(G)) = T0(Q(G)) es abierto enY. 2

Observa que volvemos a obtener, como caso particular de estecorolario, tomandoY = K,
que una forma lineal en un espacio normado es continua si, y sólo si, su núcleo es cerrado;
y también volvemos a obtener que toda forma lineal no nula en un espacio normado es una
aplicación abierta.

4.3. Sumas directas y proyecciones. Complementos topológicos

Recuerda que siX es un espacio vectorial, yM, N, son subespacios deX tales que
X =M+N y M∩N = {0}, se dice queX essuma directadeM y N, y escribimosX = M⊕N.
En tal caso, cada vectorx∈X puede escribirse de manera única en la formax = m+ n con
m∈M y n∈N. Se dice queM y N sonespacios complementariosy que cada uno de ellos es
un complemento algebraico del otro. Como consecuencia de que siempre es posible extender
una base de un subespacio a una base del espacio total, todo subespacio tiene complementos
algebraicos que, salvo trivialidad, no son únicos; por ejemplo, enR3 un plano vectorial tiene
como complemento algebraico cualquier recta vectorial queno esté contenida en él.

Un operador linealP : X → X tal queP2 = P se llama unidempotente y también una
proyección. Vamos a ver que en todo espacio vectorial hay una correspondencia biunívoca
entre sumas directas y proyecciones.

4.8 Proposición. Sea X un espacio vectorial, P: X → X una aplicación lineal y M, N subes-
pacios de X.

i) P es una proyección si, y sólo si, I−P es una proyección. En cuyo caso se verifica que
P(X) = ker(I −P), ker(P) = (I −P)(X) y X = P(X)⊕ker(P)

ii) Si X = M⊕N entonces hay una única proyección P tal que P(X) = M y ker(P) = N. Se
dice que P es la proyección de X sobre M con núcleo N.

Demostración. i) Puesto que(I −P)2 = I −2P+P2 = I −P+(P2−P) se tiene queP2 =P si, y
sólo si,(I −P)2 = I −P. Además, 0= (I −P)(x) = x−Px⇐⇒Px= x, luegoP(X)⊃ ker(I −P).
Si z∈P(X), entoncesz= Pxconx∈X, por lo quePz= P(Px) = Px= zy, por tanto,z−Pz= 0,
es decir,z∈ker(I −P). Por tantoP(X)= ker(I −P). CambiandoP por I −P se obtiene ker(P) =
(I −P)(X). Todo x∈X puede escribirse en la formax = Px+(x−Px)∈P(X)+ ker(P) y si
x∈P(X)∩ker(P) entoncesx= Px= 0, luegoP(X)∩ker(P) = {0} y X = P(X)⊕ker(P).

ii) Si X =M⊕N. Para cadax∈X seaPxel único vector que verifica quePx∈M y x−Px∈N.
La aplicaciónP : X → X así definida, es una proyección tal queP(X) = M y ker(P) = N. Si
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ahoraQ es una proyección conQ(X) =P(X) y ker(Q) = ker(P), entonces dadox∈X, existe un
u∈X tal quePx=Qu, comox−Px∈ker(P) = ker(Q), deducimos queQx=Q(Px) =Q(Qu) =
Qu= Px, luegoPx= Qx, esto esP= Q. 2

Sean ahoraM y N subespacios vectoriales cualesquiera de un espacio vectorial X y consi-
deremos la aplicación

ψ : N → X/M, ψ(x) = x+M ∀x∈N (4.2)

que es la restricción aN de la aplicación cociente. Es claro que ker(ψ) = N∩M y ψ(N) =
{x+M : x∈N}. Por tanto,ψ es una biyección, si, y sólo si,X = M⊕N. Deducimos quecual-
quier complemento algebraico de M es isomorfo al espacio vectorial cociente X/M. Además,
en tal caso, llamandoP a la proyección deX sobreM y Q= I −P a la proyección deX sobre
N, se tiene que la aplicación inversa deψ viene dada por

ψ−1 : X/M → N, ψ−1(x+M) = ψ−1(Px+Qx+M) = ψ−1(Qx+M) = Qx ∀x∈X (4.3)

por tanto,ψ−1◦π = Q= I −P.

En las mismas hipótesis, también podemos considerar la aplicación

Φ : M×N → X, Φ(x,y) = x+y ∀(x,y)∈M×N (4.4)

Es claro queΦ es lineal y ker(Φ) = {(x,−x) : x∈M∩N} y Φ(M×N) = M+N. Por tanto,Φ
es una biyección, si, y sólo si,X = M⊕N. Además, en tal caso, llamandoP a la proyección de
X sobreM y Q= I −P a la proyección deX sobreN, se tiene que la aplicación inversa deΦ
viene dada por

Φ−1 : X → M×N, Φ−1(x) = (Px,Qx) = (Px,x−Px) ∀x∈X (4.5)

En el caso en queX sea un espacio normado yP una proyeccióncontinua, se tiene que
P(X) = ker(I −P) y ker(P) son espacios cerrados enX y, claro está,X = P(X)⊕ ker(P). Sin
embargo, en el caso de los espacios normados, puede ocurrir que tengamos un subespacio ce-
rrado,M, que no tenga ningún complemento algebraico que también seacerrado, lo que implica
que no hay ninguna proyeccióncontinuadeX sobreM. También puede ocurrir que un espacio
normado sea suma directa de dos subespacios cerrados pero las proyecciones correspondien-
tes no sean continuas (ver ejercicio90). Aunque, como veremos, esto último no puede ocurrir
en los espacios de Banach. Por tanto, en los espacios normados no hay una correspondencia
biunívoca entre sumas directas de subespacios cerrados y proyecciones continuas.

Se dice que un subespacio cerradoM de un espacio normadoX estácomplementadoen
X cuando existe una proyección lineal continuaP : X → X tal queP(X) = M. En tal caso,
poniendoN = ker(P) = (I −P)(X), se tiene queX = M ⊕N y se dice queX es sumasuma
topológico directa de M y N y cada uno de estos espacios se dice que es uncomplemento
topológicodel otro.

4.9 Proposición. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio normado X tales que
X = M⊕N. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) X = M⊕N es suma topológico directa de M y N.
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(ii) La aplicación ψ : N → X/M definida porψ(x) = x+M para todo x∈N es un isomor-
fismo topológico.

(iii) La aplicación Φ : M×N → X definida porΦ(x,y) = x+y para todo(x,y)∈M×N es
un isomorfismo topológico.

Demostración. Las aplicacionesψ y Φ son continuas porque son, respectivamente, restriccio-
nes de la aplicación cociente y de la aplicación suma.

(i) equivale a que la proyecciónP de X sobreM sea continua, lo que, por (4.3), equivale
a queψ−1 ◦π = Q = I −P sea continua, lo que, por (4.5), equivale a queΦ−1 sea continua.
Finalmente, queψ−1 ◦π sea continua equivale, por la proposición4.5c), a queψ−1 sea conti-
nua. 2

4.10 Proposición.Sea X un espacio normado y M⊂ X un subespacio cerrado de codimensión
finita. Entonces todo complemento algebraico de M en X es un complemento topológico.

Demostración. SeaN un complemento algebraico deM, de modo queX = M⊕N. Debemos
probar que la proyecciónP : X → X tal queP(X) = N es continua. Pero ello es consecuencia
inmediata del punto a) del corolario4.7, pues ker(P) = M es cerrado por hipótesis, yP(X) = N
tiene dimensión finita. 2

Bibliografía. La misma del capítulo anterior.

4.4. Ejercicios

83. Prueba que una sucesión acotada y no convergente en un espacio normado de dimensión
finita tiene al menos dos parciales que convergen a límites distintos.

84. Prueba que para cadaN∈N existe un númeroCN > 0 tal que para todo polinomio de
grado menor o igual queN se verifica que

N

∑
k=0

|p(k)|6CN

Nw
0

|p(t)|dt

85. Prueba que una sucesión{Pn} de funciones polinómicas, todas ellas de grado menor o
igual que un ciertoN∈N, converge uniformemente (es decir, con la norma‖.‖∞) en un
intervalo [a,b] si, y sólo si, existenN+ 1 números reales distintos del intervalo[a,b],
β0,β1, . . . ,βN, tales que lasN+1 sucesiones{Pn(βk)}n∈N (k= 0,1, . . . ,N) convergen.

86. SeaX un espacio normado yM un subespacio cerrado deX. Prueba queX es completo
si, y sólo si,M y X/M son completos.

Sugerencia. Utiliza la caracterización de la complitud porseries (proposición1.7).
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87. SeaX un espacio normado yf ∈X∗. Prueba que son equivalentes las siguientes afirma-
ciones:

a) f alcanza su norma.

b) Para todox∈X hay algúny∈ker( f ) tal que‖x−y‖= ‖x+ker( f )‖.

88. Considera el espacio vectorialX = { f ∈C[0,1] : f (0) = 0} con la norma uniforme. Prue-
ba que

M =

{
f ∈X :

1w
0

f (t)dt = 0

}

es un subespacio cerrado propio deX y que no existef ∈X con‖ f‖= 1 y dist( f ,M) = 1.

89. SeanN un subespacio finito dimensional yM un subespacio cerrado de un espacio nor-
madoX. Prueba queM+N es cerrado. Sugerencia. Usa la aplicación cociente deX sobre
X/M.

90. En el espacio normado(c00,‖·‖1) se consideran los subespacios

M = {x∈c00 : x(2n) = nx(2n−1) ∀n∈N} , N = {x∈c00 : x(2n−1) = 0 ∀n∈N}

Prueba queM y N son subespacios cerrados dec00, quec00 = M⊕N y las proyecciones
sobreM y N son discontinuas.

91. Prueba que

M =

{
f ∈C[0,1] :

1w
0

f (t)dt = 0

}

es un subespacio cerrado propio deC[0,1] y calcula la norma def +M enX/M en los
siguientes casos:

a) f (t) = sen(πt), b) f (t) = cos(πt), c) f (t) = t −1

Dada f ∈C[01], prueba que hay una funcióng∈M tal que‖ f −g‖= dist( f ,M).

92. Sea

A= {x∈c0 : x(2n) = 0 ∀n∈N} , B= {x∈c0 : x(2n−1) = nx(2n) ∀n∈N}

Prueba queA y B son subespacios cerrados dec0, queA+B 6= c0 y queA+B es denso
enc0.

Sugerencia. Usa funcionales lineales continuos para probar queA y B son cerrados. Para
probar la densidad deA+B recuerda quec00 es denso enc0.

93. SeaM un subespacio de dimensión finita de un espacio normadoX, y seaN un subespa-
cio cerrado tal queX = M⊕N. Dadoϕ0∈M♯, definimos

ϕ : M⊕N →K, ϕ(x+y) = ϕ0(x) (x∈M,y∈N).

Prueba queϕ∈X∗.
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94. SeanM y N subespacios de un espacio normadoX. Supongamos queN es finito dimen-
sional y que existeα ∈]0,1/2[ tal que dist(x,N) 6 α para todox∈SM . Prueba queM es
finito dimensional.

Sugerencia. SiM fuera infinito dimensional, existiría una sucesión{xn} tal quexn∈SM

y ‖xn − xm‖ > 1 siempre quen 6= m. Para cadaxn hay unyn ∈N tal que‖xn − yn‖ =
dist(xn,N).



Capítulo 5

Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son un tipo particular de espacios deBanach cuya norma viene
definida por un producto escalar, lo que permite definir un concepto de ortogonalidad y desa-
rrollar en ellos una geometría que es la generalización natural de la geometría euclídea. Sus
orígenes están en el estudio de las ecuaciones integrales del tipo

f (x)+λ
bw

a

K(x,y) f (y)dy = g(x)

dondeK y g son funciones continuas que se suponen conocidas y la incógnita es la función
f . Los trabajos de Ivar Fredholm en los años 1900–1903 pusieron de manifiesto una completa
analogía entre este tipo de ecuaciones integrales y los sistemas de ecuaciones lineales. David
Hilbert, motivado por estos trabajos, publicó en los años 1904–1910 seis artículos sobre ecua-
ciones integrales en los cuales se prefiguran los espacios que llevan su nombre. Durante algunos
años solamente se consideraron espacios de Hilbert concretos: los espaciosℓ2 y L2[a,b]. Fue
John von Neumann quien concibió la idea de espacio de Hilbertabstracto, y en 1927 codificó
en unos sencillos axiomas, los mismos que vamos a usar, dichaestructura.

En este capítulo se presentan los conceptos y resultados básicos de la teoría de espacios de
Hilbert. La igualdad de paralelogramocomo característica distintiva de los espacios de Hilbert
entre los espacios de Banach, el teorema de la proyección ortogonal, el teorema de Riesz-
Frèchet y la existencia de bases ortonormales son los resultados fundamentales. Acabamos con
una aplicación de estos resultados abstractos a las series de Fourier clásicas.

5.1. Formas sesquilineales

5.1 Definición. SeaX un espacio vectorial sobreK (K=R oK=C). Unaforma sesquilineal
sobreX es una aplicaciónϕ : X×X →K que es lineal en la primera variable y conjugado-lineal
en la segunda.

ϕ(λx+y,z) = λϕ(x,z)+ϕ(y,z); ϕ(x,µy+z) = µϕ(x,y)+ϕ(x,z) (x,y,z∈X,λ,µ∈K)

En el caso de queK= R, una forma sesquilineal no es otra cosa que una forma bilineal.

64
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Una forma sesquilineal queda determinada de manera única por el conocimiento de su
parte real. Esto es evidente siK= R, y en el caso complejo se tiene que:

ϕ(x,y)=Reϕ(x,y)+i Imϕ(x,y)=Reϕ(x,y)+i Re(−iϕ(x,y))=Reϕ(x,y)+i Reϕ(x, iy) (5.1)

Observa que en el caso complejo Reϕ(x,y) es una forma bilineal sobre el espacio vectorial
realXR subyacente aX.

Una forma sesquilineal se dice que eshermítica si ϕ(x,y) = ϕ(y,x) para todosx,y∈X. En
el caso real esto es tanto como decir queϕ es una forma bilineal simétrica.

Toda forma sesquilineal,ϕ, tiene asociada unaforma cuadrática, ϕ̂, definida por

ϕ̂(x) = ϕ(x,x) (x∈X) (5.2)

Observa quêϕ(λx) = |λ|2ϕ̂(x).

Vamos a ver que, en el caso complejo, la forma cuadráticaϕ̂ determina de manera única a
la forma sesquilinealϕ. Y, en el caso real, una forma sesquilineal hermítica queda determinada
por su forma cuadrática asociada.

5.2. Identidad de polarización.Seaϕ una forma sesquilineal sobre un espacio vectorial com-
plejo. Se verifica que:

4ϕ(x,y) = ϕ̂(x+y)− ϕ̂(x−y)+ iϕ̂(x+ iy)− iϕ̂(x− iy)

Si ϕ es hermítica se tiene que

4Reϕ(x,y) = ϕ̂(x+y)− ϕ̂(x−y) (x,y∈X) (5.3)

Además, en el caso complejo, se verifica queϕ es hermítica si, y sólo si, su forma cuadrática
ϕ̂ toma valores reales.

Demostración.Teniendo en cuenta que:

ϕ(x+y,x+y) = ϕ(x,x)+ϕ(y,y)+ϕ(x,y)+ϕ(y,x)
ϕ(x−y,x−y) = ϕ(x,x)+ϕ(y,y)−ϕ(x,y)−ϕ(y,x)

deducimos que:
2(ϕ(x,y)+ϕ(y,x)) = ϕ(x+y,x+y)−ϕ(x−y,x−y)

Es decir
2(ϕ(x,y)+ϕ(y,x)) = ϕ̂(x+y)− ϕ̂(x−y) (5.4)

Si el espacioX es complejo podemos sustituir en esta igualdady por iy con lo que

2(ϕ(x, iy)+ϕ(iy,x)) = ϕ̂(x+ iy)− ϕ̂(x− iy)⇐⇒
2(−i ϕ(x,y)+ i ϕ(y,x)) = ϕ̂(x+ iy)− ϕ̂(x− iy)⇐⇒

2(ϕ(x,y)−ϕ(y,x)) = i ϕ̂(x+ iy)− i ϕ̂(x− iy)

Sumando esta última igualdad con la igualdad (5.4) obtenemos la llamadaidentidad de pola-
rización:

4ϕ(x,y) = ϕ̂(x+y)− ϕ̂(x−y)+ i ϕ̂(x+ iy)− i ϕ̂(x− iy) (x,y∈X) (5.5)
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Si ϕ es una forma sesquilineal hermítica, de la igualdad (5.4) deducimos que

4Reϕ(x,y) = ϕ̂(x+y)− ϕ̂(x−y) (x,y∈X)

Igualdad que, en el caso de que el espacioX sea real, determina aϕ.

Observa que siϕ es hermítica, entonces debe serϕ(x,x) = ϕ(x,x), y por tanto la forma
cuadrática asociadâϕ toma valores reales. Recíprocamente, en el caso complejo, si ϕ̂ toma
valores reales, de la igualdad (5.5) se deduce fácilmente queϕ es hermítica. 2

Una forma sesquilineal hermíticaϕ se dice que espositiva si ϕ(x,x)> 0 para todox∈X. Si,
además, se tiene queϕ(x,x) > 0 para todox∈X conx 6= 0 se dice queϕ esdefinida positiva.

Una forma sesquilineal hermítica definida positiva se llamaun producto escalar en X.
Usaremos la notación(x | y) en lugar deϕ(x,y) para representar un producto escalar. Las pro-
piedades que definen a un producto escalar son, pues, las siguientes:

• (λx+y | z) = λ(x | z)+ (y | z) para todosx,y,z∈X y λ∈K.

• (x | y) = (y | x) para todosx,y∈X.

• (x | x)> 0 para todox∈X conx 6= 0.

5.3 Proposición. Seaϕ una forma sesquilineal hermítica positiva. Se verifica entonces:

a) Desigualdad de Cauchy–Schwarz

|ϕ(x,y)|6
√

ϕ(x,x)ϕ(y,y) (x,y∈X)

b) Desigualdad de Minkowski
√

ϕ(x+y,x+y)6
√

ϕ(x,x)+
√

ϕ(y,y) (x,y∈X)

Por tanto la aplicación x7→
√

ϕ(x,x) es una seminorma en X y es una norma si, y sólo si,ϕ es
un producto escalar. En tal caso, supuesto que x6= 0 e y 6= 0, la igualdad en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz equivale a que los vectores x,y sean linealmente dependientes; y la igualdad
en la desigualdad de Minkowski equivale a que uno sea múltiplo positivo del otro.

Demostración.a) Supondremos queϕ(x,x) > 0 y ϕ(y,y) > 0 pues en otro caso nada hay que
probar. Para todot∈R definamosh(t) = ϕ̂(x− ty). Tenemos que

06 h(t) = ϕ(x− ty,x− ty) = ϕ(y,y)t2−2Reϕ(x,y)t +ϕ(x,x)

La funciónh(t) representa una parábola convexa que tiene un mínimo absoluto estricto en su
vértice que es donde se anula la derivadah′(t) = 2tϕ(y,y)−2Reϕ(x,y), es decir, en el punto

t0 =
Reϕ(x,y)

ϕ(y,y)
. Ahora es inmediato comprobar que:

h(t0)> 0⇐⇒ (Reϕ(x,y))2 6 ϕ(x,x)ϕ(y,y) ⇐⇒ |Reϕ(x,y)|6
√

ϕ(x,x)ϕ(y,y)

Esto prueba la desigualdad en el caso real. En el caso complejo escribamos|ϕ(x,y)|= λϕ(x,y)
conλ∈C y |λ|= 1. Con ello tenemos

|ϕ(x,y)|= λϕ(x,y) = ϕ(λx,y) = Reϕ(λx,y)6
√

ϕ(λx,λx)ϕ(y,y) =
√

ϕ(x,x)ϕ(y,y)
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lo que prueba la desigualdad.

Si ϕ es un producto escalar, en el caso real la igualdad se da si, y sólo si,h(t0) = ϕ̂(x− t0y) = 0,
es decir,x = t0y. El mismo razonamiento en el caso complejo se aplica a los vectoresλx e y,
con lo que obtenemos que la igualdad equivale a que existet0∈R tal queλx− t0y= 0, esto es,
x= αy conα = t0λ∈C.

b) Tenemos que

ϕ(x+y,x+y) = ϕ(x,x)+2Reϕ(x,y)+ϕ(y,y) 6 ϕ(x,x)+2|Reϕ(x,y)|+ϕ(y,y)6

6 ϕ(x,x)+2
√

ϕ(x,x)ϕ(y,y)+ϕ(y,y) =
(√

ϕ(x,x)+
√

ϕ(y,y)
)2

De donde se sigue la desigualdad del enunciado. Siϕ es un producto escalar la igualdad se
da si, y sólo si Reϕ(x,y) = |Reϕ(x,y)| =

√
ϕ(x,x)ϕ(y,y) lo que equivale a quex = t0y con

t0 > 0. 2

5.2. Espacios prehilbertianos

Un espacio prehilbertianoes un espacio vectorialH en el que se tiene definido un pro-
ducto escalar(· | ·).

Un espacio prehilbertiano se considera siempre como espacio normado con la norma dada
por

‖x‖ =
√

(x | x) (x∈X)

Un espacio de Hilbertes un espacio prehilbertiano cuya norma es completa.

La desigualdad de Cauchy–Schwarz se escribe

|(x | y)|6 ‖x‖‖y‖

de donde se deduce queel producto escalar es una aplicación continuadel espacio normado
productoH×H enK. En efecto, si{(xn,yn)} → (x,y), entonces{xn} → x y {yn} → y, en
particular, ambas sucesiones están acotadas por lo que

|(xn | yn)− (x | y)|= |〈xn | yn−y〉− (x−xn | y)|6
6 ‖xn‖‖yn−y‖+‖x−xn‖‖y‖ → 0.

La desigualdad de Minkowski es la desigualdad triangular dela norma.

Podemos escribir ahora algunas de las igualdades antes obtenidas para el caso de un pro-
ducto escalar usando la norma. En particular tenemos que

4Re(x | y) = ‖x+y‖2−‖x−y‖2 (5.6)

y
4(x | y) = ‖x+y‖2−‖x−y‖2+ i ‖x+ iy‖2− i ‖x− iy‖2 (5.7)

Igualdades que nos dicen que el producto escalar queda determinado por la norma. En conse-
cuencia, un isomorfismo isométrico entre espacios prehilbertianos conserva el producto escalar.
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Partiendo de la igualdad

‖x+y‖2 = (x+y | x+y) = ‖x‖2+‖y‖2+2Re(x | y) (5.8)

Sustituyendo en ellay por−y y sumando, se obtiene la llamadaigualdad del paralelogramo:

‖x+y‖2+‖x−y‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2 (5.9)

que expresa que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es igual a la
suma de los cuadrados de los lados. Es una identidad en la que no interviene el producto escalar
y que debe cumplir cualquier norma que proceda de un productoescalar, pero lo sorprendente
es que dicha condición necesaria es también suficiente, es decir, la identidad del paralelogramo
caracteriza las normas que proceden de un producto escalar.

5.4. Teorema de Jordan–von Neumann.Sea‖ ‖ una norma en un espacio vectorial X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un producto escalar(· | ·) en X tal que‖x‖2 = (x | x) para todo x∈X.

(ii) Se verifica la igualdad del paralelogramo:

‖x+y‖2+‖x−y‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2

Demostración. Por lo antes visto, sólo hay que probar la implicación(ii)⇒ (i). Supongamos
queX es un espacio normado real cuya norma verifica la igualdad delparalelogramo y que-
remos probar que la norma deriva de un producto escalar. A la vista de la igualdad (5.6), el
producto escalar que buscamos tiene que estar definido por

4(x | y) = ‖x+y‖2−‖x−y‖2 (x,y∈X)

Observa que con esta definición se cumple que(x | y) = (y | x) y (x | x) = ‖x‖2. Por tanto, lo
que hay que probar es la linealidad de la aplicaciónx 7→ (x | y). Para ello, dadosu,v,y∈X,
usamos la igualdad del paralelogramo para obtener

4(u+v | y) = ‖u+v+y‖2−‖u+v−y‖2 =

= 2‖u+y‖2+2‖v‖2−‖u+y−v‖2−2‖u‖2−2‖v−y‖2+‖u+y−v‖2 =

= 2‖u+y‖2+2‖v‖2−2‖u‖2−2‖v−y‖2

Intercambiando en esta igualdadu y v y sumando las dos igualdades resultantes obtenemos

8(u+v | y) = 2‖u+y‖2−2‖u−y‖2+2‖v+y‖2−2‖v−y‖2 =

= 8(u | y)+8(v | y)

Hemos probado que para todosu,v,y∈X se verifica que

(u+v | y) = (u | y)+ (v | y) (5.10)

Consideremos ahora el conjunto

K = {t∈R : (tx | y) = t (x | y) ∀x,y∈X}
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Evidentemente, 0,1∈K. Supongamos ques, t∈K. Usando (5.10) tenemos que

((t −s)x | y)+s(x | y) = ((t −s)x | y)+ (sx| y) = 〈tx | y〉= t 〈x | y〉

y deducimos quet −s∈K. Supuesto quet 6= 0, tenemos

t
(s

t
x | y

)
= (sx| y) = s(x | y)

y deducimos quest ∈K. Por tantoK es un subcuerpo deR y por tantoK ⊃Q.

Para cadax,y∈X, la función fxy : R→ R definida por

fx,y(t) = (tx | y)− t (x | y)

es continua, luego el conjuntof−1
xy ({0}) es cerrado enR, lo que implica que el conjuntoK, que

es la intersección de todos los conjuntosf−1
xy ({0}) conx,y∈X, es cerrado, por lo queK = R.

Hemos probado así que

(tx | y) = t (x | y) (x,y∈X, t∈R) (5.11)

Teniendo en cuenta ahora la igualdad (5.10), deducimos que(tx+y | z) = t (x | z)+ (y | z), es
decir, la aplicaciónx 7→ (x | y) es lineal y, por tanto,(x,y) 7→ (x | y) es un producto escalar en
X que induce la norma deX.

En el caso en queX sea un espacio normado complejo, a la vista de la igualdad (5.7),
definimos

〈x | y〉= (x | y)+ i (x | iy) (x,y∈X)

Como‖x+ iy‖ = ‖ix−y‖ y ‖x− iy‖= ‖ix+y‖, deducimos que

(x | iy) =−(ix | y) (x,y∈X) (5.12)

En particular,(x | ix) = −(ix | x) = −(x | ix), deducimos que(x | ix) = 0 y, por tanto〈x | x〉 =
(x | x) = ‖x‖2. Además

〈x | y〉= (x | y)+ i (x | iy) = (y | x)− i (ix | y) = (y | x)− i (y | ix) = 〈y | x〉

De las igualdades (5.10) y (5.11), deducimos que para todot∈R y todosx,y∈X, se verifica que
〈tx+y | z〉= t 〈x | z〉+〈y | z〉. Sólo queda probar que〈ix | y〉= i 〈x | y〉, pero eso es consecuencia
de (5.12), pues

〈ix | y〉= (ix | y)+ i (ix | iy) =−(x | iy)− i (−x | y) =

= i
(
i (x | iy)+ (x | y)

)
= i 〈x | y〉

Queda así probado que〈· | ·〉 es un producto escalar que induce la norma deX. 2

5.5 Ejemplos. La recta realR, es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar es el producto
usual de números reales,(x | y) = xy, que induce como norma el valor absoluto

√
〈x | x〉 =√

x2 = |x|.
El cuerpo complejoC, es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar es(z | w) = zw, que

induce como norma el módulo
√

(z | z) =
√

zz=
√

|z|2 = |z|.
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Los espaciosℓN
2 y ℓ2, reales o complejos, son espacios de Hilbert pues sus normasprocede

de un producto escalar:

(x | y) =
N

∑
k=1

x(k)y(k) (x,y∈ℓN
2 )

(x | y) =
∞

∑
k=1

x(k)y(k) (x,y∈ℓ2)

También es un espacio de HilbertL2(Ω) pues su norma viene dada por el producto escalar

( f | g) =
w
Ω

f (x)g(x)dx ( f ,g∈L2(Ω))

Los espaciosℓN
p y ℓp parap 6= 2 no son espacios de Hilbert pues, sip 6= ∞, en cualquiera de

ellos se verifica que‖e1±e2‖p = 2
1
p y ‖e1‖p = ‖e2‖p = 1, luego para que se de la igualdad del

paralelogramo debe cumplirse que 2·2
2
p = 4, que solamente se cumple parap= 2. Si p= ∞

entonces‖e1±e2‖∞ = ‖e1‖∞ = ‖e2‖∞ = 1 y la igualdad del paralelogramo tampoco se cumple
enℓ∞. El mismo razonamiento prueba que nic0 ni c son espacios de Hilbert.

5.3. Teorema de la proyección ortogonal

La gran utilidad de los espacios de Hilbert se debe, entre otras razones, al hecho de que en
ellos los problemas de“aproximación óptima”en los que se trata de obtener la mejor aproxi-
mación de un elementox∈H, usualmente una función, por elementos de un conjuntoM ⊂H

de funciones de cierto tipo, tienen una sencilla solución. Se trata, claro está, de calcular un
puntom∈M tal que‖x−m‖ = dist(x,M). Cuando dicho punto existe y es único se dice que
es laaproximación óptima de x en M, se dice también que dicho puntom∈M materializa
la distanciadex a M. Se trata, en definitiva, como tantas veces en Análisis Matemático de un
problema de extremos.

Recuerda que un conjuntoC en un espacio vectorialX es convexo siC contiene el segmento
que une dos cualesquiera de sus puntos, esto es, siempre quex,y∈C se tiene que(1−t)x+ty∈C
para todot∈ [0,1].

5.6. Teorema de aproximación óptima.Sea C un subconjunto convexo y cerrado de un espacio
de HilbertH. Dado un punto x∈H existe un único puntôx∈C tal que

‖x− x̂‖= dist(x,C) = ı́nf{‖x−u‖ : u∈C}

Se dice quêx es laproyecciónde x sobre C y suele representarse porx̂= PC(x).

Demostración.El caso en quex∈C es trivial pues entonceŝx= x. Sea, pues,x∈H\C. Ponga-
mosρ = dist(x,C). ComoC es cerrado, tenemos queρ > 0. Seanu, v∈C. Usando la igualdad
del paralelogramo tenemos

2‖x−u‖2+2‖x−v‖2 = ‖2x− (u+v)‖2+‖v−u‖2 ⇐⇒

‖v−u‖2 = 2‖x−u‖2+2‖x−v‖2−4

∥∥∥∥x− u+v
2

∥∥∥∥
2
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ComoC es convexo, tenemos que
u+v

2
∈C y, por tanto,‖x− u+v

2
‖> ρ. Deducimos así que

‖v−u‖2 6 2‖x−u‖2+2‖x−v‖2−4ρ2 (u,v∈C) (5.13)

Para cadan∈N seaxn∈C tal que‖x−xn‖2 6 ρ2+1/2n. Sustituyendo en (5.13) u= xn y v= xm

obtenemos que

‖xm−xn‖2 6
1
n
+

1
m

y deducimos que la sucesión{xn} es de Cauchy. ComoC es completo por ser un conjunto
cerrado en un espacio de Hilbert, dicha sucesión converge a un puntox̂∈C. La continuidad de
la norma implica que‖x− x̂‖2 6 ρ2 y, por tanto,‖x− x̂‖= ρ. La unicidad dêx es consecuencia
inmediata de la desigualdad (5.13). 2

Observa que este resultado también es válido si se supone queH es un espacio prehilber-
tiano yC un subconjunto convexo ycompletodeH.

5.7 Lema. Sea C un subconjunto convexo de un espacio prehilbertianoH y sea x∈H. Dado
un puntox̂∈C equivalen las siguientes afirmaciones:

(a) x̂ es la proyección de x sobre C.

(b) Re
(
x− x̂ | u− x̂

)
6 0 para todo u∈C.

Si C es de hecho un subespacio, (a) y (b) equivalen a

(c) (x− x̂ | u) = 0 para todo u∈C.

Demostración. (a)⇒ (b) Para todou∈C tenemos que

‖x− x̂‖2 6 ‖x−u‖2 = ‖(x− x̂)− (u− x̂)‖2 =

= ‖x− x̂‖2+‖u− x̂‖2−2Re
(
x− x̂ | u− x̂

)
⇐⇒

2Re(x− x̂ | u− x̂)6 ‖u− x̂‖2 (5.14)

Puesto queC es convexo podemos sustituiru por (1− t)x̂+ tu conu∈C arbitrario, 0< t < 1, y
deducimos que

2t Re(x− x̂ | u− x̂)6 t2‖u− x̂‖2 (u∈C)

dividiendo port y haciendot → 0 obtenemos

Re(x− x̂ | u− x̂)6 0 (u∈C)

Esta última desigualdad a su vez implica claramente (5.14) y por tanto(a).

Supongamos queC es de hecho un subespacio, y probemos que(b) ⇒ (c). Basta observar
que, por serC un subespacio,z= u− x̂ es un vector deC tan arbitrario comou. Por tanto
podemos cambiarzpor−zy deducimos que

Re(x− x̂ | u− x̂) = 0 (u∈C)

Si el espacioX es real, esto prueba(c). Si X es complejo, cambiamos ahoraz= u− x̂ por iz y
obtenemos que

Im(x− x̂ | u− x̂) = 0 (u∈C)
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Por tanto, en cualquier caso hemos probado(c). El resto es inmediato. 2

5.8 Corolario. Sea C un conjunto no vacío, cerrado y convexo en un espacio de Hilbert H, y
sea PC : H → H la proyección sobre C. Entonces se verifica que‖PC(x)−PC(y)‖ 6 ‖x− y‖
para todos x,y∈H.

Demostración. En virtud del lema5.7 5.7 se verifica que

Re(x−PC(x) | PC(y)−PC(x)) 6 0; Re(PC(y)−y | PC(y)−PC(x)) 6 0

Sumando estas dos desigualdades obtenemos

Re(x−y+PC(y)−PC(x) | PC(y)−PC(x)) =Re(x−y | PC(y)−PC(x))+‖PC(y)−PC(x)‖2 6 0

Y, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz deducimos, que

‖PC(y)−PC(x)‖26−Re(x−y | PC(y)−PC(x))6|(x−y | PC(y)−PC(x))|6‖x−y‖‖PC(y)−PC(x)‖

Y por tanto‖PC(y)−PC(x)‖6 ‖x−y‖. 2

La condición
Re
(
x− x̂ | u− x̂

)
6 0 para todou∈C (5.15)

tiene una sencilla interpretación geométrica. Para verla necesitamos definir elánguloque for-
man dos vectores en un espacio prehilbertiano. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue
que para todosx,y, vectores no nulos en un espacio prehilbertianoH, se verifica que

−16
Re(x | y)
‖x‖‖y‖ 6 1

Por tanto, existe un único númeroϑ∈ [0,π] tal que

cosϑ =
Re(x | y)
‖x‖‖y‖

dicho númeroϑ es la medida en radianes del ángulo que forman los vectoresx e y. Observa
que cosϑ 6 0 indica que dicho ángulo, medido en grados, está entre 90◦ y 180◦. Por tanto, la
condición (5.15) nos dice que el ángulo que forma el vectorx− x̂ con el vectoru− x̂ está entre
90◦ y 180◦ para todou∈C.

Otra interpretación, quizás más sugerente, es como sigue. Supondremos queK=R. Fijados
x0∈H y x̂0∈C, supuesto quex0 6= x̂0, el conjuntoM = {x∈H : (x0− x̂0 | x) = (x0− x̂0 | x̂0)}
es unhiperplano afínenH que pasa por̂x0. Como para todou∈C se tiene que(x0− x̂0 | u) 6
(x0− x̂0 | x̂0) pero(x0− x̂0 | x0)> (x0− x̂0 | x̂0), resulta que dicho hiperplano deja a un lado el
conjuntoC y a otro lado el puntox0. Observa que six,y∈M entonces(x0− x̂0 | x−y) = 0, es
decir, el ángulo de los vectoresx0− x̂0 y x− y es un ángulo recto. En tal caso se dice que los
vectores son ortogonales, concepto que pasamos a definir.
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5.9 Definición. Se dice que dos vectoresx, y de un espacio prehilbertianoH sonortogonales
cuando(x | y) = 0. En tal caso escribimosx⊥ y. Observa que la relación de ortogonalidad es
simétrica.

Dado un subconjunto no vacíoA deH, definimos

A⊥ = {y∈H : y⊥ x ∀x∈A}

Es evidente queA⊥ es un subespacio vectorial cerrado deH, así como queA∩A⊥ = {0} y
A⊂ A⊥⊥, de hecho,Lin(A)⊂ A⊥⊥.

5.10. Teorema de Pitágoras.Sean x, y dos vectores de un espacio prehilbertianoH sobreK.

(a) x⊥ y=⇒‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2

(b) SiK= R entonces x⊥ y⇐⇒‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2.

Demostración.Las afirmaciones hechas son consecuencia directa de la igualdad (5.8). 2

SiK= C la igualdad‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2 solamente implica que

(x | y)+ (y | x) = (x | y)+ (x | y) = 2Re(x | y) = 0

es decir,x ey son ortogonales respecto del producto escalarreal (x,y) 7→Re(x | y). Por ejemplo
enC no hay vectores ortogonales no nulos pero se cumple la igualdad‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2

cuando los vectoresx= x1+ ix2, y= y1+ iy2 verifican que

Re(xy) = x1y1+x2y2 = 0

Por otra parte, como Im(x | y) = Re(x | iy), deducimos que, en el caso complejo, se tiene que

x⊥ y⇐⇒‖x+y‖2 = ‖x+ iy‖2 = ‖x‖2+‖y‖2

Recogemos en el siguiente teorema fundamental los resultados que hemos obtenido.

5.11. Teorema de la proyección ortogonal.SeaH un espacio de Hilbert y M6= {0} un subes-
pacio cerrado propio deH. Para cada x∈H representemos por PM(x) su proyección sobre M.
Se verifica que:

a) PM(x) es el único punto de M que materializa la distancia de x a M, es decir, para todo
x∈H se verifica que‖x−PM(x)‖= dist(x,M).

b) PM(x) es el único punto de M tal que x−PM(x) es ortogonal a M. Por tanto se verifica
que M⊥ 6= {0}, H = M⊕M⊥ y

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2+‖x−PM(x)‖2 (x∈H) (5.16)

c) La aplicación PM : H→H se llama laproyección ortogonaldeH sobre M. Se verifica
que dicha aplicación es lineal y continua con‖PM‖= 1, PM(H) = M y ker(PM) = M⊥.

d) M⊥⊥ = M y PM⊥ = I −PM donde I es la identidad enH.
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Demostración.El punto a) es consecuencia directa del teorema de aproximación óptima, y el
punto b) es consecuencia directa del punto c) del lema5.7. ComoM 6=H se sigue queM⊥ 6=
{0}. Para todox∈H tenemos quex= PM(x)+ (x−PM(x))∈M +M⊥ y comoM∩M⊥ = {0},
se sigue queH= M⊕M⊥ y la igualdad (5.16) es consecuencia del teorema de Pitágoras.

La linealidad dePM es consecuencia de que comoM y M⊥ son subespacios, para todo
x,y∈H y λ∈K tenemos que

(λx−λPM(x))+ (y−PM(y)) = λx+y− (λPM(x)+PM(y))∈M⊥

y comoλPM(x)+PM(y)∈M, se sigue, por el punto b), quePM(λx+y) = λPM(x)+PM(y). Es
claro quePM(H) =M y ker(PM) = M⊥. De la igualdad (5.16) se sigue que‖PM(x)‖6 ‖x‖, por
lo quePM es continua y‖PM‖6 1, pero sim∈M con‖m‖ = 1 se tiene quePM(m) = m por lo
que‖PM‖= 1.

Si x∈M⊥⊥ entonces, comoPM(x)∈M ⊂ M⊥⊥ se tiene quex−PM(x)∈M⊥⊥∩M⊥ = {0},
luegox= PM(x)∈M. Por tantoM⊥⊥ ⊂ M y la otra inclusión ya es sabida.

Finalmente, como ker(PM⊥) = M⊥⊥ = M, es claro quePM⊥ = I −PM. 2
Este teorema trivializa en los casos en en queM = {0} oM =H que por eso se han excluido

en el enunciado.

Se dice que los espaciosM y M⊥ son cada uno elcomplemento ortogonaldel otro. Ob-
serva que hay una completa simetría y que las proyeccionesPM y PM⊥ son complementarias,
esto esPM +PM⊥ = I .

Observa que la igualdad (5.16) puede expresarse también en la forma

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2+dist(x,M)2 (x∈H) (5.17)

Y que dist(x,M) = ‖PM⊥(x)‖.

Observa que los resultados obtenidos son válidos si se supone queH es un espacio prehil-
bertiano yM es un subespaciocompletodeH. En estas circunstancias hay una diferencia y es
queM⊥ no puede ser un subespacio completo.

Si A es un subconjunto no vacío arbitrario del espacio de HilbertH, podemos aplicar lo
anterior tomandoM = Lin(A) el subespacio cerrado deH engendrado porA; puesto que, cla-
ramente,A⊥ = M⊥ obtenemos lo siguiente.

5.12 Corolario. SeaH un espacio de Hilbert y A un subconjunto no vacío deH. Entonces A⊥⊥

es el más pequeño subespacio cerrado deH que contiene al conjunto A, esto esLin(A) = A⊥⊥.
En particular, si Y es un subespacio deH se tiene queY =Y⊥⊥, luego Y es denso enH si, y
sólo si, Y⊥ = {0}.

La principal consecuencia del teorema de la proyección ortogonal es la “autodualidad” de
los espacios de Hilbert pues, como vamos a ver, un espacio de Hilbert se identifica de una forma
natural con su dual.

5.13. Teorema de Riesz–Fréchet.SeaH un espacio de Hilbert y seaψ : H→H∗ la aplicación
que a cada y∈H hace corresponder el funcional linealψ(y) : H→K definido por

[ψ(y)](x) = (x | y) (x∈H).



Bases ortonormales 75

Se verifica queψ es una biyección conjugado-lineal e isométrica deH sobreH∗.

ψ(λy+z) = λψ(y)+ψ(z), (λ∈K,y,z∈H); ‖ψ(y)‖ = ‖y‖.

Demostración. La linealidad en primera variable del producto escalar nosdice queψ(y) es un
funcional lineal, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,|ψ(y)(x)| 6 ‖y‖‖x‖, nos dice queψ(y)
es continuo y‖ψ(y)‖6 ‖y‖. Pero siy 6= 0 se tiene que[ψ(y)]

( y
‖y‖
)
= ‖y‖, luego‖ψ(y)‖= ‖y‖.

Las propiedades de linealidad deψ son consecuencia de que el producto escalar es conjugado-
lineal en la segunda variable. En el caso real,ψ es lineal.

Queda probar la sobreyectividad y aquí es donde se necesita de forma esencial la complitud
(ver ejercicio121). Dado f ∈H∗, que suponemos no nulo, ker( f ) es un subespacio cerrado
propio deH. Seau∈ker( f )⊥ con‖u‖= 1. Comof (u) 6= 0, para cadax∈H podemos considerar

el vectorx− f (x)
f (u)

u que, evidentemente, está en ker( f ), por lo que es ortogonal aKu, luego

0=

(
x− f (x)

f (u)
u

∣∣∣∣ f (u)u

)
=
(
x | f (u)u

)
− f (x) =⇒ f (x) =

(
x | f (u)u

)

Definiendoy= f (u)u, hemos probado quef (x) = (x | y) = [ψ(y)](x) para todox∈H, esto es,
f = ψ(y). 2

Como caso particular del teorema anterior obtenemos nuevamente la descripción del dual
de los espaciosℓN

2 , ℓ2 y L2[a,b]. Notemos que, en el caso complejo, la identificación que ahora
obtenemos con los respectivos duales es conjugado-lineal;ello no es ningún problema, puesto
que la aplicación de paso a conjugado:

y 7→ y

es a su vez una biyección conjugado-lineal isométrica de cualquiera de estos espacios sobre sí
mismo. Componiéndola con la que da el Teorema de Riesz-Fréchet obtenemos un isomorfismo
isométrico. Destacamos el siguiente resultado.

5.14 Corolario. Para cada g∈L2[a,b] pongamos

(Φg)( f ) =
bw

a

f (x)g(x)dx ( f ∈L2[a,b])

EntoncesΦ es un isomorfismo isométrico de L2[a,b] sobre L2[a,b]∗.

5.4. Bases ortonormales

Un sistema ortonormalen un espacio prehilbertianoH es un subconjunto no vacíoE ⊂H

cuyos vectores son dos a dos ortogonales y tienen norma 1, esto es,(x | y) = 0 para todosx,y∈E
conx 6= y, y (x | x) = 1 para todox∈E. Unabase ortonormales un sistema ortonormalE tal
que Lin(E) es un subespacio denso enH.

En un espacio de Hilbert de dimensión finita todas las bases ortonormales son también
bases algebraicas y, por tanto, tienen todas ellas el mismo número de elementos. Veremos que
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todo espacio de Hilbert,H, tiene bases ortonormales y se verifica, aunque no lo probaremos,
que dichas bases tienen el mismonúmero cardinalque se llama ladimensión hilbertianadeH.

Sea{uk : 16 k6 N} un sistema ortonormal yz=
N

∑
k=1

λkuk. Se tiene que

(z | u j) =
N

∑
k=1

λk(uk | u j) = λ j

Por tanto, siz= 0 tenemos queλ j = 0 para 16 j 6N y deducimos que los vectores{uk : 16 k6 N}
son linealmente independientes. En consecuencia,cualquier sistema ortonormal es un con-
junto de vectores linealmente independientes.

Por otra parte paraz=
N

∑
k=1

λkuk se tiene que

‖z‖2 =

( N

∑
k=1

λkuk

∣∣∣∣
N

∑
j=1

λ ju j

)
=

N

∑
k, j=1

λkλ j(uk | u j) =
N

∑
k=1

|λk|2

SeaM = Lin {uk : 16 k6 N}. Para cualquierx∈H se tiene que el vectorz=
N

∑
k=1

(x | uk)uk está

enM y, además

(x−z | u j) = (x | u j)−
N

∑
k=1

(x | uk)(uk | u j) = (x | u j)− (x | u j) = 0

Por tantox−z⊥ u j para 16 j 6 N, lo que implica quex−z∈M⊥. Deducimos, por tanto, que
z= PM(x). Resumimos estos resultados en el siguiente enunciado.

5.15 Proposición.Sea{uk : 16 k6 N} un sistema ortonormal y M= Lin
(
{uk : 16 k6 N}

)
.

Para todo x∈H se tiene que

PM(x) =
N

∑
k=1

(x | uk)uk (5.18)

En consecuencia

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2+‖x−PM(x)‖2 =
N

∑
k=1

|(x | uk)|2+dist(x,M)2 (5.19)

Existe un procedimiento que permite obtener a partir de una sucesión finita o infinita de
vectores linealmente independientes un sistema ortonormal que genera el mismo espacio vec-
torial que la sucesión de partida.

5.16. Método de Gram-Schmidt.Si{xn : n∈N} es una sucesión de vectores linealmente inde-
pendientes en un espacio prehilbertianoH, entonces existe un sistema ortonormal{un : n∈N}
enH tal que para todo n∈N se verifica que:

Lin({uk : 16 k6 n}) = Lin({xk : 16 k6 n})

En consecuenciaLin({un : n∈N}) = Lin({xn : n∈N}).
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Demostración. Definimos de forma recurrente

u1 =
x1

‖x1‖
, un =

xn−
n−1

∑
k=1

(xn | uk)uk

∥∥∥∥xn−
n−1

∑
k=1

(xn | uk)uk

∥∥∥∥

n= 2,3, . . .

El conjunto así definido,{un : n∈N}, es un sistema ortonormal, pues‖un‖ = 1, y si n 6= m,
por ejemplon > m, es claro queun es ortogonal aum. También es claro que Lin({u1}) =
Lin({x1}). Supuesto que Lin({uk : 16 k6 n}) = Lin({xk : 16 k6 n}), entonces tenemos que
un+1∈Lin({xk :16k6n+1}) por tanto Lin({uk :16k6n+1})⊂Lin({xk :16k6n+1}) y co-
mo ambos son espacios vectoriales de dimensiónn+1 deben ser iguales. 2

Naturalmente, el método de ortonormalización de Gram-Schmidt puede aplicarse para sis-
temas finitos de vectores linealmente independientes y permite obtener un sistema ortonormal
que genera el mismo espacio vectorial que el sistema de partida.

5.17 Corolario. Para cada N∈N, ℓN
2 es, salvo isomorfismos isométricos, el único espacio de

Hilbert de dimensión N.

Demostración. SeaH un espacio de Hilbert de dimensiónN. El método de Gram-Schmidt per-
mite obtener, partiendo de una base algebraica deH, un sistema ortonormal{uk : 16 k6 N}

que también será una base. Por tanto, cadax∈H se expresa en dicha base porx=
N

∑
k=1

(x | uk)uk

y sabemos que‖x‖2 =
N

∑
k=1

|(x | uk)|2. La aplicaciónx 7→ {(x | uk),16 k6 N} es un isomorfismo

isométrico deH sobreℓN
2 . 2

5.18 Proposición.Un espacio prehilbertiano es separable si, y sólo si, admiteuna base orto-
normal numerable.

Demostración. Si un espacio prehilbertianoH tiene una base ortonormal numerable, entonces
tiene un subespacio denso de dimensión numerable y, según sabemos, es separable. Recípro-
camente, siH es separable, entonces hay una sucesión de vectores linealmente independientes
que genera un subespacio denso, el procedimiento de Gram-Schmidt permite obtener a partir
de dicha sucesión otra sucesión ortonormal que genera el mismo subespacio y, en consecuen-
cia, es una base ortonormal. 2

El siguiente criterio de convergencia se usa constantemente en espacios de Hilbert.

5.19 Proposición. SeaH un espacio de Hilbert y{xn : n∈N} un conjunto de vectores or-
togonales yλn ∈K para todo n∈N. Entonces la serie∑

n>1

λnxn es convergente si, y sólo si,

la serie ∑
n>1

|λn|2‖xn‖2 es convergente. En cuyo caso, si x=
∞

∑
n=1

λnxn se verifica que‖x‖2 =

∞

∑
n=1

|λn|2‖xn‖2.
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Demostración. Basta tener en cuenta que paran> mse tiene

∥∥∥∥
n

∑
k=m

λkxk

∥∥∥∥
2

=
n

∑
k=m

|λk|2‖xk‖2

por lo que ambas series cumplen la condición de Cauchy y, por tanto, convergen, o ninguna de
ellas cumple la condición de Cauchy y no convergen.

La última afirmación es inmediata. 2

5.20 Lema. Sea{un : n∈N} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertianoH, y para
cada n∈N sea Mn = Lin({uk : 16 k6 n}) y Pn la proyección ortogonal deH sobre Mn. Se
verifica que:

a)
Pn(x) =

n

∑
k=1

(x | uk)uk (x∈H)

‖x‖2 =
n

∑
k=1

|(x | uk)|2+
∥∥∥∥x−

n

∑
k=1

(x | uk)uk

∥∥∥∥
2

=
n

∑
k=1

|(x | uk)|2+dist(x,Mn)
2 (5.20)

b) La serie∑
n>1

|(x | un)|2 es convergente y se verifica que

‖x‖2 =
∞

∑
n=1

|(x | un)|2+dist(x,M)2 (x∈H) (5.21)

ĺım
n→∞

‖x−Pn(x)‖ = dist(x,M) (5.22)

donde M= Lin({un : n∈N}). En particular, se verifica ladesigualdad de Bessel

∞

∑
n=1

|(x | un)|2 6 ‖x‖2 (x∈H) (5.23)

c) SiH es un espacio de Hilbert, la proyección ortogonal sobre el subespacioM viene dada
por

PM(x) =
∞

∑
n=1

(x | un)un (x∈H) (5.24)

Demostración. El punto a) es consecuencia directa de la proposición5.15. De la igualdad

(5.20) se sigue que para todon∈N es
n

∑
k=1

|(x | uk)|2 6 ‖x‖2 y, por tanto, la serie∑
n>1

|(x | un)|2

es convergente. Por otra parte, se tiene que (ver ejercicio15) ĺımdist(x,Mn) = dist(x,M), con
lo cual la igualdad (5.21) se deduce de la igualdad (5.20) tomando límites.

c) SiH es un espacio de Hilbert, la serie∑n>1(x | un)un, en virtud de la proposición5.19,

converge a un elementoz=
∞

∑
n=1

(x | un)un ∈H. Es claro quez∈M. Por la continuidad del

producto escalar tenemos que

(x−z | uq) = (x | uq)− ĺım
n→∞

n

∑
k=1

(x | uk)(uk | uq) = (x | uq)− (x | uq) = 0
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Deducimos quex−z∈M
⊥

por lo quez= PM(x). 2

Teniendo en cuenta que un sistema ortonormal{un : n∈N} es una base ortonormal si, y
sólo si, dist(x,M) = 0 para todox∈H dondeM = Lin({un : n∈N}), deducimos de lo anterior
el siguiente importante resultado.

5.21 Teorema.Sea{un : n∈N} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertianoH. Para
cada n∈N sea Mn = Lin({uk : 16 k6 n}) y Pn la proyección ortogonal deH sobre Mn. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) El sistema{un : n∈N} es una base ortonormal.

2) ‖x‖2 =
∞

∑
n=1

|(x | un)|2 (x∈H) (5.25)

3) ‖x−Pnx‖ → 0 (x∈H) (5.26)

4) x=
∞

∑
n=1

(x | un)un (x∈H) (5.27)

5) (x | y) =
∞

∑
n=1

(x | un)(un | y) (x,y∈H) (5.28)

Demostración. Las implicaciones 1)⇔ 2) y 2)⇔ 3) son consecuencia directa de las igualda-
des (5.21) y (5.22). Por su parte, 3) y 4) significan exactamente lo mismo.

4)⇒ 5). Es consecuencia de la continuidad del producto escalar.

5)⇒ 2) Es evidente. 2

La igualdad en5.27se llamadesarrollo de Fourier del vectorx∈H respecto de la base
ortonormal{un : n∈N} y los números(x | un) se llamancoeficientes de Fourierdel vector
x∈H en dicha base. Las igualdades en5.25y 5.28se conocen respectivamente comoigualdad
de Bessele igualdad de Parseval.

5.22 Proposición.a) Todo espacio prehilbertiano separable infinito-dimensional, H, es iso-
métricamente isomorfo a un subespacio denso deℓ2.

b) ℓ2 es, salvo isomorfismos isométricos, el único espacio de Hilbert separable de dimen-
sión infinita.

Demostración. a) Sea{un : n∈N} una base ortonormal deH, y {en : n∈N} la base ortonormal

deℓ2 formada por los vectores unidad. La aplicaciónψ : H→ ℓ2 dada porψ(x) =
∞

∑
n=1

(x | un)en

es, como consecuencia de las igualdades (5.27) y (5.25) una isometría lineal cuya imagen es
densa puesψ(un) = en. Dicha isometría no puede ser sobreyectiva siH no es completo.

b) Razonando como en a) solamente queda probar queψ es sobreyectiva. Dadoz∈ℓ2, tene-
mos quez= ∑∞

n=1(z | en)en. En virtud de la proposición5.19, la serie∑n>1(z| en)un converge a
un elemento deH, x= ∑∞

n=1(z | en)un. Puesto que(x | uk) = (z | ek) para todok∈N, se verifica
queψ(x) = z. 2
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Un espacio prehilbertiano no separable puede carecer de base ortonormal pero eso no suce-
de en los espacios de Hilbert. Es claro que la familia de todoslos sistemas ortonormales de un
espacio prehilbertiano está ordenada parcialmente por inclusión, y en dicho orden toda cadena
tiene un mayorante. El siguiente resultado es, por tanto, consecuencia del lema de Zorn.

5.23 Lema. En un espacio prehilbertiano, todo sistema ortonormal estácontenido en un sis-
tema ortonormal maximal.

5.24 Teorema. Todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal. Concretamente, en un
espacio de Hilbert cualquier sistema ortonormal maximal esuna base ortonormal.

Demostración. SeaB un sistema ortonormal maximal en un espacio de HilbertH, y seaM =
Lin(B). Si M 6= H, el teorema de la proyección ortogonal nos dice queM⊥ 6= {0} lo que
contradice la maximalidad deB. En consecuenciaM =H y B es una base ortonormal. 2

Se verifica que todas las bases ortonormales en un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal que se llama ladimensión hilbertiana del espacio. Dos espacios de Hilbert son iso-
métricamente isomorfos si, y sólo si, tienen la misma dimensión hilbertiana.

5.5. Series de Fourier. El sistema trigonométrico

Recuerda queL2[−π,π] ⊂ L1[−π,π], por lo que las definiciones que siguen, cuando se
refieren a funciones deL1[−π,π], se aplican igual para funciones deL2[−π,π].

Para todaf ∈L1[−π,π] se definen suscoeficientes de Fourierpor

f̂ (n) =
1
2π

πw
−π

f (t)e−int dt (n∈Z) (5.29)

La sucesión dada por

Sn( f ; t) =
n

∑
k=−n

f̂ (k)eikt (n∈N)

se representa simbólicamente por∑
n∈Z

f̂ (n)eint y se llamaserie de Fourierde f .

Se dice que unaserie trigonométrica ∑
n∈Z

cn eint es una serie de Fourier cuando existe

f ∈L1[−π,π] tal que f̂ (n) = cn para todon∈Z.

El problema de caracterizar las series de Fourier entre las series trigonométricas no tiene,
hoy por hoy, una solución satisfactoria, si bien se dispone de gran cantidad de información
sobre este problema, parte de la cual aparecerá más adelante.

Es natural preguntarse si una funciónf ∈L1[−π,π] está determinada de manera única por
sus coeficientes de Fourier. La respuesta es afirmativa considerando dicha función como clase
de funciones, dicho de otra forma, sif ,g∈L1[−π,π] son tales quêf (n) = ĝ(n) para todon∈Z,
entoncesf = g casi por doquier. Este es un resultado fundamental en la teoría de series de
Fourier que no vamos a demostrar.
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5.25. Teorema de unicidad para series de Fourier.Sea f∈L1[−π,π] y supongamos quêf = 0,
entonces f= 0 casi por doquier.

ConsideramosL2[−π,π] como espacio de Hilbert con el producto escalarnormalizadodado
por

( f | g) =
1
2π

πw
−π

f (t)g(t)dt ( f ,g∈L2[−π,π])

y norma

‖ f‖2 =

(
1
2π

πw
−π

| f (t)|2 dt

)1/2

( f ∈L2[−π,π])

Para cadan∈Z representaremos porun : [−π,π]→ C la función definida por

un(t) = eint (t∈ [−π,π])

Se comprueba muy fácilmente que{un : n∈Z} es un sistema ortonormal en el espacio de Hil-
bertL2[−π,π], que recibe el nombre desistema trigonométrico. Paraf ∈L2[−π,π] los coefi-
cientes de Fourier def respecto del sistema trigonométrico vienen dados por:

f̂ (n) = ( f | un) =
1
2π

πw
−π

f (t)e−int dt (n∈Z) (5.30)

que, naturalmente, coinciden con los antes definidos para cualquier función deL1[−π,π].

El teorema de unicidad para series de Fourier implica queel sistema trigonométrico es
una base ortonormal del espacio de HilbertL2[−π,π].

El espacioℓ2(Z).

Seaϕ : N → Z la biyección definida para todon∈N por ϕ(2n) = n y ϕ(2n−1) = 1−n.
Definimosℓ2(Z) como el conjunto de todas las aplicacionesx : Z → C tales quex◦ϕ∈ ℓ2.
Con las operaciones usuales,ℓ2(Z) es un espacio vectorial complejo. Parax∈ℓ2(Z) definimos
‖x‖= ‖x◦ϕ‖2. De esta forma la aplicación deℓ2(Z) enℓ2 dada porx 7→ x◦ϕ es una biyección
lineal isométrica y, por tanto,ℓ2(Z) con la norma definida es un espacio de Hilbert. Tenemos
que

‖x‖2 = ĺım
n→∞

2n+1

∑
k=1

|x(ϕ(k))|2 = ĺım
n→∞

(
n+1

∑
k=1

|x(ϕ(2k−1))|2+
n

∑
k=1

|x(ϕ(2k))|2
)

=

= ĺım
n→∞

(
n+1

∑
k=1

|x(1−k)|2+
n

∑
k=1

|x(k)|2
)

= ĺım
n→∞

(
0

∑
k=−n

|x(k)|2+
n

∑
k=1

|x(k)|2
)

= ĺım
n→∞

n

∑
k=−n

|x(k)|2

Suele usarse la notación

‖x‖2 =
∞

∑
n=−∞

|x(n)|2 = ĺım
n→∞

n

∑
k=−n

|x(k)|2

Análogamente, el producto escalar enℓ2(Z) viene dado por

(x | y) =
∞

∑
n=−∞

x(n)y(n) = ĺım
n→∞

n

∑
k=−n

x(n)y(n) (x,y∈ℓ2(Z))
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Razonando con el sistema trigonométrico{un : n∈Z} como en el lema5.20 y como en
el teorema5.21, pero considerando los subespaciosMn = Lin({uk : −n6 k6 n}) y teniendo

en cuenta que la proyección ortogonal sobre dicho espacio está dada por
n

∑
k=−n

(x | uk)uk, que

L2[−π,π] es un espacio de Hilbert y que el sistema trigonométrico es una base ortonormal del
mismo, obtenemos los siguientes resultados.

5.26 Teorema. El sistema trigonométrico es una base ortonormal del espacio de Hilbert
L2[−π,π], por tanto:

1. Igualdad de Parseval.

1
2π

πw
−π

f (t)g(t)dt =
∞

∑
n=−∞

f̂ (n)ĝ(n) ( f ,g∈L2[−π,π])

En particular
1
2π

πw
−π

| f (t)|2 dt =
∞

∑
n=−∞

∣∣∣ f̂ (n)
∣∣∣
2

( f ∈L2[−π,π])

2. Desarrollo de Fourier.Para f ∈ L2[−π,π] la serie de Fourier de f converge a f en
L2[−π,π]:

ĺım
n→∞

πw
−π

∣∣∣∣∣ f (t)−
n

∑
k=−n

f̂ (k)eikt

∣∣∣∣∣

2

dt = 0

3. Teorema de Riesz-Fisher. Para cada x∈ℓ2(Z) existe una única f∈L2[−π,π] que verifica
que f̂ (n) = x(n) para todo n∈Z.

En suma, la aplicación f7→ f̂ de L2[−π,π] enℓ2(Z) definida por

f̂ (n) =
1
2π

πw
−π

f (t)e−int dt (n∈Z, f ∈L2[−π,π])

es un isomorfismo isométrico de L2[−π,π] sobreℓ2(Z).

Finalmente, vamos a obtener un resultado no trivial, conocido como Lema de Riemann-
Lebesgue o Teorema de Mercer. Notaremosc0(Z) el espacio de las sucesionesx∈KZ que se
anulan en infinito, es decir tales que para todoε > 0, el conjunto{n∈Z : |x(n)|> ε} es finito.
Observa quec0(Z) no es otra cosa que el espacioC0(Z) de las funciones continuas que se
anulan en infinito cuando se considera la topología discretaenZ.

5.27 Proposición.Para toda f∈L1[−π,π] se verifica que la sucesión,̂f , de sus coeficientes de
Fourier está en c0(Z).

Demostración. Puesto que| f̂ (n)|6 ‖ f‖1, la aplicación linealf 7→ f̂ deL1[−π,π] enℓ∞(Z) es
continua. Paraf ∈L2[−π,π], sabemos quêf ∈c0(Z) y, comoL2[−π,π] es denso enL1[−π,π],
concluimos que para todaf ∈L1[−π,π] se tiene quêf ∈c0(Z). 2
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5.6. Teoremas de Stampacchia y de Lax–Milgram

Los resultados que siguen son muy útiles en el estudio de ecuaciones diferenciales lineales
en derivadas parciales de tipo elíptico.

SeaH un espacio de Hilbert. Una forma sesquilinealϕ : H×H→ K es continua cuando
existeM > 0 tal que

|ϕ(x,y)|6 M‖x‖‖y‖ (x,y∈H). (5.31)

Se dice queϕ escoercivasi existem> 0 tal que

|ϕ(x,x)|> m‖x‖2 (x∈H) (5.32)

5.28 Lema. SeaH un espacio de Hilbert yϕ : H×H→K una forma sesquilineal continua y
coerciva. Entonces existen isomorfismos topológicos únicos S,T∈L(H) tales que

ϕ(x,y) = (Sx| y) = (x | Ty) (x,y∈H)

Demostración. Para caday∈H fijo, la aplicaciónx 7→ ϕ(x,y) es un funcional lineal continuo
enH; el teorema5.13nos proporciona un único vectorTy∈H tal queϕ(x,y) = (x | Ty) para
todo x∈H. Es inmediato comprobar que la aplicación así definida es lineal, y de (5.31) se
deduce que‖Ty‖ 6 M‖y‖ por lo queT es continua. Ahora de (5.32) deducimos quem‖x‖2 6

|(x | Tx)| 6 ‖Tx‖‖x‖, por tantom‖x‖ 6 ‖Tx‖. Por la proposición3.4 se verifica queT(H)
es cerrado yT es un isomorfismo topológico deH sobreT(H). ComoT(H)⊥ = {0} (pues
si x∈T(H)⊥ tenemos quem‖x‖2 6 |(x | Tx)| = 0) concluimos queT(H) = T(H)⊥⊥ = H.
LuegoT es un isomorfismo topológico deH sobre sí mismo. La unicidad está clara.

Análogamente, para cadax∈H fijo, la aplicacióny 7→ ϕ(x,y) es lineal y continua; razo-
nando igual que antes obtenemos la existencia de un isomorfismo topológicoS∈L(H) tal que
ϕ(x,y) = (y | Sx) por lo queϕ(x,y) = (Sx| y). 2

5.29 Teorema(Stampacchia). SeaH un espacio de Hilbert real,ϕ : H×H→ R una forma
bilineal continua y coerciva, y C⊂H un convexo cerrado. Para cada f∈H∗ existe un único
u∈C tal que

f (v−u)6 ϕ(u,v−u) ∀v∈C (5.33)

Si, además,ϕ es simétrica y positiva, dicho elemento u queda caracterizado por la propiedad

u∈C y
1
2

ϕ(u,u)− f (u) = mı́n

{
1
2

ϕ(v,v)− f (v) : v∈C

}
(5.34)

Demostración. Por el teorema5.13, existe un vector únicoz0∈H tal que f (x) = (z0 | x) para
todox∈H. Sabemos, por el lema anterior, que existe un isomorfismo topológico S∈L(H) tal
queϕ(x,y) = (Sx| y) para todosx,y∈H. Además‖Sx‖6C‖x‖. La desigualdad (5.33) equivale
a que para todov∈C se verifique que

(z0 | v−u)6 (Su| v−u)⇔ (z0−Su| v−u)6 0⇔ (ρz0−ρSu+u−u | v−u)6 0 (ρ > 0)

Esta última condición es, en virtud del lema5.7, equivalente a quePC(ρz0−ρSu+u)= u, donde
PC indica la proyección sobre el convexo cerradoC. Consideremos el operadorT :H→H dado
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por Tx= PC(ρz0−ρSx+x) dondeρ > 0 es un número fijo. Vamos a usar el teorema del punto
fijo de Banach para ver que es posible elegirρ de forma que el operadorT tenga un punto fijo
únicou para el cual se verificará la desigualdad (5.33). Usando el corolario5.8, tenemos que

‖Tx−Ty‖2 6 ‖ρ(Sy−Sx)+ (x−y)‖2 6

6 ρ2M2‖x−y‖2+‖x−y‖2−2ρ(Sx−Sy| x−y) =

= (ρ2M2+1)‖x−y‖2−2ρϕ(x−y,x−y)

6 (1+ρ2M2−2ρm)‖x−y‖2

Por tanto es suficiente elegirρ de manera que 1+ρ2C2−2ρm< 1, es decir 0< ρ < 2m
M .

Si suponemos queϕ es simétrica y positiva, entoncesϕ es un producto escalar que define
una norma,x 7→

√
ϕ(x,x), equivalente a la deH, puesm‖x‖2 6 ϕ(x,x) 6 M‖x‖2. Por tanto

(H,ϕ) es un espacio de Hilbert y, una vez más, el teorema de Riesz-Fréchet nos da un vector
único w∈H tal que f (x) = ϕ(w,x) para todox∈H. Sustituyendo en la desigualdad (5.33),
tenemos que para todov∈C

ϕ(w,v−u)6 ϕ(u,v−u)⇐⇒ ϕ(w−u,v−u)6 0

Pero esta última desigualdad, válida para todov∈C, nos dice, por el lema5.7, quePC(w) = u
en el espacio de Hilbert(H,ϕ), lo que equivale a que

ϕ(w−u,w−u) = mı́n{ϕ(w−v,w−v) : v∈C}
lo que fácilmente se comprueba que es la desigualdad (5.34). 2
5.30 Teorema(Lax–Milgram ). SeanH un espacio de Hilbert real yϕ : H×H → R una
forma bilineal continua y coerciva. Entonces, para cada f∈H∗ existe un único u∈H tal que

f (x) = ϕ(u,x) ∀x∈H

Si, además,α es simétrica y positiva, dicho elemento u queda caracterizado por la propiedad

u∈H y
1
2

α(u,u)−ϕ(u) = mı́n

{
1
2

α(v,v)−ϕ(v) : v∈H

}

Demostración. Sabemos, por el lema5.28, que existe un único isomorfismo topológicoS∈
L(H) tal queϕ(u,x) = (Su| x). Por otra parte, sabemos que hay un únicoz∈H tal que f (x) =
(z | x). Por tanto basta poneru = S−1(z) para que se verifique quef (x) = ϕ(u,x) para todo
x∈H.

Si ademásϕ es simétrica y positiva, entoncesϕ es un producto escalar y tenemos que

06 ϕ(v−u,v−u) = ϕ(u,u)+ϕ(v,v)−2ϕ(u,v) = ϕ(u,u)+ϕ(v,v)−2 f (v) =⇒
−ϕ(u,u)6 ϕ(v,v)−2 f (v) =⇒ ϕ(u,u)−2 f (u) 6 ϕ(v,v)−2 f (v) =⇒
1
2

ϕ(u,u)− f (u) = mı́n

{
1
2

ϕ(v,v)− f (v) : v∈H

}

2

Bibliografía. Los textos de MacCluer [9] y H.L. Vasudeva [13] son apropiados para este capí-
tulo y, como de costumbre, los apuntes de R. Payá [11] son muy recomendables.
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5.7. Ejercicios

95. SeaH un espacio prehilbertiano. Prueba que

‖y‖2(‖x‖2‖y‖2−|(x | y)|2
)
=
∥∥‖y‖2x− (x | y)y

∥∥2
(x,y∈H)

Deduce a partir de aquí la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

96. SeaH un espacio prehilbertiano, y seanx,y∈H tales que‖x‖= ‖y‖ =
∥∥∥∥

x+y
2

∥∥∥∥. Prueba

quex= y. Deduce que la norma deH es estrictamente convexa, esto es, si‖x‖= ‖y‖= 1
y x 6= y entonces‖x+y‖< 2. En particular, la esfera unidad deH no contiene segmentos
no triviales.

97. Prueba que parap 6= 2 la norma enLp[a,b] no procede de un producto escalar.

98. Prueba que la norma‖ ‖∞ enC[0,1] no procede de un producto escalar.

99. SeaH un espacio prehilbertiano, y seanx,y∈H tales que‖x+αy‖ > ‖x‖ para todo
α∈K. Prueba que(x | y) = 0.

100. Prueba que la elipse

{
(x,y)∈R2 :

x2

a2 +
y2

b2 = 1

}
de semiejesa,b∈R+ es la esfera uni-

dad para una norma de espacio de Hilbert enR2.

101. SeaH un espacio prehilbertiano real. Prueba que:

x⊥ y ⇔ ‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2 ⇔ ‖x+y‖= ‖x−y‖ ⇔ ‖x+ ty‖> ‖x‖ (∀t∈R)

102. SeaH un espacio prehilbertiano. Prueba que para todoε > 0 existeδ > 0 tal que para

todosx,y∈BH con‖x−y‖> ε se verifica que

∥∥∥∥
x+y

2

∥∥∥∥< 1−δ.

103. SeaH un espacio prehilbertiano. Prueba que:

a) Si {xn} e {yn} son dos sucesiones enBH que verifican{‖xn+yn‖} → 2 entonces
{‖xn−yn‖} → 0.

b) Si una sucesión{xn} y x∈H verifican que{(xn | x)} → ‖x‖2 y {‖xn‖} → ‖x‖,
entonces{xn}→ x.

104. Prueba que en un espacio de Hilbert de dimensión infinitauna base ortonormal nunca es
una base algebraica.

105. Sea{un : n∈N} una base ortonormal en un espacio prehilbertianoH. Seaπ : N→N una

biyección. Prueba que para todox∈H esx=
∞

∑
n=1

(x | uπ(n))uπ(n).

106. Sea{un : n∈N} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertianoH. Prueba que para
x,y∈H se verifica que

∞

∑
k=1

|(x | uk)||(y | uk)|6 ‖x‖‖y‖
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107. Sea{un : n∈N} un sistema ortonormal en un espacio de HilbertH. Prueba que para todo
f ∈H∗ se verifica que ĺım{ f (un)}= 0.

108. Da una demostración directa del teorema de Riesz-Frèchet para el caso de un espacio de
Hilbert separable.

109. En el espacio vectorialX =
{

x∈KN : ∑∞
n=1 |x(n)|2 < ∞

}
se considera el producto escalar

definido para todox,y∈X por

〈x | y〉=
∞

∑
n=1

x(n)y(n)
n

Prueba que la norma definida enX por dicho producto escalar no es completa. Estudia si

dicha norma es completa en el espacioY =

{
x∈KN :

∞

∑
n=1

|x(n)|2
n

< ∞

}
.

Sugerencia. Considera la sucesión{xn} dada porxn =
n

∑
k=1

1√
k

ek donde los ek son los

vectores unidad.

110. Seaa∈KN una sucesión tal quea(n) 6= 0 para todon∈N. Sea

Ha =

{
x∈KN :

∞

∑
n=1

|a(n)|2|x(n)|2 < ∞

}

a) Prueba queHa es un espacio vectorial isomorfo aℓ2.

b) Define enHa una norma que lo convierte en un espacio de Hilbert.

c) Prueba que todo funcionalf ∈H∗
a es de la formaf (x) =

∞

∑
n=1

x(n)y(n) dondey∈H 1
a
.

111. SeaH un espacio de Hilbert. Calcula la proyección sobre una bola cerradaB(a, r).

112. a) SeaH un espacio de Hilbert yC1 ⊂C2 conjuntos no vacíos, convexos y cerrados. Para
x∈H seanP1x y P2x las proyecciones dex sobreC1 y C2 respectivamente. Prueba que

‖P1x−P2x‖2 6 2‖x−P1x‖2−2‖x−P2x‖2

b) Sea{Cn} una sucesión creciente de conjuntos no vacíos, cerrado y convexos deH.
Parax∈H seaPnx la proyección dex sobreCn. SeaC =

⋃∞
n=1Cn. Prueba queC es

convexo y que siPxes la proyección dex sobreC se verifica que{Pnx} → Px.

Sugerencia. Para a) usa la identidad del paralelogramo. Para b) prueba que dist(x,C) =
ĺımdist(x,Cn) y usa el punto a).

113. SeaH un espacio de Hilbert ya∈H, a 6= 0. Prueba que

dist(x,{a}⊥) = |(x | a)|
‖a‖
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114. En el espacio prehilbertianoC[−1,1] con el producto escalar

〈 f | g〉=
1w

−1

f (t)g(t)dt ( f ,g∈C[−1,1])

se consideran los elementosf0, f1, f2, donde f0(t) = 1, f1(t) = t, f2(t) = t2. Calcula la
distancia de la funciónf (t) = et a los subespaciosM = Lin { f0, f1} y Q= Lin { f0, f1, f2}.

115. SeaM un subespacio cerrado de un espacio de HilbertH, y seaz∈H. Prueba que

mı́n{‖z−x‖ : x∈M}= máx
{
|(z | y)| : y∈M⊥, ‖y‖= 1

}

Sugerencia. Seaz= u+vconu∈M, v∈M⊥. Se tiene‖v‖= ‖z−u‖=mı́n{‖z−x‖ : x∈M}.
Prueba que‖v‖= máx

{
|(z | y)| : y∈M⊥, ‖y‖ = 1

}
.

116. a) Calcular el mínimo valor de
1w

−1

∣∣x3−a−bx−cx2
∣∣2 dx cuandoa,b,c∈C.

b) Calcula el máximo de

∣∣∣∣
1w

−1

t3g(t)dt

∣∣∣∣ dondeg cumple las condiciones

1w
−1

g(t)dt =
1w

−1

g(t)t dt =
1w

−1

g(t)t2 dt = 0,
1w

−1

|g(t)|2 dt = 1

117. Seaω = e
2
3πi . En el espacio de HilbertC3, calcula el punto más próximo del subespacio

M = Lin
{
(1,ω,ω2),(1,ω2,ω)

}

al punto(1,−1,1).

118. Prueba que

M =

{
f ∈L2[0,4] :

4w
0

f (x)dx = 0

}

es un subespacio cerrado deL2[0,4]. Calcula el punto más próximo enM a la función
característica del intervalo[0,1].

119. SeaM un subespacio cerrado de un espacio de HilbertH. Prueba que los espaciosM⊥ y
H/M son isométricamente isomorfos.

120. EnL2[−a,a] seaM el subespacio de las funciones pares yN el subespacio de las funcio-
nes impares.

a) Prueba queL2[−a,a] = M⊕N y queM = N⊥. Calcula las proyecciones ortogonales
deL2[−a,a] sobreM y N.

b) Calcula las distancias mínimas de la funciónf (t) = t2+ t a los espaciosM y N.
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121. Se considera el espacio prehilbertiano(c00,‖ ‖2). SeaM =

{
x∈c00 :

∞

∑
n=1

x(n)
n

= 0

}
.

Prueba queM es un subespacio cerrado dec00 y calculaM⊥.¿Es cierto el teorema de
Riesz-Frèchet enc00?

122. SeanM y N subespacios cerrados de un espacio de HilbertH tales queM ⊥ N. Prueba
que el subespacioM+N es cerrado.

123. M = Lin({e1+e2,e1+e3,e1+e4})⊂ ℓ2. Calcula el complemento ortogonal deM enℓ2

y las proyecciones ortogonales sobreM y M⊥.

124. SeaM = Lin({e1−e2,e2−e3}) ⊂ ℓ2. Calcula el complemento ortogonal deM en ℓ2 y
las proyecciones ortogonales sobreM y M⊥.

125. SeaA= {e2n−1+e2n : n∈N} ⊂ ℓ2.

a) Describe los espaciosM = A⊥ y M⊥.

b) Calcula las proyecciones ortogonales sobreM y M⊥.

126. SeaM = {x∈ℓ2 : x(4n)−x(4n−2) = 0 ∀n∈N}. Calcula las proyecciones ortogonales
deℓ2 sobreM y sobreM⊥.

127. SeaM = {x∈ℓ2 : x(1) = 0,x(2)+x(3) = 0,x(3)+x(4) = 0}. Calcula las proyecciones
ortogonales deℓ2 sobre sobreM y sobreM⊥.

128. Calcula el desarrollo en serie de Fourier de la funciónf (t) = eiat dondea∈R\Z y deduce
que

∞

∑
n=−∞

1
(n−a)2 =

π2

sen2(πa)

Deduce a partir de aquí que
∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.

129. Prueba, usando la complitud del sistema trigonométrico, que la familia de funciones
{

1√
2π

,
1√
π

cos(nt),
1√
π

sen(nt) : n∈N
}

es una base ortonormal del espacio de HilbertL2[−π,π] con el producto escalar

( f | g) =
πw

−π
f (t)g(t)dt ( f ,g∈L2[−π,π])

Prueba que paraf ∈L2[−π,π] la mejor aproximación af por una suma del tipo

a0

2
+

N

∑
k=1

(ak cos(kx)+bk sen(kx))

conN∈N fijo, se obtiene cuando

ak =
1
π

πw
−π

f (x)cos(kx)dx, bk =
1
π

πw
−π

f (x)sen(kx)dx
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Los númerosak, k= 0,1,2, . . . se llamancoeficientes de Fourier coseno, y los números
bk, k= 1,2, . . . se llamancoeficientes de Fourier senode f .

Prueba que
|a0|2

2
+

∞

∑
n=1

(
|ak|2+ |bk|2

)
=

πw
−π

| f (t)|2dt

130. Calcula los coeficientes seno y coseno de Fourier de las funcionesf (t) = t y g(t) = t2, y
deduce las igualdades que siguen:

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
,

∞

∑
n=1

1
n4 =

π4

90

131. Seaf ∈L1[−π,π] tal que
∞

∑
n=−∞

| f̂ (n)|2 < ∞. Prueba quef ∈L2[−π,π].



Capítulo 6

Operadores en espacios de Hilbert

La estructura de los espacios de Hilbert constituye una armoniosa alianza entre álgebra,
geometría y análisis que proporciona elegantes y potentes métodos que permiten generalizar
muchos resultados de la geometría euclídea finito dimensional a dimensión infinita, esto se pone
especialmente de manifiesto en el estudio de los operadores sobre espacios de Hilbert. Cuando
se considera una ecuación integral o diferencial desde el punto de vista del Análisis Funcional,
lo que vemos es un operador que transforma unas funciones en otras, por eso los resultados
obtenidos en el estudio de operadores abstractos se aplicandespués para resolver problemas
concretos. Es en este camino de ida y vuelta como se inició la teoría de operadores por D.
Hilbert en los años 1910-1913, pero pronto dicha teoría, gracias a los trabajos de John von
Neumann en 1930-1932, adquirió personalidad propia y dio lugar a lasálgebras de operadores
que constituyen uno de los campos de más intensivo desarrollo dentro del Análisis Funcional.

En este capítulo vamos a ver los conceptos básicos de la teoría de operadores en espacios de
Hilbert; obtendremos, como resultado fundamental, elteorema de representación espectral de
un operador compacto normal, que dice que un tal operador tiene una representación diagonal
respecto de una base ortonormal formada por vectores propios, un resultado que generaliza
la conocida diagonalización ortogonal de matrices hermíticas del álgebra lineal en dimensión
finita. Como aplicación, estudiamos la llamadaalternativa de Fredholmy termina el capítulo
con laforma polarde un operador.

6.1. Operadores autoadjuntos y operadores normales

En todo lo que sigue la letraH representará un espacio de Hilbert real o complejo. Si
S,T∈L(H), notaremosST su composiciónS◦T. Representaremos porIH o, simplemente, por
I , el operador identidad enH. Se dice que un operadorT ∈L(H) es inversible, o que tiene
inverso, siT es un isomorfismo topológico, es decir, existeT−1∈L(H).

6.1 Proposición. Para cada T∈L(H) hay un único operador T∗∈L(H), llamado eladjunto
de T, verificando que

(Tx | y) = (x | T∗y) ∀x,y∈H (6.1)

Parar todos S,T∈L(H), y todoλ∈K, se verifica:

i) (S+λT)∗ = S∗+λT∗; ii) (ST)∗ = T∗S∗; iii) (T∗)∗ = T;

90
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iv) ‖T∗‖ = ‖T‖; v) ‖T∗T‖ = ‖T‖2. Además, T es inversible si, y sólo si, T∗ es inver-
sible, en cuyo caso(T∗)−1 = (T−1)∗.

Demostración. Para caday∈H, la aplicaciónx 7→ (Tx | y) es una forma lineal continua sobre
H que, por el teorema de Riesz-Fréchet, debe ser de la formax 7→ (x | z) para un únicoz∈H,
que dependerá deT y dey. Queda así definida una aplicaciónT∗ : H→H por la condición

(Tx | y) = (x | T∗y) ∀x,y∈H

Dicha aplicación es lineal pues

(x | T∗(y+λz)) = (Tx | y+λz) = (Tx | y)+λ(Tx | z) = (x | T∗y+λT∗z) ∀x∈H

lo que implica queT∗(y+λz) = T∗y+λT∗z.

Además,T∗ es continua, pues

|(x | T∗y)|= |(Tx | y)|6 ‖T‖‖x‖‖y‖

y sustituyendox por T∗y obtenemos‖T∗y‖6 ‖T‖‖y‖, es decir,T∗∈L(H) y ‖T∗‖6 ‖T‖.

Por otra parte

(T∗x | y) = (y | T∗x) = (Ty | x) = (x | Ty) ∀x,y∈H

de donde se sigue que
(
T∗)∗ = T. Si ahora en la desigualdad‖T∗‖ 6 ‖T‖ sustituimosT por

T∗ deducimos que‖T‖6 ‖T∗‖, y por tanto‖T∗‖= ‖T‖.

También tenemos paraS,T∈L(H) y λ∈K:

((S+λT)x | y) = (Sx+λTx | y) = (Sx| y)+λ(Tx | y) = (x | S∗y)+
(

x | λT∗y
)
=

=
(

x | S∗y+λT∗y
)

∀x,y∈H

Deducimos que(S+λT)∗ = S∗+λT∗.

Igualmente

((ST)x | y) = (S(Tx) | y) = (Tx | S∗y) = (x | T∗(S∗y)) = (x | (T∗S∗)y) ∀x,y∈H

Luego(ST)∗ = T∗S∗. Finalmente

(Tx | Tx) = ‖Tx‖2 = |(x | T∗Tx)|6 ‖T∗T‖‖x‖2

De donde‖T‖2 6 ‖T∗T‖6 ‖T∗‖‖T‖= ‖T‖2, luego‖T∗T‖= ‖T‖2. 2

Observa queL(H) tiene una rica estructura algebraica: es un espacio vectorial y también
es un anillo cuyo producto es la composición de operadores(S,T) 7→ ST, la cual es distributiva
respecto de la adición. En consecuencia, los conceptos propios de la teoría de anillos como, por
ejemplo, el concepto de ideal, tienen perfecto sentido enL(H). Todo esto se resume diciendo
queL(H) es unálgebra. Además, la aplicaciónT 7→ T∗ es unainvolución (porque(T∗)∗ =
T) de álgebra (porque(ST)∗ = T∗S∗); y tiene unidad para el producto que es la aplicación



Operadores autoadjuntos y operadores normales 92

identidad. Todo esto se resume diciendo queL(H) es unálgebra con involución. Se dice que
un subconjuntoA⊂ L(H) esautoadjuntosi siempre queT ∈A se tiene queT∗∈A. Además,
L(H) es un espacio de Banach y el producto es continuo pues‖ST‖ 6 ‖S‖‖T‖. Todo esto se
resume diciendo queL(H) es unálgebra de Banach. Además, la involución es continua. Todo
esto se resume diciendo queL(H) es unálgebra de Banach involutiva con unidad.

6.2 Proposición. Para T∈L(H) se verifica que

T(H)
⊥
= ker(T∗), ker(T)⊥ = T∗(H) (6.2)

Por tanto
H = ker(T∗)⊕T(H) = ker(T)⊕T∗(H) (suma ortogonal) (6.3)

En particular, T tiene imagen densa si, y sólo si, T∗ es inyectivo.

Demostración.

y∈T(H)
⊥ ⇐⇒ y∈T(H)⊥ ⇐⇒ (Tx | y) = 0 ∀x∈H⇐⇒ (x | T∗y) = 0 ∀x∈H

⇐⇒ T∗y= 0⇐⇒ y∈ker(T∗)

Esto prueba la primera igualdad en (6.2) de la que se sigueT(H) = ker(T∗)⊥. Sustituyendo en
esta última igualdadT por T∗ se obtiene la otra igualdad del enunciado. 2

Se dice que un subespaciocerrado M de un espacio de HilbertH es unsubespacio in-
variante por T ∈L(H), si T(M) ⊂ M, y se dice queM es unsubespacio reductorparaT si
T(M)⊂ M y T(M⊥)⊂ M⊥. Observa queM es un subespacio reductor paraT si, y sólo si,M⊥

es un subespacio reductor paraT.

6.3 Proposición. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de HilbertH. Entonces se
verifica que

T(M)⊂ N ⇐⇒ T∗(N⊥)⊂ M⊥ (6.4)

En particular, M es un subespacio reductor para T si, y sólo si, M es invariante por T y por
T∗.

Demostración. =⇒) Supuesto queT(M)⊂ N, para todosx∈M, y∈N⊥ se tiene que

0= (Tx | y) = (x | T∗y)

LuegoT∗y∈M⊥.

⇐=) Supuesto queT∗(N⊥) ⊂ M⊥, lo que acabamos de probar nos dice que(T∗)∗((M⊥)⊥) ⊂
(T∗)∗((N⊥)⊥), esto esT(M)⊂ N. 2

Se dice que un operadorT∈L(H) esautoadjunto o hermitiano cuandoT∗ = T, es decir,
cuando se verifica que

(Tx | y) = (x | Ty) (x,y∈H).

Los operadores autoadjuntos constituyen un subespacio vectorial real deL(H) que, además, es
cerrado.
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Si T∈L(H) es autoadjunto las igualdades (6.2) y (6.3) se escriben

T(H)
⊥
= ker(T), H = T(H)⊕ker(T) (T∈L(H),T∗ = T) (6.5)

Para todoT∈L(H) los operadoresT +T∗, T T∗, T∗T son autoadjuntos.

Un operadorT∈L(H) se llamanormal cuandoT T∗ = T∗T. Los operadores normalesno
constituyen un subespacio vectorial deL(H) si la dimensión deH es mayor o igual que 2.

Un operadorT∈L(H) se llamaunitario cuandoT T∗ = T∗T = I .

Todo operadorT∈L(H) define una forma sesquilinealϕT : H×H→K por

ϕT(x,y) = (Tx | y) (x,y∈H)

cuya forma cuadrática asociada es

QT(x) = (Tx | x) (x∈H)

Tenemos que
ϕT(x,y) = ϕT(y,x) ⇐⇒ (Tx | y) = (x | Ty)

es decir,ϕT es hermítica si, y sólo si,T es autoadjunto. En particular, siT es autoadjunto la
forma cuadráticaQT debe tomar valores reales. En el caso complejo, esta condición es también
suficiente pues, por la identidad de polarización, se tiene que

4ϕT(x,y) = QT(x+y)−QT(x−y)+ iQT(x+ iy)− iQT(x− iy)

y si QT toma valores reales se deduce enseguida queϕT es hermítica. Y, también en el caso
complejo, deducimos queϕT es nula, lo que equivale a queT = 0, si, y sólo si,QT es nula.

6.4 Proposición. Sea T∈L(H) dondeH es un espacio de Hilbertcomplejo.

i) Si (Tx | x) = 0 para todo x∈H, entonces T= 0.

ii) T es autoadjunto si, y sólo si,(Tx | x)∈R para todo x∈H.

iii) T se expresa de forma única como T= A+ iB donde A,B∈ L(H) son operadores
autoadjuntos; T es normal si, y sólo si, AB= BA.

Demostración. i) y ii) son consecuencia de lo antes dicho.

iii) Basta ponerA =
T +T∗

2
, B =

T −T∗

2i
. Con ello se tiene queT = A+ iB con A y B

autoadjuntos, yT T∗−T∗T = 2i(BA−AB). 2

6.5 Proposición. SeaH un espacio de Hilbert y T∈L(H).

a) Si T es autoadjunto, entonces

‖T‖= sup{|(Tx | x)| : x∈H, ‖x‖= 1} (6.6)

Por tanto, si T= T∗ y (Tx | x) = 0 para todo x∈H, entonces T= 0.

b) T es normal si, y sólo si,‖Tx‖= ‖T∗x‖ para todo x∈H.
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Demostración. Parax∈H con‖x‖ = 1, se tiene|(Tx | x)|6 ‖Tx‖‖x‖ 6 ‖T‖‖x‖2 = ‖T‖. De-
ducimos que, llamandoM al término de la derecha en la igualdad (6.6), se tieneM 6 ‖T‖.
Observa también que para todoz∈H se tiene que|(Tz| z)| 6 M‖z‖2. La identidad de polari-
zación (5.3), junto con la igualdad del paralelogramo para‖x‖= ‖y‖ = 1, nos da:

4Re(Tx | y) = (T(x+y) | x+y)− (T(x−y) | x−y)6 M(‖x+y‖2+‖x−y‖2) = 4M

Ahora, supuesto queTx 6= 0, podemos sustituir en esta desigualdady por Tx/‖Tx‖, y obtene-
mos que‖Tx‖ 6 M para todox∈H con‖x‖ = 1, luego‖T‖6 M.

b) ComoT∗T −T T∗ es autoadjunto, usando lo visto en el punto anterior, se tiene queT es
normal si, y sólo si

0= ((T∗T −T T∗)(x) | x) = (T∗T(x) | x)− (T T∗(x) | x) = ‖Tx‖2−‖T∗x‖2 ∀x∈H

2

Si T∈L(R2) es el operador dado porT(x,y) = (−y,x), entonces(T(x,y) | (x,y)) = 0 pero
T 6= 0. Este ejemplo prueba que lo dicho en el punto i) de la proposición 6.4 no es en general
cierto en espacios de Hilbert reales, y también prueba que loafirmado en el punto a) de la
proposición6.5no es cierto en general siT no es autoadjunto.

6.6 Ejemplos. i) Matrices.Supongamos queH es un espacio de Hilbert separable de dimen-
sión infinita y seaB= {un : n∈N} una base ortonormal. A cada operadorT∈L(H) podemos
asociar una funcióna : N×N→K, dada por

a(i, j) = (Tuj | ui) ((i, j)∈N×N)

Podemos pensar en dicha función como una “matriz”,A=
(
a(i, j)

)
N×N, que representa al ope-

radorT en la baseB, pues como cada elemento deH viene dado por su serie de Fourier enB,
es claro que el operadorT está determinado de manera única por sus valores enB y se tiene
que

T(u j) =
∞

∑
i=1

(Tuj | ui)ui =
∞

∑
i=1

a(i, j)ui ( j∈N)

por lo queT está determinado de forma única por su matrizA.

ComoT∗∈L(H) y

(T∗u j | ui) = (u j | Tui) = (Tui | u j) = a( j, i)

deducimos que la matrizA∗ que representa aT∗ enB viene dada por

a∗(i, j) = a( j, i) ((i, j)∈N×N)

es decirA∗ = A
t
es la matriz transpuesta conjugada deA.

ii) Operadores de multiplicación.

Esta representación matricial de un operador no es útil salvo en casos especiales. Conside-
remos, por ejemplo, el caso de una matriz diagonal infinita dada pora(i, i) = λi , a(i, j) = 0
parai 6= j. Pongamosλ = {λn} y tratemos de definir un operador diagonalMλ que verifique
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Mλ(ui) = λiui . Una condición necesaria para que dicho operador sea continuo es que la suce-
sión{λn} esté acotada, en cuyo caso definiendo

Mλ(x) =
∞

∑
i=1

λi (x | ui)ui (x∈H)

se tiene que

‖Mλ(x)‖2 =
∞

∑
i=1

|λi (x | ui)|2 6 ‖λ‖2
∞‖x‖2

por lo que el operador así definido es continuo con‖Mλ‖= ‖λ‖∞ y Mλ(ui) = λiui .

En el caso particular del espacioℓ2 considerando la base ortogonalB= {en : n∈N} de los
vectores unidad, se tiene que

Mλ(x) =
∞

∑
n=1

λnx(n)en (x∈ℓ2)

Dicho operador se llamaoperador de multiplicaciónporλ = {λn} (respecto a la baseB). Por lo
antes visto, se tiene que(Mλ)

∗ = Mλ es el operador de multiplicación porλ = {λn} (respecto

a la baseB). Es inmediato queMλ es normal; y es autoadjunto si, y sólo si,λn∈R para todo
n∈N. Observa que la aplicaciónλ 7→ Mλ deℓ∞ enL(ℓ2) es lineal e isométrica, por lo queL(ℓ2)
contiene una copia isométrica deℓ∞ y por tantoL(ℓ2) no es separable. Observa también que si
λ,µ∈ℓ∞ entoncesMλMµ = Mλµ.

Consideremos ahora el espacio de HilbertL2[a,b]. Cadaφ∈ L∞[a,b] define un operador
Mφ : L2[a,b]→ L2[a,b] por

Mφ( f ) = φ f ( f ∈L2[a,b])

Dicho operador, que se llama operador de multiplicación porφ, es claramente lineal y continuo
con‖Mφ‖ 6 ‖φ‖∞. De hecho se da la igualdad, pues dadoε > 0, por la definición de supremo
esencial, hay un conjunto medible,A⊂ [a,b], con medida positiva,λ(A)> 0, tal que para todo
t ∈A es|φ(t)| > ‖φ‖∞ − ε. Considerando la funciónf = λ(A)−1/2χA, se tiene quef ∈L2[a,b]
con‖ f‖2 = 1 y

‖Mφ‖2 >
1

λ(A)

w
A

|φ|2 dt > (‖φ‖∞ − ε)2

Concluimos que‖Mφ‖ = ‖φ‖∞. También es inmediato que para todasφ,ψ∈L∞[a,b] esMφψ =
MφMψ, y (Mφ)

∗ = Mφ. Por tanto,Mφ es un operador normal; es autoadjunto si, y solo si,

φ(t)∈R para casi todot∈ [a,b], y es unitario si, y sólo si,|φ(t)|= 1 para casi todot∈ [a,b].

iii) Operadores de desplazamiento.

El operadorS: ℓ2 → ℓ2 definido por

Sx=
∞

∑
n=1

x(n)en+1 (x∈ℓ2) (6.7)

se llama operador dedesplazamiento unilateral o hacia adelante. ComoSek = ek+1, la matriz,
A(i, j)(i, j)∈N×N, asociada a dicho operador en la base ortonormal de los vectores unidad viene
dada por

A(i, j) = (Sej | ei) = (ej+1 | ei) =

{
1, si i = j +1;
0, si i 6= j +1.
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El operadorS∗ tiene como matriz asociada en dicha base la matrizA∗(i, j)(i, j)∈N×N dada por

A∗(i, j) = (S∗ej | ei) = (ej | Sei) = (ej | ei+1) =

{
1, si j = i +1;
0, si j 6= i +1.

Por tanto

S∗ ej =
∞

∑
i=1

A∗(i, j)ei =

{
0, si j = 1;
ej−1, si j > 2.

Por tanto

S∗x=
∞

∑
n=2

x(n)en−1 (6.8)

dicho operador se llama operador dedesplazamiento hacia atrás.

Observa que para todox∈ℓ2:

S(x(1),x(2),x(3), . . . ) = (0,x(1),x(2),x(3), . . . ) S∗(x(1),x(2),x(3), . . . ) = (x(2),x(3), . . . )

El operadorSes isométrico,‖Sx‖ = ‖x‖, por tanto ker(S) = {0} y Ses inyectivo. El operador
S∗ no es inyectivo y ker(S∗) =Ke1. La ecuaciónSx= y, esto es

(0,x(1),x(2),x(3), . . . ) = (y(1),y(2),y(3), . . . )

tiene solución si, y sólo si,y es ortogonal a ker(S∗) = Ke1, es decir,y(1) = 0. La ecuación
S∗x= y tiene siempre solución pero no única.

Observa también queS∗S= I peroSS∗ es la proyección ortogonal sobre(Ke1)
⊥.

iv) Operadores integrales.

Fijemos una funciónK∈L2([a,b]× [a,b]) y sea f ∈L2[a,b]. ComoK2∈L1([a,b]× [a,b]),
por el teorema de Fubini, para casi todox∈ [a,b] se verifica que la funciónKx : [a,b]→K dada
por Kx(y) = K(x,y), está enL2[a,b] y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que
la funcióny 7→ Kx(y) f (y) está enL1[a,b] y

bw
a

|Kx(y) f (y)|dy 6 ‖ f‖2

(
bw

a

|K(x,y)|2 dy

)1/2

para casi todox∈ [a,b]. En consecuencia, la función

[TK f ](x) =
bw

a

K(x,y) f (y)dy ( f ∈L2[a,b]) (6.9)

está definida casi por doquier en[a,b] y podemos convenir en definirla igual a cero en el conjun-
to de medida cero donde pudiera no estar inicialmente definida. Además, una nueva aplicación
del teorema de Fubini nos da que

bw
a

|[TK( f )](x)|2dx 6 ‖ f‖2
2

x
[a,b]×[a,b]

|K(x,y)|2d(x,y)
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Por tantoTK( f )∈L2[a,b] y ‖TK( f )‖2 6 ‖K‖2‖ f‖2. En consecuencia la igualdad (6.9) define
un operador linealTK : L2[a,b] → L2[a,b] que es continuo y‖TK‖ 6 ‖K‖2. Dicho operador se
llamaoperador integral de núcleoK.

Calculemos el operador adjunto(TK)
∗. Por el teorema de Tonelli, sif ,g∈L2[a,b] la función

(x,y) 7→ f (y)g(x) está enL2([a,b]× [a,b]) y, por tanto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos
da que la función(x,y) 7→ K(x,y) f (y)g(x) está enL1([a,b]× [a,b]) lo que justifica, por el
teorema de Fubini, el cambio en el orden de integración que vamos a hacer.

(Tk( f ) | g) =
bw

a

[TK( f )](y)g(y)dy =

bw
a

[
bw

a

K(y,x) f (x)dx

]
g(y)dy =

=

bw
a

f (x)
[r b

a K(y,x)g(y)dy
]

dx = ( f | (TK)
∗(g))

Deducimos que

[(TK)
∗(g)](x) =

bw
a

K(y,x)g(y)dy (g∈L2[a,b])

Esto es(TK)
∗ =TK∗ dondeK∗(x,y) =K(y,x). Por tantoTK es autoadjunto si, y sólo si,K(x,y) =

K(y,x) para casi todo(x,y)∈ [a,b]× [a,b].

Un caso particular importante se presenta cuando[a,b] = [0,1] y K es la función carac-
terística del conjuntoA = {(x,y) : 06 y< x6 1}. El correspondiente operador integral es el
operador de Volterra, V, dado por

[V f ](x) =
xw

0

f (y)dy (x∈ [0,1], f ∈L2[0,1]).

Unaproyección ortogonalen un espacio de HilbertH es un idempotenteP tal que ker(P)=
P(H)⊥.

6.7 Proposición.SeaH un espacio de Hilbert y P: H→H una aplicación lineal no nula. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un idempotente autoadjunto, es decir: P2=P y(Px | y)=(x | Py) para todos x,y∈H.

ii) P es la proyección ortogonal deH sobre P(H).

Demostración. i)⇒ ii). Veamos queP es continua y, de hecho, que‖P‖= 1. Seax∈H tal que
Px 6= 0, tenemos que

‖Px‖ = (Px | Px)
‖Px‖ =

(
x | P2x

)

‖Px‖ =
(x | Px)
‖Px‖ 6 ‖x‖

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Deducimos queP∈L(H) y ‖P‖6 1,
pero six∈P(H) con‖x‖ = 1, se tiene quePx= x, por lo que‖P‖= 1.

ComoP es continua, se tiene queP(H) = ker(I −P) es cerrado, al igual que ker(P). Final-
mente, la igualdad (6.5) nos dice que ker(P) = P(H)⊥.
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ii)⇒ i). La hipótesis es queP2 = P y ker(P) = P(H)⊥. Probaremos queP es autoadjunto.
Puesto que ker(P) = (I −P)(H), para todosx,y∈H tenemos que:

(Px | y) = (Px | Py+(y−Py)) = (Px | Py) = (x− (x−Px) | Py) = (x | Py)

como queríamos probar. 2

Como consecuencia del teorema de la proyección ortogonal, es claro que en un espacio de
Hilbert hay una correspondencia biunívoca entre subespacios cerrados y proyecciones ortogo-
nales.

6.8 Proposición. Sean P y Q dos proyecciones ortogonales en un espacio de Hilbert H. En-
tonces se verifica que PQ= 0 si, y sólo si, Q(H)⊥ P(H), en cuyo caso P+Q es la proyección
ortogonal sobre P(H)+Q(H).

Demostración. PQ= 0 significa queP(Q(H)) = {0} lo que equivale a queQ(H) ⊂ kerP=
P(H)⊥, es decir,Q(H)⊥P(H). Además, siPQ= 0 tambiénQP=Q∗P∗ = (PQ)∗ = 0, de don-
de se sigue queQ+P es un idempotente y, como es autoadjunto, es una proyección ortogonal.
Finalmente,(P+Q)(P(H)+Q(H)) = P(H)+Q(H) de donde se sigue que(P+Q)(H) =
P(H)+Q(H). 2

De esta proposición se deduce que siM y N son subespacios cerrados de un espacio de
Hilbert que son ortogonales,M ⊥ N, entoncesM +N es un subespacio cerrado. Lo mismo
ocurre, claro está, para cualquier suma finita de subespaciocerrados ortogonales dos a dos.

6.9 Proposición. SeaH un espacio de Hilbert, para cada n∈N sea Mn un subespacio ce-
rrado deH y Pn la proyección ortogonal sobre Mn. Supongamos que dichos espacios son
dos a dos ortogonales, esto es Mp ⊥ Mq si p 6= q. Sea M= Lin {∪∞

n=1Mn} y PM la pro-

yección ortogonal sobre M. Entonces para todo x∈H se verifica que PM(x) =
∞

∑
n=1

Pn(x) y

‖PM(x)‖2 =
∞

∑
n=1

‖Pn(x)‖2.

Demostración. Naturalmente, podemos suponer queMn 6= {0} para todon∈N. Seax∈M, fijo
en lo que sigue, y pongamosxn = Pnx. Seaun∈Mn con‖un‖= 1 tal quexn = ‖xn‖un. Entonces
{un : n∈N} es un sistema ortonormal enH, y la desigualdad de Bessel implica que la serie

∑
n>1

|(x | un)|2 es convergente. Lo que prueba que la serie∑
n>1

(x | un)un es convergente. Como

x−xn ⊥ xn, se tiene que(x | xn) = (xn+(x−xn) | xn) = (xn | xn) = ‖xn‖2, y

xn = ‖xn‖un =⇒‖xn‖2 = (x | xn) = ‖xn‖(x | un) =⇒ (x | un) = ‖xn‖
=⇒ (x | un)un = ‖xn‖un = xn

Hemos obtenido que∑
n>1

xn converge. Pongamoszn =
n

∑
j=1

x j y seaz=
∞

∑
n=1

xn = ĺım{zn}. Como

zn∈M y M es cerrado,z∈M. Por la continuidad dePk se tiene quePk(z) = ĺım
n→∞

{Pk(zn)}= xk,
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por tantox−z∈kerPk = M⊥
k para todok∈N, luego

x−z∈
∞⋂

n=1

M⊥
n =

(
∞⋃

n=1

Mn

)⊥

= M⊥

y, como también,x−z∈M, concluimos quex−z∈M∩M⊥ = {0}, esto esx= z, lo que prueba

quex=
∞

∑
n=1

xn. Además, como‖zn‖2 =
n

∑
j=1

‖x j‖2, se sigue que‖x‖2 =
∞

∑
n=1

‖xn‖2.

Si ahorax∈H es un vector enH, podemos hacer uso de lo ya probado sin más que notar
quePM(x)∈M y quePn(PM(x)) =Pn(x+(PM(x)−x)) =Pn(x) porquePM(x)−x∈M⊥ ⊂M⊥

n .2

El espacioM en la proposición anterior se llamasuma ortogonal o hilbertiana de la
familia de espacios{Mn : n∈N} y se representa porM =

⊕∞
n=1Mn y tambiénM =⊥∞

n=1Mn.

6.2. Operadores de rango finito y operadores compactos

SeaX un espacio normado. Un operadorT∈L(X) se dice derango finito si la dimensión
de su imagen,T(X), es finita. En un espacio de Hilbert,H, las proyecciones ortogonales sobre
subespacios de dimensión finita, son operadores de rango finito. Una tal proyección es de la

formaPM(x) =
n

∑
k=1

(x | vk)vk donde{vk : 16 k6 n} es una base ortonormal deM. En general,

si T∈L(H) es un operador de rango finito y{vk : 16 k6 n} es una base ortonormal deT(H),
se tiene que

Tx=
n

∑
k=1

(Tx | vk)vk =
n

∑
k=1

(x | T∗vk)vk =
n

∑
k=1

(x | uk)vk (6.10)

donde hemos puestouk = T∗vk.

Dados dos vectoresu,v∈H se defineu⊗v : H→H por

[u⊗v](x) = (x | u)v (x∈H)

La imagen deu⊗ v, supuestou 6= 0, v 6= 0, es la recta vectorialKv. Es fácil comprobar que
[u⊗v]∗ = v⊗u. Podemos escribir ahora la igualdad (6.10) en la forma

T =
n

∑
k=1

uk⊗vk

RepresentaremosF(H) el conjunto de los operadores de rango finito en un espacio de Hilbert
H. Recogemos a continuación algunas propiedades elementales de los mismos.

6.10 Proposición.El conjunto F(H) de los operadores de rango finito de un espacio de Hilbert
H, es el subespacio de L(H) engendrado por el conjunto{u⊗v : u,v∈H}. Para T∈F(H)
se tiene que T∗∈F(H) y, además, si S∈L(H), se verifica que TS y ST están en F(H).

Las propiedades expresadas en la proposición anterior pueden resumirse diciendo que
F(H) es un ideal bilátero autoadjunto deL(H).
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Claro está que siH es de dimensión finita, entoncesF(H) = L(H). SiH es de dimensión
infinita entoncesF(H) no es cerrado enL(H). Por ejemplo, paraH = ℓ2 y notando, como de

costumbre, por ek los vectores unidad, el operadorTn =
n

∑
k=1

1
k

ek⊗ek, es un operador de rango

finito, Tn ∈F(ℓ2), y si T ∈ L(ℓ2) es el operador dado porTx=
∞

∑
k=1

x(k)
k

ek para todox∈ ℓ2,

entoncesT no es de rango finito pero se comprueba fácilmente que‖Tn−T‖ → 0.

Nos proponemos describir el cierre del espacioF(H) en L(H). Si T ∈F(H) y BH es la
bola unidad cerrada deH, entoncesT(BH) es un conjunto acotado y, como está contenido en
el espacio de dimensión finitaT(H), se tiene queT(BH) es compacto. Vamos a utilizar esta
propiedad para definir una clase de operadores, pero antes recordemos algunos conceptos que
vamos a necesitar.

Sea(X,d) un espacio métrico. Un conjuntoA⊂ X se dice que esrelativamente compacto
si su adherencia,A, es compacto. Esto equivale a que toda sucesión de puntos deA tenga alguna
parcial convergente. Un conjuntoA⊂ X se dice que estotalmente acotadosi para todoε > 0,
existe un conjunto finito{x1,x2, . . . ,xn} ⊂ A tal queA⊂ ∪n

k=1B(xk,ε). Si (X,d) es un espacio
métricocompletoentonces se verifica queun conjunto A⊂ X es relativamente compacto si, y
sólo si, es totalmente acotado.

Un operador compactoen un espacio de BanachX es una aplicación linealT : X → X tal
queT(BX) es relativamente compacto enX o, equivalentemente,T(BX) es totalmente acotado
enX. En tal caso, puesto queT(BX) está acotado, se tiene queT ∈L(X) . NotaremosK(X) el
conjunto de todos los operadores compactos en un espacio de BanachX. El siguiente resultado
es de comprobación inmediata.

6.11 Proposición.Sea X un espacio de Banach. Equivalen

a) T∈K(X).

b) Para todo conjunto acotado A⊂ X el conjunto T(A) es relativamente compacto.

c) Para toda sucesión acotada{xn} en X, la sucesión{Txn} tiene alguna parcial conver-
gente.

Además, se verifica que K(X) es un ideal bilátero de L(X).

En un espacio de Banach de dimensión infinita,X, el operador identidad,I , no es compacto
porque la bola unidad deX no es relativamente compacta, luego ningún operador compacto,
T∈K(X), es inversible, ya que si lo fuera la identidadI = T−1T sería compacto.

Nos interesan los operadores compactos en espacios de Hilbert.

6.12 Teorema.SeaH un espacio de Hilbert.

a) K(H) es un ideal bilátero cerrado de L(H) y F(H) ⊂ K(H).

b) Si T∈K(H), entoncesT(H) es separable; y si{un : n∈N} es una base ortonormal deT(H),
y para cada n∈N, Pn es la proyección ortogonal deH sobre Mn = Lin({uk : 16 k6 n}),
entoncesĺım{PnT}= T en L(H). Por tanto K(H) = F(H).

c) K(H) es autoadjunto, esto es, T∈K(H) si, y sólo si, T∗∈K(H).

Demostración. a) Probemos queK(H) es cerrado. SiT∈K(H), dadoε>0, existeS∈K(H)
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tal que
‖T −S‖< ε/3

Por serS(BH) totalmente acotado, existen puntosx1,x2, . . . ,xn enBH tales que

S(BH)⊂
n⋃

k=1

B(Sxk,ε/3)

Como para todox∈BH es‖Tx−Sx‖6 ε/3, se deduce fácilmente que

T(BH)⊂
n⋃

k=1

B(Txk,ε)

LuegoT∈K(H).

b) ComoT(BH) es un espacio métrico compacto, es separable, lo que implicaqueT(H) =
Lin(T(BH)) también es separable.

El desarrollo de Fourier respecto a una base ortonormal (5.26), nos asegura que{Pny}→ y
para todoy∈T(H). Por tanto‖PnTx−Tx‖ → 0 para todox∈H. Debemos probar que dicha
convergencia es uniforme parax∈BH. Dadoε > 0, la compacidad deT implica que existen
x1,x2, . . . ,xm enBH tales que

T(BH)⊂
m⋃

k=1

B(Txk,ε/3)

Fijadox∈BH, elijamosx j tal que‖Tx−Txj‖< ε/3. Para todon∈N tenemos:

‖Tx−PnTx‖ 6 ‖Tx−Txj‖+‖Txj −PnTxj‖+‖Pn(Txj −Tx)‖

6 2‖Tx−Txj‖+‖Txj −PnTxj‖6
2ε
3
+‖Txj −PnTxj‖

Como{PnTxk}→ Txk, para 16 k6 m, existe unn0∈N tal que para todon> n0 se verifica que
‖Txk−PnTxk‖< ε/3 para 16 k6 m. Por tanto‖Tx−PnTx‖< ε paran> n0 y cualquiera sea
x∈BH , luego‖T −PnT‖< ε paran> n0, esto es,{PnT} → T enL(H). Como los operadores
PnT son de rango finito, concluimos queK(H) = F(H).

c) Basta tener en cuenta queF(H) es autoadjunto y la continuidad de la aplicaciónT 7→ T∗.2

6.13 Ejemplos. i) Operadores de multiplicación.Un operador de multiplicaciónMλ : ℓ2→ ℓ2,
dondeλ∈ ℓ∞, es compacto si, y sólo si,λ = {λn}∈ c0. En efecto, siλ∈ c0, poniendoTn =

∑n
k=1 λk ek⊗ek se tiene queTn∈F(ℓ2) y

‖Mλ(x)−Tn(x)‖2
2 = ‖

∞

∑
k=1

λkx(k)ek−
n

∑
k=1

λkx(k)ek‖2
2 = ‖

∞

∑
k=n+1

λkx(k)ek‖2
2 =

=
∞

∑
k=n+1

|λk|2 |x(k)|2 6 sup
{
|λk|2 : k> n+1

}
‖x‖2

2

lo que implica que
‖Mλ −Tn‖6 sup{|λk| : k> n+1}→ 0
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luegoMλ es compacto por ser límite de una sucesión de operadores de rango finito.

Observa que, de hecho, como para todok> n+1 se tiene que

‖Mλ(ek)−Tn(ek)‖2 = ‖Mλ(ek)‖2 = ‖λk ek‖2 = |λk| (k> n+1)

se verifica que
‖Mλ −Tn‖= sup{|λk| : k> n+1}

Para probar el recíproco, observa queTn = PnMλ dondePn =
n

∑
j=1

ej ⊗ej es la proyección or-

togonal sobre el espacio Lin(
{

ej : 16 j 6 n
}
). Por tanto, siMλ es compacto, acabamos de

probar en el teorema precedente que

‖Mλ −PnMλ‖= ‖Mλ −Tn‖= sup{|λk| : k> n+1}→ 0

lo que nos dice queλ∈c0.

Finalmente, observa que

Mλ = ĺım
n→∞

Tn = ĺım
n→∞

n

∑
k=1

λk ek⊗ek =
∞

∑
k=1

λk ek⊗ek

ii) Operadores integrales.Los operadores integrales vistos en el Ejemplo6.6.iv) son compac-
tos. La demostración requiere un resultado previo.

6.14 Lema.Si{en : n∈N} es una base ortonormal de L2[a,b] entonces B=
{
ϕk j:(k, j)∈N×N

}

donde
ϕk j(x,y) = ek(x)ej(y) (x,y∈ [a,b])

es una base ortonormal de L2([a,b]× [a,b]).

Demostración. Es casi inmediato queB es un sistema ortonormal. Para probar que es una base
probaremos que es maximal. SeaK ∈ L2([a,b]× [a,b]) y pongamosKy(x) = K(x,y). Por lo
visto en el citado ejemplo, sabemos que para casi todoy∈ [a,b] la función fi(y) = (ei | Ky) =r b

a K(x,y)ei(x)dx está enL2[a,b]. Por la igualdad de Parseval

‖ fi‖2
2 =

∞

∑
k=1

|(ek | fi)|2 =
∞

∑
k=1

∣∣∣∣
bw

a

fi(y)ek(y)dy

∣∣∣∣
2

=

=
∞

∑
k=1

∣∣∣∣
x

[a,b]×[a,b]

K(x,y)ei(x)ek(y)d(x,y)

∣∣∣∣
2

=
∞

∑
k=1

|(K | ϕik)|2

Por tanto, siK ⊥ B entoncesfi = 0 para todoi∈N, por lo queKy = 0 para casi todoy∈ [a,b],
es decirK(x,y) = 0 casi por doquier, esto es,K es la función nula enL2([a,b]× [a,b]). 2

Por lo visto en el Ejemplo6.6.iv), a cada funciónK∈L2([a,b]× [a,b]) le podemos asignar
el operador integral de núcleoK, TK ∈ L(L2[a,b]). La aplicación así definidaΦ : K 7→ TK es
lineal y continua porque vimos que‖Φ(K)‖ = ‖TK‖6 ‖K‖2. Consideremos el operadorTϕk j .

[Tϕk j( f )](x) =
bw

a

ek(x)ej(y) f (y)dy =

(
bw

a

ej(y) f (y)dy

)
ek(x) = ( f | ej)ek(x)
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Es decir, en términos de funciones,Tϕk j( f ) = ( f | ej)ek = [ej ⊕ek]( f ), por tantoTϕk j = Φ(ϕk j)
es un operador de rango uno. Deducimos que siM = Lin

{
ϕk j:(k, j)∈N×N

}
entoncesΦ(M)⊂

F(L2[a,b]) lo que implica queΦ(L2[a,b]) = Φ(M)⊂ F(L2[a,b]) = K(L2[a,b]). 2

6.3. Ejercicios

132. En el espacio de HilbertR2 se consideran los subespacios

M = {(x,0) : x∈R} , N = {(x,xtanϑ) : x∈R}

donde 0< ϑ < 1
2π. Calcula un idempotentePϑ tal quePϑ(R2) =M y kerPϑ = N. Prueba

que‖Pϑ‖= (senϑ)−1.

133. SeaH un espacio de Hilbert yP∈L(H) un idempotente con‖P‖ = 1. Prueba queP es
la proyección ortogonal deH sobreP(H).

134. SeaH un espacio de Hilbert yT∈L(H). Prueba que son equivalentes:

a)T es una isometría, es decir,‖Tx‖= ‖x‖ para todox∈H.

b) T∗T = I .

c) (Tx | Ty) = (x | y) para todosx,y∈H.

135. SeaH un espacio de Hilbert yU ∈L(H). Prueba que son equivalentes:

a)U es unitario.

b)U es una biyección lineal que conserva el producto es escalar(Ux |Uy) = (x | y) para
todosx,y∈H.

c) U es una biyección lineal isométrica.

136. SeaX un espacio normado yT ∈ L(X) un operador compacto. Prueba que para todo
ε > 0, existe un subespacio de dimensión finitaMε ⊂ T(X) tal que para todox∈X se
verifica que dist(Tx,Mε)6 ε‖x‖.

Sugerencia. Usa la precompacidad deT(BX).

137. Describe la matriz de la proyección ortogonal deKn sobre un espacioM = Ku donde
‖u‖= 1.

138. SeaH un espacio de Hilbert yT ∈L(H). Prueba queT es de rango finito si, y sólo si,
T∗ es de rango finito, en cuyo caso los espacioT(H) y T∗(H) tienen igual dimensión.
entonces ambos tienen la misma dimensión.

139. SeaT∈L(H).

a) Prueba que ker(T) = ker(T∗T), y T∗(H) = (T∗T)(H).

b) SiT es normal, prueba que ker(T∗) = ker(T) y T∗(H) = T(H).
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140. SeaH un espacio de Hilbert. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a)T∈L(H) es inversible.

b) ker(T∗) = {0} y existeα > 0 tal que‖Tx‖> α‖x‖ para todox∈H.

141. SeaH un espacio de Hilbert yT ∈L(H) un operador que verifica que〈Tx | x〉 > (x | x)
para todox∈H. Prueba queT es inversible.

142. SeanH y K espacios de Hillbert sobreK, y seaT∈L(H,K).

a) Prueba que existe un único operadorT∗ ∈ L(K,H) (llamado el adjunto deT) que
verifica

(Tx | y) = (x | Ty) (x∈H,y∈K)

b) SeaS∈ L(H,K), U ∈ L(K,L), dondeL otro espacio de Hilbert sobreK, y λ∈K.
Prueba que

(T +λS)∗ = T∗+λS∗; (UT)∗ = T∗U∗; (T∗)∗ = T;

‖T∗‖= ‖T‖; ‖T∗T‖= ‖T‖2

143. SeaT : C2 → C2 el operador definido por

T(u,v) = (u+ iv,u− iv) ((u,v)∈C2)

CalculaT∗ y prueba queT∗T = T T∗ = I

144. SeaH un espacio de Hilbert. DadoT∈L(H), definimos un operador̂T : H∗ →H∗ por

T̂(ϕ) = ϕ◦T (ϕ∈H
∗)

1) Prueba quêT∈L(H∗) y calcula su norma.

2) ¿Qué relación hay entrêT y T∗?

145. Seaλ = {λn}∈ℓ∞ una sucesión acotada y definamosT : ℓ2 → ℓ2 por

T(x) =
∞

∑
n=1

λnx(n)en+1 (x∈ℓ2)

a) Prueba queT∈L(ℓ2) y calcula su norma.

b) Calcula el operador adjuntoT∗. ¿EsT un operador normal?

c) ¿Hay sucesiones{λn} para las queT sea una isometría?

146. Calcula el adjunto del operador linealT : ℓ2 → ℓ2 definido por

T(x(1),x(2),x(3),x(4),x(5), . . . ) = (0,4x(1),x(2),4x(3),x(4),4x(5), . . . )

147. SeaT : ℓ2 → ℓ2 el operador de desplazamiento hacia atrás:

T(x(1),x(2),x(3),x(4), . . . ) = (x(2),x(3),x(4), . . . ) (x∈ℓ2)

Prueba queσp(T) = D(0,1).
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148. Sea(X,d) un espacio métrico yA⊂ X.

a) Prueba queA es relativamente compacto (es decir,A es compacto) si, y sólo si, toda
sucesión de puntos deA tiene alguna parcial convergente enX.

b) Supongamos queA es relativamente compacto y que{xn} es una sucesión de puntos
deA que no es convergente. Prueba que{xn} tiene dos parciales que convergen a límites
distintos.

149. Prueba que todo conjunto compacto en un espacio métricoestá totalmente acotado.

150. Prueba que todo espacio métrico totalmente acotado es separable.

151. Prueba que todo conjunto completo y totalmente acotadoen un espacio métrico es com-
pacto. ¿Es totalmente acotada la bola unidad de un espacio deBanach infinito dimensio-
nal?

152. Prueba la proposición6.11.

153. Prueba que el conjuntoK(H) de los operadores compactos en un espacio de HilbertH,
es un ideal bilátero deL(H).

154. SeaX un espacio normado yP∈L(X) un idempotente. Prueba queP es compacto si, y
sólo si,P es de rango finito.

Sugerencia. Ten en cuenta queP restringido aP(X) es la identidad y queP(X) es cerrado
enX.

155. SeaT : L2[0,1]→ L2[0,1] el operador lineal definido por

[T f ](x) =
1w

0

sen(x−y) f (y)dy ( f ∈L2[0,1],x∈ [0,1])

Prueba que dicho operador es compacto.

156. SeaT : L2[0,1]→ L2[0,1] el operador lineal definido por

[T f ](x) =
1

4
√

4x
f
(√

x
)

(x∈ [0,1], f ∈L2[0,1])

Prueba queT es continuo y calculaT∗ ◦T.

157. Para 16 p6 ∞ se define un operador linealT : ℓp → ℓp por

[Tx](2n−1) = 0, [Tx](2n) = x(2n−1) ∀n∈N∀x∈ℓp

¿EsT un operador compacto? ¿EsT2 compacto?

158. SeaX = (C[a,b],‖ ‖∞). Dada una funciónK ∈C([a,b]× [a,b]), se define un operador
lineal T : X → X por

[T( f )](x) =
bw

a

K(x,y) f (y)dy

Prueba, usando el teorema de Arzelà-Ascoli, queT es un operador compacto.
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159. SeaT un operador compacto en un espacio de HilbertH, y {un} una sucesión de vectores
ortonormales enH. Prueba que{Tun} converge a cero.

Sugerencia. Prueba que si una sucesión parcial de{Tun} converge ax∈H entoncesx= 0.
Ten en cuenta el punto b) del ejercicio148.

160. SeaH un espacio de Hilbert yT∈K(H) un operador compacto. Prueba que(kerT)⊥ es
separable.

Sugerencia. Sea{ui : i∈ I} un sistema ortonormal en(kerT)⊥. Dadoε > 0, prueba, usan-
do el ejercicio anterior, que el conjunto{i∈ I : ‖Tui‖> ε} es finito. Deduce queI es
numerable.

161. SeaMφ el operador de multiplicación definido enL2[−π,π] por una funciónφ∈L∞[−π,π].
Prueba queMφ es compacto si, y sólo si,φ es nula casi por doquier.

162. Seaλ = {λn}∈ c0 y {Pn} una sucesión de proyecciones ortogonales en un espacio de
HilbertH. Suponemos que las proyecciones son dos a dos ortogonales, es decirPnPm= 0
paran 6= m. Prueba que la serie∑n>1 λnPn converge enL(H).

163. Sea{Pn} una sucesión de proyecciones ortogonales en un espacio de Hilbert H que
converge enL(H) a un operadorT∈L(H). Prueba queT es una proyección ortogonal.

6.4. Teorema espectral para operadores compactos normales

SeaH un espacio de Hilbert yT∈L(H). Un númeroλ∈K se llama unvalor propio o un
autovalor de T si ker(T − λI) 6= {0}. Todo vector no nulou∈ ker(T − λI), es decir, tal que
Tu= λu, con u 6= 0, se dice que es unvector propio asociado al valor propioλ. El espacio
ker(T −λI) se llama elespacio propioasociado al autovalorλ. Representaremos porσp(T) el
conjunto de los valores propios deT.

En dimensión finita, los valores propios son las raíces de la ecuación característica del
operador; por eso la existencia de valores propios está asegurada, por el teorema fundamental
del Álgebra, para cualquier operador en un espacio de Hilbert complejo de dimensión finita.
No ocurre así para operadores en espacios de Hilbert reales de dimensión finita, pues en tal
caso la existencia de valores propios no está asegurada salvo en casos especiales, como es el de
los operadores autoadjuntos.

Un operador tiene a 0 como valor propio si, y sólo si, no es inyectivo, lo que, en dimensión
finita, equivale a que no sea inversible. No hay que olvidar enlo que sigue que, en dimensión
infinita, un operador puede ser inyectivo pero no ser inversible. Por ejemplo, un operador de
multiplicación,Mλ, enℓ2 (ver ejemplo6.13) dado por una sucesiónλ = {λn}∈c0 tal queλn 6= 0
para todon∈N, es inyectivo y, como es compacto, no es inversible. Otro ejemplo, más sencillo,
el operador de desplazamiento unilateralS: ℓ2 → ℓ2 dado por

S(x(1),x(2),x(3), . . . ) = (0,x(1),x(2),x(3), . . . ) ∀x∈ℓ2

es claramente una isometría,‖Sx‖2 = ‖x‖2, por tanto, es inyectivo, es decir, 0 no es valor propio
de S. De hecho, este operador no tiene ningún valor propio, pues si λ∈K, λ 6= 0, entonces
x∈ker(S−λI), esto esSx= λx, sólo se cumple parax= 0. Luegoσp(S) = Ø.
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En lo que sigue, para evitar trivialidades, consideramos espacios de Hilbert,H, que no se
reduzcan al vector cero,H 6= {0}.

Observa que siT ∈ L(H) y λ ∈ σp(T) entonces|λ| 6 ‖T‖. En efecto, basta tomarx∈
ker(T −λI) con‖x‖= 1 con lo cual

|λ|= |(λx | x)|= |(Tx | x)|6 ‖T‖

6.15 Proposición.SeaH un espacio de Hilbert y S∈L(H) un operador compacto autoadjunto.
Se verifica queσp(S)⊂ R y existe un autovalorλ∈σp(S) tal que|λ|= ‖S‖.

Demostración. Si λ es un autovalor yx∈ker(S−λI) con‖x‖ = 1, se tiene que

λ = (λx | x) = (Sx| x) = (x | Sx) = (x | λx) = λ

luegoλ∈R.

Como consecuencia de la proposición6.5, existe una sucesión{xn} con ‖xn‖ = 1 para
todon∈N, y {(Sxn | xn)} converge a±‖S‖. CambiandoSpor−Ssi fuera necesario, podemos
suponer que{(Sxn | xn)} → ‖S‖. Pongamosλ = ‖S‖> 0. Tenemos que

‖Sxn−λxn‖2 = ‖Sxn‖2−2λRe(Sxn | xn)+λ2 6 2λ2−2λRe(Sxn | xn)→ 0

es decir{Sxn−λxn}→ 0. ComoSes compacto, la sucesión{Sxn} admite una parcial
{

Sxσ(n)
}

convergente. Pero entoncesλxσ(n) = Sxσ(n)− (Sxσ(n) − λxσ(n)) también es convergente y, por
tanto,{xσ(n)} converge a un puntox con‖x‖ = 1 y que verificaSx= λx. 2

Teniendo en cuenta que siT∈L(H) es compacto, entoncesT∗T es compacto y autoadjunto,
que‖T‖ =

√
‖T∗T‖ y que los valores propios deT∗T son mayores o iguales que cero, pues

si T∗Tx= λx con x 6= 0, se tieneλ(x | x) = (T∗Tx | x) = (Tx | Tx), deducimos el siguiente
resultado.

6.16 Corolario. SeaH un espacio de Hilbert y S∈L(H) un operador compacto autoadjunto.
Se verifica que

‖S‖= máx{|λ| : λ∈σp(S)}
Y para todo T∈K(H) se verifica que

‖T‖= máx
{√

λ : λ∈σp(T
∗T)
}

El operador deR2 enR2 cuya matriz en la base usual es

(
0 −1
1 0

)
es normal y no tiene

valores propios. Esto no puede pasar en el caso complejo.

6.17 Proposición.Sea T un operador compacto normal en un espacio de Hilbert complejoH.
Se verifica queσp(T) 6= Ø.

Demostración. PongamosT = A+ iB dondeA y B son operadores compactos autoadjuntos
conAB= BA. Seaλ∈σp(A) (pues sabemos queσp(A) 6= Ø) y pongamosM = ker(A−λI). Se
tiene queM es invariante porB, pues parax∈M

A(Bx) = BAx= B(λx) = λBx
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por lo queBx∈M. La restricción deB al espacio de HilbertM es un operador compacto auto-
adjunto que, por la proposición anterior, tiene algún autovalor µ. Ahora, six∈M con‖x‖= 1 y
Bx= µx, tenemos queTx= Ax+ iBx= (λ+ iµ)x, esto es,λ+ iµ∈σp(T). 2

6.18 Proposición.Sea T un operador normal en un espacio de HilbertH.

a) Siλ, µ son valores propios distintos de T, entonces los espaciospropiosker(T −λI) y
ker(T−µI) son ortogonales. Por tanto, si Pλ y Pµ son las proyecciones ortogonales deH sobre
dichos subespacios se tiene que PλPµ = 0.

b) SiH es un espacio de Hilbert complejo, entonces x∈H es un vector propio de T con
valor propioλ si, y sólo si, x es un vector propio de T∗ con valor propioλ. Por tantoker(T −
λI) = ker(T∗−λI) para todoλ∈C. En particular, se verifica que

σp(T
∗) =

{
λ : λ∈σp(T)

}

Además,ker(T −λI) es un subespacio reductor para T .

Demostración. a) Parax∈ker(T −λI) ey∈ker(T −µI) se tiene

λ(x | y) = (λx | y) = (Tx | y) = (x | T∗y) = (x | µy) = µ(x | y)

Por tanto, siλ 6= µ ha de ser(x | y) = 0.

b) Como(T − λI)∗ = T∗ − λI , se tiene queT − λI es normal, y por la proposición6.5,
tenemos

‖(T −λI)x‖= ‖(T∗−λI)x‖
para todox∈H y todoλ∈C. Por tantoTx= λx⇔ T∗x= λx y, en consecuencia, ker(T−λI) =
ker(T∗−λI).

Si x∈ker(T −λI) = ker(T∗−λI) se tiene queTx= λx y T∗x= λx, por lo que ker(T −λI)
es invariante porT y por T∗ y, por la proposición6.3, concluimos que ker(T − λI) es un
subespacio reductor paraT. 2

6.19 Proposición.Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH. Entonces para
todoλ∈K conλ 6= 0 se verifica que el espacioker(T −λI) es de dimensión finita.

Demostración. Si ker(T −λI) fuera infinito dimensional, como es un espacio de Hilbert, ten-
dría una sucesión{xn} de vectores ortonormales. Pero entonces, paran 6= m:

‖Txn−Txm‖2 = |λ|2‖xn−xm‖2 = 2|λ|2

lo que implica que la sucesión{Txn} no puede tener ninguna sucesión parcial convergente, en
contradicción con queT es compacto. 2

6.20 Proposición.Sea T un operador compacto normal en un espacio de HilbertH. Entonces
el conjunto de los valores propios de T es numerable, y si es infinito tiene a 0 como único punto
de acumulación.
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Demostración. Supondremos queσp(T) 6= Ø. Sabemos queσp(T)⊂ {λ∈K : |λ|6 ‖T‖}.

Probaremos que para cadaε > 0, el conjuntoLε = {λ∈σp(T) : |λ|> ε} es finito. Si fuera
infinito, entonces existiría un conjunto{λn : n∈N} ⊂ Lε con λn 6= λm si n 6= m. Si xn es un
vector propio deT asociado al valor propioλn con‖xn‖ = 1, teniendo en cuenta que vectores
propios asociados a valores propios distintos son ortogonales, se tiene

‖Txn−Txm‖2 = ‖λnxn−λmxm‖2 = |λn|2+ |λm|2 > 2ε2

lo que implica que la sucesión{Txn} no tiene ninguna parcial convergente en contradicción
con la compacidad deT. Por tanto, el conjuntoLε es finito. Puesto queσp(T)\{0}=⋃∞

n=1L 1
n
,

deducimos queσp(T) es numerable.

En el caso en queσp(T) sea un conjunto infinito, se deduce de lo anterior que 0 es el único
punto de acumulación del mismo. Además, si{λn} es cualquier enumeración deσp(T) se tiene
que{λn} → 0. 2

En lo que sigue representaremos porEλ el espacio propio ker(T −λI) asociado a un valor
propio λ de un operador compacto normalT ∈L(H). Sabemos que dichos espacios son dos
a dos ortogonales y, siλ 6= 0, Eλ es de dimensión finita. En el caso en que 0 sea un valor
propio deT, esto es, queT no sea inyectivo, se tiene queE0 = ker(T) puede tener cualquier
dimensión. Sabemos también queEλ es un espacio reductor paraT. Observa que siλ 6= 0
entoncesT(Eλ) = λEλ = Eλ y tambiénT∗(Eλ) = Eλ.

6.21 Teorema.Sea T6= 0 un operador compacto normal en un espacio de Hilbert complejo
H. Entonces se verifica queH es la suma hilbertiana de los espacios propios de T.

H =
⊕

λ∈σp(T)

Eλ (6.11)

Además
T(H) =

⊕

λ∈σp(T)\{0}
Eλ (6.12)

Se verifica también queT(H) = T∗(H).

Demostración. PongamosM = Lin
(⋃

λ∈σp(T)Eλ

)
y N = M⊥. Nuestro objetivo es probar que

M = H para lo cual probaremos queN = {0}. Como para todoλ∈σp(T), Eλ es un espacio
reductor paraT, se deduce fácilmente queM es un espacio reductor paraT y, por tanto,N
también lo es. El operadorS= T|N, restricción deT aN, es un operador compacto normal en el
espacio de HilbertN, por lo que, en virtud de la proposición6.17, si N 6= {0}, existex∈N con
‖x‖= 1 y α∈C tal queSx= αx, esto es,Tx= αx, luegox∈Eα por lo quex∈M, pero entonces
x∈M∩N = {0}, es decir,x= 0, lo cual es claramente contradictorio. LuegoN = {0}.

Finalmente, como por (6.3), sabemos queH = ker(T∗)⊕T(H) = ker(T)⊕T(H) y, de
lo que acabamos de probar, se sigue que tambiénH = ker(T)

⊕

λ∈σp(T)\{0}
Eλ, puesto que el

complemento ortogonal es único, deducimos la igualdad (6.12).

La última igualdad en el enunciado se deduce de lo anterior cambiandoT por T∗ (que
también es compacto y normal) y tiene los mismos espacios propios queT. 2
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Observa que siPλ es la proyección ortogonal deH sobreEλ se tiene queTPλ = λPλ. Ya está
todo preparado para obtener la representación espectral denuestro operador compacto normal
T. Por claridad en la exposición, aunque puede hacerse un tratamiento simultáneo, voy a tratar
por separado el caso en queσp(T) es finito y el caso en queσp(T) es infinito.

6.22 Teorema. SeaH un espacio de Hilbert complejo y T∈ L(H) un operador compacto
normal. Equivalen las afirmaciones siguientes

a) T(H) es de dimensión finita.

b) σp(T) es finito, es decir, T tiene solamente un número finitoλi , 16 i 6 N, de valores
propios distintos.

En tal caso, poniendo Ek = Eλk
, y llamando Pk a la proyección ortogonal deH sobre Ek,

se verifica que

H =
N⊕

k=1

Ek; I =
N

∑
k=1

Pk; T =
N

∑
k=1

λkPk (6.13)

Además, si Bk es una base ortonormal de Ek, entonces B=
⋃N

k=1 Bk es una base ortonormal de
H formada por vectores propios de T. Y si0 /∈ σp(T) entoncesH es de dimensión finita y T es
inversible.

Demostración. La equivalencia entre a) y b) es consecuencia inmediata de la igualdad (6.12).

Las igualdades en (6.13) se deducen de la igualdad (6.11) que, en este caso, se expresa en
la forma

H = E1⊕E2⊕·· ·⊕EN

Es claro queB es una base ortonormal deH formada por vectores propios deT. Finalmente, si
0 /∈ σp(T), entonces ker(T) = {0}, por lo queH = ker(T)⊕T(H) = T(H). Y, por tanto,H
es de dimensión finita, en cuyo caso,T es inversible por ser inyectivo. 2

6.23 Observación.Con las mismas hipótesis y notaciones del teorema anterior,suponiendo
queσp(T) es finito, y llamandoB1 a los elementos deB que no están en ker(T), se tiene queB1

es una base ortonormal finita deT(H), y si enumeramos sus elementosB1 = {ui : 16 i 6 n} y
renombramoslos valores propios llamandoαi al valor propio que corresponde al vector propio
ui (por tanto, es de esperar que un mismoλk corresponda a variosαi), se tiene que para todo
x∈H es

Tx =
n

∑
i=1

(Tx | ui)ui =
n

∑
i=1

(x | T∗ui)ui =
n

∑
i=1

(x | αiui)ui =

=
n

∑
i=1

αi (x | ui)ui =
n

∑
i=1

αi(ui ⊗ui)(x)

Es decir

T =
n

∑
i=1

αiui ⊗ui
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6.24 Teorema. SeaH un espacio de Hilbert complejo y T∈ L(H) un operador compacto
normal. Supongamos queσp(T) es infinito y seaσp(T) = {λn : n∈N} una enumeración cual-
quiera deσp(T). Pongamos Ek = Eλk

, y sea Pk a la proyección ortogonal deH sobre Ek, se
verifica entonces que

H =
∞⊕

k=1

Ek; T =
∞

∑
k=1

λkPk (6.14)

donde la serie converge en el espacio de Banach L(H). Además, se verifica que

‖T‖= máx{|λ| : λ∈σp(T)} (6.15)

Si Bk es una base ortonormal de Ek, entonces B=
⋃∞

k=1 Bk es una base ortonormal deH
formada por vectores propios de T. Y si0 /∈ σp(T) entoncesH es separable.

Demostración. La primera igualdad en (6.14) es otra forma de escribir la igualdad (6.11).
Como consecuencia de la proposición6.9, se verifica que

x=
∞

∑
n=1

Pn(x), ‖x‖2 =
∞

∑
n=1

‖Pnx‖2 (x∈H) (6.16)

Por la continuidad y linealidad deT deducimos que

Tx=
∞

∑
n=1

TPn(x) =
∞

∑
n=1

λnPn(x) (x∈H)

Falta probar que la serie∑∞
k>1 λkPk converge aT en el espacio de BanachL(H). Dadoε > 0,

sean0∈N tal que|λn| < ε para todon> n0. Entonces, para todon> n0 y todox∈H se tiene
que

∥∥∥∥T(x)−
n

∑
k=1

λkPk(x)

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥
∞

∑
k=n+1

λkPk(x)

∥∥∥∥
2

=
∞

∑
k=n+1

|λk|2‖Pk(x)‖2 6

6 ε2
∞

∑
k=n+1

‖Pk(x)‖2 6 ε2‖x‖2

lo que implica que para todon> n0 es
∥∥∥∥T −

n

∑
k=1

λkPk

∥∥∥∥6 ε

es decir,T = ∑∞
k=1 λkPk siendo la convergencia en el espacio de BanachL(H).

Sabemos que para todoλ∈σp(T) se verifica que|λ|6 ‖T‖. Por otra parte se tiene que

‖Tx‖2 =
∞

∑
n=1

|λn|2‖Pnx‖2 6 sup
{
|λn|2 : n∈N

}
‖x‖2

Lo que implica que‖T‖ 6 sup{|λn| : n∈N}, por tanto‖T‖ = sup{|λ| : λ∈σp(T)}. Y basta
observar que el conjunto{|λ| : λ∈σp(T)}= {|λn| : n∈N} tiene máximo porque{λn} → 0.

Las últimas afirmaciones en el enunciado son claras. 2
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6.25 Observación.Con las mismas hipótesis y notaciones del teorema anterior,suponiendo
queσp(T) es infinito, y llamandoB1 a los elementos deB que no están en ker(T), se tiene que
B1 es una base ortonormal numerable infinita del espacio de HilbertT(H), y si enumeramos sus
elementosB1 = {un : n∈N} y renombramoslos valores propios llamandoαn al valor propio
que corresponde al vector propioun (por tanto, cadaλn se repite en la sucesión de losαk un
número de veces igual a la dimensión deEn), se tiene que para todox∈H es

Tx =
∞

∑
n=1

(Tx | un)un =
∞

∑
n=1

(x | T∗un)un =
∞

∑
n=1

(x | αnun)un =

=
∞

∑
n=1

αn (x | un)un =
∞

∑
n=1

αn(un⊗un)(x)

Es decir

T =
∞

∑
n=1

αnun⊗un (6.17)

serie que converge enL(H).

Los teoremas6.22y 6.24se llamanTeorema Espectralpara operadores compactos norma-
les.

6.26 Observación.Los teoremas6.22 y 6.24permanecen válidos para operadores compac-
tos autoadjuntos en espacios de Hilbert realescon exactamente las mismas demostraciones,
salvo que el uso que se hace en el teorema6.21de la proposición6.17debe sustituirse por la
proposición6.15.

Un operadorT∈L(H) dondeH es un espacio de Hilbert, se dice que esdiagonalizable, si
existe una base ortonormal deH, B= {ui : i∈ I}, formada por vectores propios deT, es decir
T(ui) = λiui dondeλi ∈K. Sabemos queH es separable si, y sólo si,I es numerable, por lo que
siH no es separable el conjuntoI no es numerable. En cualquier caso, observa que el operador
T queda determinado de manera única por sus valores en los vectores de una base ortonormal ya
que, por definición de la misma,H= Lin({ui : i∈ I}). Además, siT es diagonalizable también
T∗ lo es, pues sii 6= j se tiene que

0= (λiui | u j) = (Tui | u j) = (ui | T∗(u j))

lo que nos dice queT∗(u j) es ortogonal aB\
{

u j
}

lo que, por la maximalidad deB, exige que
T∗u j = α ju j y deducimos que

λ j = (Tuj | u j) = (u j | T∗u j) = (u j | α ju j) = α j

Por tanto,α j = λ j y T∗(u j) = λ ju j . Por tanto, para todoi∈ I , TT∗(ui) = T∗T(ui) = |λi|2ui , y
concluimos queT es un operador normal.

Por tanto, todo operador diagonalizable es normal. Recíprocamente, como consecuencia
del Teorema Espectral, tenemos que un operador compacto normal en un espacio de Hilbert
complejo es diagonalizable. Concluimos queun operador compacto en un espacio de Hilbert
complejo es diagonalizable si, y sólo si, es normal.
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6.4.1. Diagonalización ortogonal de matrices.

ConsideremosCn con el producto escalar usual

(x | y) = xt ·y (x,y∈Cn)

dondex ey representan vectores columna, la letrat significa transposición matricial y el punto
“ ·” representa producto de matrices. SeaT : Cn → Cn un operador lineal (automáticamente
continuo y compacto). Fijada una base enCn, podemos representarT y su adjunto por sendas
matricesA,B∈Mn×n(C). Tenemos que

(Tx | y) = (A ·x)t ·y= xt ·At ·y= (x | T∗)y= xt ·B·y
como esta igualdad es válida para todosx,y∈Cn deducimos queAt = B, esto esB= A

t
. Resul-

tado que ya sabíamos y que nos dice que si un operador lineal enCn está representado en una
base dada por una matriz, entonces su adjunto está representado en dicha base por la matriz
transpuesta conjugada. NotaremosA∗ = A

t
.

Una matriz,A∈Mn×n(C), se dice que eshermitiana o autoadjunta si A= A∗, normal si
A ·A∗ = A∗ ·A, unitaria si A∗ = A−1.

Las matrices reales hermitianas se llaman matricessimétricas, y las matrices reales unita-
rias se llaman matricesortogonales.

Claramente, siT : Cn → Cn es un operador lineal yA es su matriz en una base deCn,
entoncesT es autoadjunto, normal o unitario si, y sólo si,A es hermitiana, normal o unitaria
respectivamente. Análoga observación puede hacerse para operadores linealesT : Rn →Rn, un
tal operador es simétrico (autoadjunto) u ortogonal (unitario) cuando su matriz en una base de
Rn es simétrica u ortogonal respectivamente.

Se dice que dos matricesA,B∈Mn×n(K) sonunitariamente equivalentessi existe una
matriz unitariaU∈Mn×n(K) tal queA=U ·B·U∗. Si una matrizA es unitariamente equivalente
a una matriz diagonalD es inmediato comprobar queA es normal. En el caso complejo, el
teorema6.22 nos da la afirmación recíproca, pues siA∈Mn×n(C) es una matriz normal, y
consideramos el operador lineal enCn, x 7→ A · x, dicho teorema implica que existe una base
ortonormal deCn, {uk,16 k6 n}, y númerosλk∈C, 16 k6 n tales que

x=
n

∑
k=1

(x | uk)uk =⇒ A ·x=
n

∑
k=1

λk (x | uk)uk

Igualdad que podemos escribir como sigue.

A ·x=
n

∑
k=1

λk (x | uk)uk =



| |

u1 . . . un

| |


 ·




λ1 (x | u1)
...

λn (x | un)


=

=



| |

u1 . . . un

| |


 ·




λ1
. . .

λn


 ·




xt ·u1
...

xt ·un


=

=



| |

u1 . . . un

| |


 ·




λ1
. . .

λn


 ·



− u1 −

...
− un −


 ·x=U ·D ·U∗ ·x
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DondeU es la matriz unitaria cuyas columnas son los vectoresu1,u2, . . . ,un, y D = (di j ) es
la matriz diagonal dada pordii = λi , di j = 0 parai 6= j. Deducimos queA=U ·D ·U∗, lo que
prueba queA es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Un resultado análogo se obtiene para matrices simétricas realesA∈Mn×n(R). Podemos
enunciar ambos resultados conjuntamente para matrices autoadjuntas reales o complejas. Ob-
serva que entonces los valores propios son reales.

6.27 Teorema.Sea A∈Mn×n(K) dondeK = R o K = C. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

a) A es autoadjunta.

b) Existe una base ortonormal{uk : 16 k6 n} deKn formada por vectores propios de A
con correspondientes valores propios reales{λk : 16 k6 n}.

c) Existen números realesλ1,λ2, . . . ,λn y vectores ortonormales u1,u2, . . . ,un tales que

Ax=
n

∑
k=1

λk (x | uk)uk (x∈Kn)

d) A=U ·D ·U∗ donde U es unitaria y D es diagonal con escalares reales en la diagonal.

Los siguientes resultados proporcionan interesante información sobre los operadores com-
pactos.

6.28 Proposición. Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH, M 6= {0} un
subespacio cerrado deH, y λ∈K conλ 6= 0. Pongamos

m= ı́nf{‖(T −λI)x‖ : ‖x‖ = 1,x∈M} (6.18)

Entonces:

a) Si m= 0, se verifica queλ∈σp(T) y ker(T −λI)∩M 6= {0}.

b) Si m> 0 se verifica que(T −λI)(M) es cerrado y T−λI es un isomorfismo topológico
de M sobre(T −λI)(M).

Demostración. a) Si m= 0, entonces existe una sucesión{xn} con xn ∈M y ‖xn‖ = 1 tal
que‖(T − λI)xn‖ → 0. ComoT es compacto, existe una sucesión parcialyn = xσ(n) tal que
{Tyn} → y. Como

yn =
1
λ
[(λI −T)yn+Tyn]→

1
λ

y

Tenemos quey 6= 0, y deducimos que{Tyn} → 1
λ T(y), luegoTy= λy. Además, comoM es

cerrado,y∈M.

b) Si m> 0 entonces‖(T −λI)x‖ > m‖x‖ para todox∈M. Y lo afirmado en b) es conse-
cuencia de lo visto en la proposición3.4. 2

6.29 Proposición.Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH y λ∈K conλ 6= 0,
entonces(T −λI)(H) es cerrado. En consecuencia se verifica que

(T −λI)(H) = ker(T∗−λI)⊥ (6.19)
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Demostración. Suponemos, claro está, que ker(T − λI) 6= H, pues en caso contrario sería
T = λI lo que, por serT compacto, implica queH es finito dimensional en cuyo caso no hay
nada que probar. PongamosM = ker(T−λI)⊥. Tenemos queM 6= {0} y H= ker(T−λI)⊕M.
Seam como en (6.18). No puede serm= 0, pues entonces, por lo visto en el punto a) de
la proposición anterior, se tendría que ker(T − λI)∩M 6= {0} lo que no puede ocurrir, en
consecuencia debe serm> 0, pero entonces, por lo visto en el punto b) de la misma proposición,
se verifica que(T −λI)(M) = (T −λI)(H) es cerrado.

La última afirmación es consecuencia de (6.3). 2

6.30 Teorema.Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH y λ∈K con λ 6= 0.
Entonces se verifica que T−λI es inyectiva si, y sólo si, es sobreyectiva:

(T −λI)(H) =H⇐⇒ ker(T −λI) = {0}

Demostración. =⇒) Supongamos(T − λI)(H) = H pero ker(T − λI) 6= {0} y llegaremos a
una contradicción. Para ello tomemos un vector no nulox1∈ker(T−λI). Como(T−λI)(H) =
H, existe una sucesión{xn} de vectores no nulos verificando que

(T −λI)(xn+1) = xn para todon∈N

Entonces(T −λI)n(xn+1) = x1 6= 0, pero(T −λI)n+1(xn+1) = (T −λI)(x1) = 0. Es decir

xn+1 6∈ ker(T −λI)n pero xn+1∈ker(T −λI)n+1

Puesto que, evidentemente, para todon∈N es ker(T −λI)n ⊂ ker(T −λI)n+1, deducimos que
esta inclusión es estricta. Por tanto cada ker(T −λI)n es un subespacio propio del espacio de
Hilbert ker(T −λI)n+1, y deducimos que existe una sucesión{yn} de vectores tales que para
todon∈N:

‖yn‖= 1, yn∈ker(T −λI)n, yn+1 ⊥ ker(T −λI)n

Como dist(yn+1,ker(T−λI)n) = ‖yn+1‖= 1 se tiene‖yn+1−x‖> 1 para todox∈ker(T−λI)n.

Parap> q se tiene que

Typ−Tyq = λyp−
(
λyq+(T −λI)yq− (T −λI)yp

)

es de fácil comprobación queλyq+(T −λI)yq− (T −λI)yp∈ker(T −λI)p−1, por lo que

‖Typ−Tyq‖> dist
(
λyp,ker(T −λI)p−1)= |λ|dist

(
yp,ker(T −λI)p−1)= |λ|

es decir‖Typ−Tyq‖ > |λ| siempre quep> q lo que implica que la sucesión{Tyn} no tiene
ninguna parcial convergente en contradicción con la compacidad deT.

⇐=) Supongamos que ker(T−λI) = {0}. Entonces, por (6.3) se tiene que(T∗−λI)(H) es
denso enH. ComoT∗ es compacto, por la proposición anterior,(T∗−λI)(H) es cerrado, y por
tanto(T∗−λI)(H) = H. Por lo ya probado en la primera parte, puesto queT∗ es compacto,
se verificará que ker(T∗−λI) = {0}, pero entonces, usando otra vez (6.3) y razonando como
antes, deducimos que(T −λI)(H) =H. 2

Representaremos por Inv(L(H)) el conjunto de los operadores inversibles deL(H).
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6.31 Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH, y seaλ∈K, λ 6= 0.
Entonces se verifica que

T −λI ∈ Inv(L(H))⇐⇒ λ 6∈ σp(T)

Demostración. La implicación hacia la derecha es evidente pues, siT − λI ∈ Inv(LH)), en-
tonces ker(T − λI) = {0}, y por tantoλ 6∈ σp(T). Recíprocamente, siλ 6∈ σp(T), entonces
ker(T − λI) = {0} y, por el teorema anterior, se tiene que(T − λI)(H) = H. Ahora, por lo
visto en la proposición6.28, se tiene que el númerom considerado en (6.18) con M =H, es
positivo yT −λI es un isomorfismo topológico deH sobreH, es decir, es inversible. 2

Observa que paraλ = 0 todo lo que puede decirse es que siT es inversible entonces 06∈
σp(T), pero esto no implica queT sea inversible, ya que en dimensión infinita un operador
puede ser inyectivo y no inversible. El operador de desplazamiento hacia adelante (6.7) es un
ejemplo de ello.

6.32 Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert complejoH, y λ 6= 0.
Entonces se verifica queλ∈σp(T) si, y sólo si,λ∈σp(T∗).

Demostración. Tenemos que

λ∈σp(T)⇐⇒ T −λI 6∈ Inv(L(H))⇐⇒ T∗−λI 6∈ Inv(L(H))⇐⇒ λ∈σp(T
∗)

2

El corolario6.31suele enunciarse de la siguiente forma: siT es un operador compacto en
un espacio de HilbertH y λ 6= 0, entonces si la ecuación

(T −λI)x= 0 (6.20)

tiene solución únicax= 0, se verifica que la ecuación

(T −λI)x= y (6.21)

tiene para caday∈H solución únicax∈H y, además, dicha solución depende continuamente
dey.

Este resultado suele interpretarse diciendo quela unicidad de la solución de la ecuación
(6.21) para cada y∈H implica la existencia de dicha solución. Es un resultado útil porque con
frecuencia es relativamente fácil probar la unicidad de lassoluciones de (6.21) en cuyo caso se
tiene garantizada su existencia.

6.4.2. Cálculo funcional acotado

Vamos a ver a continuación cómo el Teorema Espectral permitedefinir funciones de un
operador compacto normal. Consideraremos en lo que sigue unoperador compactoT en un
espacio de HilbertH. SiH es un espacio de Hilbert real suponemos queT es autoadjunto, en
el caso complejo basta suponer para lo que sigue queT es normal. Supondremos queσp(T) es
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infinito1 y que{λn : n∈N}= σp(T) es una enumeración deσp(T). LlamaremosMn al espacio
propio asociado al valor propioλn y Pn a la proyección ortogonal deH sobreMn. En estas
condiciones, el Teorema Espectral, nos dice que

T(x) =
∞

∑
n=1

λnPn(x) (x∈H) (6.22)

lo que implica queT queda determinado de manera única por sus valores en los espacios
propiosMn. Podemos utilizar la igualdad anterior para definir operadores enH que tengan
los mismos espacios propiosMn queT y cuyos valores propios vengan dados por una cierta
funciónφ : σp(T)→ C. Un tal operador, que representaremos porφ[T] será de la forma

φ[T](x) =
∞

∑
n=1

φ(λn)Pn(x) (x∈H) (6.23)

Observa que,φ[T](x) = φ(λn)x para todox∈Mn. Naturalmente, hay que imponer alguna con-
dición a la funciónφ que garantice la convergencia de la serie en (6.23). Una condición clara
es que dicha función esté acotada pues, comoφ(λn) son los valores propios deφ[T] deberá
cumplirse que|φ(λ)|6 ‖φ[T]‖ para todoλ∈σp(T). Esta condición también es suficiente pues

∥∥∥∥
m

∑
k=n

φ(λk)Pk(x)

∥∥∥∥
2

=
m

∑
k=n

|φ(λn)|2‖Pkx‖2 6 ‖φ‖2
∞

m

∑
k=n

‖Pkx‖2 =

= ‖φ‖2
∞

∥∥∥∥
m

∑
k=n

Pk(x)

∥∥∥∥
2

Por tanto ∥∥∥∥
m

∑
k=n

φ(λk)Pk(x)

∥∥∥∥ 6 ‖φ‖∞

∥∥∥∥
m

∑
k=n

Pk(x)

∥∥∥∥

Como por (6.16) sabemos que para cadax∈H esx= ∑∞
n=1Pnx, la serie∑n>1Pnx converge y,

por tanto, cumple la condición de Cauchy, de donde, por la desigualdad anterior, deducimos
que la serie en (6.23) cumple la condición de Cauchy, por lo que es convergente a unelemento
deH que notamosφ[T](x). Queda así definida, por medio de la igualdad (6.23), una aplicación
lineal φ[T] : H→H. Dicha aplicación es continua pues para todoN∈N

∥∥∥∥
N

∑
k=1

φ(λk)Pk(x)

∥∥∥∥
2

6 ‖φ‖2
∞

N

∑
k=1

‖Pkx‖2 6 ‖φ‖2
∞‖x‖2

Lo que implica que‖φ[T](x)‖ 6 ‖φ‖∞‖x‖, por tantoφ[T]∈ L(H) y ‖φ[T]‖ 6 ‖φ‖∞. Pero si
x∈Mn con‖x‖= 1 se tiene que‖φ[T](x)‖ = |φ(λn)|, luego‖φ[T]‖= ‖φ‖∞.

Observa que la convergencia de la serie en (6.23) es convergencia puntual, dicha serie
converge en la norma de operadores si, y sólo si,{φ(λn)} → 0, lo que equivale a queφ[T] sea
compacto.

Observemos que, en el caso en que 0 sea un valor propio deT, en la igualdad (6.22) aparece
como sumando 0Pker(T)x = 0, el cual puede ser eliminado sin que afecte para nada a dicha
igualdad, pero eso sí afectaría a la igualdad (6.23) porqueφ(0) puede ser distinto de 0. Por tanto,

1El caso finito, más sencillo, queda como ejercicio.
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para lo que estamos haciendo, la igualdad (6.22) debe interpretarse literalmente incluyendo un
sumando nulo cuando ker(T) 6= {0}.

Vamos a considerar el espacio de Banach,ℓ∞(σp(T)), de las funciones acotadas deσp(T)
enK con la norma uniforme‖φ‖∞ = sup{|φ(λ)| : λ∈σp(T)}. Acabamos de definir una aplica-
ción φ 7→ φ[T] deℓ∞(σp(T)) enL(H). Dicha aplicación recibe el nombre decálculo funcional
acotadoen el operadorT.

Lo mismo que enL(H) tenemos el producto de composición de operadores,(S,T) 7→ST, y
la operación de paso a operador adjuntoT 7→ T∗, así mismo enℓ∞(σp(T)), tenemos el producto
usual de funciones(φ,ψ) 7→ φψ y, en el caso complejo, el paso a función compleja conjugada
φ 7→ φ. Que el cálculo funcional acotado conserva todas estas operaciones es lo que se dice en
el siguiente teorema.

6.33 Teorema.La aplicaciónφ 7→ φ[T] deℓ∞(σp(T)) en L(H) es lineal e isométrica, también
es un homomorfismo de álgebras, es decir(ψφ)[T] = ψ[T]φ[T], para todasφ,ψ∈ ℓ∞(σp(T)),
y verifica queφ[T]∗ = φ[T]. Además I= φ0[T], T = φ1[T] dondeφ0(λ) = 1 y φ1(λ) = λ para
todoλ∈σp(T) y σp(φ[T]) = φ

(
σp(T)

)
.

Demostración. La linealidad de la aplicaciónφ 7→ φ[T] es clara, y que es isométrica se ha
probado antes. Probemos que conserva el producto. Para todox∈H se tiene que

φ[T]
(
ψ[T](x)

)
=

∞

∑
k=1

φ(λk)Pk
(
ψ[T](x)

)
= ĺım

N→∞

N

∑
k=1

φ(λk)Pk
(
ψ[T](x)

)
=

= ĺım
N→∞

N

∑
k=1

φ(λk)ψ(λk)Pk(x) = ĺım
N→∞

N

∑
k=1

(φψ)(λk)Pk(x) = (φψ)[T](x)

Luego(φψ)[T ] = φ[T]ψ[T]. Las restantes afirmaciones del enunciado son inmediatas.2

6.4.3. La ecuaciónTx−λx= y. Alternativa de Fredholm

Vamos a ver ahora cómo la representación espectral de un operador compactoT permite
obtener las soluciones de una ecuación del tipoTx− λx = y. Las hipótesis siguen siendo las
mismas,H es un espacio de Hilbert yT∈L(H) un operador compacto. SiH es un espacio de
Hilbert real hay que suponer queT es autoadjunto, y en el caso complejo basta suponer queT
es normal. En estas condiciones consideremos la ecuación

Tx−µx= y (6.24)

en la que se supone quey∈H es conocido yµ∈K. Distinguiremos tres casos.

A) µ 6= 0 y µ no es un valor propio deT. Entonces se verifica que la funciónψ : σp(T)→K

dada porψ(λ) =
1

λ−µ
está acotada y, por tanto,ψ[T]∈L(H). Se tiene que

ψ[T](x) =
∞

∑
n=1

1
λn−µ

Pn(x)
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y

Tx−µx=
∞

∑
n=1

λnPn(x)−µ
∞

∑
n=1

Pn(x) =
∞

∑
n=1

(λn−µ)Pn(x)

Por tantoT−µI = φ[T] sondeφ : σp(T)→K es la funciónφ(λ) = λ−µ. Comoψ(λ)φ(λ) = 1,
se sigue queψ[T] = (T −µI)−1, por lo que la solución de la ecuación (6.24) es única y viene
dada porx= ψ[T](y).

B) µ 6= 0 y µ= λk es un valor propio deT. En este caso el operadorT −µI verifica, por
(6.19) y por el apartado a) de la proposición6.18, que

(T −µI)(H) = ker(T∗−µI)⊥ = ker(T −µI)⊥

Además, ker(T −µI)⊥ es un espacio reductor paraT. En consecuenciaT induce, por restric-
ción, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T −µI)⊥ cuyos valores propios son
σp(T)\{µ} (pues paraλ∈σp(T) conλ 6= µ, se tiene que ker(T−λI)⊂ ker(T−µI)⊥). Por tan-
to, dadoy∈ (T −µI)(H) = ker(T −µI)⊥, podemos aplicar lo visto en el punto A) al operador
T −µI. Por tanto, paraz∈ker(T −µI)⊥ se verifica que

Tz−λkz= y⇐⇒ z=
∞

∑
n=1
n6=k

1
λn−λk

Pn(y)

Ahora, dadox∈H, podemos escribirx= z+u conz∈ker(T −µI)⊥ y u∈ker(T −µI), con lo
que(T −µI)(x) = (T −µI)(z) = y. Concluimos que en este caso las soluciones de la ecuación
(6.24) vienen dadas por

x= u+
∞

∑
n=1
n6=k

1
λn−λk

Pn(y) (y∈ker(T −λkI)
⊥,u∈ker(T −λkI))

en consecuencia hay un total demk soluciones linealmente independientes dondemk es la
dimensión del espacio ker(T −λkI). Por otra parte, es claro que siy 6∈ ker(T −λkI)⊥ entonces
la ecuación (6.24) no tiene solución.

C) µ= 0. En este caso la ecuación esTx= y que, evidentemente, tiene solución cuando
y∈T(H). Para describir las soluciones consideremos la expresión de T como en (6.17)

T =
∞

∑
n=1

αnun⊗un

Donde{un : n∈N} es una base ortonormal deT(H) formada por vectores propios deT con
correspondientes valores propiosαn 6= 0. Por tanto

y∈T(H)⇐⇒ y= Tx=
∞

∑
n=1

αn (x | un)un ⇐⇒ (y | un) = αn (x | un) ∀n∈N

Puesto que, por la desigualdad de Bessel, la serie∑
n>1

|(x | un)|2 es convergente, deducimos que

la serie∑
n>1

|(y | un)|2
|αn|2

es convergente. Por tanto podemos describir la imagen deT como sigue

T(H) =

{
∞

∑
n=1

cnun :
∞

∑
n=1

|cn|2
|αn|2

< ∞

}
(6.25)



La ecuaciónTx−λx= y. Alternativa de Fredholm 120

Dadoy=
∞

∑
n=1

cnun enT(H) el vector deH dado porx=
∞

∑
n=1

cn

αn
un verifica queTx= y. Natu-

ralmente, siz∈ker(T) tambiénT(x+z) = y.

De la igualdad (6.25) se deduce que la imagen del operadorT no es cerrada. En efecto,

basta considerar una sucesión parcial{ασ(n)} tal queασ(n) 6
1
n

, y definimos una sucesión{cn}

porcσ(n) =
1√
n

ασ(n) y cn = 0 paran 6∈ σ(N). Con ello tenemos que la serie∑
n>1

c2
n converge, por

lo quew=
∞

∑
n=1

cnun∈H, y si consideramos la sucesión de las sumas parcialeszn =
n

∑
k=1

ckuk, se

tiene quezn∈T(H) pero{zn}→ w, y w 6∈ T(H) porque la serie∑
n>1

|cn|2
|αn|2

no converge.

6.34 Proposición.SeaH un espacio de Hilbert, T∈L(H) un operador compacto yλ∈K, con
λ 6= 0. Entonces se verifica que los espaciosker(T−λI) y ker(T∗−λI) tienen igual dimensión.

Demostración. Sabemos, por la proposición6.19, que dichos espacios son de dimensión finita
por la compacidad deT y T∗. Sean{uk : 16 k6 n} y {vk : 16 k6 m} bases ortonormales de
ker(T − λI) y de ker(T∗ − λI) respectivamente. Debemos probar quem= n, para ello basta
probar quem> n lleva a contradicción. Sea, pues,m> n.

Definamos el operador

Sx= Tx+
n

∑
k=1

(x | uk)vk (x∈H)

ClaramenteSes compacto. Probemos que ker(S−λI) = {0}. Para todox∈H tenemos que

((S−λI)x | vk) = ((T −λI)x | vk)+ (x | uk) =

=
(

x | (T∗−λI)vk

)
+(x | uk) = (x | uk) (16 k6 n)

Por tanto, six∈ ker(S− λI) debe ser(x | uk) = 0 para 16 k 6 n, esto esx∈ ker(T − λI)⊥.
Pero por la propia definición deS, se tiene que(T − λI)x = (S− λI)x−∑n

k=1 (x | uk)vk por
lo que six∈ ker(S− λI) también se tiene quex∈ ker(T − λI). Concluimos así quex = 0,
esto es, ker(S− λI) = {0}. ComoS es compacto, por el teorema6.30, debe cumplirse que
(S− λI)(H) = H. En particularvn+1 = (S− λI)(z) para algúnz∈H. Pero entonces se tiene
que

(T −λI)(z) = vn+1−
n

∑
k=1

(x | uk)vk

Comovn+1∈ker(T∗−λI) llegamos a que

0=
(

z | (T∗−λI)vn+1

)
= ((T −λI)z | vn+1) =

=

(
vn+1−

n

∑
k=1

(x | uk)vk | vn+1

)
= (vn+1 | vn+1) = 1

Una clara contradicción. 2
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6.35(Alternativa de Fredholm). Dado un operador compacto T∈L(H) y un númeroλ 6= 0,
consideremos las ecuaciones homogéneas

(T −λI)x= 0, (T∗−λI)y= 0 (6.26)

y las ecuaciones no homogéneas

(T −λI)x= u, (T∗−λI)y= v (6.27)

Entonces se verifica una y sólo una de las siguientes afirmaciones.

a) Las ecuaciones(6.26) tienen soluciones únicas x= 0, y= 0, en cuyo caso las ecuaciones
(6.27) tienen solución única parar todo u∈H, v∈H, soluciones que dependen continuamente
de u y de v.

b) Las ecuaciones(6.26) no tienen soluciones únicas, en cuyo caso ambas tienen el mismo
número finito, igual a la dimensión deker(T −λI), de soluciones linealmente independientes,
y las ecuaciones(6.27) tienen solución si, y sólo si, v∈ker(T −λI)⊥ y u∈ker(T∗−λI)⊥, en
cuyo caso las soluciones están determinadas móduloker(T −λI) o móduloker(T∗−λI).

Demostración. Lo afirmado en a) quiere decir queλ 6∈ σp(T), en cuyo caso, por el corolario
6.32, se tiene queλ 6∈ σp(T∗), por lo que en virtud del corolario6.31, se tiene queT − λI ∈
Inv(L(H)) y T∗−λI ∈ Inv(L(H)).

Lo afirmado en b) significa queλ∈σp(T), en cuyo caso, por el corolario6.32, se tiene que
λ∈σp(T∗), y por la proposición6.34, los espacios de soluciones ker(T −λI) y ker(T∗−λI)
tienen la misma dimensión. Además, por (6.19) se tiene que(T −λI)(H) = ker(T∗−λI)⊥ y
(T∗−λI)(H) = ker(T −λI)⊥. 2

6.4.4. Raíz cuadrada y forma polar de un operador

Un operadorT ∈L(H) se dice que espositivo si es autoadjunto y(Tx | x) > 0 para todo
x∈H. Las proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, siP es una proyección
ortogonal, se tiene que(Px | x) =

(
P2x | x

)
= (Px | Px)> 0. También son operadores positivos

T∗T y TT∗ cualquiera seaT∈L(H). Es claro que la suma de operadores positivos y el producto
de un operador positivo por un escalar positivo son operadores positivos. La continuidad del
producto escalar implica que los operadores positivos son un conjunto cerrado enL(H). SiH
es un espacio de Hilbert complejo entonces, por lo visto en laproposición6.4, la condición
(Tx | x)> 0 para todox∈H, por sí sola, implica queT es autoadjunto.

6.36 Proposición.Sea T un operador compacto en un espacio de HilbertH. SiH es real se
supone que T es autoadjunto, y siH es complejo se supone que T es normal.

a) T es positivo si, y sólo si, todos sus valores propios son números reales mayores o iguales
que cero.

b) Si T es positivo existe un único operador compacto y positivo S tal que S2 = T, dicho
operador se representa con la notación S=

√
T.
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Demostración. a) SiT es positivo yλ es un valor propio deT, entonces six∈ker(T −λI) con
‖x‖ = 1, se tiene que

06 (Tx | x) = (λx | x) = λ

Recíprocamente, si todos los valores propios deT son números reales mayores o iguales que
cero, entoncesT = ∑∞

n=1 λnPn es límite enL(H) de una sucesión de operadores positivos y, por
tanto, es positivo.

b) SeaT = ∑∞
n=1λnPn la representación espectral deT. Por lo visto en a),λn > 0 para todo

n∈N. El operador definido porS= ∑∞
n=1

√
λnPn es un operador compacto positivo yS2 = T.

Supongamos queV ∈L(H) es un operador positivo que verifica queV2 = T. Entonces se
verifica queTV =VT y por tanto

(T −λkI)VPk =V(T −λkI)Pk = 0

lo que implica queVPk(H) ⊂ ker(T − λkI) = Pk(H) y, por tanto,PkVPk = VPk. ComoV =
V∗ deducimos queVPk = PkV. Por definición deS se sigue queVS= SV. Puesto queH =
ker(S+V)⊕ (S+V)(H), para probar queS=V probaremos que ambos operadores coinciden
en ker(S+V) y en (S+V)(H). Como(S−V)(S+V) = S2−V2 = 0, se tiene queS−V = 0
en (S+V)(H) y por tanto en(S+V)(H). Ahora, seax∈ ker(S+V). EntoncesSx+Vx= 0
por lo que 06 (Sx| x) =−(Vx | x)6 0, así(Sx| x) = (Vx | x) = 0 para todox∈ker(S+V), lo
que siendoSy V autoadjuntos, implica, por la proposición6.5, queS=V = 0 en ker(S+V).
Concluimos queS=V. 2

Nos planteamos ahora obtener una “descomposición polar” deun operador análoga a la
representación de un complejo en forma polarz= |z|eiθ. Consideremos primero el caso fi-
nito dimensional en queH = Cn y el operador viene dado por una matriz normal inversi-
ble A∈Mn×n(C). Hemos visto que existen una matriz unitaria,U , y una matriz diagonal
D = diag(λ1,λ2, . . . ,λn), tales queA = U ·D ·U∗. Además, comoA es inversible, todos sus
valores propiosλk deben ser distintos de cero. Podemos escribirD = Φ · |D| donde

Φ = diag
(

eiθ1,eiθ2, . . . ,eiθn
)
, |D|= diag

(
|λ1|, |λ2|, . . . , |λn|

)

A=U ·Φ · |D| ·U∗ =U ·Φ ·U∗ ·U · |D| ·U∗ =V ·S
dondeV = U ·Φ ·U∗ es una matriz unitaria yS= U · |D| ·U∗ es positiva. Observa queS2 =
U · |D|2 ·U∗ = A∗A, esto es,S=

√
A∗ ·A. Por tanto la igualdad obtenidaA=V ·S responde a

lo que queríamos. Si no se supone queA es inversible, algunos elementos en la diagonal de
D serán nulos (tantos como la dimensión del núcleo deA) y V ya no será una matriz unitaria,
peroV ·V∗ = diag(1,1,1, . . . ,0, . . . ,0) es una isometría cuando se restringe al complemento
ortogonal de su núcleo.

Consideremos ya el caso general en queH es un espacio de Hilbert complejo yT∈L(H)
es un operador cualquiera. ComoT∗T es positivo, definimos|T|=

√
T∗T.

Se dice que un operadorT∈L(H) es unaisometría parcial cuando su restricción a(kerT)⊥

es una isometría, es decir,‖Tx‖ = ‖x‖ para todox∈(kerT)⊥.

6.37 (Descomposición polar). Sea T∈ L(H). Entonces existen una isometría parcial U tal
que T=U |T| y ker(U) = ker(T). Además U(H) = T(H). Si V∈L(H) es tal que T=V|T| y
ker(V)⊃ ker(T), entonces V=U.
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Si T es inversible, entonces U es unitario.

Demostración. DefinimosU : |T|(H)→ T(H) porU
(
|T|x

)
= Tx. Puesto que

‖Tx‖2 = (Tx | Tx) = (x | T∗Tx) =
(
x | |T|2x

)
= (|T|x | |T|x) = ‖|T|x‖2 (6.28)

deducimos que si|T|x= |T|y entoncesTx= Ty por lo queU está bien definido. La igualdad
(6.28) también nos dice queU es una isometría y, por tanto, puede extenderse de forma única a
una isometría de|T|(H) sobreT(H). Dicha igualdad también nos dice que ker(T) = ker(|T|).
ExtendemosU a todoH definiéndolo igual a cero en

(
|T|(H)

)⊥
= ker(|T|) = ker(T). Tenemos

así queT =U |T| con ker(U) = ker(T) y U(H) = T(H).

Si V es cualquier operador lineal tal queT =V|T| y ker(V) ⊃ ker(T), entonces para todo
y= |T|x∈|T|(H) se tiene queVy=V|T|x= Tx=Uy, por tantoU =V en |T|(H). Y ya que

ambos operadores son cero en ker(T) = ker(|T|) =
(
|T|(H)

)⊥
, concluimos queU =V.

Si T es inversible, ker(T) = {0} y T(H) =H, por tanto ker(U) = {0} y U(H) = T(H) =
H, luegoU es una biyección lineal isométrica, es decir, es un operadorunitario. 2

En general, para un operador compacto arbitrario,T∈K(H), no puede asegurarse la exis-
tencia de valores propios (el operador de Volterra es un ejemplo), por lo que para un tal operador
es impensable una representación espectral análoga a la obtenida para el caso en que el ope-
rador sea también normal. Pero, a partir de la descomposición polar, usando la representación
espectral del operador compacto y autoadjunto|T|, podemos obtener una representación deT
como una serie de operadores de rango uno. Los valores propios del operador|T| se llaman
valores singularesde T. Sea, pues,T = U |T| la descomposición polar deT. Por el teorema
espectral paraT∗T tenemos que

[T ∗T](x) =
∞

∑
k=1

λn (x | un)un

dondeλn > 0 son los valores propios distintos de cero deT∗T y {un : n∈N} es una base orto-
normal de[T∗T](H)formada por vectores propios deT∗T con valores propios respectivosλn

(cada uno de ellos repetido tantas veces como la dimensión del espacio propio correspondien-
te). El operador|T| viene dado por

|T|x=
∞

∑
k=1

sn (x | un)un (sn =
√

λn ∀n∈N)

Por tanto, poniendovn =U(un), tenemos que

Tx=U |T|x=
∞

∑
k=1

sn (x | un)vn (6.29)

Puesto queU es un isomorfismo isométrico de|T|(H) sobreT(H) y

[T∗T](H) = ker(T∗T)⊥ = ker(T)⊥ = |T|(H)

se tiene que{vn : n∈N} es una base ortonormal deT(H). La igualdad (6.29) se conoce como
representación singulardel operador compactoT.
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Bibliografía. He seguido muy de cerca en algunas partes de este capítulo el texto de H.L.
Vasudeva [13]. También puede consultarse los textos de J.B. Conway [3] y de I. Gohberg y S.
Goldberg [6].

6.5. Ejercicios

164. SeaT : C2 → C2 el operador definido porT(u,v) = (u+ iv,u− iv) para todo(u,v)∈C2.
CalculaT∗ y comprueba queT∗T = T T∗ = 2I . ExpresaT = A+ iB dondeA y B son
autoadjuntos.

165. SeaH = C2, calcula simbólicamente la norma del operadorT : H→H que en la base
usual tiene asociada la matriz (

a b
c d

)

166. SeaT ∈L(H) dondeH es un espacio de Hilbert complejo. Prueba que siT2 tiene un
valor propio entoncesT también tiene un valor propio.

167. SeaT∈L(H) y supongamos que existen númerosα > 0 y β > 0 tales que‖Tx‖> α‖x‖
y ‖T∗x‖> β‖x‖ para todox∈H. Prueba queT es inversible.

168. SeaT ∈ L(H) un operador autoadjunto y seaλ = α+ iβ∈C con β 6= 0. Prueba que
‖(T −λI)x‖> |β|‖x‖. Deduce queT −λI es inversible.

169. Prueba que siM es un subespacio cerrado reductor para un operador normal compacto
T∈L(H), entonces la restricción deT aM es un operador compacto normal en el espacio
de HilbertM.

170. SeanS,T∈ℓ2 los operadores definidos para todox∈ℓ2 por

Sx=

(
0,

x(1)
1

x(2)
2

,
x(3)

3
, . . .

)
; Tx=

(
x(2)

1
x(3)

2
,
x(4)

3
, . . .

)

Calculaσp(S) y σp(T). Estudia siS(ℓ2) o T(ℓ2) son densos enℓ2.

171. Una forma cuadrática enRn es una aplicaciónQ : Rn → R dada porQ(x) = xt ·A·x para
todo x∈Rn, dondeA∈Mn×n(R) es una matriz simétrica. Prueba que hay un operador
autoadjuntoT∈L(RN) tal queQ(x) = (Tx | x) para todox∈Rn, y deduce que existe una
base ortonormal,B= {uk : 16 k6 n}, enRn y números realesyk, 16 k 6 n, tales que
para todoy= ∑n

k=1 ykuk se verifica que

Q(y) =
n

∑
k=1

λky
2
k

Deduce que mı́n{Q(x) : ‖x‖2 = 1} = mı́n{λk : 16 k6 n} y máx{Q(x) : ‖x‖2 = 1} =
máx{λk : 16 k6 n} y que dichos valores se alcanzan en vectores que son vectorespro-
pios deT.
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172. Seag : R → C una función continua y 2π-periódica. SeaTK el operador integral en
L2[−π,π] cuyo núcleo es la funciónK(s, t) = g(s− t). Prueba que las funciones del
sistema trigonométrico son funciones propias paraTK y deduce que dicho operador es
diagonalizable y que

∞

∑
n=−∞

‖TK(en)‖2
2 = ‖g‖2

2 =
1
2π

πw
−π

|g(t)|2dt

173. SeaT el operador integral enL2[0,1] dado por el núcleoK(s, t) = mı́n{s, t}. Prueba que
las funciones

un(t) =
√

2sen((n−1/2)πt) (t ∈ [0,1],n∈N)

son un conjunto ortonormal de vectores propios deT.

174. Prueba que 0 es un valor propio de todo operador compactoen un espacio de Hilbert no
separable.

175. Calcula la raíz cuadrada de un operador de rango uno.

176. SeaT un operador normal y supongamos que 2 y 3 son los únicos valores propios deT.
Prueba queT2−5T +6I = 0.

177. SeaT∈L(Kn) un operador normal en el caso complejo o autoadjunto en el caso real. Sea
p el polinomio característico deT. Prueba quep(T) = 0.

178. Estudia la descomposición polar de un operador de multiplicación enL2[a,b].

179. Calcula la representación espectral del operadorT∈L(C2) dado por la matriz

(
3 −4
−4 −3

)

Es decir, calcula valores propios, espacios propios y proyecciones asociadas.

180. Comprueba que el operador enC2 definido por la matriz
(

5 −4
−4 5

)

es positivo y calcula su raíz cuadrada.

181. Comprueba que el operador enC2 definido por la matriz
(

a 1
1 a−1

)

dondea> 0, es positivo y calcula su raíz cuadrada.

182. Calcula la descomposición polar de las matrices

A=

(
3 3i
i 1

)
; B=

1√
2

(
2− i 2i −1
2+ i −1−2i

)
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183. Calcula la descomposición singular de la matriz
(

1 i
1 i

)

184. SeaH un espacio de Hilbert complejo yS∈L(H) un operador autoadjunto con‖S‖6 1.
Prueba que

a) El operadorI −S2 es positivo.

b) Los operadoresS± i
√

I −S2 son unitarios.

185. Prueba que el operador de VolterraV : L2[0,1]→ L2[0,1]

[V(x)](s) =
sw

0

x(t)dt (x∈L2[0,1],06 s6 1)

no tiene valores propios.

Sugerencia. Usa el Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de Lebesgue.

186. Se trata de calcular la norma del operador de VolterraV : L2[0,1]→ L2[0,1]

[V(x)](s) =
sw

0

x(t)dt (x∈L2[0,1],06 s6 1)

a) Comprueba que el adjunto viene dado por

V∗(x)(t) =
1w
t

x(s)ds (x∈L2[0,1])

b) Comprueba que

[(V∗V)(x)](s) =
1w
s

tw
0

x(u)du dt

c) Recuerda queV es un operador compacto, por lo que para calcular su norma hacemos
uso del corolario6.16y debemos calcular el mayor valor propio deV∗V. Supuesto que
x∈L2[0,1] conx 6= 0, verifica que(V∗V)(x) = λx, (deberá serλ > 0) es decir

λx(s) =
1w
s

tw
0

x(u)du dt

entonces comprueba que debe verificarse que

λx′(s) =−
sw

0

x(u)du; λx′′(s) =−x(s); x′(0) = x(1) = 0

Comprueba que la solución general de la ecuación diferencial obtenida parax es

x(s) = c1 cos
( 1√

λ
s
)
+c2sen

( 1√
λ

s
)
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Las condiciones de contorno implican quec2 = 0 y
1√
λ
= π

(
k− 1

2

)
, k = 1,2, . . . . Por

tanto los valores propios del operadorV∗V sonλk =
4

π2(2k−1)2 , k= 1,2, . . . . Concluye

que‖V‖= 2
π

.

187. En este ejercicio vamos a obtener la representación espectral de un operador integral. Sea
T : L2[0,1]→ L2[0,1] el operador integral

[Tx](s) =
1w

0

K(s, t)x(t)dt

donde

K(s, t) =

{
(1−s)t, 06 t 6 s6 1
s(1− t), 06 s6 t 6 1.

Se trata de un operador compacto porqueK es una función continua, y por tantoK ∈
L2([0,1]× [0,1]), y es autoadjunto porqueK(s, t) = K(t,s). Comprueba que la igualdad
Tx= λx dondeλ 6= 0 implica quex verifica la ecuación diferencialλx′′(s)+x(s) = 0 con
condiciones de contornox(0) = x(1) = 0. Dicha ecuación tiene soluciones no nulas si, y

sólo si,λ =
1

n2π2 , n= 1,2, . . . . Las funciones propias correspondientes están dadas por

xn(s) = sen(nπs), con espacio propio ker(T −λnI) = Cxn.

Por otra parte, 0 no es un valor propio deT como se comprueba derivando dos veces la
igualdadTx(s) = 0. Por tanto, para todox∈L2[01]:

Tx=
∞

∑
n=1

1
n2π2 (x | xn)xn

donde la serie converge en la norma deL2[0,1]. Pero también se verifica que

[Tx](s) =
∞

∑
n=1

1
n2π2

(
1w

0

x(t)sen(nπt)dt

)
sen(nπs) (06 s6 1)

pues dicha serie converge absoluta y uniformemente en[0,1].

Podemos aplicar ahora los resultados obtenidos en la sección 6.4.3referentes a la ecua-
ciónTx−λx= y, dondey∈L2[0,1] es una función que se supone conocida. Observa que
dicha ecuación se escribe en la forma

[
(1−s)

sw
0

tx(t)dt +s
1w
s

(1− t)x(t)dt

]
−λx(s) = y(s), s∈ [0,1] (6.30)

Si λ 6= 0 y λ 6= 1
n2π2 paran= 1,2, . . . . Entonces la ecuación integral (6.30) tiene solución

única que viene dada por

x(s) = (T −λI)−1y(s) =
∞

∑
n=1

(
1

n2π2 −λ
)−1

(y | xn)xn(s), s∈ [0,1]
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Si λ =
1

n2
0π2

para algúnn0∈N, entonces la ecuación integral (6.30) tiene infinitas so-

luciones siy es ortogonal a la función propiaxn0(s) = sen(n0πs) y ninguna solución en
otro caso. La solución, en el primer caso, viene dada por

x(s) = αsen(n0πs)+
∞

∑
n=1
n6=n0

(
1

n2π2 −λ
)−1

(y | xn)xn(s), s∈ [0,1], y⊥ xn0



Capítulo 7

Teorema de Hahn–Banach

En temas anteriores hemos estudiado los duales de algunos espacios normados y , en al-
gunos casos, los hemos descrito de la mejor manera posible, representando los funcionales
continuos, algo en principio muy abstracto, de una forma concreta en cada caso. Hemos podido
hacer esto porque conocíamos la naturaleza de los elementosde cada uno de esos espacio, eran
sucesiones o funciones de cierto tipo. Considera ahora un espacio normado abstracto,(X,‖ ‖),
no sabes nada de la naturaleza de sus elementos y, en consecuencia, no hay forma de describir
los elementos del dualX∗. En esta situación, parece lógico preguntarse qué podemos decir en
general del dual de un espacio normado. Naturalmente, el interés de este estudio se debe a que
pretendemos desarrollar unateoría general de los espacio normadoscuyos resultados puedan
aplicarse en cada caso concreto. El uso que hemos hecho del teorema de Riesz-Frèchet en el
contexto de los espacios de Hilbert, es una muestra de lo que podemos llamar“técnicas de
dualidad”, es decir, el estudio de propiedades del espacio normadoX a través de su dualX∗.
Naturalmente, la pregunta inevitable es ¿qué podemos decirdel dualX∗ de un espacio nor-
mado abstracto? Está fuera de lugar, obviamente, pretenderdescribir los elementos deX∗ ¡ni
siquiera conocemos la naturaleza de los elementos deX! La pregunta que podemos hacernos
es referente al “tamaño” deX∗ ¿podemos garantizar que el dual de cualquier espacio normado
es suficientemente “grande” como para poder desarrollar una“teoría de dualidad” que permi-
ta relacionar cada espacio normado con su dual de forma que puedan expresarse conceptos o
resultados referentes a un espacio en términos de su dual? Por ejemplo, siM es un subespacio
de un espacio normadoX ¿podemos expresar el hecho de que un puntox∈X pertenezca a la
adherencia deM en términos de formas lineales continuas? El objetivo de este capítulo es pro-
bar que el dual de todo espacio normado es suficientemente grande, lo que permite responder a
este tipo de preguntas.

¿Cuál es el punto de partida para probar que el dual de un espacio normado es “grande”?
Pues, a poco que lo pienses, lo natural es partir de espacios de dimensión finita, porque en
ellos está asegurada la riqueza de formas lineales, todas ellas, según sabemos, automáticamente
continuas. Surge así la idea ¿es posible extender una forma lineal definida en un subespacio
de dimensión finita de un espacio normado a una forma lineal continua definida en todo el
espacio? Observa que, desde un punto de vista algebraico, larespuesta es clara, pues siM
es un subespacio de dimensión finita de un espacio vectorial,X y f ∈M♯, siempre podemos
extender una base algebraica deM a una base deX, lo que permite hacer extensiones def a
todoX definiéndola en los nuevos elementos de la base de cualquier forma y extendiéndola por
linealidad. Pero lo que queremos nosotros es que la extensión sea continua y ello conduce de

129
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forma natural al siguiente planteamiento: dada una forma lineal continua,f , en un subespacio
M de un espacio normadoX, por tanto se cumple que| f (x)| 6 ‖ f‖‖x‖ para todox∈M ¿es
posible extenderf a todoX conservando la acotación| f (x)| 6 ‖ f‖‖x‖ para todox∈X? El
teorema de Hahn-Banach, uno de los grandes teoremas del Análisis Matemático que, pese a ser
un teorema de “pura existencia”, ¿acaso puede ser de otra forma?, es uno de los resultados que
más aplicaciones tiene en los más diversos contextos, nos dirá que sí. Tal es el objetivo de este
capítulo.

7.1. Versión analítica del teorema de Hahn–Banach

Un funcional sublinealen un espacio vectorialX es una aplicaciónp : X → R tal que

p(x+y)6 p(x)+ p(y) (x,y∈X).

p(αx) = αp(x) (α > 0,x∈X).

Ejemplos de funcionales sublineales son las partes reales de los funcionales lineales y las se-
minormas.

7.1. Teorema de Hahn–Banach - Versión analítica(Hahn 1927, Banach 1929). Sea X un
espacio vectorial y p un funcional sublineal en X. Si M es un subespacio propio de X y g es un
funcional lineal en M dominado por p, es decir, verificando

Reg(m)6 p(m) (m∈M),

entonces existe un funcional lineal f en X cuya restricción aM coincide con g y que verifica

Re f (x) 6 p(x) (x∈X).

En otras palabras, todo funcional lineal en M dominado por p se puede extender a un funcional
lineal en X que sigue estando dominado por p.

Si p es una seminorma se tiene, de hecho,

| f (x)|6 p(x) (x∈X).

Demostración. Consideraremos primero el caso en queK = R. El primer paso, y en cierta
forma decisivo, consiste en extenderf a un subespacio que contenga aM pero que solamente
tenga una dimensión mayor queM, es decir un subespacio que se obtiene añadiendo aM una
recta vectorial. Sea, pues,x 6∈ M y pongamosY = M⊕Kx. La extensión deg aY, llamémosle
h, es obligada pues tendrá que ser de la forma

h(m+λx) = h(m)+h(λx) = g(m)+λh(x) (m∈M,λ∈R)

Cualquiera sea el valor que demos ah(x)∈R se verificará queh, así definida, es una extensión
deg aY, pero se trata de elegirh(x) para que se conserve la acotaciónh(m+λx)6 p(m+λx),
es decir, queremos que se cumpla

g(m)+λh(x)6 p(m+λx) (m∈M,λ∈R) (7.1)
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Cuandoλ > 0, esta desigualdad, dividiendo porλ > 0, es equivalente a

g
(m

λ

)
+h(x)6 p

(m
λ
+x
)

(m∈M,λ > 0)

Puesto queu= m/λ es un vector deM tan arbitrario comom, obtenemos queh(x) verifica la
desigualdad (7.1) paraλ > 0 si, y sólo si

h(x) 6 p(u+x)−g(u) (u∈M) (7.2)

Cuandoλ < 0, la desigualdad (7.1) es equivalente a la que se obtiene dividiendo por−λ

g
(
−m

λ

)
−h(x)6 p

(
−m

λ
−x
)

(m∈M,λ < 0)

Puesto quew=−m/λ es un vector deM tan arbitrario comom, obtenemos queh(x) verifica la
desigualdad (7.1) paraλ < 0 si, y sólo si

h(x) > g(w)− p(w−x) (w∈M) (7.3)

Paraλ = 0 la desigualdad (7.1) se cumple por hipótesis cualquiera seah(x). En resumen, hemos
probado que la desigualdad (7.1) equivale a queh(x) verifique la siguiente desigualdad

g(w)− p(w−x)6 h(x) 6 p(u+x)−g(u) (u,w∈M) (7.4)

Que efectivamente hay números que verifican dicha desigualdad es consecuencia de que para
todosu,w∈M se verifica por hipótesis que

g(u)+g(w) = g(u+w)6 p(u+w)6 p(u+x)+ p(w−x)

y por tanto
g(w)− p(w−x)6 p(u+x)−g(u) (u,w∈M)

lo que equivale a que

sup{g(w)− p(w−x) : w∈M}6 ı́nf{p(u+x)−g(u) : u∈M} (7.5)

Por tanto, cualquier númeroh(x) comprendido entre los dos miembros de esta desigualdad
verificará también la desigualdad (7.4), y por tanto la (7.1). Los dos números en la desigualdad
(7.5) no tienen por qué coincidir, en cuyo caso hay infinitas posibles elecciones parah(x), es
decir, la extensión deg a Y que cumple la desigualdad (7.1) no tiene por qué ser única. Pero
eso ahora no nos interesa, solamente estamos interesados enla existencia de dicha extensión
que ha quedado asegurada.

Naturalmente, si la dimensión deX es finita, o si la codimensión deM es finita, basta con
repetir este proceso un número finito de veces para obtener finalmente la extensión deseada de
g a todoX. Pero ¿qué hacer cuandoX no tiene dimensión finita yM es un subespacio de dimen-
sión finita? Podría pensarse en iterar el proceso añadiendo en cada etapa una recta vectorial para
obtener una nueva extensión, de esta forma iniciaríamos unainducción que, en el caso en que
la dimensión deX fuera infinita numerable, permitiría finalmente obtener la extensión deseada;
pero la dimensión deX no tiene por qué ser infinita numerable; de hecho, veremos másadelan-
te que un espacio de Banach infinito dimensional no puede tener dimensión numerable. Pero
incluso en un espacio de Banach separable podría seguirse esta táctica inductiva, que permitiría
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finalmente obtener una extensión apropiada en un subespaciodenso del total, la cual puede ser
finalmente extendida al total por densidad. La ventaja de losprocedimientos inductivos es que
permiten un cierto control de la extensión en cada etapa, y puede decirse que son “procesos
constructivos”. Pero muchos espacios de Banach no son separables, ¿cómo proceder en estos
casos? Pues tradicionalmente se seguía un “método de inducción transfinita” que ha sido muy
ventajosamente sustituido por el Lema de Zorn. Ambos métodos, en definitiva, descansan en
el axioma de elección sin el cual poco puede hacerse en situaciones como esta. Por tanto, el
paso siguiente en la demostración será aplicar el Lema de Zorn de forma conveniente, lo que
permitirá probar la existencia de la extensión aunque perderemos todo control sobre la misma
porque la prueba no es constructiva.

Para aplicar el lema de Zorn necesitamos un conjunto parcialmente ordenado. Nuestro con-
junto va a ser la familiaF de todos los pares(N, f ) tales queN es un subespacio deX que
contiene aM y f es un funcional lineal sobreN que extiende ag y está dominado porp. El
orden parcial enF está definido por(N1, f1) 2 (N2, f2) cuandoN1 ⊂ N2 y f2 es una extensión
de f1. Es inmediato que la relación así definida es un orden parcialenF.

Debemos comprobar que toda cadena enF tiene algún mayorante. SeaC= {(Ni, fi) : i∈ I}
un subconjunto deF totalmente ordenado. SeaN =

⋃
i∈I Ni, es fácil comprobar queN es un

subespacio vectorial deX, pues siu,v∈N y λ∈R, existirán j,k∈ I tales queu∈Nj , v∈Nk,
puesto queC es un conjunto totalmente ordenado, uno de los espaciosNj o Nk debe estar
contenido en el otro, supongamos queNj ⊂ Nk, entoncesu+λv∈Nk por lo queu+λv∈N.

Definamosf : N → R de la forma siguiente: para cadax∈N, f (x) = fi(x) si x∈Ni. Esta
definición es correcta pues no depende del espacioNi que contiene ax, ya que si también
x∈Nj , como uno de los dos espacios debe estar contenido en el otro,pongamos queNi ⊂ Nj ,
entoncesf j es una extensión defi por lo que fi(x) = f j(x). Queda comprobar quef es lineal.
Si u,v∈N y λ∈R, repitiendo el razonamiento anterior, existe uni ∈ I tal queu,v∈Ni por lo
que f (u+λv) = fi(u+λv) = fi(u)+λ fi(v) = f (u)+λ f (v). Esto prueba quef es lineal y es
evidente que extiende ag ya que f extiende a cadafi que a su vez extiende ag. Finalmente, si
u∈N y se tiene queu∈Nj , entoncesf (u) = f j(u) 6 p(u), lo que prueba quef está dominada
por p. Por tanto el par(N, f ) es un elemento deF que es un mayorante de la cadenaC.

El lema de Zorn nos dice que enF hay al menos un elemento(L,h) que es maximal. La
primera parte de la demostración implica queL = X pues si fueraL 6= X, llegamos a una con-
tradicción con la maximalidad del par(L,h), pues bastaría tomarz∈X peroz 6∈ L, y extender,
como se hizo en la primera etapa, el funcionalh deL a un funcional̃h enL̃ = L⊕Rzdominado
por p, pero entonces se tiene que(L̃, h̃)∈F, (L,h)2 (L̃, h̃) y L 6= L̃, lo que lo que contradice la
maximalidad de(L,h). Concluye así la demostración del teorema en el caso real.

Supongamos ahora queX es un espacio vectorial complejo,M un subespacio deX y
g : M →C un funcional lineal dominado porp, es decir tal que Reg(m)6 p(m) para todom∈M.
Entonces tenemos queMR es un subespacio del espacio vectorial realXR, y Reg : MR → R es
un funcional lineal dominado porp. Lo ya demostrado para el caso real nos proporciona un
funcional linealh : XR → R que extiende a Reg y está dominado porp. Pero entonces, como
vimos en la proposición3.9, se verifica que la funciónf : X →C dada porf (x) = h(x)− ih(ix)
es un funcional lineal sobreX que verifica que Ref (x) = h(x) y, por tanto Ref (x)6 p(x) para
todox∈X. Además, la restricción def aM es un funcional enM cuya parte real esh|M = Reg;
pero sabemos, por la misma proposición antes citada, que un funcional está determinado de
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manera única por su parte real, luego la restricción def aM coincide cong, f|M = g. Por tanto
f es la extensión deseada deg, lo que demuestra el teorema en el caso complejo.

Solamente queda comprobar la última afirmación. Supongamosque p es una seminorma
y nuestro funcional, real o complejo, está dominado porp, es decir Ref (x) 6 p(x) para todo
x∈X. Entonces escribimos, como ya hemos hecho en varias ocasiones,| f (x)| = u f(x) donde
u∈K con |u| = 1. Y, comop es una seminorma, y evidentementef (ux) = u f(x) = Re f (ux),
tenemos

| f (x)|= u f(x) = f (ux) = Re f (ux) 6 p(ux) = |u|p(x) = p(x)

lo que concluye la demostración. 2

7.2. Versión geométrica del teorema de Hahn–Banach

SeaX un espacio vectorial real y consideremos un hiperplano afínH = {x∈X : f (x) = α},
dondef ∈X♯, f 6= 0,α∈R. Dicho hiperplano define dos semiespaciosH+ = {x∈X : f (x) > α}
y H− = {x∈X : f (x) 6 α}, cualquier par de conjuntos no vacíosA,B⊂ X que estén en distin-
tos semiespacios se dice que están separados por el hiperplano H, o que están en distintos lados
de H, y se dice también queH separa los conjuntosA y B. Puesto que los semiespacios son
conjuntos convexos, es evidente que siH separaA y B también separa a sus envolventes con-
vexas. Por tanto, si queremos separar conjuntos por un hiperplano, podemos considerar que
nuestros conjuntos son convexos. Además, ejemplos elementales enR2 muestran que si alguno
de los conjuntos no es convexo entonces, aunque sean disjuntos, no puede asegurarse que exista
un hiperplano que los separa. La separación de conjuntos convexos es importante en los llama-
dosproblemas de optimización convexaque se presentan en una gran variedad de situaciones
prácticas, aunque para nosotros su interés en este curso es teórico.

Para que dos conjuntosA y B no vacíos y convexos puedan separarse es necesario que exista
un funcional linealf 6= 0 enX que verifique

f (a)6 f (b) (∀a∈A,∀b∈B)

o, lo que es igual
supf (A)6 ı́nf f (B)

Recíprocamente, cuando esto ocurre yα es cualquier número real tal quef (a)6 α 6 f (b) para
todosa∈A y b∈B, entonces el hiperplano afín de ecuaciónf (x) = α deja el conjuntoA a un
lado y el conjuntoB al otro. Se dice también queel funcional f separa los conjuntosA y B.
Observa que sif separaA y B cualquier funcional de la formaρ f conρ∈R también separaA
y B.

La separación de conjuntos convexos puede plantearse también en el caso en queX sea
un espacio vectorial complejo sin más que considerar el espacio real subyacenteXR, pues los
convexos en ambos espacios son los mismos y si existe un hiperplano enXR que los separa,
puesto que los funcionales lineales enXR son las partes reales de los funcionales lineales enX,
tendremos un funcional linealf 6= 0 enX verificando que

Re f (a) 6 α 6 Re f (b) (∀a∈A,∀b∈B)
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para algúnα∈R. o, lo que es igual

supRef (A)6 ı́nfRe f (B)

Por tanto, el problema de la separación de convexos se reducesiempre al caso real. No obs-
tante, enunciaremos los resultados que siguen para espacios vectoriales reales o complejos, sin
especificar, con la precaución de considerar siempre las partes reales de los funcionales lineales
para escribir las desigualdades en las que intervienen, precaución innecesaria, obviamente, si
el espacio es real.

En la siguiente proposición se recogen algunos resultados elementales que serán usados sin
previo aviso en lo que sigue.

7.2 Proposición. Sea X un espacio vectorial y A, B conjuntos convexos no vacíos. Entonces

a) Si0∈A y0< α < β se verifica queαA⊂ βA.

b) Siλ∈K el conjunto A+λB es convexo.

c) Siα > 0 y β > 0 se verifica queαA+βA= (α+β)A.

Demostración. a) Basta observa que para todoa∈A, αa= α
β βa+

(
1− α

β
)
0∈βA.

b) Si xi = ai +λbi ∈A+λB, conai ∈A, bi ∈B, parai = 1,2, y 0< t < 1 se tiene que

(1− t)x1+ tx2 = (1− t)a1+ ta2+λ
(
(1− t)b1+ tb2

)
∈A+λB

c) Es claro que(α+β)A⊂ αA+βA. Ahora, siu,v∈A tenemos que

αu+βv= (α+β)
(

α
α+β

u+
β

α+β
v

)
∈(α+β)A

En dimensión infinita no siempre es posible separar dos convexos disjuntos como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo.

7.3 Ejemplo. SeaX un espacio vectorial real con una base algebraica infinita numerable
{un : n∈N}. SeaC el conjunto de las combinaciones lineales de elementos de labase cuyo
último coeficiente es positivo. ClaramenteC es un conjunto convexo y no contiene a{0}. Cual-
quier funcional que separeC y {0} debe verificar quef (C) ⊂ R+

o o f (C) ⊂ R−
o . Podemos

suponer, cambiandof por − f si fuera necesario, quef (C) ⊂ R+
o . Para todoλ∈R tenemos

queλun+un+1∈C, por lo quef (λun+un+1) = λ f (un)+ f (un+1)> 0, desigualdad válida para
todoλ∈R, lo que fuerza quef (un) = 0, luego el funcionalf se anula en todos los elementos
de la base y, por tanto,f = 0. Por tanto, los conjuntos convexos disjuntosC y {0} no pueden
separarse. �

Veremos que esto no puede pasar en dimensión finita, pero, en general, para separar dos
convexos se necesita alguna hipótesis adicional. Un conjunto no vacíoA ⊂ X se dice que es
absorbentesi para todox∈X existe algúnλ > 0 tal quex∈λA. Equivalentemente,X = R+A.
Es evidente que un conjunto absorbente debe contener a 0 y si,además, es convexo, entonces
para todox∈X, también ha de contener un segmento de la forma[0, txx] contx > 0.
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7.4 Proposición. Sea X un espacio vectorial y C un conjunto no vacío, convexo y absorbente.
Entonces se verifica que elfuncional de Minkowskide C, es decir la aplicación µC : X → R
dada por

µC(x) = ı́nf{λ > 0 : x∈λC}= ı́nf{λ > 0 : x/λ∈C} (x∈X)

es un funcional sublineal. Además se verifica que

{x∈X : µC(x)< 1} ⊂C⊂ {x∈X : µC(x)6 1}

Demostración. Es evidente queµC(0) = 0. Seat > 0, para todoλ > 0 tal quetx∈λC se tiene
quex∈ λ

t C, por lo queµC(x) 6 λ
t , esto es,tµC(x) 6 λ, por lo quetµC(x) 6 µC(tx). Cambiando

en esta desigualdadt por 1
t y x por tx se obtieneµC(tx)6 tµC(x). LuegoµC(tx) = tµC(x).

Si α > 0 y β > 0 son tales quex∈αC, y∈βC, entoncesx+ y∈αC+ βC = (α+ β)C por
lo queµC(x+ y) 6 α+ β. En esta desigualdad, fijamosβ > 0 tal quey∈βC, y tenemos que
µC(x+ y)−β 6 α, desigualdad válida para todoα > 0 tal quex∈αC, y, por la definición de
ínfimo, deducimos queµC(x+y)−β 6 µC(x); por tantoµC(x+y)−µC(x)6 β, para todoβ > 0
tal quey∈βC, luegoµC(x+y)−µC(x) 6 µC(y), es decir,µC(x+y)6 µC(x)+µC(y).

Finalmente, siµC(x)< 1 entonces hay unλ ∈]0,1[ tal quex∈λC ⊂C. La otra inclusión es
evidente. 2

La versión analítica del Teorema de Hahn-Banach, permite probar el siguiente teorema de
separación en ambiente puramente algebraico.

7.5. Versión geométrica del teorema de Hahn-Banach.Sean A y B subconjuntos no vacíos,
convexos, disjuntos, de un espacio vectorial X y supongamosque A contiene un punto a0 tal
que A−a0 es absorbente. Entonces, existen f∈X♯, f 6= 0, tal que:

supRef (A)6 ı́nfRe f (B)

Demostración. Como ya hemos dicho, para la demostración basta considerarel caso real.
Fijemosb0∈B, seax0 = b0−a0, y consideremos el conjunto

U = (A−a0)− (B−b0) = A−B+x0

Observa que comoA∩B= Ø, x0 6∈U . El conjuntoU es convexo, y también absorbente porque
A− a0 ⊂ U . El funcional de Minkowski deU , µ, es un funcional sublineal que verifica que
µ(u) 6 1 para todou∈U y µ(x0)> 1.

Definamos en funcional linealg : Rx0 →R dado porg(λx0) = λµ(x0) para todoλ∈R. Para
λ > 0 tenemos queg(λx0) = λµ(x0) = µ(λx0), y paraλ < 0 tenemos queg(λx0)< 06 µ(λx0).
Luegog está dominado porµ y la versión analítica del teorema de Hahn-Banach nos da un
funcional linealf : X → R que verifica

f (x)6 µ(x) ∀x∈X, y f (λx0) = g(λx0) = λµ(x0) ∀λ∈R

En particular, podemos tomarx= u∈U y λ = 1, para obtener que

f (u)6 µ(u) 6 16 µ(x0) = f (x0) ∀u∈U
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Es decir f (u) 6 f (x0) para todou∈U , lo que significa que para todosa∈A y b∈B se verifica
que f (a−b+x0) = f (a)− f (b)+ f (x0)6 f (x0), por tantof (a)6 f (b). 2

Puede probarse, aunque no vamos a hacerlo, que ambas versiones del teorema de Hahn-
Banach, la analítica y la geométrica, son equivalentes.

7.3. El teorema de Hahn-Banach en espacios normados

Si particularizamos la versión analítica del teorema de Hahn-Banach al ambiente de los
espacios normados, obtenemos el siguiente resultado.

7.6. Teorema de extensión equinórmica. Sea X un espacio normado, Y un subespacio de X y
g∈Y∗, entonces existe f∈X∗ con‖ f‖= ‖g‖ y tal que f(y) = g(y) para todo y∈Y.

Demostración. Definamosp(x) = ‖g‖‖x‖ para todox∈X. La función p así definida es una
seminorma (de hecho, una norma salvo queg = 0). Por la continuidad deg, se verifica que
Reg(y) 6 |g(y)|6 p(y) para todoy∈Y. La versión analítica del teorema de Hahn-Banach nos
proporciona un funcional linealf : X → K tal que | f (x)| 6 p(x) = ‖g‖‖x‖ para todox∈X
y f (y) = g(y) para todoy∈Y. Por tantof ∈X∗ y ‖ f‖ 6 ‖g‖, pero, claro está, siendof una
extensión deg debe ser‖ f‖> ‖g‖, por tanto‖ f‖= ‖g‖. 2

Un funcional comof en el teorema anterior se dice que es unaextensión Hahn-Banacho
unaextensión equinórmicadeg aX. En general, no hay garantía de que una tal extensión sea
única, no obstante, así ocurre en los espacios de Hilbert y también en los espaciosLp(Ω) para
1< p< ∞.

7.7 Corolario. Si X es un espacio normado, para cada x∈X con x 6= 0, existe f∈X∗ con
‖ f‖ = 1 y f(x) = ‖x‖. En consecuencia, se tiene la siguiente expresión para la norma de X:

‖x‖ = máx{| f (x)| : f ∈SX∗} (x∈X). (7.6)

Demostración. Basta considerar el espacioKx y definir el funcional linealg : Kx → K por
g(λx) = λ‖x‖ que verifica‖g‖ = 1 y g(x) = ‖x‖. Cualquier extensión Hahn-Banach deg veri-
fica las condiciones del enunciado. Una consecuencia inmediata es la igualdad (7.6). 2

Obtenemos, como consecuencia de este resultado, queX∗ separa los puntos deX, esto es
si x∈X y f (x) = 0 para todof ∈X∗, entoncesx = 0; equivalentemente, six,y∈X conx 6= y,
existe f ∈X∗ tal que f (x) 6= f (y).

De hecho, los funcionales del dual de un espacio normado, no solamente separan pares de
puntos sino subespacios cerrados y puntos. El siguiente resultado es una generalización de la
proposición3.6.

7.8 Proposición. Sea M un subespacio cerrado propio de un espacio normado X, y sea
z∈X\M, entonces existe f∈X∗ tal que‖ f‖= 1, f(z) = dist(z,M) y M ⊂ ker( f ).
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Demostración. Pongamosρ = dist(z,M). ComoM es cerrado, yz 6∈ M, ρ > 0. Consideremos
el funcionalg : M⊕Kz→K definido porg(m+λz) = λρ para todom∈M y λ∈K. Para todo
m∈M tenemos que

|g(m+λz)|= |λ|ρ = dist(λz,M)6 ‖m+λz‖
por tantog es continuo y‖g‖6 1. Como para todom∈M es

g(m+z) = ρ 6 ‖g‖‖m+z‖=⇒‖m+z‖> ρ
‖g‖ =⇒ dist(z,M) = ρ >

ρ
‖g‖ =⇒‖g‖> 1

Luego‖g‖ = 1. Si ahoraf es una extensión Hahn-Banach deg se tiene quef (m) = g(m) = 0
para todom∈M, por lo queM ⊂ ker( f ), f (z) = g(z) = ρ = dist(z,M) y ‖ f‖= ‖g‖= 1. 2

Este resultado afirma, en particular, que siM es un subespacio cerrado de un espacio nor-
madoX y z 6∈ M, existe f ∈X∗ tal que f (z) 6= 0 y f (M) = {0}. Si ahora suponemos queY es un
subespacio deX no necesariamente cerrado yz 6∈Y, existef ∈X∗ tal quef (z) 6= 0 y f (Y)= {0}.
Por la continuidad def , se tiene quef (Y) = {0} si, y sólo si, f (Y) = {0}. Deducimos así el
siguiente resultado.

7.9 Corolario. Sea Y un subespacio de un espacio normado X y z∈X. Si todo funcional f∈X∗

que se anula en Y también se anula en z entonces z∈Y. En particular, Y es denso en X si el
único funcional del dual que se anula en Y es el funcional nulo.

Este resultado es de los que más se utilizan en teoremas de aproximación. En este tipo de
teoremas se parte de un espacio normado,X, y de un subespacio suyoM. Lo habitual es que los
elementos deX sean funciones de un cierto tipo y los deM sean un tipo particularmente sencillo
de las mismas, y nuestro problema consiste en saber qué funciones deX pueden aproximarse
por funciones enM. En esta situación, por el corolario anterior, el conocimiento del dual deX
puede ser de gran utilidad para resolver el problema.

Podemos expresar estos resultados de una forma alternativa. Dado un conjunto no vacío
A de un espacio normadoX definimos suanulador, que representaremos porA⊥, como el
conjunto de los funcionales del dualX∗ que se anulan enA.

A⊥ = { f ∈X∗ : f (a) = 0 ∀a∈A}

El siguiente resultado es una reformulación de los anteriores y nos dice quetodo subespacio
cerrado es igual a la intersección de los hiperplanos cerrados que lo contienen.

7.10 Proposición.Sea M un subespacio de un espacio normado X, entonces se verifica que

M =
⋂

f∈M⊥
ker( f ) y M = X ⇐⇒ M⊥ = {0}

Podemos mejorar un poco este resultado como sigue. SeaA un subconjunto de un espacio
normadoX y pongamosM = Lin(A). Es claro queM⊥ = A⊥ y deducimos que

Lin(A) =
⋂

f∈A⊥
ker( f ) y Lin(A) = X ⇐⇒ A⊥ = {0} (7.7)

Los resultados anteriores proporcionan herramientas pararelacionar las propiedades de un
espacio normado con las de su dual. Un ejemplo típico de esto es el siguiente resultado.
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7.11 Proposición.Sea X un espacio normado y supongamos que X∗ es separable, entonces
también X es separable.

Demostración. Sea{ fn : n∈N} una sucesión densa enSX∗ , y para cadan∈N, seaxn∈SX tal
que | fn(xn)| > 1

2. SeaM = Lin({xn : n∈N}) y supongamos que hay algúnf ∈X∗, f 6= 0 tal
que f (M) = {0} para llegar a una contradicción. Podemos suponer, claro está, que‖ f‖ = 1.
Tenemos que

1
2
< | fn(xn)|= | fn(xn)− f (xn)|6 ‖ fn− f‖ ∀n∈N

lo que contradice que{ fn : n∈N} es denso enSX∗ . Por tanto, el único funcional continuo que
se anula enM es el funcional nulo, por lo queM = X, lo que implica queX es separable. 2

El espacioℓ1 es un ejemplo de espacio normado separable cuyo dual no es separable.

Vimos en su momento, ver proposición4.10, que todo subespacio cerrado de codimensión
finita está complementado. El siguiente resultado era previsible pero hasta ahora no lo hemos
podido demostrar.

7.12 Proposición.Todo subespacio de dimensión finita de un espacio normado está comple-
mentado.

Demostración. SeaM un subespacio de dimensión finita de un espacio normadoX y sea
B = {u1,u2, . . . ,un} una base deM. PongamosMk = Lin

(
B\{uk}). Comouk 6∈ Mk, la pro-

posición7.8 nos da un funcionalfk ∈X∗ tal que fk(Mk) = {0} y fk(uk) 6= {0}, multiplican-
do por un escalar podemos suponer quefk(uk) = 1. La aplicaciónP : X → X definida por

P(x) =
n

∑
k=1

fk(x)uk para todox∈X, es lineal y continua,P(X) = M y, como es fácil comprobar,

P(P(x)) = x, es decir,P2 = P. Por tanto,P es una proyección continua deX sobreM por lo que
M está complementado. De hecho, observa queI −P es la proyección sobre∩n

k=1 ker fk. 2

7.4. Teoremas de separación en espacios normados

Vamos a obtener consecuencias de la versión geométrica del teorema de Hahn-Banach para
espacios normados. El siguiente resultado permitirá mejorar las hipótesis iniciales del teorema.

7.13 Proposición.Sea X un espacio normado y A un subconjunto convexo de X con interior
no vacío. Entonces, para x∈A, y∈ int(A), se tiene que

]x,y] = {(1− t)x+ ty : t ∈]0,1]} ⊂ int(A).

En consecuencia,int(A) es convexo yA= int(A).

Demostración. SeaB(y, r) ⊂ A. Para todot ∈]0,1] el conjunto(1− t)x+ tB(y, r) es abierto y,
por la convexidad deA, está contenido enA, luego también en int(A) y, por tanto

]x,y] = {(1− t)x+ ty : t ∈]0,1]} ⊂
⋃

0<t61

(
(1− t)x+ tB(y, r)

)
⊂ int(A)
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luego]x,y] ⊂ int(A) para todox∈A y para todoy∈ int(A), por tanto,[x,y] ⊂ int(A) para todos
x,y∈ int(A). Finalmente, six∈A entonces comox∈ ]x,y] se sigue quex∈ int(A), luegoA ⊂
int(A) y, por tanto,A⊂ int(A). La otra inclusión es evidente. 2

Observa que, en un espacio normadoX, toda bola centrada en el origen de radio positivo
es un conjunto absorbente, por tanto, siA⊂ X tiene interior no vacío ya∈ int(A), el conjunto
A−a es un entorno del origen y, por tanto, es absorbente.

7.14 Teorema(de separación de convexos en espacios normados). Sea X un espacio normado
y A, B subconjuntos no vacíos y convexos tales queint(A) 6= Ø y B∩ int(A) = Ø. Entonces
existe f∈X∗, que puede suponerse de norma igual a uno, verificando que

supRef (A)6 ı́nfRe f (B)

Además,Re f (a)< supRef
(
int(A)

)
para todo a∈ int(A).

Demostración. Basta considerar el caso real. Como int(A) es convexo, la versión geométrica
del teorema de Hahn-Banach nos proporciona un funcionalf ∈X♯, f 6= 0, tal que

supf
(
int(A)

)
6 ı́nf f (B)

Como f está mayorado en un abierto no vacío deducimos, por la proposición 3.7c), que es
continuo. Como la convexidad se conserva por aplicaciones lineales, deducimos quef (int(A))
es un intervalo y, por la proposición3.7a), es abierto, luego es un intervalo abierto por lo que
no tiene máximo, y por tantof (a)< supf (int(A)) para todoa∈ int(A).

Si ahoraα es cualquier número tal que supf
(
int(A)

)
6 α 6 ı́nf f (B), tenemos que int(A)⊂

f−1
(
]−∞,α]

)
. En consecuencia, comof−1

(
]−∞,α]

)
es un conjunto cerrado, se verificará que

A= int(A)⊂ f−1
(
]−∞,α]

)
, luego supf (A)6 α 6 ı́nf f (B). 2

Si A es cerrado con interior no vacío yB = {x0}, dondex0 ∈Fr(A), podemos aplicar el
resultado anterior para obtenerf ∈X∗, f 6= 0, verificando que

Re f (x) 6 Re f (x0) ∀x∈A⇐⇒ máxRef (A) = Re f (x0)

En tal caso, el hiperplano afín realH = {x∈X : Re f (x) = Re f (x0)}, pasa por el punto frontera
deA, x0, y deja el conjuntoA a un lado. Suele expresarse esto diciendo quef es unfuncional
de soportedel conjuntoA enx0, o que dicho hiperplano es unhiperplano de soportedeA en
x0.

7.15. Corolario. (Existencia de funcionales de soporte). Sea X un espacio normado y A un
subconjunto convexo y cerrado de X, con interior no vacío. Entonces para cada punto x0 en la
frontera de A existe un funcional f∈SX∗ tal quemáx{Re f (x) : x∈A}= Re f (x0).

Otra consecuencia del teorema7.14se obtiene tomando comoB una variedad afín, esto es,
un trasladado de un subespacio vectorial, y teniendo en cuenta que sif es un funcional lineal
y Re f está mayorado o minorado en una variedad afínV entoncesf tiene que ser constante en
V.
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7.16 Corolario. Sea X un espacio normado, A⊂ X un conjunto no vacío, convexo y abierto,
V una variedad afín tal que A∩V = Ø. Entonces existe un hiperplano afín cerrado H tal que
V ⊂ H y H∩A= Ø.

Podemos mejorar el resultado del teorema de separación exigiendo que la distancia entre
los convexos a separar sea positiva.

7.17. Teorema.(Separación fuerte en espacios normados). Sean A y B subconjuntos convexos
no vacíos de un espacio normado X y supongamos quedist(A,B) = ρ > 0. Entonces existen
f ∈X∗, con‖ f‖ = 1 tal que

supRef (A)+ρ 6 ı́nfRe f (B). (7.8)

Se dice que el funcional fsepara fuertementelos conjuntos A y B.

En particular, si A es un subconjunto convexo, no vacío y cerrado de X y x0 /∈ A, entonces
existe f∈X∗ con‖ f‖ = 1 tal que

supRef (A)+dist(x0,A)6 Re f (x0)

luegosupRef (A)< Re f (x0).

Demostración. SeaAρ = A+B(0,ρ). Tenemos queAρ es convexo, abierto yAρ ∩B= Ø. El
teorema7.14 nos da un funcional de norma uno,f ∈SX∗ tal que supRef (Aρ) 6 ı́nfRe f (B).
Pero como‖ f‖= 1, se tiene que

supRef (Aρ) = supRef (A)+supRef (B(0,ρ)) = supRef (A)+ρ.

2

Observa que si definimosα = supRef (A), la desigualdad (7.8) nos dice que el hiperplano
afín cerradoH1 = {x∈X : Re f (x) = α} deja el conjuntoA a un lado, y el hiperplano paralelo al
anteriorH2= {x∈X : Re f (x) = α+ρ} deja al conjuntoBal otro lado. Observa que la distancia
entre dichos hiperplanos es mayor o igual queρ.

Recuerda que siA ⊂ X es un conjunto no vacío en un espacio normadoX, la envolvente
convexo cerradade A se representa porco(A) y se define como el más pequeño conjunto
convexo y cerrado que contiene aA. Puesto que el cierre de un convexo es un convexo, se
verifica queco(A) = co(A).

7.18 Corolario. Sea A⊂ X un subconjunto no vacío en un espacio normado. Entonces

co(A) =
⋂

f∈SX∗

{x∈X : Re f (x) 6 supRef (A)} (7.9)

Demostración. La inclusión⊂ es clara. La inclusión contraria es consecuencia de la proposi-
ción anterior, pues six0 6∈ co(A), entonces existef ∈SX∗ tal que supRef

(
co(A)

)
< Re f (x0), y

basta notar que supRef (A)6 supRef
(
co(A)

)
, lo que implica que el puntox0 no pertenece al

semiespacio{x∈X : Re f (x) 6 supRef (A)}, y por tantox0 no está en la intersección de dichos
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semiespacios. 2

Seguidamente consideramos la separación de convexos en el caso finito dimensional. Una
observación que será útil es la siguiente. SeaX un espacio vectorial, unacombinación con-

vexa de n-puntosxi ∈X 1 6 i 6 n, n > 2, es una suma de la forma
n

∑
k=1

λkxk dondeλk > 0 y

n

∑
k=1

λk = 1. Si A ⊂ X es un conjunto convexo, entoncesA contiene las combinaciones conve-

xas de cualquier conjunto finito de puntos deA. En efecto, observa que, de forma evidente,A
contiene las convexas de dos puntos cualesquiera deA. Procedemos por inducción. Suponga-
mos queA contiene las combinaciones convexas den puntos cualesquiera deA, n> 2, y sean
xi , 16 i 6 n+1, n+1 puntos deA. Si una combinación convexa de estosn+1 puntos tiene
algún coeficiente nulo, entonces dicha combinación convexaes una combinación convexa de
n puntos deA y, por tanto, está enA. Por lo que consideraremos combinaciones convexas de

dichosn+1 puntos cuyos coeficientes sean todos positivos, de la forma
n+1

∑
k=1

λkxk conλk > 0 y

n+1

∑
k=1

λk = 1. Pongamosρ =
n

∑
k=1

λk. Entonces tenemos que

n+1

∑
k=1

λkxk = ρ

(
n

∑
k=1

λk

ρ
xk

)
+(1−ρ)xn+1∈A

Lo que completa la prueba por inducción de queA contiene las combinaciones convexas den
puntos cualesquiera deA.

Deducimos de lo anterior que siC⊂ X es convexo y 0∈C, entonces para todo conjunto de

n puntos deC, xi , 16 i 6 n, y para todosλk > 0 conρ =
n

∑
k=1

λk < 1 se verifica que

n

∑
k=1

λkxk =
n

∑
k=1

λkxk+(1−ρ)0∈C

Sea ahoraA⊂RN convexo tal que 0∈A y Lin(A) =RN. Vamos a probar que int(A) 6=Ø. Puesto
queA contiene una base deRN, podemos suponer, salvo un isomorfismo lineal deRN sobre
sí mismo, que es un homeomorfismo, queA contiene a la base usual{e1,e2, . . . ,eN} deRN.
Entonces tenemos que el conjunto

{
N

∑
k=1

λkek, λk > 0 (16 k6 N)
N

∑
k=1

λk < 1

}
= (R+)N ∩

{
x∈RN :

N

∑
k=1

x(k)< 1

}

evidentemente abierto, está contenido enA. Por tanto int(A) 6= Ø.

7.19 Proposición.Sean A y B conjuntos convexos no vacíos y disjuntos enRN. Entonces existe
un hiperplano que los separa, es decir, existen númerosαi ∈R, 16 i 6 N tales que

N

∑
k=1

αka(k)6
N

∑
k=1

αkb(k) ∀a∈A, ∀b∈B
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Demostración. Seana0 ∈A, b0 ∈B y pongamosx0 = b0 − a0, y U = (A− a0)− (B− b0) =
A−B+ x0. EntoncesU es un conjunto convexo tal que 0∈U perox0 6∈ U . Si Lin(U) = RN,
entonces int(U) 6= Ø y, por el teorema de separación de convexos en espacios normados, po-
demos separarU de {x0}, lo que equivale a separarA de B. Si Lin(U) 6= RN, entonces hay
un hiperplano que contiene aU , es decir, una forma linealf : RN → R tal queU ⊂ ker( f ).
Cambiando si es necesariof por − f , podemos suponer quef (x0) > 0, y tenemos que para
todou∈U es 0= f (u) = f (a)− f (b)+ f (x0)6 f (x0), esto es,f (a)6 f (b) para todosa∈A y
b∈B. 2

Bibliografía. Cualquier texto de Análisis Funcional incluye el contenidode este capítulo. Me
parecen recomendables los textos de J.B. Conway [3], M. Fabian et alii [5], B. P. Rynne and M.
A. Youngson [12], A.L. Brown and A. Page [2], E. Zeidler [14] y los apuntes de R. Payá [11].

7.5. Ejercicios

188. Consideremos el subespacio vectorial deR2 dado porM =
{
(x,y)∈R2 : y−2x= 0

}
y

el funcional f : M → R dado porf (x,y) = x para todo(x,y)∈M. Calcula una extensión
Hahn-Banach def enℓ2

2 y comprueba que es única. Estudia el mismo problema enℓ2
1.

189. Consideremos el subespacio vectorial deR2 dado porM = R×{0} y seag el funcional
lineal enM definido porg(t,0) = t para todot∈R. Prueba queg tiene una única extensión
Hahn-Banach enℓ2

2 mientras que admite infinitas extensiones Hahn-Banach enℓ2
1.

190. Se considera el espacio normado realℓ1 y el subespacioM = {x∈ℓ1 : x(1)−3x(2) = 0}.
Calcula una extensión Hahn-Banach del funcionalf : M →R dado porf (x) = x(1) para
todox∈M.

191. a) SeaM un subespacio cerrado de un espacio de HilbertH y f : M → K un funcional
lineal continuo. Prueba que el funcionalF : H → K dado porF(x) = f (PM(x)) donde
PM es la proyección ortogonal sobreM es la única extensión Hahn-Banach def .

b) En el caso en queM sea un hiperplano dado porM = {x∈H : (x | a) = 0}, donde
a∈H y a 6= 0, y f : M →K venga dado porf (x) = (x | b), prueba que la única extensión
Hahn-Banach def viene dada por

F(x) = (x | b)− (a | b)
‖a‖2 (x | a) (x∈H)

c) SeaM =
{

f ∈L2[0,1] :
r 1

0 x f(x)dx = 0
}

y seaϕ:M→K el funcional lineal y continuo

ϕ( f )=
r 1

0 x2f (x)dx para todof∈M. Calcula la única extensión Hahn-Banach deϕ.

192. Prueba que para cadaN∈N existe f ∈C[0,1]∗ verificando quef (p) = p′(0) para todo
polinomio p de grado menor o igual queN.¿Existe un funcional lineal y continuof en
C[0,1] tal que f (p) = p′(0) para todo polinomiop?

193. SeanX 6= {0} eY espacios normados. Si el espacioL(X,Y) es completo, entoncesY es
completo.



Ejercicios 143

Sugerencia. Sea{yn} una sucesión de Cauchy enY. Seaf ∈X∗\{0} y definamosTn(x) =
f (x)yn. Entonces{Tn} es de Cauchy enL(X,Y).

194. SeaX un espacio normado y{uk : 16 k6 N} un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes deX. DadosN númerosαk (16 k6 N), prueba que existef ∈X∗ tal que
f (uk) = αk para(16 k6 N).

195. SeaX un espacio normado y seaC ⊂ X un conjunto abierto, convexo y acotado que
contiene al origen. Supongamos también queC es equilibrado, es decir, que para todo
λ∈K con |λ| 6 1, se verifica queλC ⊂C. Prueba que el funcional de Minkowski deC
es una norma enX equivalente a la norma deX.

196. En el espacio(C[0,1],‖·‖∞) se considera el conjunto

C=

{
x∈C[0,1] :

1w
0

|x(t)|2 dt < 1

}

Prueba queC es convexo, absorbente y equilibrado. ¿Es acotado? Calculael funcional
de Minkowski deC y comprueba que es una norma. ¿Es dicha equivalente a la norma
uniforme?

197. SeaX un espacio normado yC⊂ X un conjunto convexo con 0∈C. Definamos

C∗ = { f ∈X∗ : Re f (x) 6 1 ∀x∈C} , C∗ = {x∈X : Re f (x) 6 1 ∀ f ∈C∗}

Prueba queC=C∗.

198. SeaX un espacio normado,M un subespacio deX y u∈X\M. Prueba quef :M+Ku→K
dada porf (m+ λu) = λ es una forma lineal bien definida y es continua si, y sólo si,
u /∈ M, en cuyo caso,‖ f‖= 1/dist(u,M).

199. SeaX un espacio normado,M un subespacio deX y u∈X. Prueba que existef ∈X∗ tal
que| f (x)|6 dist(x,M) para todox∈X y f (u) = dist(u,M).

200. SeanX e Y espacios normados, dadosa∈X con a 6= 0 y b∈Y, prueba que existe un
operadorT∈L(X,Y) tal queT(a) = b y ‖T‖‖a‖ = ‖b‖.

201. SeaX un espacio normado yx∈SX. Prueba que existe un subespacio cerradoM deX tal
queX = M⊕Kx y dist(x,M) = 1.

202. SeaX un espacio normado separable. Prueba que existe un conjunto{x∗n : n∈N} ⊂ X∗

tal que para todox∈X se verifica que‖x‖= sup{|x∗n(x)| : n∈N}.

203. Límites de Banach.Seaℓ∞ el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de números
reales. SeanT,S: ℓ∞ → ℓ∞ los operadores que a cada sucesiónx= (x(1),x(2),x(3), . . . )
enℓ∞ hacen corresponder las sucesiones

Tx= (0,x(1),x(2),x(3), . . . ), S(x) = (x(2),x(3), . . . )

SeaY = {x−Tx : x∈ℓ∞} y u la sucesión constante(1,1,1, . . . ).
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a) Prueba que dist(u,Y) = 1.

Sugerencia. Six∈ℓ∞, dadoε > 0, existe algúnn∈N tal quex(n)−x(n−1) < ε.

b) Seaϕ∈ ℓ∗∞ tal queϕ(u) = 1= ‖ϕ‖ y ker(ϕ) ⊃Y (cuya existencia es consecuencia
del teorema de Hahn-Banach). Prueba queϕ(Tx) = ϕ(x). Considera la aplicación
T ◦Sy deduce queϕ(Sx) = ϕ(x).

c) Seax∈ ℓ∞ y pongamosm = ı́nf{xn : n∈N}, M = sup{xn : n∈N}. Prueba que
m6 ϕ(x) 6 M.

Sugerencia.

∣∣∣∣ϕ(x)−
m+M

2

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ϕ
(

x− m+M
2

u

)∣∣∣∣.

d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anterior aSm(x) deduce que para todo
x∈ℓ∞ se verifica:

ĺıminf{xn}6 ϕ(x)6 ĺımsup{xn}

e) Seax∈ℓ∞ una sucesión periódica, es decir, existep∈N tal quex(p+n) = x(n) para
todon∈N. Calculaϕ(x).

204. Para cadan∈N seafn : ℓ∞ →K el funcional definido por

fn(x) =
x(1)+x(2)+ · · ·+x(n)

n
(x∈ℓ∞)

SeaM = {x∈ℓ∞ : { fn(x)} converge} y definamosF : M → K por F(x) = ĺım{ fn(x)}
para todox∈M.

a) Prueba quefn∈ℓ∗∞ y que‖ fn‖= 1 para todon∈N.

b) Prueba queM es un subespacio vectorial cerrado deℓ∞ que contiene al espacioc
de las sucesiones convergentes.

c) Prueba queF∈M∗ con‖F‖= 1 y queF(x) = ĺım{xn} para todox∈c.

d) Seaτ(x) = (x(2),x(3), . . . ) para todox∈ℓ∞. Prueba quex−τ(x)∈ker(F)⊂ M para
todox∈ℓ∞.

e) Deduce que existeS∈ ℓ∗∞, extensión deF , tal que‖S‖ = 1 y S(x) = S(τn(x)) para
todox∈ℓ∞ y para todon∈N.

f ) Prueba queS(0, 1
2,0,

1
2, . . . ) =

1
4. ¿Cuánto valeS(1,0,0,1,0,0,1, . . . )?

205. Convexos cerrados que no pueden separarse.Sean

E = {x∈ℓ1 : x(2n) = 0 ∀n∈N} , F =
{

x∈ℓ1 : x(2n) = 2−nx(2n−1) ∀n∈N
}

a) Prueba queE y F son subespacio cerrados deℓ1 y queE+F = ℓ1.

b) Seaz∈ ℓ1 la sucesión dada para todon∈N por z(2n) = 2−n, z(2n−1) = 0. Prueba
quez 6∈ E+F.

c) Prueba queE−zy F son convexos cerrados disjuntos que no pueden separarse.

Sugerencias.E y F son intersecciones de hiperplanos cerrados.c00 es denso enℓ1. ¿Qué
puedes decir de un funcional que está mayorado o minorado en un subespacio?

206. SeaM un subespacio vectorial de un espacio normadoX y T ∈ L(M, ℓ∞). Prueba que
existeS∈L(X, ℓ∞) que extiende aT y ‖S‖ = ‖T‖.



Capítulo 8

Dualidad en espacios normados

En este capítulo, apoyándonos en los resultados obtenidos en el capítulo anterior, profun-
dizamos en el estudio de las relaciones entre un espacio normado y su dual. El teorema de
Hahn-Banach sigue siendo la herramienta principal para ello.

8.1. Bidual de un espacio normado. Reflexividad

Sabemos, por el corolario7.7que el dualX∗ de un espacio normado determina la norma de
X, esto es lo que pone de manifiesto la igualdad7.6 que podemos comparar con la definición
de norma dual:

‖x‖ = máx{| f (x)| : ‖ f‖6 1} (x∈X) (8.1)

‖ f‖ = sup{| f (x)| : ‖x‖6 1} ( f ∈X∗)

Para resaltar esta simetría, suele usarse la notaciónx∗ para representar a los elementos deX∗,
viéndolos más como “vectores” deX∗ que como funcionales enX. Además usaremos de vez
en cuando la notación:

〈x | x∗〉= x∗(x) (x∗∈X∗, x∈X).

Expresión en la que tantox comox∗ pueden ser la variable.

Si X es un espacio normado, el segundo dual deX, es el espacio de BanachX∗∗ = (X∗)∗ =
L(X∗,K), que se llamabidual deX, cuyos elementos suelen representarse de forma genérica
por x∗∗ y cuya norma está definida por

‖x∗∗‖= sup{|x∗∗(x∗)| : ‖x∗‖6 1}= mı́n{m> 0 : |x∗∗(x∗)|6 m‖x∗‖}
De forma análoga se define el tercer dualX∗∗∗ = (X∗∗)∗ y duales sucesivos.

Para cadax∈X, fijo, podemos considerar el“funcional de evaluación en x”, que represen-
taremos porJ(x) (o tambiénJX(x) cuando se quiera especificar el espacioX) y es el funcional
que a cadax∗∈X∗ hace corresponder su evaluación enx

J(x) : X∗ →K,
(
J(x)

)
(x∗) = x∗(x) ∀x∗∈X∗

La desigualdad
∣∣(J(x)

)
(x∗)

∣∣ = |x∗(x)| 6 ‖x‖‖x∗‖ nos dice queJ(x)∈X∗∗ y ‖J(x)‖ 6 ‖x‖. De
hecho, se tiene la igualdad, pues por (8.1) tenemos que

‖J(x)‖ = sup{|J(x)(x∗)| : ‖x∗‖6 1}= sup{|x∗(x)| : ‖x∗‖6 1}= ‖x‖

145
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Por tanto, la aplicaciónJ : X → X∗∗ que a cadax∈X hace corresponder el funcional de eva-
luación enx, J(x)∈X∗∗, que, evidentemente, es lineal, es una isometría lineal quese llamala
inyección canónica del espacio normadoX en su bidual.

La inyección canónicaJ identifica totalmente aX con un subespacio deX∗∗, simbólica-
mente:X ≡ J(X). Si X no es completo, se tiene queJ(X) 6= X∗∗.

8.1 Proposición. Si X es un espacio normado no completo, existe un espacio de BanachX̃ y
un isomorfismo isométrico de X sobre un subespacio denso enX̃. El espacioX̃ es único salvo
por isomorfismos isométricos.

Demostración. El espacioX̃ = J(X) es un subespacio cerrado del espacio de BanachX∗∗ y,
por tanto,X̃ es completo y, además, contiene un subespacio denso,J(X), que es isométrico a
X. Si X̂ es otro espacio de Banach tal que existe un isomorfismo isométrico Ĵ : X → X̂ con
Ĵ(X) denso en̂X, entonces la aplicación̂J◦J−1 : J(X)→ X̂ es una isometría lineal con imagen
densa y se deduce fácilmente, por la proposición3.5, que puede extenderse de manera única a
una biyección lineal isométrica dẽX sobreX̂. 2

El espacio de Banach̃X de la proposición anterior se llamala completación de X. En
consecuencia, siempre podemos ver un espacio normado no completo como un subespacio
denso de un espacio de Banach. Y también, siM es un subespacio denso de un espacio de
BanachY, podemos considerar queY es la completación deM. Así, c0 es la completación de
(c00,‖ ‖∞); para 16 p< ∞, ℓp es la completación de(c00,‖ ‖p) y Lp[a,b] es la completación
de(C[a,b],‖ ‖p).

Se dice que un espacio de BanachX esreflexivo cuando la inyección canónica deX enX∗∗

es sobreyectiva, es decir, cuandoJ(X) = X∗∗. En tal caso,J es un isomorfismo isométrico deX
sobreX∗∗, X ≡ X∗∗, y tenemos una total simetría entreX y X∗ ya que el espacio dual deX∗ se
identifica conX.

Conviene llamar la atención sobre el hecho de que puede existir un isomorfismo isomé-
trico deX sobreX∗∗ sin que el espacio de BanachX sea reflexivo. El primer ejemplo de esa
naturaleza fue dado por el matemático R.C. James en 1951.

8.2 Ejemplos. • Todo espacio normado de dimensión finita es reflexivo.

Es consecuencia de que en dimensión finita un espacio vectorial y su dual tienen igual di-
mensión, en cuyo caso la inyección canónicaJ es una aplicación lineal inyectiva entre espacios
vectoriales de la misma dimensión finita por lo que ha de ser sobreyectiva.

• Todo espacio de HilbertH es reflexivo.

Seaψ : H → H∗ la aplicación que a cadaz∈H hace corresponder el funcional lineal
ψ(z) : H→K definido por

[ψ(z)](x) = (x | z) (x∈H).

Vimos en la demostración del teorema de Riesz-Fréchet queψ es una biyección conjugado-
lineal isométrica. Seaf ∈H∗∗ y definamosϕ : H →K por

ϕ(y) = f
(
ψ(y)

)
∀y∈H
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Comoy 7→ ψ(y) es conjugado-lineal, la aplicaciónϕ es lineal. Además|ϕ(y)|6 ‖ f‖‖ψ(y)‖ =
‖ f‖‖y‖, luegoϕ∈H∗. Seaz∈H tal queϕ = ψ(z). Seax∗∈H∗ y pongamosx∗ = ψ(w) con
w∈H. Tenemos que

f (x∗) = f
(
ψ(w)

)
= ϕ(w) = [ψ(z)](w) =

= (w | z) = (z | w) = [ψ(w)](z) = x∗(z) =
(
J(z)

)
(x∗)

por tanto f (x∗) =
(
J(z)

)
(x∗) para todox∗∈H∗, es decirf = J(z), por tantoJ es sobreyectiva.

• Para1< p< ∞ los espaciosℓp y Lp(Ω) son reflexivos.

Seaq> 1 tal que1
p +

1
q = 1. Pondremos

〈x | y〉=
∞

∑
n=1

x(n)y(n) (x∈ℓp, y∈ℓq)

Al estudiar el dual deℓp vimos que la aplicaciónψp : ℓq → ℓ∗p definida por

(ψpy)(x) = 〈x | y〉 (x∈ℓp, y∈ℓq)

es una biyección lineal isométrica. De la misma forma, la aplicaciónψq : ℓp → ℓ∗q definida por

(ψqx)(y) = 〈x | y〉 (x∈ℓp, y∈ℓq)

es una biyección lineal isométrica. Seax∗∗∈ ℓ∗∗p y definamosy∗ = x∗∗◦ψp. Puesto quey∗∈ ℓ∗q
existe un únicox∈ℓp tal queψqx= y∗. Seax∗∈ℓ∗p que será de la formax∗ = ψpy para uny∈ℓq.
Tenemos que

x∗∗(x∗) = x∗∗
(
ψpy

)
=
(
x∗∗◦ψp

)
(y) = y∗(y) =

= (ψqx)(y) = 〈x | y〉= (ψpy)(x) = x∗(x) =
(
J(x)

)
(x∗)

Por tantox∗∗ = J(x) y ℓp es reflexivo.

Para los espaciosLp(Ω) se pone

〈 f | g〉=
w
Ω

f (x)g(x)dx ( f ∈Lp(Ω), g∈Lq(Ω))

y se considera el isomorfismo isométricoψp : Lq(Ω)→ Lp(Ω)∗ dado por

ψp(g)( f ) = 〈 f | g〉 ( f ∈Lp(Ω), g∈Lq(Ω))

el razonamiento sigue igual que en el caso de los espaciosℓp.

• Teniendo en cuenta queun espacio reflexivo es separable si, y sólo si, su dual es separable,
se deduce queℓ1 no es reflexivo.

8.3 Proposición. Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sólo si, su dual X∗ es reflexivo.
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Demostración. Supongamos queX es reflexivo y seanJ1 : X → X∗∗ y J2 : X∗ → X∗∗∗ las
inyecciones canónicas. Dadoϕ∈X∗∗∗ definimosϕ̂ = ϕ◦J1∈X∗. Tenemos que

[J2(ϕ̂)](x∗∗) = x∗∗(ϕ̂) = ( porqueX es reflexivox∗∗= J1(x))

= [J1(x)](ϕ̂) = ϕ̂(x) =
(
ϕ◦J1

)
(x) = ϕ

(
J1(x)

)
= ϕ(x∗∗)

Luegoϕ = J2(ϕ̂) por lo queX∗ es reflexivo.

Supongamos ahora queX∗ es reflexivo, entonces cualquierϕ∈X∗∗∗ será un funcional de
evaluación, esto es,ϕ = J2(x∗). Tenemos que

ϕ
(
J1(x)

)
= [J2(x

∗)]
(
J1(x)

)
= [J1(x)](x

∗) = x∗(x) (x∈X)

Deducimos que siϕ = J2(x∗) se anula enJ1(X) entoncesx∗ = 0 y, por tanto,ϕ = 0, es decir,
el único funcional del dual deX∗∗ que se anula en el subespacioJ1(X) es el funcional nulo, lo
que, por la proposición7.10, implica queJ1(X) es denso enX∗∗, pero como es cerrado por ser
isométrico aX, concluimos queJ1(X) = X∗∗. 2

Si X es un espacio normado yX∗ su dual, la aplicación〈· | ·〉 : X ×X∗ → K dada por
(x,x∗) 7→ 〈x | x∗〉 = x∗(x), es bilineal y|〈x | x∗〉| 6 ‖x‖‖x∗‖. Hay aquí cierto parecido con el
producto escalar en un espacio de Hilbert, de hecho, por el teorema de Riesz-Frèchet, podemos
identificar un espacio de HilbertH con su dual sin más que identificar cada vectory∈H con
la aplicación linealy∗∈H∗ dada pory∗(x) = 〈x | y〉 para todox∈H, pues sabemos que dicha
identificación es una biyección conjugado-lineal e isométrica. Con esta identificación, tenemos
que(x | y) = 〈x | y∗〉. Si ahoraA⊂H tenemos que

A⊥ = {y∈H : 〈x | y〉= 0 ∀x∈A}= {y∗∈H
∗ : y∗(x) = 0 ∀x∈A}= {y∗∈H

∗ : A⊂ ker(y∗)}

Vamos a trasladar esta situación a espacios normados.

SeaX un espacio normado y seanA⊂ X y B⊂ X∗ conjuntos no vacíos. Definimos

A⊥ = {x∗∈X∗ : 〈x | x∗〉= 0 ∀x∈A}
⊥B = {x∈X : 〈x | x∗〉= 0 ∀x∗∈B}

A⊥ se llamaanulador deA enX∗, y ⊥B se llamaanulador deB enX. Observa que la notación
A⊥ es coherente con la usada para el ortogonal de un conjunto en un espacio de Hilbert, siempre
que hagamos la identificación antes mencionada, con lo cual en un espacio de Hilbert no se
distingue entreA⊥ y ⊥A.

Puesto que

{x∗∈X∗ : 〈x | x∗〉= 0 ∀x∈A}= {x∗∈X∗ : 〈x | x∗〉= 0 ∀x∈Lin(A)}=
=
{

x∗∈X∗ : 〈x | x∗〉= 0 ∀x∈Lin(A)
}

se verifica queA⊥ =
(
Lin(A)

)⊥
=
(
Lin(A)

)⊥
.

Es claro queA ⊂⊥ (A⊥) y que B ⊂
(⊥

B
)⊥

. También es claro que siA1 ⊂ A2 ⊂ X y
B1 ⊂ B2 ⊂ X∗ entoncesA⊥

2 ⊂ A⊥
1 , ⊥B2 ⊂⊥ B1.
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8.4 Proposición. Sea X un espacio normado y sean A⊂ X y B⊂ X∗ conjuntos no vacíos.

(a) A⊥ y B⊥ son subespacios cerrados de X∗ y X respectivamente. De hecho,

A⊥=
⋂

x∈A

{x∗∈X∗ :〈x | x∗〉=0}=
⋂

x∈A

kerJ(x) y ⊥B=
⋂

x∗∈B

{x∈X :〈x | x∗〉=0}=
⋂

x∗∈B

kerx∗

(b) ⊥(A⊥) = Lin(A). De manera más sugerente,

Lin(A) =
⋂

x∗∈A⊥
kerx∗ =

⋂
{H : H hiperplano cerrado de X,A⊆ H} .

(c) A⊥ = X∗ si, y sólo si, A= {0}. ⊥B= X si, y sólo si, B= {0}.

(d) Lin(A) = X si, y sólo si, A⊥ = {0}. En particular, si Y es un subespacio de X, entonces Y
es denso en X si, y sólo si, Y⊥ = {0}.

(e) Si X es reflexivo entoncesLin(B) =
(⊥

B
)⊥

.

Demostración. El punto(a) es claro. Para el punto(b) basta tener en cuenta la igualdad (7.7) .
Para(c) basta observar que siA⊥ =X∗, entonces, por el corolario7.7, se tiene queA= {0}. Las
demás afirmaciones de(c) son evidentes. El punto(d) es consecuencia de los dos anteriores.

(e)ComoB⊂
(⊥

B
)⊥

, se tiene queLin(B)⊂
(⊥

B
)⊥

. Para probar la igualdad bastará probar

que siϕ∈X∗∗ se anula enLin(B) también se anula en
(⊥

B
)⊥

. En efecto, se tendrá queϕ = J(x)
para algúnx∈X, funcional que debe anularse enB, esto es,x∗(x) = 0 para todox∗ ∈B, pero

esto significa quex∈⊥B y por tanto para todax∗ ∈
(⊥

B
)⊥

se tendrá quex∗(x) = 0, es decir

ϕ(x∗) = 0, luegoϕ se anula en
(⊥

B
)⊥

. 2

Observa que en el caso de un espacio de HilbertH, paraA⊂H se tiene que⊥(A⊥) = A⊥⊥,
por lo que lo dicho en el punto(b) de la proposición anterior ya era conocido, pues sabíamos
queLin(A) = A⊥⊥.

8.5 Proposición. Todo subespacio cerrado de un espacio normado reflexivo es reflexivo.

Demostración. SeaY un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivoX. Para cada
x∗ ∈X∗ seax∗|Y ∈Y∗ la restricción dex∗ aY. Por el teorema de extensión equinórmica, todo
elemento deY∗ es de la formax∗|Y para algúnx∗∈X∗. Dadaϕ∈Y∗∗ definimosh : X∗ →K por

h(x∗) = ϕ
(
x∗|Y

)
(x∗∈X∗)

Puesto que|h(x∗)|6 ‖ϕ‖‖x∗|Y‖6 ‖ϕ‖‖x∗‖, tenemos queh∈X∗∗. ComoX∗∗ es reflexivo, existe
x∈X tal queh= J(x).

Probaremos quex∈Y. Para ello probaremos que todo funcionalx∗∈X∗ que se anule enY
también se anula enx. En efecto, para todox∗∈X∗ tal quex∗∈Y⊥ tenemos que

0= ϕ
(
x∗|Y

)
= h(x∗) =

(
J(x)

)
(x∗) = x∗(x)

Concluimos quex∈Y =Y. Por tanto, para todox∗∈X∗ se tieneϕ
(
x∗|Y

)
= x∗(x) =

(
x∗|Y

)
(x),

es decir,ϕ es la evaluación enx∈Y, por lo queY es reflexivo. 2
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8.6 Ejemplo. SeaV =

{
y∈ℓ1 :

∞

∑
n=1

y(n) = 0

}
, V es un hiperplano cerrado enℓ1 porque es

el núcleo de la forma lineal continua sobreℓ1 definida por la sucesión constante igual a uno.
SeaΦ : ℓ1 → c∗0 el isomorfismo isométrico definido en la proposición3.12, y seaM = Φ(V).
EntoncesM es un subespacio cerrado propio dec∗0 y vamos a comprobar que⊥M = {0}. Sea
x∈⊥M. Para todon∈N se tiene quey= en−en+1∈V por lo queΦy∈M y debe cumplirse que

(Φy)(x) = x(n)−x(n+1) = 0 ∀n∈N

lo que implica quex es una sucesión constante, y comox∈c0, debe serx= 0. Luego⊥M = {0}
y, por tanto,

(⊥
M
)⊥

= c∗0 6= M.

Concluimos, por el punto(e)de la proposición8.4, quec0 no es reflexivo, y comoc0 es un
subespacio cerrado deℓ∞, deducimos queℓ∞ no es reflexivo. �

Pasamos a describir el dual de un subespacio y de un cociente,en un sentido bastante
concreto son “duales” uno de otro.

8.7 Proposición. Sea X un espacio normado y M un subespacio suyo.

(a) M∗ ≡ X∗/M⊥. Concretamente, la aplicaciónΦ : X∗/M⊥ → M∗ dada por

Φ(x∗+M⊥) = x∗|M (x∗∈X∗)

es un isomorfismo isométrico.

(b) Si M es cerrado, entonces(X/M)∗ ≡ M⊥. Concretamente, siπ : X → X/M es la apli-
cación cociente, la aplicaciónΨ : (X/M)∗ → M⊥ dada por

Ψ( f ) = f ◦π ( f ∈(X/M)∗)

es un isomorfismo isométrico.

Demostración. (a) La aplicaciónΦ está bien definida porque six∗+M⊥ = y∗+M⊥, entonces
x∗ − y∗∈M⊥ por lo quex∗|M = y∗|M . Dicha aplicación es claramente lineal y, por el teorema
7.6, sobreyectiva. Debemos probar que es isométrica. Para todoh∗∈M⊥ tenemos que

‖Φ(x∗+M⊥)‖= ‖Φ(x∗+h∗+M⊥)‖= ‖(x∗+h∗)|M‖6 ‖x∗+h∗‖ ∀h∗∈M⊥ =⇒
‖Φ(x∗+M⊥)‖6 ‖x∗+M⊥‖

Para probar la desigualdad contraria usaremos otra vez el teorema7.6. Dadax∗|M seay∗∈X∗

tal quey∗|M = x∗|M y ‖y∗‖= ‖x∗|M‖. Es claro quey∗∈x∗+M⊥, y tenemos que

‖x∗+M⊥‖= ‖y∗+M⊥‖6 ‖y∗‖= ‖x∗|M‖= ‖Φ(x∗+M⊥)‖

lo que completa la demostración.

(b) Es claro que para todaf ∈(X/M)∗ se tiene quef ◦π∈X∗ y f ◦π(M) = f (M) = 0, luego
f ◦π∈M⊥. Por tanto, la aplicaciónΨ está bien definida y es claro que es lineal. Es sobreyectiva
porque, dadax∗∈M⊥, definimosf : X/M →K por f (x+M) = x∗(x), con lo quef ∈ (X/M)∗

y Ψ( f ) = f ◦π = x∗. Finalmente, por la proposición4.5, sabemos queπ(B(0,1)) = B(M,1),
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es decir la bola abierta unidad deX/M es la imagen porπ de la bola abierta unidad deX, por
tanto

‖Ψ( f )‖ = sup{‖ f (π(x))‖ : ‖x‖ < 1}= sup{‖ f (x+M)‖ : ‖x+M‖< 1}= ‖ f‖

lo que prueba queΨ es isométrica. 2

8.2. Transposición de operadores

SeanX eY espacios normados. Dado un operadorT∈L(X,Y) podemos definir un operador
T∗ : Y∗ → X∗ por

〈x | T∗y∗〉= 〈Tx | y∗〉 (y∗∈Y∗,x∈X)

Es decir,T∗y∗ = y∗ ◦ T por lo queT∗y∗ ∈X∗ y ‖T∗y∗‖ 6 ‖T‖‖y∗‖ de donde se sigue que
T∗∈L(Y∗,X∗) y ‖T∗‖6 ‖T‖. El operadorT∗ se llamatranspuesto1 deT.

Observa que la definición dada de transpuesto de un operador es formalmente la misma que
define al operador adjunto de un operador en un espacio de Hilbert. Puedes comprobar que si
H es un espacio de Hilbert,T∈L(H), y notamos por̂T el transpuesto deT y porT∗ el adjunto,
se verifica queT∗ = ψ−1◦ T̂ ◦ψ, dondeψ : H → H∗ es la isometría conjugado-lineal deH
sobreH∗ considerada en el teorema5.13.

El nombre de “operador transpuesto” se justifica, al igual que vimos para el operador ad-
junto hilbertiano, por lo que pasa en dimensión finita. SeanX e Y espacios de dimensiones
finitasn y m respectivamente. Fijadas basesU = {u1,u2, . . . ,un} enX y V = {v1,v2, . . . ,vm} en
Y, todo operadorT ∈L(X,Y) está representado por una matrizMT ∈Mm×n(K) cuya columna
j-ésima son las componentes en la baseV del vectorT(u j). Considerando las bases duales
V∗ = {v∗1,v

∗
2, . . . ,v

∗
m} y B∗ = {u∗1,u

∗
2, . . . ,u

∗
n}, el operadorT∗∈L(Y∗,X∗) tiene asociada en di-

chas bases una matrizMT∗ ∈Mn×m(K) cuya columnaj-ésima son las componentes en la base
B∗ del vectorT∗(v∗j ). Tenemos

T(u j) =
m

∑
i=1

λi j vi , T∗(v∗j ) =
n

∑
i=1

βi j u
∗
i

Y MT =
(
λi j
)

16i6m
16 j6n

, MT∗ =
(
βi j
)

16i6n
16 j6m

son las matrices asociadas. Puesto que

v∗i
(
T(u j)

)
= λi j , [T∗(v∗j )](ui) = βi j

Obtenemos

λi j = v∗i
(
T(u j)

)
=
〈
T(u j) | v∗i

〉
=
〈
u j | T∗(v∗i )

〉
= [T∗(v∗i )](u j) = β ji

Por tanto, la matrizMT∗ es la transpuesta de la matrizMT .

8.8 Proposición. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Para cada T∈L(X,Y), ‖T∗‖= ‖T‖. De hecho, la aplicación T7→ T∗ es una isometría
lineal de L(X,Y) en L(Y∗,X∗).

1También se llama operadortraspuesto, adjuntoo dual deT.
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(b) Si T∈L(X,Y) y S∈L(Y,Z), entonces(S◦T)∗ = T∗ ◦S∗.

(c) (IX)∗ = IX∗ .

Demostración. (a) Hemos visto que‖T∗‖ 6 ‖T‖. Probaremos la desigualdad contraria. Sea
x∈X fijo. Sabemos, por el corolario7.7, que existey∗∈Y∗ tal que‖y∗‖= 1 y y∗(Tx) = ‖Tx‖.
Tenemos que

‖Tx‖= y∗(Tx) =
(
T∗y∗

)
(x) = |

(
T∗y∗

)
(x)|6 ‖T∗y∗‖‖x‖ 6 ‖T∗‖‖y∗‖‖x‖ = ‖T∗‖‖x‖

y deducimos que‖T‖6 ‖T∗‖. Luego‖T‖= ‖T∗‖. Por tanto, la aplicaciónT 7→ T∗ que, clara-
mente, es lineal, es una isometría lineal deL(X,Y) enL(Y∗,X∗).

(b) Para todoz∗∈Z∗ tenemos

(S◦T)∗(z∗) = z∗ ◦ (S◦T) = (z∗ ◦S)◦T = (S∗z∗)◦T = T∗(S∗z∗) = (T∗ ◦S∗)(z∗)

(c) Es evidente. 2

Dado T ∈ L(X,Y), su transpuestoT∗ ∈ L(X∗,Y∗), y podemos considerar su transpuesto,
(T∗)∗ = T∗∗∈L(X∗∗,Y∗∗). Como las respectivas inyecciones canónicasJX y JY identificanX e
Y con subespacios enX∗∗ eY∗∗ respectivamente, es natural preguntarse si en cierto sentido es
posible ver aT∗∗ como un “extensión” deT. El siguiente diagrama pone de manifiesto lo que
cabe esperar.

X Y

X∗∗ Y∗∗

T

JX

T∗∗
JY

Efectivamente, cabe esperar queT∗∗ ◦ JX = JY ◦ T. Comprobémoslo. Parax∈X fijo, y
cualquieray∗∈Y∗ tenemos

T∗∗(JX(x)
)
(y∗) =

[
JX(x)

]
(T∗y∗) = (T∗y∗)(x) = y∗(Tx) =

[
JY(Tx)

]
(y∗)

LuegoT∗∗(JX(x)
)
= JY(Tx) para todox∈X.

El siguiente resultado dice que la clase de los espacios de Banach reflexivos es invariante
por isomorfismos topológicos.

8.9 Proposición. Sean X e Y espacios normados y T∈ L(X,Y) un isomorfismo topológico,
entonces T∗ ∈ L(X∗,Y∗) también es un isomorfismo topológico y(T∗)−1 = (T−1)∗. Si T es
isométrico también T∗ es isométrico. Si uno de ellos es reflexivo también lo es el otro.

Demostración. SeanIX, IY los respectivos operadores identidad. Tenemos que

IX = T−1◦T =⇒ IX∗ = T∗ ◦ (T−1)∗, IY = T ◦T−1 =⇒ IY∗ = (T−1)∗ ◦T∗

Por tantoT∗ es un isomorfismo y(T∗)−1 = (T−1)∗. El isomorfismoT es una isometría significa
que‖T‖= ‖T−1‖, pero entonces también‖T∗‖= ‖(T∗)−1‖, luegoT∗ es isométrico.
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Por lo que acabamos de probar,T∗∗ es un isomorfismo deX∗∗ sobreY∗∗ y, como hemos
visto, se verifica queT∗∗ ◦JX = JY ◦T. Por tanto, siX es reflexivo se verifica que

Y∗∗ = T∗∗(X∗∗) = T∗∗(JX(X)) = JY(T(X) = JY(Y)

luego tambiénY es reflexivo. 2

El siguiente resultado también recuerda las propiedades del adjunto hilbertiano y establece
cierta dualidad entre las propiedades de un operador y las desu transpuesto.

8.10 Proposición.Sean X e Y espacios normados y T∈L(X,Y). Entonces

kerT∗ = T(X)⊥ y kerT = ⊥T∗(Y∗).

En consecuencia, se tiene:

(a) T∗ es inyectivo si, y sólo si, T(X) es denso en Y.

(b) Si T∗ es sobreyectivo, entonces T es inyectivo.

Demostración.

x∈kerT∗ ⇔ T∗(x∗) = 0⇔
[
T∗(x∗)

]
(x) = 0 ∀x∈X ⇔ x∗(Tx) = 0 ∀x∈X ⇔ x∗∈T(X)⊥

x∈kerT ⇔ Tx= 0⇔ y∗(Tx) = 0 ∀y∗∈Y∗ ⇔
[
T∗(y∗)

]
(x) = 0 ∀y∗∈Y∗ ⇔ x∈⊥T∗(Y∗)

2
El recíproco de(b) no es cierto, como muestra el siguiente ejemplo: seai : ℓ1 → ℓ2 la inclusión

natural, que es continua (de hecho,‖i‖ = 1) e inyectiva, pero su adjunta,i∗ : ℓ2 → ℓ∞ no puede
ser sobreyectiva porqueℓ2 es separable mientras queℓ∞ no lo es.

No obstante, la propiedad de ser isomorfismo topológico sí dualiza, aunque hemos de exigir
la complitud del espacio de partida.

8.11 Corolario. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T∈L(X,Y). Entonces:

(a) T es un isomorfismo topológico si, y sólo si, lo es T∗.

(b) T es un isomorfismo isométrico si, y sólo si, lo es T∗.

Demostración. (a) Si T∗ es un isomorfismo, entonces existem> 0 tal queT∗(B∗
Y) ⊃ mBX∗ .

Seax∈X fijo. Existex∗∈SX∗ tal quex∗(x) = ‖x‖, y comomx∗∈T∗(B∗
Y), existey∗∈BY∗ tal que

mx∗ = T∗y∗. Por tanto

m‖x‖= mx∗(x) = (T∗y∗)(x) = y∗(Tx) = |y∗(Tx)|6 ‖y∗‖‖Tx‖6 ‖Tx‖

Lo que prueba queT está acotada inferiormente y por tanto es un isomorfismo topológico de
X sobreT(X), por lo queT(X) es completo y, por tanto, cerrado enY. Pero comoT(X)⊥ =
kerT∗ = {0}, tenemos queT(X) es denso enY. LuegoT(X) =Y.

(b)Si T∗ es un isomorfismo isométrico, entonces, por la proposición anterior,T es inyectivo
y T(X) es denso enY. ComoT∗(BY∗) = BX∗ tenemos

‖x‖=sup{|x∗(x)| : ‖x∗‖61}=sup{|(T∗y∗)(x)| : ‖y∗‖61}=sup{|y∗(Tx)| : ‖y∗‖61}=‖Tx‖
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LuegoT es un isomorfismo isométrico deX sobreT(X), lo que implica, por serX completo,
queT(X) es cerrado y, por tanto,T(X) =Y. 2

Bibliografía. La misma del capítulo anterior.

8.3. Ejercicios

207. Prueba que siX es un espacio normado reflexivo yx∗∈X∗, entonces existex∈SX tal que
x∗(x) = ‖x∗‖.

Utiliza este resultado para probar que los espaciosc0, c, ℓ1, ℓ∞, C[0,1] no son reflexivos.

208. SeanN y M subespacios cerrados de un espacio normadoX. Supongamos que existe
α > 0 tal que dist(x,N) 6 α‖x‖ para todox∈M. Prueba que dist(x∗,M⊥)6 α‖x∗‖ para
todox j∈N⊥.

209. SeaX un espacio de Banach. Prueba que siX∗ contiene un subespacio cerrado propio
que separa los puntos deX, entoncesX no es reflexivo.

210. Justifica que el espacioc de las sucesiones convergentes no es reflexivo.

211. SiY es un subespacio de un espacio normadoX y X∗ es separable, prueba queY∗ también
es separable. Deduce queℓ1 no es topológicamente isomorfo a un subespacio dec0.

212. SeanX, Y espacios de Banach yT ∈ L(X,Y) tal que T(X) es cerrado. Prueba que
T∗(Y∗) = (kerT)⊥. Prueba directamente queT∗(Y∗) es cerrado enX∗.

Sugerencia. Considera la factorizaciónX
π→ X/ker(T)

T̂→ T(X)
ĵ→Y, T = j ◦ T̂ ◦π. Por

lo queT∗ = π∗ ◦ T̂∗ ◦ j∗. CalculaT∗(Y∗).



Capítulo 9

Principio de acotación uniforme y teorema de la
aplicación abierta

Este capítulo está dedicado al Teorema de Banach-Steinhausy a los teoremas equivalentes
de la Aplicación Abierta y de la Gráfica Cerrada, los cuales, junto con el teorema de Hahn-
Banach, se consideran los tres principios fundamentales del Análisis Funcional.

9.1. El Lema de Categoría de Baire

En Matemáticas hay diversas formas de precisar la idea de queun conjunto es “peque-
ño”. Por ejemplo, los conjuntos numerables son los más pequeños entre los conjuntos infinitos.
También podemos considerar “pequeños” los conjuntos de medida cero, aunque un conjunto de
medida cero puede no ser numerable como, por ejemplo, el conocido conjunto ternario de Can-
tor. La idea de ser “pequeño” puede tener distintos significados, pero siempre que se dispone
de un concepto adecuado de “pequeñez” se dispone de una técnica que puede esquematizarse
como sigue: si un conjuntoX es “grande” y queremos probar que un subconjunto suyoB⊂ X
es grande o, simplemente, no es vacío, podemos hacerlo probando que su complementoX\B es
“pequeño”. Aclaremos esto con un ejemplo bien conocido. Losnúmeros reales que son raíces
de ecuaciones polinómicas con coeficientes enteros se llaman números algebraicos. Los núme-
ros no algebraicos se llaman trascendentes. Es muy difícil probar que un número real cualquiera
es trascendente. Hermite demostró en 1873 que el número e es trascendente, en 1882 Ferdinand
von Lindemann demostró la trascendencia deπ, demostraciones que, pese al tiempo transcu-
rrido, no se han simplificado mucho y siguen siendo complejas. Si nuestro interés no está en
probar que un número concreto es trascendente, sino en probar que hay números trascendentes
en un intervalo[a,b] con a < b, podemos razonar como sigue: los números algebraicos son
un conjunto numerable, es decir “pequeño”, (eso es muy fácilde probar), como el intervalo
[a,b] no es numerable, es decir, es “grande”, concluimos que en[a,b] tiene que haber números
trascendentes, de hecho, probamos así que los números trascendentes que hay en[a,b] son un
conjunto infinito no numerable ¡y sin dar ni un sólo ejemplo!.De forma análoga, podemos pro-
bar que un conjunto es “grande” probando que su complemento es de medida cero. Para que
una idea de “pequeñez” sea útil debe ocurrir que la unión de “muchos” objetos pequeños siga
siendo pequeña. Así, los conjuntos de medida cero y los conjuntos numerables son estables por
uniones numerables. Vamos a estudiar ahora un concepto de conjunto “pequeño” independien-
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te de los antes considerados, pero que, al igual que ellos, puede usarse para probar la existencia
y, de hecho, la abundancia de muchos objetos matemáticos.

SeaE un espacio topológico yA⊂E. Se dice queAes deprimera categoríaenE cuandoA
está contenido en una unión numerable de subconjuntos cerrados deE que tienen todos interior
vacío. En otro caso se dice queA es desegunda categoríaenE.

Observemos que todo subconjunto de un conjunto de primera categoría enE es de primera
categoría enE , así como que una unión numerable de conjuntos de primera categoría enE es
de primera categoría enE.

Hay que tener siempre presente que las nociones de categoríason relativas, dependen del
espacio ambienteE. Por ejemplo,R visto como subconjunto deR2 es cerrado con interior
vacío, luego es de primera categoría enR2, pero veremos enseguida queR es de segunda
categoría en sí mismo. En general, siF es un espacio topológico yE es un subconjunto deF en
el que consideramos la topología inducida, puede haber subconjuntos deE que “vistos desde
E” sean “grandes”, pero que “vistos desdeF” sean “pequeños”, como pone de manifiesto el
ejemplo anterior. Sin embargo, es fácil ver que todo conjunto de primera categoría (“pequeño”)
enE sigue siendo de primera categoría (“pequeño”) enF.

9.1 Proposición. Sea F un espacio topológico y E⊂ F un subespacio topológico. Entonces
todo conjunto de primera categoría en E también es de primeracategoría en F.

Demostración. Basta probar que un conjunto cerrado enE con interior enE vacío está conte-
nido en un conjunto cerrado enF con interior vacío. SeaA ⊂ E un conjunto cerrado relativo
deE con interior relativo vacío. SeaA la adherencia deA enF, y seaU un abierto enF tal que
U ⊂ A. Probaremos queU = Ø. Por serA cerrado enE se tiene queA∩E = A. El conjunto
U ∩E es abierto enE y U ∩E ⊂A∩E=A, luego comoA tiene interior relativo aE vacío, ha de
serU ∩E = Ø, pero entoncesA⊂ E ⊂ F \U , comoF \U es cerrado enF, debe serA⊂ F \U .
Luego resulta queU ⊂ A⊂ F \U lo que implica queU = Ø. 2

En lo que sigue conviene tener en cuenta que un subconjuntoA de un espacio topológicoE
tiene interior vacío, int(A) = Ø, si, y sólo si, su complemento es denso,(E \A) = E.

9.2 Proposición. Sea X un espacio topológico. Las siguientes afirmaciones sonequivalentes:

(a) Todo conjunto de primera categoría en X tiene interior vacío.

(b) Si{Fn} es una sucesión de conjuntos cerrados en X cuya unión
∞⋃

n=1

Fn tiene interior no

vacío, entonces alguno de los Fn tiene interior no vacío.

(c) Si{Gn} es una sucesión de abiertos densos en X entonces
∞⋂

n=1

Gn es denso en X.

Demostración. Es evidente que(a)⇐⇒ (b). Parar probar(c) basta observar que paraA⊂ X

A∩
(

∞⋂

n=1

Gn

)
= Ø⇐⇒ A⊂

∞⋃

n=1

(X \Gn)

y tener en cuenta queGn abierto denso equivale a queX \Gn cerrado con interior vacío. 2
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9.3. Lema de Categoría de Baire.Si E es un espacio métrico completo, entonces todo sub-
conjunto abierto no vacío de E es de segunda categoría en E. Enparticular, E es de segunda
categoría en sí mismo.

Demostración. Se trata de probar que los conjuntos de primera categoría enE tienen interior
vacío o, lo que es igual, que toda intersección numerable de abiertos densos es densa. Sea{Gn}

una sucesión de abiertos densos enE y pongamosG=
∞⋂

n=1

Gn. SeaA⊂ E abierto. Se trata de

probar queA∩G 6= Ø. ComoG1 es denso, tenemos queA∩G1 6= Ø. SeaB1 una bola cerrada
de radio positivo, 0< r1 < 1, tal queB1 ⊂ A∩G1. El conjunto int(B1) tendrá intersección no
vacía conG2, luego habrá una bola cerradaB2 con radio 0< r2 <

1
2 tal queB2 ⊂ int(B1)∩G2 ⊂

B1∩G2. Demostramos así, con una inducción fácil de formalizar, laexistencia de una sucesión
de bolas cerradas de radio positivo{Bn} tales que para todon∈N:

Bn+1 ⊂ Bn∩Gn+1, diam(Bn)6
2
n

y B1 ⊂ A∩G1

El criterio de complitud de Cantor, teorema1.5, implica que Ø6=
∞⋂

n=1

Bn ⊂ A∩G, por tanto

A∩G 6= Ø. 2

9.4 Corolario. En un espacio métrico completo el complemento de un conjuntode prime-
ra categoría es de segunda categoría y denso en el espacio. Enparticular, toda intersección
numerable de abiertos densos es de segunda categoría y densa.

Como consecuencia del lema de categoría de Baire,R es de segunda categoría en sí mis-
mo y como claramenteQ es de primera categoría enR, deducimos queR \Q es de segunda
categoría enR y, por tanto,R\Q no es numerable.

Conviene notar que un conjunto puede ser “pequeño” en un sentido pero no serlo en otro.
Por ejemplo,Q es “pequeño” porque es numerable, pero topológicamente es “grande” enR,
porque es denso enR. También es “pequeño”Q porque tiene medida cero, ello significa que
para cadan∈N hay un abiertoGn ⊃Q cuya medida es menor que1

n. El conjuntoA=
⋂∞

n=1Gn

es una intersección de abiertos densos enR, por lo queB= R \A es un conjunto de primera
categoría enR. Tenemos así queR= A∪B, unión disjunta, conA de segunda categoría, denso
y de medida cero, yB de primera categoría y de medida infinita.

La siguiente es una llamativa consecuencia del lema de categoría de Baire para espacios de
Banach.

9.5 Corolario. La dimensión de un espacio de Banach es finita o no numerable.

Demostración. Basta probar que un espacio normado de dimensión infinita numerable es de
primera categoría en sí mismo. Sea, puesX un espacio normado y{un : n∈N} una base del
mismo. Para todon∈N el subespacioMn = Lin({uk : 16 k6 n}) tiene dimensión finitan, por

lo que es cerrado, y comoMn 6= X, Mn tiene interior vacío. Puesto que claramenteX =
∞⋃

n=1

Mn
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se tiene queX es de primera categoría en sí mismo. 2

El lema de categoría de Baire tiene consecuencias muy sorprendentes. Indiquemos algunas
de ellas sin entrar en la demostración.

9.6 Teorema.El conjunto de las funciones continuas en[a,b] que tienen derivada lateral finita
en algún punto de[a,b] es un conjunto de primera categoría en C[a,b], por tanto el conjunto de
las funciones continuas en[a,b] que no son derivables en ningún punto de[a,b] es de segunda
categoría en C[a,b].

9.7 Teorema.Sea{ fn} una sucesión de funciones continuas de un espacio métrico X enR que
converge puntualmente en X y sea f(x) = ĺım{ fn(x)}. Entonces el conjunto de puntos en los
que f no es continua es de primera categoría en X.

9.2. Teorema de Banach-Steinhaus

Si X eY son espacios normados, se dice que un conjunto de operadoresA ⊂ L(X,Y) está
puntualmente acotadosi el conjunto{Tx : T∈A} está acotado enY para cadax∈X. Y se
dice queA estáuniformemente acotadocuando está acotado en la norma deL(X,Y), es decir,
existeM > 0 tal que‖T‖6 M para todoT∈A. Es claro que la acotación uniforme implica la
acotación puntual, pues si‖T‖6 M para todoT∈A y x∈X, entonces‖Tx‖6 M‖x‖ para todo
T ∈A, por lo que el conjunto{Tx : T∈A} está acotado enY. La afirmación recíproca no es
cierta en general. Considera para cadan∈N el funcional fn : c00 →K definido por

fn(x) = nx(n) (x∈c00)

Es claro que para cadax∈c00 fijo, el conjunto{ fn(x) : n∈N} está acotado pues es finito. Pero
‖ fn‖= n, luego{ fn : n∈N} ⊂ L(c00,K) no está acotado. Vamos a ver que esto no puede pasar
cuando el espacio de partida,X, es un espacio de Banach.

9.8. Teorema de Banach–Steinhaus.Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y
A⊂ L(X,Y). Sea

B= {x∈X : sup{‖Tx‖ : T∈A}< ∞}
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) B es de segunda categoría en X.

ii) B = X, es decirA está puntualmente acotado.

iii) A está uniformemente acotado, es decir, existe M> 0 tal que‖T‖6 M para todo T∈A.

Demostración. Es evidente queiii ) ⇒ ii) y, por el lema de Baire,ii) ⇒ i). Probaremos que
i)⇒ iii ). Para cadan∈N definamos

Fn = {x∈X : ‖Tx‖6 n ∀T∈A}=
⋂

T∈A
{x∈X : ‖Tx‖6 n}
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La continuidad de la norma y de los operadores deA implican queFn es cerrado. Entonces{Fn}

es una sucesión de conjuntos cerrados yB =
∞⋃

n=1

Fn, por lo que debe existirm∈N tal queFm

tiene interior no vacío. Sea, por tanto,w+ rBX ⊂ Fm, conr > 0. Parau∈BX podemos escribir
u= 1

r (w+ ru−w), con lo que para todoT∈A tenemos que

‖Tu‖ =
∥∥∥∥T

(
1
r
(w+ ru−w)

)∥∥∥∥6
1
r

(
‖T(w+ ru)‖+‖Tw‖

)
6

2m
r

y deducimos que‖T‖6 2m
r para todoT∈A lo que prueba queA está uniformemente acotada.2

La implicaciónii)⇒ iii ), que permite pasar de la acotación puntual a la uniforme, es la que
más se utiliza, pero también tiene interés lai)⇒ iii ) porque permite deducir que si una familia
de operadores definidos en un espacio de Banach no está uniformemente acotada, entonces
el conjunto de puntos donde está puntualmente acotada es de primera categoría, y por tanto
dicha familia de operadores no está acotada puntualmente enun conjunto de segunda categoría
denso en el espacio. El teorema de Banach-Steinhaus se llamatambiénprincipio de acotación
uniforme.

Una primera consecuencia directa de este principio la obtenemos considerando un espacio
de BanachX y un subconjuntoA⊂ X∗.

9.9 Corolario. Sea X un espacio de Banach, un conjunto A⊂ X∗ está acotado si, y sólo si,
está puntualmente acotado.

El ejemplo anterior al teorema, nos dice que el corolario anterior no es cierto en general
cuando no hay complitud. En el siguiente resultado podemos evitar la hipótesis de complitud
pasando al bidual.

9.10 Corolario. Sea X un espacio normado. Un conjunto B⊂X está acotado si, y sólo si, para
todo x∗∈X∗ el conjunto{x∗(x) : x∈B} está acotado.

Demostración. Consideremos la familiaJ(B) = {J(x) : x∈B} ⊂ X∗∗ dondeJ es la inyección
canónica deX en X∗∗. La acotación puntual de dicha familia significa que para cada x∗ ∈
X∗ el conjunto{[J(x)](x∗) = x∗(x) : x∈B} está acotado, en cuyo caso, el teorema de Banach-
Steinhaus nos dice queJ(B) está acotado enX∗∗, pero, comoJ es isométrica, esto equivale a
queB está acotado enX. 2

Una de las principales consecuencias del teorema es la siguiente.

9.11. Teorema de cierre de Steinhaus.Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y
{Tn} una sucesión de operadores lineales y continuos de X en Y que converge puntualmente en
X, es decir, tal que la sucesión{Tn(x)} converge en Y para cada x∈X. Entonces, definiendo

T(x) = ĺım
n→∞

{Tn(x)} (x∈X),

se obtiene un operador lineal y continuo T∈L(X,Y).
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Demostración. La linealidad deT es clara, por otra parte, como toda sucesión convergente
está acotada, la familia{Tn : n∈N} está puntualmente acotada. Por tanto, está uniformemente
acotada, es decir, existeM > 0 tal que‖Tn‖6 M para todon∈N, y deducimos que

‖Tx‖= ĺım‖Tnx‖6 M‖x‖ ∀x∈X

lo que prueba queT es continua. 2

Respecto a este último resultado, hay que advertir que aunque T ∈ L(X,Y), y para todo
x∈X se tieneTx= ĺım{Tn(x)}, eso no significa que{Tn} converja aT en el espacioL(X,Y).
Para cadan∈N definamosfn : c0 → K por fn(x) = x(n) para todox∈ c0. Es evidente que
{ fn(x)} → 0, por tanto la sucesión de funcionales{ fn} converge puntualmente al funcional
nulo, pero‖ fn‖= 1 para todon∈N. Luego{ fn} no converge a cero enc∗0.

9.2.1. Algunas aplicaciones del teorema de Banach-Steinhaus

Convergencia puntual de series de Fourier

Recordemos que los coeficientes de Fourier de una funciónf ∈L1[−π,π] se definen por

f̂ (n) =
1
2π

πw
−π

f (t)e−int dt (n∈Z)

La sucesión dada por

Sn( f ; t) =
n

∑
k=−n

f̂ (n)eint (n∈N)

se representa simbólicamente por∑
n∈Z

f̂ (k)eikt y se llama serie de Fourier def . Sabemos, co-

mo consecuencia de la complitud del sistema trigonométrico, que si f ∈L2[−π,π], la serie de
Fourier de f converge en el espacio de HilbertL2[−π,π] y su suma esf . La pregunta que
nos hacemos ahora es muy diferente, queremos saber si la serie de Fourier de una funciónf
continua en[−π,π] converge puntualmente af . La respuesta es negativa, el matemático alemán
Du Bois-Reymond construyó en 1876 una función continua cuyaserie de Fourier no conver-
ge puntualmente. Dicha construcción es bastante complicada. Usando el teorema de Banach-
Steinhaus puede probarse con facilidad que tales ejemplos son muy abundantes, aunque sin dar
ninguno de forma explícita.

9.12 Proposición. Las funciones continuas f∈C[−π,π] cuya serie de Fourier tiene sumas

parciales acotadas en cero, esto es, tales que la sucesión
{

∑n
k=−n f̂ (k)

}
está acotada, forman

un conjunto de primera categoría en el espacio de Banach C[−π,π].

Demostración. Para cadan∈N definimosϕn : C[−π,π]→K por

ϕn( f ) =
n

∑
k=−n

f̂ (k) ∀ f ∈C[−π,π]
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Observa queϕn( f ) = Sn( f ;0) es lan-ésima suma parcial de la serie de Fourier def en 0.
Claramenteϕn es lineal y como para todon∈Z es| f̂ (n)|6 ‖ f‖∞, tenemos queϕn es continuo
y ‖ϕn‖6 2n+1. Queremos probar que‖ϕn‖→+∞. Tenemos que

ϕn( f ) =
n

∑
k=−n

f̂ (k) =
1
2π

πw
−π

f (t)

(
n

∑
k=−n

e−ikt

)
dt =

1
2π

πw
−π

f (t)Dn(t)dt

donde parat ∈ [−π,π], t 6= 0 es

Dn(t) =
n

∑
k=−n

e−ikt =
ei(n+1)t −e−int

eit −1
=

sen((2n+1)t/2)
sen(t/2)

y Dn(0) = 2n+1. Puesto que

ϕn( f ) =
1
2π

πw
−π

f (t)Dn(t)dt

Por lo visto en el ejercicio79 , tenemos que‖ϕn‖=
1
2π
r π
−π|Dn(t)|dt .

πw
−π

|Dn(t)|dt =
πw

−π

|sen((2n+1)t/2)|
|sen(t/2)| dt = 4

π
2w

0

|sen((2n+1)t)|
|sent| dt >

> 4

π
2w

0

|sen((2n+1)t)|
t

dt >
8
π

2n

∑
k=0

1
k+1

Concluimos que, efectivamente,‖ϕn‖ → +∞. El teorema de Banach-Steinhaus implica que
el conjunto de las funcionesf ∈C[−π,π] cuyas sumas de Fourier en 0 están acotadas es un
conjunto de primera categoría enC[−π,π]. 2

Aplicaciones en teoría de sumabilidad

9.13 Proposición. Sea y∈KN una sucesión de escalares. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. y∈ℓ1.

2. Parar todo x∈ℓ∞ la serie∑n>1 x(n)y(n) es absolutamente convergente.

3. Para todo x∈c0, la serie∑n>1 x(n)y(n) es absolutamente convergente.

4. Para todo x∈c0, la serie∑n>1 x(n)y(n) es convergente.

5. Para todo x∈c0, la serie∑n>1 x(n)y(n) tienen sumas parciales acotadas
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Demostración. Es evidente que 1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 4)⇒ 5). Probaremos que 5)⇒ 1). Definimos
fn : c0 →K por

fn(x) =
n

∑
k=1

x(k)y(k) (x∈c0)

Recordando la descripción del dual dec0, tenemos quefn∈c∗0 y ‖ fn‖=
n

∑
k=1

|y(k)|. La hipótesis

5) afirma que para todox∈ c0 la sucesión{ fn(x)} está acotada, es decir, que la familia de
funcionales{ fn : n∈N} ⊂ c∗0 está puntualmente acotada, por lo que, como consecuencia del
principio de acotación uniforme, dicha familia está acotada en norma, es decir, existeM > 0 tal
que‖ fn‖6 M, es decir, la serie∑

n>1

y(n) converge absolutamente, o sea,y∈ℓ1. 2
El mismo resultado es válido si cambiamos en la proposición anteriorc0 por ℓp y ℓ1 por ℓq

con 1
p +

1
q = 1.

Consideremos una matriz infinita de escalaresA=
(
anm
)
(n,m)∈N×N. Dada una sucesiónx∈

KN, podemos hacer formalmente el producto de la matrizA por el vector columnax, lo que nos
da la sucesiónAxdefinida por

[Ax](n) =
∞

∑
m=1

anmx(m) (n∈N)

siempre que estas series sean convergentes. Esto lleva a definir el dominio de la matrizA como
el subespacio vectorial deKN:

D(A) =

{
x∈KN : ∑

m>1

anmx(m) converge para todon∈N

}

Claramentec00 ⊂ D(A). CuandoD(A) contiene a las sucesiones convergentes,c, y además,
para todox∈c la sucesiónA(x) es convergente y tiene el mismo límite quex

ĺım
n→∞

[Ax](n) = ĺım
n→∞

x(n) ∀x∈c

se dice queA esregular.

El interés que tienen las matrices regulares es que proporcionan“métodos de sumabilidad”
ya que, además, de conservar las sucesiones convergentes y sus límites, también pueden trans-
formar sucesiones que no son convergentes en otras que sí lo son, permitiendo de esta forma
definir un concepto de convergencia para estas sucesiones, yel nuevo concepto es compatible
con el habitual. Un ejemplo sencillo es el de las medias aritméticas, si una sucesión converge
también converge la sucesión de sus medias aritméticas con el mismo límite, pero el recíproco
no es cierto. Por tanto, nada se pierde por asignarle a una sucesión el límite de la sucesión de
sus medias aritméticas, y puede ganarse mucho. Por ejemplo,un resultado fundamental en la
teoría de series de Fourier, el Teorema de Fejér, afirma que lasucesión de las medias aritméti-
cas de la serie de Fourier de una función continua y 2π-periódica converge uniformemente en
R a la función. Observa que la matriz triangularA=

(
anm
)

cuyos elementos sonanm= 1
n para

16 m6 n, y anm= 0 en otro caso, transforma una sucesión en la sucesión de sus medias arit-
méticas. Pues bien, el teorema de Banach-Steinhaus permitecaracterizar de forma satisfactoria
las matrices regulares.
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9.14. Condiciones de Silverman-Toeplitz.Una matriz infinita de escalares, A=
(
anm
)
(n,m)∈N×N,

es regular si, y sólo si, verifica las siguientes condiciones:

i) sup

{
∞

∑
m=1

|anm| : n∈N

}
< ∞.

ii) Para cada m∈N existe el límiteĺım
n→∞

anm= 0.

iii) Existe el límite ĺım
n→∞

∞

∑
m=1

anm= 1.

Demostración. Observa que la condicióni) significa que las filas de la matrizA son un conjunto
acotado enℓ1, la condición 2) significa que las columnas deA están enc0, la condicióniii )
significa que la sucesión cuyon-ésimo término es la suma de la filan converge a 1.

Representaremos poru la sucesión constante igual a 1 y, como siempre, notaremos por en

los vectores unidad. Las condicionesii y iii ) son necesarias porque para todon∈N tenemos
que

[Aem](n) =
∞

∑
k=1

ankem(k) = anm [Au](n) =
∞

∑
m=1

anmu(m) =
∞

∑
m=1

anm (9.1)

Si A es regular debe cumplir queAem∈c0, que es la condiciónii), y también debe verificarse
que ĺım

n→∞
[Au](n) = 1, que es la condicióniii) .

Ahora, si representamos poryn la n-ésima fila deA, debe cumplirse que para todox∈c0 la

serie
∞

∑
m=1

anmx(m) =
∞

∑
m=1

yn(m)x(m) es convergente, luego, por la proposición anterior, deduci-

mos queyn∈ℓ1. Pero además, definiendo

ϕn(x) =
∞

∑
m=1

yn(m)x(m) =
∞

∑
m=1

anmx(m) = [Ax](n) (∀x∈c0, ∀n∈N)

tenemos queϕn∈c∗0 y ‖ϕn‖ =
∞

∑
m=1

|anm|. La regularidad deA implica que la sucesión{ϕn(x)}

converge a cero y, en particular, está acotada, es decir, la sucesión de funcionales{ϕn : n∈N}⊂
c∗0 está puntualmente acotada. El teorema de Banach-Steinhausnos dice que dicha sucesión
está acotada en norma, y esto es justamente la condicióni). Las condiciones son por tanto
necesarias. Veamos que también son suficientes.

NotemosM > 0, el supremo que aparece eni). Para cualquierx∈c y n∈N, se tiene que

∞

∑
m=1

|anmx(m)|6 ‖x‖∞

∞

∑
m=1

|anm|6 M‖x‖∞

Por tanto, la serie
∞

∑
m=1

anmx(m) es convergente para todon∈N cualquiera seax∈c, luegoc⊂

D(A). Además, la desigualdad anterior implica que

|[Ax](n)|6 M‖x‖∞ ∀n∈N, ∀x∈c
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LuegoAx∈ℓ∞ y ‖Ax‖∞ 6M‖x‖∞. Tenemos así definido un operador lineal continuoA : c→ ℓ∞,
y debemos probar queA(c)⊂ c. La condiciónii) nos dice que para todom∈N Aem∈c0, luego,
A(c00)⊂ c0 y, comoc00 es densa enc0 y c0 es cerrado enℓ∞, deducimos que

A(c0) = A
(
c00
)
⊂ A(c00)⊂ c0 = c0

Toda sucesión convergente,x∈c, podemos escribirla en la formax= λu+ydondeλ= ĺım
n→∞

x(n),

u es la sucesión constante 1, ey∈c0. Deducimos queAx= λAu+Ay∈c y

ĺım
n→∞

[Ax](n) = λ ĺım
n→∞

[Au](n)+ ĺım
n→∞

[Ay](n) = λ = ĺım
n→∞

x(n)

luegoA es una matriz regular.

Observa que si en la condicióniii ) se supone que ĺım
n→∞

∞

∑
m=1

anm=α, es decir, ĺım
n→∞

[Au](n) =α,

entonces resulta que ĺım
n→∞

[Ax](n) = α ĺım
n→∞

x(n). 2

Veamos dos consecuencias que muestran la utilidad de este teorema.

9.15. Criterio de Stolz.Sea{bn} una sucesión de números positivos estrictamente crecientey
divergente y{an} una sucesión de escalares. Supongamos que

ĺım
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
= L.

Entonces se verifica queĺım
n→∞

an

bn
= L.

Demostración. Consideremos la matriz triangularA =
(
anm
)
, dada poranm =

bm+1−bm

bn+1
si

16 m6 n, y anm= 0 param> n.



b2−b1

b2
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b2−b1

b3

b3−b2

b3
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . .
b2−b1

bn+1

b3−b2

bn+1
. . .

bn+1−bn

bn+1
0 . . .

...
... . . .

...
. .. . . .




Comprobemos que es regular. La suma de los elementos de la filan-ésima, que son positivos,

es
bn+1−b1

bn+1
por lo que se cumplen las condicionesi) y iii ). Además, todas las columnas

convergen a cero, lo que nos daii).

Consideremos ahora la sucesiónx∈KN dada por

x(n) =
an+1−an

bn+1−bn
∀n∈N
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que, por hipótesis, converge aL y, por tanto, también converge aL la sucesiónAx, y tenemos
que

[Ax](n) =
∞

∑
m=1

anmx(m) =
1

bn+1
(an+1−a1) =

an+1

bn+1
− a1

bn+1

por lo que
{

an+1
bn+1

}
→ L. 2

El siguiente es un resultado especialmente útil para seriesde potencias.

9.16. Teorema de Mertens.Sea∑n>0an una serie absolutamente convergente y∑n>0 bn una
serie convergente. Entonces se verifica que la serie∑n>0cn donde

cn =
n

∑
k=0

an−kbk (n∈N∪{0}).

(producto de Cauchy de dichas series) es convergente y

∞

∑
n=0

cn =

(
∞

∑
n=0

an

)(
∞

∑
n=0

bn

)

Demostración. Consideremos la matriz triangularA =
(
anm
)
, dada para todon = 0,1,2, . . .

por anm= an−m para 06 m6 n, anm= 0 param> n.



a0 0 . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a0 0 . . . . . . . . . . .
...

...
.. . . . . . . . . . . .

an an−1 . . . a0 0 . . .
...

... . . .
...

.. . . . .




Es evidente que se cumplen las condicionesi) y ii), y la condicióniii ) se cumple conα =

ĺım
n→∞

n

∑
m=0

am =
∞

∑
n=0

an, por lo que para toda sucesión convergentex∈c se tiene que ĺım
n→∞

[Ax](n) =

α ĺım
n→∞

x(n). Considerando la sucesión convergente dada por

x(n) =
n

∑
k=0

bk (n= 0,1,2, . . . )

se tiene que[Ax](n) =
n

∑
k=0

ck, y por tanto, dicha sucesión es convergente y

ĺım
n→∞

[Ax](n) =
∞

∑
n=0

cn = α ĺım
n→∞

x(n) =

(
∞

∑
n=0

an

)(
∞

∑
n=0

bn

)

2
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9.3. Teorema de la aplicación abierta

Los homomorfismos de espacios vectoriales son las aplicaciones lineales. Como es sabido,
si X eY son espacios vectoriales, toda aplicación linealT : X →Y factorizaT = J◦ T̃ ◦π según
el diagrama adjunto

X Y

X/kerT T(X)

T

π

T̃

J

DondeJ es lainclusión naturaldeT(X) enY, que es un monomorfismo,π es elepimorfismo
cociente, y T̃ es elisomorfismo cociente. Si ahora suponemos queX eY son espacios normados
y T∈L(X,Y), hemos visto en las proposiciones4.5y 4.6que

El epimorfismo cocienteπ es una aplicación continua y abierta.

El isomorfismo cocientẽT es continuo.

T̃ es un isomorfismo topológico deX/kerT sobreT(X) si, y sólo si,T̃ ◦π es una aplica-
ción abierta deX sobreT(X).

Observa quẽT ◦ π no es otra cosa que la mismaT vista como aplicación deX sobreT(X).
Diremos que una aplicación lineal continua,T∈L(X,Y), es unhomomorfismo topológicosi
T es una aplicación abierta deX sobreT(X), es decir, la imagenT(V) de todo abiertoV ⊂ X
es un abierto enT(X). Por tanto,T es un homomorfismo topológico si, y sólo si, el isomorfis-
mo cociente es un isomorfismo topológico. Por supuesto,T(X) se considera como subespacio
normado deY, y su topología es la topología relativa con respecto aY. Si, además,T es so-
breyectiva (resp. inyectiva, biyectiva), se dice que es unepimorfismo (resp. monomorfismo,
isomorfismo) topológico. Observa que cuandoT es biyectiva recuperamos el concepto de iso-
morfismo topológico ya conocido.

Nuestro propósito es estudiar condiciones para que una aplicación lineal entre espacios
normados sea un homomorfismo topológico. En particular, condiciones que garanticen que una
biyección lineal continua entre espacios normados sea un isomorfismo topológico, es decir,
que su inversa sea continua. Es fácil dar ejemplos de que eso no está asegurado en general. Por
ejemplo, siX es el espacio de Banach de las funciones continuas en[0,1] que se anulan en 0,
con la norma uniforme, eY es el espacio de las funciones con primera derivada continuaen
[0,1] que se anulan en cero, también con la norma uniforme, el operador T : X →Y dado por

[Tx](t) =
tw

0

x(s)ds ∀t ∈ [0,1], ∀x∈X

es una biyección lineal continua, pero su inversoT−1 : Y → X, T−1(x) = x′, no es continuo.
Observa que en este ejemplo el espacioY no es completo. De hecho, la complitud juega un
papel esencial en los resultados que siguen. Y en su demostración volveremos a usar el lema
de categoría de Baire.

Conviene tener presentes en lo que sigue las siguientes observaciones.
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Toda aplicación lineal y abierta entre espacios normados essobreyectiva.Esto es con-
secuencia de que un subespacio con interior no vacío de un espacio normado es el total.

Una aplicación lineal T: X →Y, donde X e Y son espacios normados, es abierta si, y
sólo si, la imagen por T de la bola abierta unidad de X es un entorno de cero en Y .

La condición es evidentemente necesaria para queT sea abierta. Recíprocamente, su-
pongamos queT(B(0,1)) ⊃ B(0,s) dondeB(0,s) ⊂ Y es una bola abierta. Entonces,
si B(a, r) ⊂ X es una bola abierta enX tenemos queB(a, r) = a+ rB(0,1), por lo que
T(B(a, r) =Ta+ rT(B(0,1))⊃Ta+ rB(0,s) =B(Ta, rs), y deducimos queT transforma
entornos de cualquier punto en entornos del punto imagen, por lo que es una aplicación
abierta.

En lo que sigue notaremosB= {x∈X : ‖x‖ < 1} la bola unidad abierta enX.

9.17 Lema. Sean X e Y espacios normados y T: X →Y una aplicación lineal. Si T(X) es de
segunda categoría en Y, entoncesT(B) es entorno de cero en Y.

Demostración. Puesto queX =
∞⋃

n=1

B(0,n) =
∞⋃

n=1

nB, tenemos claramente que

T(X) =
∞⋃

n=1

nT(B)⊂
∞⋃

n=1

nT(B)

ComoT(X) es de segunda categoría, deducimos queT(B) tiene interior no vacío, es decir, hay
una bola abiertaB(a, r) ⊂ T(B), pero entonces, comoT(B) es convexo y simétrico respecto al
origen, se tiene que

1
2
(−a)+

1
2

B(a, r) = B(0,
r
2
)⊂ T(B)

lo que prueba queT(B) es un entorno de cero. 2

Lo que queremos probar es queT(B) es un entorno de cero, y parece que con el resulta-
do anterior ya casi lo tenemos, pues es una impresión falsa. De hecho, una aplicación lineal,
T : X →Y, tal queT(B) sea un entorno de cero enY está lejos de ser abierta. Por ejemplo, siX
es un subespacio denso enY, la inyección deX enY verifica dicha propiedad pero no es abierta.
Ahora bien, siV = T(B) es un entorno de cero enY esto significa que dadoy∈V y ε > 0, se
verifica que hay algúnx∈B tal que‖y−Tx‖< ε, es decir, que la ecuacióny= Tx, cony∈V y
x∈B, tiene “soluciones aproximadas”. Observa que lo que necesitamos es un entorno de cero
enY, W, no tiene por qué ser el mismoV, tal que la ecuacióny= Tx cony∈W tenga alguna
“solución exacta”x∈B. Lo que haremos para ello será usar las soluciones aproximadas de for-
ma recurrente para obtener una sucesión de las mismas que convergerá a la solución exacta, y
para ello necesitaremos la complitud del espacio de partiday la continuidad de la aplicación.

9.18 Lema. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T∈L(X,Y). Si T(B) es
entorno de cero en Y , entonces T es abierta.
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Demostración. Por hipótesis, existeδ > 0 tal queB(0,δ)⊂ T(B). Por tanto, para todon∈N se
tiene que

B
(
0,

δ
2n

)
⊂ T

(
1
2n B
)

Esto significa que para todoy∈B
(
0, δ

2n

)
, y para todoε > 0, existex∈ 1

2n B tal que‖y−Tx‖< ε,
es decir

∀y∈Y con ‖y‖< δ
2n

, y ∀ε > 0 existe x∈X con ‖x‖ < 1
2n

y ‖y−Tx‖ < ε

Observa que partimos de un vector dey∈Y y llegamos a otro vectory−Tx∈Y, queremos que
este vector desempeñe el papel dely original y que la aproximación sea cada vez mejor, para
ello basta con que tomemosε = δ

2n+1 . Por tanto, para todon∈N se verifica lo siguiente

∀y∈Y con ‖y‖ < δ
2n , existe x∈X con ‖x‖< 1

2n y ‖y−Tx‖< δ
2n+1 (9.2)

Consideremos un vectory con ‖y‖ < δ
2 que va a permanecer fijo en lo que sigue. Haciendo

n= 1 en (9.2), obtenemos un vectorx1∈X con‖x1‖ < 1
2 y ‖y−Tx1‖ < δ

22 . Para este vector,

haciendon= 2 en (9.2), obtenemos un vectorx2∈X con‖x2‖ < 1
22 y ‖y−Tx1−Tx2‖ < δ

23 .
Este procedimiento iterativo prueba la existencia de una sucesión{xn} de vectores deX tales
que

‖xn‖<
1
2n y

∥∥∥∥y−
n

∑
k=1

Txk

∥∥∥∥<
δ

2n+1

La última desigualdad nos dice, por definición de suma de una serie y sin usar aún la conti-

nuidad deT, quey =
∞

∑
n=1

Txn. La primera desigualdad implica que la serie∑
n>1

xn es absolu-

tamente convergente por lo que, siendoX un espacio de Banach, es convergente. Pongamos

x =
∞

∑
n=1

xn. Tenemos que‖x‖ 6
∞

∑
n=1

‖xn‖ < 1, luegox∈B y, por la continuidad deT, tenemos

queTx=
∞

∑
n=1

Txn = y, luegoy= Tx. Hemos probado así queB(0, δ
2)⊂ T(B), lo que concluye

la demostración. 2

De los dos lemas anteriores deducimos el siguiente resultado que añade como información
novedosa la complitud deY, la cual es consecuencia de queY = T(X) es topológicamente
isomorfo aX/kerT que es un espacio de Banach.

9.19 Proposición.Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T∈L(X,Y). Si T(X)
es de segunda categoría en Y, entonces T es abierta y por tantosobreyectiva e Y es completo.

La hipótesis de queT(X) es de segunda categoría enY se cumple si suponemos queT es
sobreyectiva eY es completo.

9.20. Teorema de la aplicación abierta.Toda aplicación lineal, continua y sobreyectiva entre
espacios de Banach es una aplicación abierta.

Para el caso particular de queT sea una biyección tenemos el siguiente resultado.
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9.21. Teorema del isomorfismo de Banach.Toda biyección lineal continua entre espacios de
Banach es un isomorfismo topológico.

Este último resultado, aplicado al isomorfismo cociente, tiene como consecuencia el si-
guiente resultado.

9.22. Teorema del homomorfismo de Banach.Sean X e Y espacios de Banach y T∈L(X,Y).
Entonces T es un homomorfismo topológico si, y sólo si, T(X) es cerrado en Y .

Este último resultado, a su vez, implica claramente el teorema de la aplicación abierta.
Se trata, por tanto, de tres resultados equivalentes. Un corolario usado con frecuencia es el
siguiente.

9.23 Corolario. Dos normas completas en un mismo espacio vectorial que son comparables
son equivalentes.

Una aplicación interesante del teorema de la aplicación abierta es la siguiente. Considere-
mos la aplicaciónT : L1[−π,π]→ cZ0 que a cada función integrable asocia sus coeficientes de
Fourier. Más concretamente

[T f ](n) =
1
2π

πw
−π

f (t)e−int dt (n∈Z, f ∈L1[−π,π])

Hemos visto en la proposición5.27queℓZ2 ⊂ T(L1[−π,π])⊂ cZ0 , ademásT es inyectiva. Pero,
¿cuál es la imagen deT? ¿Qué sucesiones convergentes a cero son las sucesiones de coeficien-
tes de Fourier de funciones integrables? Este es uno de los más importantes problemas abiertos
en la teoría de series trigonométricas. La proposición (9.19) permite probar con facilidad que
la imagen deT es de primera categoría encZ0 .

9.24 Corolario. El conjunto de las sucesiones de coeficientes de Fourier de funciones de
L1[−π,π] es un conjunto de primera categoría en cZ

0 .

Demostración. Según la proposición9.19, basta probar que la aplicaciónT : L1[−π,π]→ cZ0
no puede ser un isomorfismo topológico. De hecho, no existe ningún isomorfismo topológico
entrecZ0 y L1[−π,π]. Ello puede justificarse observando quecZ0 es topológicamente isomorfo a
c0, y c0 no puede ser topológicamente isomorfo aL1[−π,π] porque este espacio contiene una
copia isométrica deℓ1, mientras quec0 no puede contener una copia isométrica deℓ1 porque
c∗0 es separable peroℓ∗1 ≡ ℓ∞ no es separable. 2

Una aplicación a ecuaciones diferenciales.Fijadas dos funcionesu1,u2∈C[a,b], para cada
terna(u,α,β)∈C[a,b]×K2 podemos considerar el problema de valores iniciales

x′′+u1x′+u2x= u; x(a) = α, x′(a) = β

Las soluciones de dicho problema pertenecen al espacioX =C2[a,b] de las funciones de clase
C2 en[a,b] que es un espacio de Banach con la norma

‖x‖ = ‖x‖∞ +‖x′‖∞ +‖x′′‖∞ (x∈X)
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La aplicaciónT : X →C[a,b]×K2 dada por

T(x) =
(
x′′+u1x′+u2x,x(a),x′(a)

)
(x∈X)

es claramente lineal y, cuando enC[a,b]×K2 se considera la norma completa‖(u,α,β)‖ =
‖u‖∞ + |α|+ |β|, es continua.

El que nuestro problema de valores iniciales tenga soluciónúnica para cada terna(u,α,β)∈
C[a,b]×K2, equivale a queT sea biyectiva. Supuesto que así es, el Teorema de los Isomorfis-
mos de Banach nos dice que, automáticamente, la soluciónx depende de manera continua de
los valores inicialesα,β∈K y del datou∈C[a,b].

Otra consecuencia interesante del teorema de la aplicaciónabierta o, si se quiere del teore-
ma del isomorfismo de Banach, se refiere a las sumas topológicodirectas.

9.25 Proposición.Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Banach X talesque
X = M⊕N, entonces se verifica que dicha suma es topológico-directa.

Demostración. Es suficiente probar, en virtud de la proposición4.9(ii), que la aplicación
ψ : N → X/M definida porψ(x) = x+M para todox∈N es un isomorfismo topológico, lo
cual es consecuencia de que dicha aplicación es una biyección lineal continua entre espacios
de Banach. 2

9.4. Teorema de la gráfica cerrada

La gráfica de una aplicación,f , de un espacio topológicoX en otroY es el conjunto

G( f ) = {(x, f (x)) : x∈X} ⊂ X×Y

Decimos quef tienegráfica cerrada si G( f ) es cerrado en el espacio topológico producto
X ×Y. Es fácil probar que siY es un espacio de Hausdorff, toda función continuaf : X → Y
tiene gráfica cerrada. Ejemplos sencillos, incluso conX =Y =R muestran que el recíproco no
es cierto. Por tanto, para una aplicación entre espacios topológicos la propiedad de tener gráfica
cerrada es en general más débil que la continuidad. Es por ello que el siguiente resultado es
muy notable.

9.26. Teorema de la gráfica cerrada.Toda aplicación lineal entre espacios de Banach con
gráfica cerrada es continua.

Demostración. Sean(X,‖·‖) e (Y,‖·‖) espacios de Banach yT : X →Y una aplicación lineal
con gráfica cerrada. Definimos una nueva norma enX por |||x||| = ‖x‖+‖T x‖ para todox∈X.
Veamos que dicha norma es completa. Sea{xn} una sucesión de Cauchy en(X, |||·|||), ello
equivale a que{xn} sea de Cauchy en(X,‖·‖) y {Txn} sea de Cauchy en(Y,‖·‖). Como
dichos espacios son completos, existenx∈X, y∈Y, tales que‖xn− x‖ → 0 y ‖Txn− y‖ → 0,
pero entonces{(xn,Txn)}→ (x,y) en el espacio normado productoX×Y y, como la gráfica de
T es cerrada, debe sery= Tx, en cuyo caso la sucesión{xn} converge ax en(X, |||·|||). Hemos
probado así que|||·||| es una norma completa enX, como dicha norma es comparable con la
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inicial deX deben ser, en virtud del corolario9.23, equivalentes, esto es, existeM > 0 tal que
para todox∈X se verifica que|||x||| = ‖x‖+ ‖Tx‖ 6 M‖x‖ (evidentementeM > 1, si T 6= 0),
es decir,‖Tx‖6 (M−1)‖x‖, lo que prueba la continuidad deT. 2

La demostración pone de manifiesto que el teorema de la gráficacerrada es una consecuen-
cia del teorema del isomorfismo de Banach, pero a su vez lo implica, pues siT : X →Y es una
biyección, las gráficas deT y la deT−1 se deducen una de otra por la aplicación(x,y) 7→ (y,x),
que es un homeomorfismo deX ×Y sobreY×X, por tanto si una de ellas es cerrada la otra
también lo es. Por tanto, siX eY son espacios de Banach yT : X →Y es una biyección lineal
continua, la gráfica deT es cerrada, luego la deT−1 también, y el teorema de la gráfica cerrada
implica queT−1 es continua.

El teorema de la gráfica cerrada proporciona una estrategia de extraordinaria utilidad para
probar la continuidad de una aplicación lineal entre espacios de Banach. SeaT : X → Y una
aplicación lineal entre dos espacios normadosX e Y. Probar la continuidad deT equivale a
probar queT es continua en el origen, y para ello hay que probar la siguiente implicación

{xn}→ 0=⇒{Txn}→ 0 (9.3)

Si X e Y son espacios de Banach, para probar la continuidad deT es suficiente con probar
que su gráfica es cerrada. En particular, si{(xn,Txn)} → (0,y) entonces se debe cumplir que
y= T0= 0. Recíprocamente, si esta condición se cumple y suponemos que{(xn,Txn)}→(x,y),
entonces{(xn−x,T(xn−x))}→ (0,y−Tx), por lo quey−Tx= 0, esto es,y= Tx. Por tanto,
para probar que la gráfica deT es cerrada, es suficiente probar la siguiente implicación

{xn} → 0

{Txn} → y

}
=⇒ y= 0 (9.4)

Observa la importante diferencia que hay entre9.3y 9.4. En el primer caso hay que probar que
{Txn}→ 0, mientras que en el segundosuponiendo que{Txn} → y hay que probar quey= 0,
lo que nos concede la ventaja de que no hay que probar que{Txn} converja. Hemos obtenido
así el siguiente resultado.

9.27 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach y T: X →Y una aplicación lineal. Suponga-
mos que para toda sucesión,{xn} en X convergente a 0 y tal que{T(xn)}→ y∈Y, se tiene que
y= 0. Entonces T es continua.

Si X es un espacio normado, se dice que una familia de funcionaleslineales continuos,
F ⊂ X∗, separa puntosenX cuando el único vector en el que se anulan todos los funcionales
de dicha familia es el cero, es decir, six∈X y x∗(x) = 0 para todox∗∈F entoncesx= 0. Como
una consecuencia del teorema de Hahn-Banach, sabemos queX∗ separa puntos enX, pero con
frecuencia se conocen familiasF ⊂ X∗, más pequeñas queX∗ y que también separan puntos.
En estos casos el siguiente resultado puede ser muy útil.

9.28 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach y F un subconjunto de Y∗ que separa puntos
en Y . Entonces un operador lineal T:X →Y es continuo si, y sólo si, y∗ ◦T es continuo para
todo y∗∈F.
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Demostración. Basta probar queT tiene gráfica cerrada. Para ello probaremos que si{xn}→ 0
y {Txn} → y, entoncesy = 0. En efecto, si{Txn} → y, entonces para todoy∗ ∈Y∗ se tiene
que {y∗(Txn)} → y∗(y). Por otra parte, como{xn} → 0, y para todoy∗ ∈F se verifica que
y∗ ◦T∈X∗, tenemos que{(y∗ ◦T)(xn)} = {y∗(Txn)} → 0, luegoy∗(y) = 0 para todoy∗∈F, y
comoF separa puntos enY, concluimos quey= 0. 2

Como caso particular, podemos considerarY = ℓp con 16 p6 ∞ y tomar como conjunto
F ⊂ ℓ∗p los funcionales de evaluación

e∗n(y) = y(n) (y∈Y,n∈N)

y obtenemos el resultado siguiente

9.29 Proposición.Si X es un espacio de Banach y1 6 p 6 ∞, entonces un operador lineal
T : X → ℓp es continuo si, y sólo si, para cada n∈N el funcional lineal en X dado por
x → [Tx](n) es continuo. En particular, cualquier norma completa enℓp con la propiedad
de que la convergencia en dicha norma implique convergenciapuntual, es equivalente a la
norma deℓp.

Otro caso particular interesante es cuandoX =Y =C[0,1] con la norma uniforme. Los fun-
cionales de evaluación en un puntot ∈ [0,1], es decir, los funcionalesδt : C[0,1]→K definidos
por δt(x) = x(t) para todox∈C[a,b], son una familia de funcionales lineales continuos que
separa puntos enC[0,1].

9.30 Proposición.Sea T: C[0,1]→C[0,1] un operador lineal que transforma sucesiones uni-
formemente convergentes a cero en sucesiones puntualmenteconvergentes a cero, entonces T
es continuo. En particular, cualquier norma completa en C[0,1] con la propiedad de que la
convergencia en dicha norma implique convergencia puntual, es equivalente a la norma uni-
forme.

Se podría decir que el teorema de la gráfica cerrada encierra la filosofía de que toda
aplicación lineal entre espacios de Banach es continua siempre que tengamos una expresión
concreta de su definición. Para entender esto, consideremosuna matriz infinita de escalares
A =

(
anm
)
(n,m)∈N×N. Dicha matriz permite definir un operador lineal deℓp en ℓq siempre que

para todox∈ ℓp tenga sentido el producto formal de la matrizA por el vector columnax y sea
una sucesión que esté enℓq, es decir, que las series

[Ax](n) =
∞

∑
m=1

anmx(m) (n∈N, x∈ℓp)

sean convergentes y que la sucesiónAx= {[Ax](n)} esté enℓq. Está claro que estas son condi-
ciones necesarias mínimas para que dicha matriz permita definir un operador lineal deℓp enℓq.
Lo llamativo es quecuando tales condiciones se verifican, el operador así definido, x → Ax,
es automáticamente continuo. Pues estas condiciones implican, por el teorema de Banach-
Steinhaus, que las filas de la matrizA, es decir las sucesiones{anm}m∈N, están enℓq, y por
tanto las aplicacionesx 7→ [Ax](n) son formas lineales continuas sobreℓp.

Bibliografía. Cualquier texto de Análisis Funcional incluye el contenidode este capítulo. Me
parecen recomendables los textos de Bowers-Kalton [1], J.B. Conway [3], M. Fabian et alii [5],
A.L. Brown and A. Page [2], MacCluer [9], E. Zeidler [14] y los apuntes de R. Payá [11].
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9.5. Ejercicios

213. SeaE un espacio métrico completo y supongamos queE =
⋃

n∈N
Fn donde losFn son

conjuntos cerrados. Prueba que
⋃

n∈N

◦
Fn es un abierto denso enE.

214. La aplicación identidadId : (ℓ1,‖ .‖1)→ (ℓ1,‖ .‖∞) es continua. ¿Es continua su inversa?
¿Contradice esto el teorema de los isomorfismos de Banach?

215. SeanX un espacio de Banach,Y un espacio normado yT : X →Y una aplicación lineal.
Se define una nueva norma enX mediante la expresión|||x||| = ‖x‖+ ‖T(x)‖ para todo
x∈X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)T es continua.

b) ‖ .‖ y ||| . ||| son normas equivalentes.

c) ||| . ||| es una norma completa enX.

216. SeanX eY espacios de Banach yT : X →Y una aplicación lineal y continua. Prueba que
T es inyectiva y T(X) es cerrado enY si, y sólo si, existeM > 0 tal que
‖x‖6 M‖T(x)‖ para todox∈X.

217. SeaT un operador lineal, que no suponemos continuo, de un espacionormadoX en un
espacio normadoY. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es una aplicación abierta.

(ii) Existe δ > 0 tal queδBY ⊂ T(BX).

(iii) Existe M > 0 tal que para todoy ∈ Y existe x ∈ T−1(y) verificando que
‖x‖6 M‖y‖.

218. SeanX, Y espacios de Banach yT∈L(X,Y). Prueba que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) T(X) es cerrado enY.

(ii) T es una aplicación abierta deX sobreT(X).

(iii) Existe K > 0 tal que‖x+kerT‖6 K‖Tx‖ para todox∈X.

(iv) ExisteM>0 tal que para todoy∈T(X) existex∈T−1(y) verificando‖x‖ 6 M‖y‖.

219. SeanX, Y espacios de Banach yT∈L(X,Y). Supongamos queT(X) tiene codimensión
finita, es decir que el espacio vectorial cocienteY/T(X) es de dimensión finita. Prueba
queT(X) es cerrado.

Sugerencia. Puede suponerse queT es inyectiva. Sea{xi +T(X) : 16 i 6 n} una base
deY/T(X) y defineZ = Lin({xi : 16 i 6 n}). SeaS: X⊕Z →Y definido porS(x,y) =
Tx+y.

220. SeaM un subespacio cerrado deℓp y deℓq. Prueba que las normas inducidas enM por
ℓp y ℓq son equivalentes.
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221. Prueba que en el espacio de Banach(C[0,1],‖ .‖∞) las funciones que son derivables en
1/2 forman un conjunto de primera categoría.

Sugerencia. Parar cadan∈N, conn> 2, definefn∈(C[0,1])∗ por

fn(x) = n
(
x(1/2+1/n)−x(1/2)

)
(x∈C[0,1])

Calcula‖ fn‖ y usa el teorema de Banach-Steinhaus.

222. Sea 16 p< q6 ∞. Prueba queℓp es de primera categoría enℓq.

Sugerencia. Considera la inmersión deℓp enℓq.

223. Seau∈KN una sucesión tal que para todox∈ ℓ1 se verifica que la sucesión{x(n)u(n)}
está acotada. Prueba queu está acotada.

224. Seax∈KN una sucesión tal que para todoy∈ ℓp, 1< p < ∞, la serie∑
n>1

x(n)y(n) es

convergente. Prueba quex∈ℓq.

225. Prueba que siX eY son espacios normados,T : X →Y es un operador lineal con gráfica
cerrada yT(X) tiene dimensión finita, entoncesT es continuo.

226. SeanX un espacio de Banach,Y un espacio normado yF un subconjunto deL(X,Y).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)F está acotado.

b) Para cadax∈X y cadag∈Y∗ el conjunto{g(T(x)) : T∈F} está acotado.

227. SeanX un espacio de Banach,A ⊂ X tal queX = Lin(A), y { fn} una sucesión de ele-
mentos deX∗. Prueba que equivalen las afirmaciones:

a){ fn} converge puntualmente a cero enX.

b) El conjunto{ fn : n∈N} está acotado y{ fn} converge puntualmente a cero enA.

228. SeaX un espacio de Banach real yT : X →C[0,1] un operador lineal. Se considera, para
cadan∈N∪{0}, el funcional linealϕn enX definido por:

ϕn(x) =
1w

0

tn[Tx](t)dt (x∈X)

Prueba queT es continuo si, y sólo si,ϕn∈X∗ para todon∈N∪{0}.

229. SeaE un espacio métrico yX un espacio normado. Prueba que una aplicaciónT : E → X
es lipchiciana si, y sólo si, lo esx∗ ◦T, para todox∗∈X∗.

230. SeaF un subespacio cerrado del espacio de Banach (C[0,1],‖ .‖∞) tal queF ⊂C1[0,1].

a) Prueba que la aplicaciónD : F → C[0,1] dada porD( f ) = f ′ para todaf ∈F, es
continua.

b) Prueba queF es finito dimensional.

c) Considera la aplicaciónD : (C1[0,1],‖ .‖∞) → (C[0,1],‖ .‖∞) dada porD( f ) = f ′.
¿Tiene dicha aplicación gráfica cerrada? ¿Es continua?
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Sugerencia para b). Usar elteorema de Arzelá-Ascoli. Sea E un espacio métrico com-
pacto, entonces un subconjunto F⊂C(E) es compacto si, y sólo si, es cerrado, acotado
y equicontinuo.

Se dice que un conjuntoF de aplicaciones continuas de un espacio métrico(X,d) en
otro espacio métrico(Y,ρ) es equicontinuo si parar todoε > 0 y para cadax∈X existe
δ > 0 (que depende deε y dex) tal que siempre quey∈X cond(x,y) < δ se verifica que
ρ( f (x), f (y)) < ε para todaf ∈F.

231. SeaX un espacio de Banach yM, N subespacios cerrados deX tales queM∩N = {0}.

a) Prueba queM⊕N es cerrado si, y sólo si, existeC> 0 tal que

‖x‖ 6C‖x+y‖ (x∈M,y∈N)

b) Prueba euM⊕N es cerrado si, y sólo sik= ı́nf{‖x−y‖ : x∈SM ,y∈SN}> 0.

232. SeanX eY espacios de Banach. SeaT : X →Y una aplicación lineal y supongamos que
hay una aplicación linealS: Y∗ → X∗ tal que

y∗(Tx) = (Sy∗)(x) (x∈X,y∗∈Y∗)

Prueba queT es continua yS= T∗.

233. SeanX e Y espacios de Banach yT ∈ L(X,Y) tal queT(X) es cerrado. Prueba que
T∗(Y∗) = (kerT)⊥.



Capítulo 10

Topologías débiles

Recuerda que siX es un espacio normado yx∈X se verifica que

‖x‖ = máx{|x∗(x)| : ‖x∗‖6 1}= máx{|[J(x)](x∗)| : ‖x∗‖6 1}

igualdad que nos dice que el funcionalJ(x)∈X∗∗ alcanza su norma enBX∗. Si ahorax∗∈X∗,
sabemos que existef ∈X∗∗ tal que‖ f‖= 1, y f (x∗) = ‖x∗‖. Si el espacioX es reflexivo, dicho
funcional será de la formaf = J(x) para algúnx∈X con‖x‖ = 1 y deducimos que

‖x∗‖= máx{|x∗(x)| : ‖x‖ 6 1} (x∗∈X,X reflexivo)

Es decirx∗ alcanza su norma enBX. Estas igualdades, que prueban que ciertos supremos se
alcanzan, son consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, y nopueden demostrarse usando la
propiedad de compacidad, ya que ni la bola unidad de un espacio normado de dimensión infinita
ni la bola unidad de su dual son compactas. De hecho, la escasez de subconjuntos compactos en
un espacio normado de dimensión infinita quedó de manifiesto como consecuencia del Teorema
de Riesz, pues cualquier compacto en un tal espacio ha de tener interior vacío.

La utilidad de la propiedad de compacidad en muchas situaciones, y la idea (que a posterio-
ri será cierta) de que los resultados anteriores puedan ser consecuencia de que la bola unidad de
un espacio normado dual o la bola unidad de un espacio normadoreflexivo sean compactas para
otras topologías, nos llevan a considerar que la topología de la norma tiene “demasiados abier-
tos”, por lo que parece natural considerar topologías más pequeñas en las que los funcionales
del dual sigan siendo continuos y para las que abunden los subconjuntos compactos.

Esa será la idea fundamental del presente capítulo: introduciremos dos topologías, una en
cualquier espacio normado (llamada topología débil) y la otra en espacios duales (topología
débil-*). El estudio de las propiedades de estas nuevas topologías nos permitirá demostrar
importantes resultados del Análisis Funcional.

El único ingrediente topológico que necesitamos es el concepto de topología inicial para
una familia de aplicaciones.

10.1. Topología inicial para una familia de aplicaciones

SeaX un conjunto no vacío,(Y,T), un espacio topológico yF una familia de aplicaciones
de X enY, la topología inicial enX para la familiaF es la topología más pequeña, es decir,

176
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con menos abiertos, para la cual todas las funciones deF son continuas. Notaremos dicha
topología porTF. Para todo abiertoω∈T y para todaf ∈F, el conjuntof−1(ω) ha de estar en
TF y también deben estar enTF los conjuntos de la forma

q⋂

i=1

f−1
i (ωi), donde fi ∈F y ωi ∈T para 16 i 6 q (10.1)

Se comprueba sin dificultad que las uniones de conjuntos de esta forma son ya una topología
enX que es, precisamente, la topologíaTF. Por tanto, dichos conjuntos, intersecciones finitas
de imágenes inversas de abiertos deY por funciones deF, forman una base de abiertos de la
topologíaTF.

Una base de entornos de un puntox∈X para dicha topología se obtiene cuando losωi son
entornos defi(x) enY. Recordemos algunas propiedades elementales de esta topología.

10.1 Proposición. 1. Sea{xn} una sucesión de elementos de X. Se verifica que{xn} → x
en(X,TF) si, y sólo si,{ f (xn)} → f (x) para toda f∈F.

2. Sea Z un espacio topológico y seaϕ : Z → X . Entoncesϕ es continua si, y sólo si,
f ◦ϕ : Z →Y es continua para toda f∈F.

Demostración. Probaremos la parte no evidente de las afirmaciones en 1) y 2). Para 1), su-
puesto que{ f (xn)} → f (x) para todaf ∈F, seaU un entorno dex. Dicho entorno conten-
drá un entorno básico como en (10.1) con fi(x)∈ωi para 16 i 6 q. Como{ fi(xn)} → fi(x)
existirá mi ∈N tal que paran > mi se tiene quefi(xn)∈ωi, es decirxn ∈ f−1

i (ωi). Poniendo

n0 = máx
{

m1,m2, . . . ,mq
}

, paran> n0 se verifica quexn∈
q⋂

i=1

f−1
i (ωi)⊂U , lo que prueba que

{xn}→ x en(X,TF).

Para 2), supuesto quef ◦ϕ : Z →Y es continua para todaf ∈F, se tiene que el conjunto

ϕ−1

(
q⋂

i=1

f−1
i (ωi)

)
=

q⋂

i=1

ϕ−1( f−1
i (ωi)

)
=

q⋂

i=1

( fi ◦ϕ)−1(ωi)

es abierto enZ, lo que prueba queϕ es continua. 2

10.2. Topología débil en un espacio normado

SeaX un espacio normado yX∗ su dual. Latopología débilenX es la topología inicial para
la familia de funcionesX∗, es decir, es la menor topología enX para la cual todas las formas
lineales deX∗ son continuas. Notaremos dicha topología porσ(X,X∗), ω(X), o, simplemente,
por ω, y los conceptos referentes a ella suelen indicarse con la letra w. Los conceptos relativos
a la topología de la norma los indicaremos con el símbolo‖·‖.

Unabase de entornosdex0∈X en la topologíaσ(X,X∗) está formada por los conjuntos de
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la forma

V(x0, f1, f2, . . . , fn,ε) = {x∈X : | fi(x)− fi(x0)|< ε,16 i 6 n} = (10.2)

=
n⋂

i=1

{x∈X : | fi(x−x0)|< ε}= x0+
n⋂

i=1

{x∈X : | fi(x)|< ε}=

= x0+V(0, f1, f2, . . . , fn,ε)

dondeε > 0, n∈N, f1, . . . , fn∈X∗.

Teniendo en cuenta que un funcional lineal,f ∈X♯, es continuo si, y sólo si, su parte real,
Re f , es continuo, deducimos que unasubbase de abiertospara la topologíaσ(X,X∗) está
formada por los semiespacios abiertos{x∈X : Re f (x) < α} donde f ∈X∗ y α∈R.

NotaremosA
w

el cierre en la topología débil de un conjuntoA⊂ X.

10.2 Proposición. 1. La topología débil es de Hausdorff y las aplicaciones sumay produc-
to por escalares son w-continuas, es decir,(X,σ(X,X∗)) es unespacio vectorial topo-
lógico. En consecuencia, las traslaciones, x7→ a+x, y las homotecias, x7→ λx, (λ 6= 0)
son homeomorfismos de(X,ω).

2. El cierre débil de un subespacio o de un convexo es también un subespacio o un convexo.

Demostración. 1) Dadosx 6= y enX, existe f ∈X∗ tal que f (x) 6= f (y). SeanU y V entornos
abiertos disjuntos def (x) y f (y). Entoncesf−1(U) y f−1(V) sonw-entornos disjuntos dex e
y respectivamente.

Para probar que la aplicación sumaS:X×X → X, S(x,y)=x+y, esw-continua (enX×X
se considera la topología producto de la débil deX), es suficiente, por10.12), probar que la
aplicaciónh= f ◦S: X×X →K, h(x,y) = f (x)+ f (y) es continua para todaf ∈X∗. Para ello,
dados(x,y)∈X×X y un abiertoW ⊂K con f (x)+ f (y)∈W, seanU y V entornos abiertos de
f (x) y f (y) respectivamente tales queU +V ⊂W. Entonces(x,y)∈ f−1(U)× f−1(V) que es
unw-abierto enX×X, y para todo(s, t)∈ f−1(U)× f−1(V) se tiene queh(s, t) = f (s)+ f (t)∈
U +V ⊂ W, lo que prueba la continuidad deh. Análogamente se prueba que la aplicación
(λ,x) 7→ λx, deK×X enX, esw-continua.

2) Por lo visto en el punto anterior, la aplicaciónF : K×X×X → X, F(λ,x,y) = λx+y es
w-continua. Por tanto, siM es un subespacio, tenemos que

F(K×M
w×M

w
)⊂ F(K×M×M)

w
= M

w

lo que prueba queM
w

es un subespacio. Análogamente se prueba que elw-cierre de un convexo
es convexo. 2

Observa que la igualdad (10.2) dice que losw-entornos básicos de un punto se obtienen
trasladando a ese punto losw-entornos básicos del origen.

El siguiente resultado de álgebra elemental será muy útil enlo que sigue.

10.3 Proposición.Supongamos que f y f1, f2, . . . , fn son funcionales lineales sobre un espacio
vectorial X. Entonces son equivalentes:
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1. f∈Lin({ f1, f2, . . . , fn}).

2. Existe C> 0 tal que| f (x)|6Cmáx{| fi(x)| : 16 i 6 n} para todo x∈X.

3. f está acotado, o mayorado, o minorado en∩n
i=1ker fi .

4. ∩n
i=1ker fi ⊂ ker f .

Demostración. 1)⇒ 2). Si f =
n

∑
k=1

λk fk, entonces para todox∈X

| f (x)|=
∣∣∣∣

n

∑
k=1

λk fk(x)

∣∣∣∣ 6
(

n

∑
k=1

|λk|
)

máx{| fi(x)| : 16 i 6 n} =Cmáx{| fi(x)| : 16 i 6 n}

donde hemos puestoC= ∑n
k=1|λk|.

2)⇒ 3). De hecho 2) implica quef (x) = 0 para todox∈∩n
i=1 ker fi .

3)⇒ 4). ComoN = ∩n
i=1ker fi es un subespacio, se tiene quef (N) es un subespacio deK,

luego o es el propioK o es{0}, por tanto, un funcional lineal que esté acotado, o mayorado, o
minorado enN tiene que anularse enN.

4)⇒ 5). PongamosN = ∩n
i=1ker fi . La aplicación linealT : X →Kn dada por

T(x) =
(

f1(x), f2(x), . . . , fn(x)
)

(x∈X)

verifica que kerT = N. PongamosM = T(X) ⊂ Kn, y seaT̂ : X/N → M el isomorfismo co-
ciente. Definamoŝf : X/N →K por f̂ (x+N) = f (x). ComoN ⊂ ker f , la forma lineal f̂ está
bien definida. Entoncesh= f̂ ◦ T̂−1 : M →K es una forma lineal definida en un subespacioM

deKn. Seaϕ una extensión lineal deh a Kn, que será de la formaϕ(u) =
n

∑
k=1

λkuk para todo

u= (u1,u2, . . . ,un)∈Kn. Para todox∈X se tiene queTx∈M por lo queϕ(Tx) = h(Tx) y

ϕ(Tx) =
n

∑
k=1

λk fk(x) = h(Tx) = f̂
(
T̂−1)(Tx) = f̂ (x+N) = f (x)

Luego f (x) =
n

∑
k=1

λk fk(x). 2

Observa que, si representamos porT‖·‖ la topología de la norma enX, puesto que lasf ∈X∗

son continuas para dicha topología, se tiene queσ(X,X∗) ⊂ T‖·‖. De hecho, sif : X → K es
una forma lineal, entoncesf esw-continua si, y sólo si,f ∈X∗.

Una consecuencia importante de la proposición anterior es que si{ f1, f2, . . . , fn} son for-
mas lineales sobre un espacio vectorialX y ∩n

k=1ker fk = {0}, entonces para toda forma lineal
f ∈X♯ se cumple que∩n

i=1ker fi ⊂ ker f y, por tanto, f ∈ Lin({ f1, f2, . . . , fn}), es decir,X♯

es de dimensión finita y, en consecuencia,X también es de dimensión finita. Por tanto, si la
dimensión deX es infinita se verifica que∩n

k=1ker fk es un subespacio vectorial no nulo. Si
ahoraX es un espacio normado de dimensión infinita, todow-entorno del origen es de la forma⋂n

i=1{x∈X : | fi(x)|< ε} y por tanto contiene un subespacio vectorial no nulo∩n
i=1ker fi . Por
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tanto,los entornos débiles del origen en un espacio normado de dimensión infinita no es-
tán acotados en norma; en consecuencia, cuando la dimensión deX es infinita, la bola unidad
no es un entorno débil de cero y, por tanto, la topología débilestá estrictamente contenida en la
topología de la norma. A su vez, los entornos débiles de cada punto, como se pone de manifies-
to en la igualdad (10.2), son trasladados de entornos débiles del origen, por lo que, cuando la
dimensión deX es infinita, todo entorno débil de un punto contiene una variedad lineal afín que
no se reduce a un punto, es decir, contiene, al menos una rectaafín, por lo que dichos entornos
débiles no están acotados en norma.

10.4 Proposición.La topología débil coincide con la topología de la norma si, ysólo si, la
dimensión es finita.

Demostración. Ya hemos visto que en dimensión infinita la topología de la norma contiene
estrictamente a la débil. Supongamos queX es un espacio normado de dimensión finita y sea
{ f1, f2, . . . , fn} una base del espacio dual. Podemos definir enX una norma por

|||x||| = máx{| fi(x)| : 16 i 6 n} (x∈X)

Como todas las normas enX son equivalentes, bastará probar que la topología de la norma que
acabamos de definir coincide con la topología débil, pero ello es consecuencia inmediata de
que

B(x0, r) = {x∈X : |||x−x0||| < r}= {x∈X : | fi(x−x0)|< r, 16 i 6 n}=

=
n⋂

k=1

{x∈X : | fi(x)− fi(x0)|< r} =V(x0, f1, f2, . . . , fn, r)

2
En el siguiente resultado se establecen algunas propiedades de la convergencia de sucesio-

nes en la topología débil.

10.5 Proposición. Sea{xn} una sucesión de puntos de un espacio normado X y x∈X. Se
verifica que:

1. {xn} w−→ x si, y sólo si,{ f (xn)} −→ f (x) para todo f∈X∗.

2. {xn}
‖ ‖−→ x=⇒{xn} w−→ x.

3. Si{xn} w−→ x, entonces{xn} está acotada y‖x‖ 6 ĺım inf {‖xn‖}.

4. Si{xn} w−→ x y{ fn}
‖ ‖−→ f en X∗, entonces{ fn(xn)} → f (x).

Demostración. 1) Es consecuencia directa del punto 1) de la proposición10.1.

2) Es consecuencia del punto anterior y de que todaf ∈X∗ es continua para la topología de
la norma.

3) Si {xn} w−→ x, entonces{xn} está acotada como consecuencia directa del corolario9.10.
Además, como{ f (xn)} → f (x) para todo f ∈X∗, tomando f ∈X∗ tal que‖ f‖ = 1 = f (x)
tenemos que| f (xn)|6 ‖xn‖ y

‖x‖ = f (x) = | f (x)|= ĺım | f (xn)|= ĺım inf | f (xn)|6 ĺım inf {‖xn‖}
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4)

| fn(xn)− f (x)|6 | fn(xn)− f (xn)|+ | f (xn)− f (x)|6 ‖ fn− f‖‖xn‖+ | f (xn)− f (x)|
Como{ f (xn)}→ f (x), {‖ fn− f‖}→0, y{‖xn‖} está acotada, deducimos que{ fn(xn)}→ f (x).

Como consecuencia del teorema de Riesz-Frèchet, en un espacio de HilbertH, una suce-
sión{xn} w−→ x, si y sólo si,(xn | y)→ (x | y) para todoy∈H. Por ejemplo, si{un : n∈N} es
un sistema ortonormal, como consecuencia de la desigualdadde Bessel (5.23), se verifica que
{(un | x)} → 0 para todox∈H, por lo que{un} w−→ 0.

10.6 Corolario. En un espacio normado de dimensión infinita la topología débil no es metri-
zable.

Demostración. SeaX un espacio normado de dimensión infinita y supongamos que hubiera
una distancia d(·, ·) en X cuya topología es la topología débil deX. Consideremos las bolas
Bn =

{
x∈X : d(x,0) < 1

n

}
. Cada una de ellas es un entorno débil del origen y, por tanto,no

están acotadas en norma, por lo que existexn∈Bn tal que‖xn‖ > n. Por tanto, tenemos que
{xn} w−→ 0 pero{xn} no está acotada, lo que contradice lo antes demostrado. 2

Como consecuencia de este resultado, la caracterización dela adherencia y otros resultados
propios de la teoría de espacios métricos en los que intervienen sucesiones pueden no ser ciertos
para la topología débil.

10.7 Ejemplo. En el espacio de Hilbertℓ2 consideremos el conjuntoA= {em+men : m,n∈N}.
Para todox∈ℓ2 tenemos que

(em+men | x) = x(m)+mx(n) ∀n,m∈N

Por tanto, para cadam∈N fijo, tenemos que ĺım
n→∞

{(em+men | x)}= x(m) = (em | x), por tanto

{em+men}n∈N
w−→ em. Luego em∈A

w
. Como{em} w−→ 0, deducimos que 0∈A

w
.

Veamos que no hay ninguna sucesión de elementos deA que converja débilmente a 0.
Cualquier sucesión de puntos deA es de la formaxn = eσ(n)+σ(n)eϕ(n) dondeσ,ϕ : N→ N.
Para que esta sucesión converja débilmente a 0 debe estar acotada, y como‖xn‖2 > σ(n),

deducimos que la aplicaciónσ debe estar acotada. Pero si consideramosx=
∞

∑
k=1

1
k

ek∈ℓ2, como

(xn | x) =
1

σ(n)
+

σ(n)
ϕ(n)

deducimos que siσ está acotada, no puede cumplirse que{(xn | x)} → 0, luego{xn} no con-
verge débilmente a 0. �

El siguiente resultado muestra lo diferente que es la topología débil de la topología de la
norma en dimensión infinita.

10.8 Proposición.Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces se verifica que:

SX
w
= BX

En consecuencia, la aplicación x7→ ‖x‖ es w-inferiormente semicontinua pero no es w- conti-
nua.
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Demostración. Probemos primero queBX esw-cerrado. Para ello basta observar que six0 6∈
BX, el teorema7.17nos dice que hay unf ∈X∗ tal que supRef (BX) < Re f (x0). Pongamos
α = supRef (BX). El conjuntoU = {x∈X : Re f (x)> α} es unw-entorno dex0 y U ∩BX = Ø.
Por tantoBX esw-cerrado y, en consecuencia,SX

w ⊂ BX.

Para probar la inclusión contraria, consideremos un puntox0 con‖x0‖ < 1 y seaV un w-
entorno dex0. ComoX es de dimensión infinita, dicho entorno debe contener una recta de la
formax0+tu dondet∈R y ‖u‖= 1. Como la aplicaciónψ(t) = ‖x0+tu‖ es continua,ψ(0)< 1
y ĺım

t→+∞
ψ(t) = +∞, debe existir algúnt0∈R tal queψ(t0) = 1, es decir,x0+ t0u∈SX , lo que

implica queV ∩SX 6= Ø, luegox0∈SX
w
. Hemos probado así la inclusiónBX ⊂ SX

w
.

Puesto queBX es w-cerrado, deducimos que todas las bolas cerradas son también con-
juntos w-cerrados, por tanto la aplicaciónx 7→ ‖x‖ es w-inferiormente semicontinua ya que
{x∈X : ‖x‖ 6 c} esw-cerrado. Pero dicha función no esw-continua porque{x∈X : ‖x‖< 1}
no esw-abierto. 2

El siguiente resultado es consecuencia de los teoremas de separación para conjuntos con-
vexos.

10.9. Teorema de Mazur.Sea X un espacio normado y C un subconjunto convexo de X. En-
tonces C es‖ ‖-cerrado si, y sólo si, es w-cerrado. En consecuencia, para conjuntos convexos,
el cierre en norma y el cierre débil coinciden.

Demostración. Es claro queC
‖ ‖ ⊂C

w
. Sabemos, por (7.9), que

C
‖ ‖

=
⋂

f∈X∗
{x∈X : Re f (x)6 supRef (C)}

lo que prueba queC
‖ ‖

es un conjuntow-cerrado y, por tanto,C
w ⊂C

‖ ‖
. 2

10.10 Ejemplos.Si H es un espacio de Hilbert, como consecuencia del teorema de Riesz-
Frèchet, losw-entornos básicos del origen son de la forma

V(0,x1,x2, . . . ,xm,ε) =
m⋂

i=1

{x∈H : |(x | xi)|< ε} (ε > 0, xi ∈H,16 i 6 m)

Para 16 p< ∞ y 1< q6 ∞, tales que1
p +

1
q = 1, y si p= 1, q= ∞, sabemos queℓ∗p ≡ ℓq y

Lp(Ω)∗ ≡ Lq(Ω). En la topología débilσ(ℓp, ℓq) de ℓp, los w-entornos básicos del origen son
de la forma

V(0,y1,y2, . . . ,ym,ε) =
m⋂

i=1

{
x∈ℓp :

∣∣∣∣
∞

∑
k=1

yi(k)x(k)

∣∣∣∣ < ε

}
(ε > 0, yi ∈ℓq,16 i 6 m)

En la topología débilσ(Lp(Ω),Lq(Ω)) deLp(Ω), los w-entornos básicos del origen son de la
forma

V(0,g1,g2, . . . ,gm,ε)=
m⋂

i=1

{
f ∈Lp(Ω) :

∣∣∣∣
w
Ω

f (x)gi(x)dx

∣∣∣∣ < ε

}
(ε> 0, gi∈Lq(Ω),16 i 6m)
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10.11 Proposición.Sea X un espacio normado y F⊂ X∗ tal que X∗ = Lin(F). Sea{xn} una
sucesión de puntos de X que está acotada en norma y x∈X tal que ĺım{g(xn)} = g(x) para
todo g∈F. Entonces{xn} w−→ x.

Demostración. La hipótesis de que ĺım{g(xn)}= g(x) para todog∈F, implica claramente que
que ĺım{g(xn)} = g(x) para todog∈Lin(F). SeaM > 0 tal que‖xn‖ 6 M para todon∈N.
Fijado f ∈X∗, y cualquiera seag∈Lin(F) escribamos

| f (xn)− f (x)|6 | f (xn)−g(xn)|+ |g(xn)−g(x)|+ |g(x)− f (x)|6
6 ‖ f −g‖‖xn‖+ |g(xn)−g(x)|+‖g− f‖‖x‖6
6 ‖ f −g‖(M+‖x‖)+ |g(xn)−g(x)|

Dadoε > 0, comoX∗ = Lin(F), podemos tomarg∈Lin(F) tal que‖ f −g‖(M + ‖x‖) < ε/2
con lo cual tenemos que| f (xn)− f (x)|< ε

2 + |g(xn)−g(x)| y, comog∈Lin(F) se verifica que
|g(xn)−g(x)| → 0. Concluimos así que| f (xn)− f (x)| → 0 y, como eso es válido para toda
f ∈X∗, hemos probado que{xn} w−→ x. 2

Teniendo en cuenta quec00 es denso enc0 y enℓp (16 p< ∞), y quec00= Lin {ek : k∈N}
donde los ek son los vectores unidad, podemos particularizar el resultado anterior como sigue.

X = c0, E = {ek : k∈N}, c∗0 = ℓ1.

X = ℓp, E = {ek : k∈N}, ℓ∗p = ℓq, dondep> 1 y 1
p +

1
q = 1.

Además, las formas lineales que en cada caso definen los vectores unidad ek son las evaluacio-
nes, ek(x) = x(k), parax en cualquiera de los espacios que estamos considerando. Obtenemos,
como consecuencia de la proposición anterior, lo siguiente.

10.12 Proposición. 1. Sea{xn} una sucesión acotada en c0 y supongamos que existe x∈c0

tal que ĺım
n→∞

xn(k) = x(k) para todo k∈N, entonces se verifica que{xn}
σ(c0,ℓ1)−→ x.

2. Sea{xn} una sucesión acotada enℓp (p > 1) y supongamos que existe x∈ ℓp tal que

ĺım
n→∞

xn(k) = x(k) para todo k∈N, entonces se verifica que{xn}
σ(ℓp,ℓq)−→ x.

Observa que este resultado da condiciones suficientes que también son necesarias. Es de-
cir, la convergencia débil de una sucesión en los espaciosc0 y ℓp, 1< p < ∞, equivale a la
convergencia puntual y acotación en norma.

De forma análoga, podemos particularizar la proposición10.11a los espaciosLp(Ω) con
1< p< ∞ dondeΩ es un abierto enRN. En tal caso, sabemos que las funciones escalonadas
con soporte contenido enΩ, o las funciones continuas de soporte compacto enΩ, son densas
enLp(Ω) con 16 p< ∞ y el dual deLp(Ω) se identifica conLq(Ω). Además las funciones es-
calonadas no son otra cosa que el espacio vectorial engendrado por las funciones características
de intervalos acotados. Obtenemos así el siguiente resultado.

10.13 Proposición.Sea1 < p < ∞ y Ω un abierto enRN. Entonces una sucesión{ fn} de
funciones de Lp(Ω) converge débilmente a una función f∈Lp(Ω) si, y sólo si, está acotada y
cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:
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a) Para todo intervalo acotado I⊂ Ω, se verifica queĺım
n→∞

w
I

fn(x)dx =
w
I

f (x)dx.

b) Para toda g∈C00(Ω) se verifica queĺım
n→∞

w
Ω

fn(x)g(x)dx =
w
Ω

f (x)g(x)dx.

Otra consecuencia que se deduce directamente de la proposición 10.11es la siguiente rela-
tiva a la convergencia débil de sucesiones en un espacio de Hilbert.

10.14 Proposición.SeaH un espacio de Hilbert y sea{ui : i∈ I} una base ortonormal, enton-
ces{xn} w−→ x si, y sólo si,{xn} está acotada y{(xn | ui)} → (x | ui) para todo i∈ I.

10.3. Topología débil-* de un espacio normado dual

SeaX un espacio normado yX∗ su dual. Como todo espacio normado, el espacioX∗ tiene
su topología débil,σ(X∗,X∗∗), que es la topología inicial enX∗ para las formas lineales de
su dualX∗∗. Vamos a considerar ahora enX∗ una topología más pequeña que es la topología
inicial enX∗ para las formas lineales del subespacioJX(X)⊂ X∗∗, es decir, es la más pequeña
topología enX∗ para la cual las aplicaciones de evaluación,x∗ 7→ x∗(x) (x∗∈X∗), es decir las
formas lineales que los elementos deX definen enX∗, son continuas; dicha topología se llama
topología débil-* de X∗ y se representa porσ(X∗,X) o ω∗, y los conceptos referentes a ella
suelen indicarse con la letraw∗.

Unabase de entornosdex∗0∈X∗ en la topologíaσ(X∗,X) está formada por los conjuntos
de la forma

V(x∗0,x1,x2, . . . ,xn,ε) = {x∗∈X∗ : |x∗(xi)−x∗0(xi)|< ε,16 i 6 n}= (10.3)

=
n⋂

i=1

{x∗∈X∗ : |(x∗−x∗0)(xi)|< ε}=

= x∗0+
n⋂

i=1

{x∗∈X∗ : |x∗(xi)|< ε}

dondeε > 0, n∈N, x1, . . . ,xn∈X.

Una subbase de abiertospara la topologíaσ(X∗,X) está formada por los semiespacios
abiertos{x∗∈X∗ : Rex∗(x) < α} dondex∈X y α∈R.

Como consecuencia de la proposición10.1tenemos el siguiente resultado.

10.15 Proposición.Sea(Z,T) un espacio topológico. Una aplicaciónψ : (Z,T)→ (X∗,ω∗) es
continua si, y sólo si, para todo x∈X la aplicación J(x)◦ψ : (Z,T)→K dada por

[J(x)◦ψ](z) = [ψ(z)](x) ∀z∈Z

es continua.

10.16 Proposición. 1. La topología débil-* es de Hausdorff y las aplicaciones suma y pro-
ducto por escalares son w∗-continuas, es decir,(X∗,σ(X∗,X)) es unespacio vectorial
topológico. En consecuencia, las traslaciones, x∗ 7→ a∗+x∗, y las homotecias, x∗ 7→ λx∗,
(λ 6= 0) son homeomorfismos de(X∗,ω∗).
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2. El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es también un subespacio o un con-
vexo.

Demostración. 1) Para probar que la aplicación sumaS:X∗×X∗ → X∗, S(x∗,y∗)=x∗+y∗, es
w∗-continua (enX∗×X∗ se considera la topología producto de la débil-* deX∗), es suficiente,
por la proposición anterior, probar que la aplicaciónh = J(x) ◦S : X∗×X∗ → K, h(x∗,y∗) =
x∗(x)+y∗(x) es continua para todox∈X. Para ello, dados(x∗,y∗)∈X∗×X∗ y un abiertoW ⊂K
conx∗(x)+y∗(x)∈W, seanU y V entornos abiertos dex∗(x) y y∗(x) respectivamente tales que
U +V ⊂ W. Entonces(x∗,y∗)∈ J(x)−1(U)× J(x)−1(V) que es unw∗-abierto enX∗×X∗, y
para todo(u∗,v∗)∈J(x)−1(U)×J(x)−1(V) se tiene queh(u∗,v∗) = u∗(x)+v∗(x)∈U +V ⊂W,
lo que prueba la continuidad deh. Análogamente se prueba que la aplicación(λ,x∗) 7→ λx∗, de
K×X∗ enX∗, esw∗-continua.

2) Se hace como el punto 2) de la proposición10.2. 2

Observa que

x∗0+
m⋂

k=1

kerJ(xi)⊂V(x∗0,x1,x2, . . . ,xn,ε)

Si X es de dimensión infinita, entoncesX∗ también es de dimensión infinita y, por la propo-
sición10.3, debe verificarse que

⋂m
k=1 kerJ(xi) 6= {0}, por lo que todow∗-abierto contiene un

subespacio afín no reducido a un punto y, por tanto, no está acotado en norma. En consecuencia,
en dimensión infinita las bolas abiertas no son abiertos parala topología débil-*.

Así, en todo espacio normado dual tenemos tres topologías: la de la norma,T‖ ‖, la débil
σ(X∗,X∗∗) y la débil-* σ(X∗,X), cada una de ellas contenida en la anterior.

10.17 Proposición.Sea X un espacio normado. Los únicos funcionales lineales f: X∗ → K
w∗-continuos son los de la forma JX(x) con x∈X, es decir, los funcionales de evaluación
sobre X∗. En consecuencia, las topologíasσ(X∗,X) y σ(X∗,X∗∗) coinciden si, y sólo si, X es
reflexivo.

En consecuencia, la topología de la norma, la topología débil y la topología débil* coinci-
den si, y sólo si, el espacio es de dimensión finita.

Demostración. Es evidente que siX es reflexivo entoncesσ(X∗,X) = σ(X∗,X∗∗). Observa que
la igualdadσ(X∗,X) = σ(X∗,X∗∗) implica que todo funcionalf ∈X∗∗ seaw∗-continuo y lo que
vamos a probar es que los únicos funcionalesw∗-continuos son los funcionales de evaluación.
Sea, pues,f : X∗ → K un funcional linealw∗-continuo. El conjunto{x∈X : | f (x)|< 1} debe
ser unw∗-entorno del origen por lo que existiránx1,x2 . . .xn enX y ε > 0, tales que

V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε) =
n⋂

k=1

{x∗∈X∗ : |x∗(xk)|< ε} ⊂ {x∈X : | f (x)|< 1}

Lo que implica quef está acotado en
⋂m

k=1 kerJ(xi), y por tanto
⋂m

k=1 kerJ(xi)⊂ ker f , lo que
implica quef = ∑n

k=1 λkJ(xk)∈J(X). 2

10.18 Proposición.Sea{x∗n} una sucesión de puntos en el dual X∗ de un espacio normado X
y x∗∈X∗. Se verifica que:
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1. {x∗n}
w∗
−→ x∗ si, y sólo si,{x∗n(x)} → x∗(x) para todo x∈X.

2. Si el espacio X es de Banach y{x∗n}
w∗
−→ x∗, entonces{x∗n} está acotada en norma y

‖x∗‖6 ĺım inf {‖x∗n‖}.

Demostración. 1) Es consecuencia directa del punto 1) de la proposición10.1.

2) Si X es un espacio de Banach y{x∗n}
w∗
−→ x∗, entonces{x∗n} está acotada como con-

secuencia directa de teorema de Banach-Steinhaus. Además,como{x∗n(x)} → x∗(x) para to-
do x∈X, y |x∗n(x)| 6 ‖x∗n‖‖x‖, deducimos que|x∗(x)| 6 ĺım inf‖x∗n‖‖x‖ y, por tanto,‖x∗‖ 6

ĺım inf {‖x∗n‖}. 2

Sabemos, por el teorema7.17, que en un espacio normado siempre es posible separar fuer-
temente un convexo cerrado y un punto fuera del mismo, en un espacio normado dual interesa
separar conjuntosw∗-cerrados por funcionalesw∗-continuos.

10.19 Teorema(de separación de convexos para la topología débil-*). Sea X un espacio nor-
mado, A⊂ X∗ un conjunto no vacío, w∗-cerrado y convexo, y x∗0∈X∗ \A. Entonces existe x∈X
tal que

sup{Rea∗(x) : a∗∈A}< Rex∗0(x) (10.4)

Demostración. ComoA esw∗-cerrado yx∗0 6∈ A, existirá unw∗-entorno del origen

U =V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε) = {x∗∈X∗ : |x∗(xi)|< ε,16 i 6 n}

tal que(x∗0+U)∩A= Ø. PongamosW =V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε/2). Observa queW+W ⊂U .

Comprobemos que(x∗0 +W)∩ (A+W) = Ø. En efecto, una igualdad del tipox∗0 + v∗ =
a∗ +w∗ con v∗,w∗ ∈W y a∗ ∈A∗, implica quex∗0 + v∗ −w∗ = a∗ ∈A, pero x∗0 + v∗ −w∗ ∈
x∗0+W+W ⊂ x∗0+U y obtenemos una contradicción con que(x∗0+U)∩A= Ø. Por tanto, se

cumple que(x∗0+W)∩ (A+W) = Ø. Esto nos dice quex∗0 6∈ A+W
w∗

.

El conjuntoC=A+W
w∗

es convexo yw∗-cerrado y, por tanto, cerrado en norma. Podemos
aplicar el teorema7.17 en el espacioX∗ al convexoC y al puntox∗0 6∈ C, para obtener que
existe un funcionalx∗∗∈X∗∗ tal que supRex∗∗(C) < Rex∗∗(x∗0) y, comoA⊂ C, tenemos que
supRex∗∗(A)< Rex∗∗(x∗0).

Queda probar quex∗∗∈J(X). Ello es consecuencia de que Rex∗∗ está mayorado enW y,
por tanto, está mayorado en el subespacio∩n

k=1kerJ(xk) lo que, como sabemos, implica que
Rex∗∗ y, por tanto,x∗∗ se anula en dicho subespacio, lo que implica quex∗∗ es combinación
lineal de los funcionalesJ(xk) : 16 k6 n, por lo quex∗∗∈J(X), es decir, existex∈X tal que
x∗∗ = J(x), con lo que la igualdad supRex∗∗(A) < Rex∗∗(x∗0) significa exactamente lo mismo
que la igualdad (10.4). 2

Observa que siα∈R es cualquier número tal que sup{Rea∗(x) : a∗∈A}< α < Rex∗0(x), el
hiperplano w∗-cerrado H = {x∗∈X∗ : Rex∗(x) = α} separa estrictamenteA de x∗0, pues
A⊂ {x∗∈X∗ : Rex∗(x) < α} y x∗0∈{x∗∈X∗ : Rex∗(x)> α}.
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El teorema de Mazur no es válido para la topología débil*, es decir, siX no es reflexivo,
existen conjuntos convexos cerrados en norma que no son débil*-cerrados. Para ello conside-
remos un hiperplanow∗-cerrado, y por tanto cerrado en norma, enX∗ que, por tanto, será de
la formaH = {x∗∈X∗ : f (x∗) = 0} con f ∈X∗∗. Si x∗0 6∈ H, el teorema anterior nos dice que
existex∈X tal que sup[ReJ(x)](H) < Re[J(x)](x∗0), lo que implica que kerJ(x) = H, es decir
H = {x∗ : [J(x)](x∗) = 0}. Luego, siX no es reflexivo, un hiperplano enX∗ que sea el núcleo
de un funcionalf ∈X∗∗ \J(X) es convexo y cerrado en norma pero no esw∗-cerrado.

10.20 Proposición.Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces se verifica que:

SX∗
ω∗

= BX∗

En consecuencia, la aplicación x∗ 7→ ‖x∗‖ es w∗-inferiormente semicontinua pero no es w∗-
continua.

Demostración. Probaremos primero queBX∗ esw∗-cerrado. Si‖x∗‖ 6 1 entonces para todo
x∈BX tenemos que Rex∗(x) 6 |x∗(x)| 6 ‖x∗‖‖x‖ 6 1. Recíprocamente, si Rex∗(x) 6 1 para
todox∈BX entonces‖Rex∗‖= ‖x∗‖6 1. Hemos probado así que

BX∗ =
⋂

‖x‖61

{x∗∈X∗ : Rex∗(x) 6 1}

lo que prueba queBX∗ esw∗-cerrado.

El resto de la demostración es como la de la proposición10.8.

Puesto queBX∗ esw∗-cerrado, deducimos que todas las bolas cerradas son también con-
juntosw∗-cerrados, por tanto la aplicaciónx∗ 7→ ‖x∗‖ esw∗-inferiormente semicontinua ya que
{x∗∈X : ‖x∗‖6 c} esw∗-cerrado. Pero dicha función no esw∗-continua porque el conjunto
{x∗∈X∗ : ‖x∗‖< 1} no esw∗-abierto. 2

El siguiente es el resultado “dual” de la proposición10.11.

10.21 Proposición.Sea X un espacio normado y F⊂ X tal que X= Lin(F). Sea{x∗n} una
sucesión de puntos de X∗ que está acotada en norma y x∗∈X∗ tal queĺım{x∗n(z)}= x∗(z) para

todo z∈F. Entonces{x∗n}
w∗
−→ x∗.

Demostración. La hipótesis de que ĺım{x∗n(z)} = x∗(z) para todoz∈F , implica claramente
que que ĺım{x∗n(z)}= x∗(z) para todoz∈Lin(F). SeaM > 0 tal que‖x∗n‖6 M para todon∈N.
Fijadox∈X, y cualquiera seaz∈Lin(F) escribamos

|x∗n(x)−x∗(x)|6 |x∗n(x)−x∗n(z)|+ |x∗n(z)−x∗(z)|+ |x∗(z)−x∗(x)|6
6 ‖x∗n‖‖x−z‖+ |x∗n(z)−x∗(z)|+‖x∗‖‖z−x‖6
6 ‖x−z‖(M+‖x∗‖)+ |x∗n(z)−x∗(z)|

Dadoε > 0, comoX = Lin(F), podemos tomarz∈Lin(F) tal que‖x− z‖(M + ‖x∗‖) < ε/2
con lo cual tenemos que|x∗n(x)−x∗(x)|< ε

2 + |x∗n(z)−x∗(z)| y, comoz∈Lin(F) se verifica que
|x∗n(z)−x∗(z)| → 0. Concluimos así que|x∗n(x)−x∗(x)| → 0 y, como eso es válido para todo
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x∈X, hemos probado que{x∗n}
w∗
−→ x∗. 2

Teniendo en cuenta quec00 es denso enc0 y enℓ1, y quec00 = Lin({ek : k∈N}) donde los
ek son los vectores unidad, podemos particularizar el resultado anterior como sigue.

X = ℓ1, F = {ek : k∈N}, ℓ∞ = ℓ∗1.

X = c0, F = {ek : k∈N}, ℓ1 = c∗0.

y deducimos el siguiente.

10.22 Proposición. 1. Sea{xn} una sucesión acotada enℓ∞ y supongamos que existe x∈ℓ∞

tal que ĺım
n→∞

xn(k) = x(k) para todo k∈N, entonces se verifica que{xn}
σ(ℓ∞,ℓ1)−→ x.

2. Sea{xn} una sucesión acotada enℓ1 tal que existe x∈ ℓ1 tal que ĺım
n→∞

xn(k) = x(k) para

todo k∈N, entonces se verifica que{xn}
σ(ℓ1,c0)−→ x.

Observa que este resultado da condiciones suficientes que también son necesarias. Es decir,
la convergencia débil* de una sucesión en los espaciosℓ1 (como dual dec0) y ℓ∞ (como dual
deℓ1) equivale a la convergencia puntual y acotación en norma.

Naturalmente, la convergencia débil y la débil* son lo mismoen los espaciosℓp y Lp(Ω)
para 1< p< ∞ puesto que dichos espacios son reflexivos.

Vamos a ver que la topología débil* en el dual de un espacio normado tiene una gran abun-
dancia de compactos. Para ello necesitaremos un teorema de topología general que vamos a
presentar a continuación. SeaX un conjunto cualquiera no vacío, y sea{Yx : x∈X} una familia
de conjuntos no vacíos. El producto cartesiano de dicha familia se representa por∏

x∈X
Yx y es

el conjunto de todas las aplicacionesf : X →
⋃

x∈X

Yx tales quef (x)∈Yx para todox∈X. Para

cadax∈X se define la aplicaciónπx : ∏
x∈X

Yx → Yx por πx( f ) = f (x) para todaf ∈ ∏
x∈X

Yx. Ta-

les aplicaciones reciben el nombre de “proyecciones”. Supongamos ahora que cadaYx es un
espacio topológico(Yx,Tx). En tal caso se define latopología productoen ∏

x∈X
Yx como la to-

pología inicial para la familia de funciones{πx : x∈X}, es decir, es la más pequeña topología
en ∏

x∈X

Yx que hace continuas a las proyecciones. Una base de dicha topología está formada por

los conjuntos de la forma

⋂

x∈J

π−1
x (Ux) =

⋂

x∈J

{
f ∈∏

x∈X
Yx : f (x)∈Ux

}
Ux∈Bx y J ⊂ X, J finito

dondeBx es una base deTx.

10.23 Teorema(de Tychonoff). El producto de una familia de espacios topológicos compactos
con la topología producto es un espacio topológico compacto.
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Nos interesa el caso particular en que para todox∈X se tiene queYx =K, en cuyo caso el
producto∏x∈X Yx =KX son todas las funciones deX enK, y una base de entornos abiertos de
un punto f0∈KX la forman los conjuntos de la forma

U( f0,x1,x2, . . . ,xn,ε) =
n⋂

i=1

{
f ∈KX : | f (xi)− f0(xi)|< ε

}
(10.5)

dondeε > 0, x1,x2, . . . ,xn son elementos deX y n∈N.

Supongamos ahora queX es un espacio normado. Los elementos deX∗ son funciones
de X enK, por lo queX∗ ⊂ KX y (X∗,σ(X∗,X)) es un subespacio topológico deKX con la
topología producto, pues una base dew∗-entornos abiertos de un puntox∗0∈X∗ está formada
por los conjuntos

V(x∗0,x1,x2, . . . ,xn,ε) =
n⋂

i=1

{x∗∈X∗ : |x∗(xi)−x∗0(xi)|< ε}=

=
n⋂

i=1

{
f ∈KX : | f (xi)−x∗0(xi)|< ε

}⋂
X∗ =

=U(x∗0,x1,x2, . . . ,xn,ε)∩X∗

Como para todo funcionalf ∈ BX∗ se tiene que| f (x)| 6 ‖x‖ para todox∈ X, si notamos
Dx = {λ∈K : |λ|6 ‖x‖}, los funcionalesf ∈BX∗ son elementos del producto∏

x∈X
Dx, esto es

BX∗ ⊂ ∏
x∈X

Dx. Por supuesto∏
x∈X

Dx ⊂ KX. Como losDx son compactos, el teorema de Tycho-

noff nos dice que∏
x∈X

Dx es un compacto en el espacio topológico productoKX. Ya está todo

preparado para el siguiente resultado, uno de los más útilesdel Análisis Funcional.

10.24 Teorema(de Banach – Alaoglu). La bola cerrada unidad del dual de un espacio nor-
mado es w∗-compacta. Como consecuencia, todo subconjunto del dual deun espacio normado
que sea w∗-cerrado y acotado en norma es w∗-compacto.

Demostración. PongamosP= ∏
x∈X

Dx. En vista de lo que precede,(BX∗ ,σ(X∗,X)) es un subes-

pacio topológico del espacioP con la topología producto que, por el teorema de Tychonoff, es
compacto; por tanto bastará probar que(BX∗ ,σ(X∗,X)) es cerrado en dicho espacio. Para ello
fijemos f0∈BX∗ dondeBX∗ significa la adherencia deBX∗ enP. Fijemosx,y∈X, α,β∈K. Para
ε > 0, consideremos el siguiente entorno def0 enP

U =

{
g∈P : máx{|g(x)− f0(x)|, |g(y)− f0(y)|, |g(αx+βy)− f0(αx+βy)|}< ε

1+ |α|+ |β|

}

Puesto queU ∩BX∗ 6= Ø, seaf ∈U ∩BX∗. Tenemos que

| f0(αx+βy)− (α f0(x)+β f0(y))|= |( f0− f )(αx+βy)−α( f0− f )(x)−β( f0− f )(y)|< ε

Como esto es cierto para todoε > 0, deducimos quef0 es lineal. Si ahora fijamosx∈BX,
y consideramos el entorno def0 dado porW = {g∈P : |g(x)− f0(x)|< ε}, y f ∈W ∩BX∗

tenemos que| f (x)− f0(x)| < ε, luego| f0(x)| < 1+ ε y, como esto es válido para todoε > 0,
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deducimos que| f0(x)| 6 1, lo que nos dice que la forma linealf0 es continua y‖ f0‖ 6 1. Por
tanto f0∈BX∗ y, en consecuencia,BX∗ es cerrado enP. 2

Iniciábamos este capítulo recordando que siX es un espacio normado, los funcionales de
evaluaciónJ(x) conx∈X alcanzan su norma enBX∗ , lo cual es una consecuencia del teorema de
Hahn-Banach que proporciona un funcionalx∗∈SX∗ tal que[J(x)](x∗) = x∗(x) = ‖x‖. Podemos
entender ahora este resultado de otra forma: los funcionales J(x) sonw∗-continuos y, por tanto,
también sonw∗-continuas las aplicacionesx∗ 7→ |[J(x)](x∗)|, y la bolaBX∗ esw∗-compacto, por
tanto dichas aplicaciones alcanzan un máximo enBX∗ , es decir, los funcionalesJ(x) alcanzan
su norma.

10.25 Teorema(de Goldstine). Si X es un espacio normado, entonces J(BX) esσ(X∗∗,X∗)-
denso en BX∗∗. En consecuencia, J(X) esσ(X∗∗,X∗)-denso en X∗∗.

Demostración. Hemos visto en la proposición10.20que la bola unidad de un espacio normado
dual esw∗-cerrada, por tantoBX∗∗ esσ(X∗∗,X∗)-cerrada, y comoJ(BX)⊂ BX∗∗ deducimos que

J(BX)
w∗
⊂ BX∗∗ .

Para probar la inclusión contraria consideremosx∗∗0 ∈X∗∗\J(BX)
w∗

. El teorema de separa-
ción de conjuntos convexos para la topología débil-* nos proporciona un funcionalx∗0∈X∗ tal
que

Rex∗∗0 (x∗0)> sup
{

Rex∗∗(x∗0) : x∗∗∈J(BX)
w∗}

>

> sup{Re[J(x)](x∗0) : x∈BX}= sup{Rex∗0(x) : x∈BX}= ‖x∗0‖

Por tanto Rex∗∗0 (x∗0)> ‖x∗0‖ lo que implica que‖x∗∗0 ‖> 1 y, por tanto,x∗∗0 6∈ BX∗∗ .

Hemos probado queJ(BX)
w∗

= BX∗∗ . La última afirmación es clara puesJ(X)
w∗

es un
subespacio deX∗∗ que contiene a la bola unidad deX∗∗, luego es el total. 2

Como la familia de funcionales que define la topología débil en un espacio normadoX
es la misma que define la topología débil-* en el bidual, es claro que si identificamosX con
J(X)⊂ X∗∗ y consideramosX ⊂ X∗∗, entonces la topología débil-* del bidual restringida aX
es la topología débil deX. Dicho de otra forma, la inyección canónicaJ : (X,ω)→ (J(X),ω∗)
es un homeomorfismo, algo que es muy fácil de comprobar pues, notandoV(0,x∗1,x

∗
2, . . . ,x

∗
n,ε)

los entornos básicos abiertos del origen en la topología débil de X y porW(0,x∗1,x
∗
2, . . . ,x

∗
n,ε)

los entornos básicos abiertos del origen en la topología débil-* de X∗∗, se tiene que

J
(
V(0,x∗1,x

∗
2, . . . ,x

∗
n,ε)

)
= J({x∈X : |x∗i (x)|< ε,16 i 6 n}) =
= {J(x) : |[J(x)](x∗i )|< ε,16 i 6 n}=
= {x∗∗ : |x∗∗(x∗i )|< ε,16 i 6 n}∩J(X) =

=W(0,x∗1,x
∗
2, . . . ,x

∗
n,ε)∩J(X)

Por tanto, la inyección canónicaJ establece una biyección entre la base de entornos abiertos del
origen en la topología débil deX y la base de los entornos abiertos del origen en la topología
deJ(X) relativa a la topología débil-* deX∗∗. Como una base de entornos abiertos de cualquier
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punto se obtiene trasladando una base de entornos abiertos del origen yJ es lineal, deducimos
queJ establece una biyección entre losw-abiertos deX y los w∗-abiertos relativos deJ(X), es
decir, es un homeomorfismo de(X,ω) sobre(J(X),ω∗).

10.26 Corolario. Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces, J(SX) es denso
en BX∗∗ para la topologíaσ(X∗∗,X∗).

Demostración. Sabemos queSX
w
= BX = BX

w
, por lo que, usando queJ es un homeomorfis-

mo, tenemos que

J
(
SX

w)
= J(SX)

w∗
= J
(
BX

w)
= J(BX)

w∗
= BX∗∗ .

2

El siguiente resultado nos da la abundancia de compactos para la topología débil en un
espacio normado reflexivo.

10.27 Teorema(de Dieudonné). Un espacio normado es reflexivo si, y sólo si, su bola unidad
es débilmente compacta. En consecuencia, cualquier conjunto w-cerrado y acotado en norma
de un espacio reflexivo es w-compacto.

Demostración. Que un espacio normadoX sea reflexivo equivale a queJ(BX) = BX∗∗ . Por
tanto, siX es reflexivo, por el teorema de Banach-Alaoglu,J(BX) es w∗-compacto, lo que
equivale a queBX seaw-compacto. Recíprocamente, siBX es w-compacto, entoncesJ(BX)

esw∗-compacto, luego esw∗-cerrado enX∗∗, y por tantoJ(BX) = J(BX)
w∗

= BX∗∗ , donde la
segunda igualdad es el teorema de Goldstine. 2

Decíamos al principio del capítulo que, como consecuencia del teorema de Hahn-Banach,
en un espacio de Banach reflexivoX todo funcionalx∗∈X∗ alcanza su norma. Podemos enten-
der ahora eso mismo desde otro punto de vista. Los funcionales del dual son continuos para la
topología débil y, por tanto, las funcionesx 7→ |x∗(x)| sonw-continuas, como la bola unidadBX

esw-compacto, dichas funciones alcanzan un máximo, es decir, los funcionalesx∗ alcanzan su
norma.

Una consecuencia llamativa del teorema de Banach-Alaoglu es la siguiente.

10.28 Corolario. Dado un espacio normado X, existe un espacio topológico compacto de
Hausdorff, K, tal que X es isométricamente isomorfo a un subespacio de C(K).

Demostración. PongamosK = (BX∗ ,ω∗), y consideremos la aplicación que a cadax∈X hace
corresponder la restricción deJ(x) a K. La aplicación así definidax 7→ J(x)|K , deX enC(K),
es claramente lineal e isométrica. 2

El corolario anterior más que una representación auténticamente útil para un espacio nor-
mado abstracto, muestra cuán variados pueden ser los subespacios deC(K).
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10.4. Metrizabilidad de las topologías débiles

Se dice que un espacio topológico esmetrizablesi existe una distancia que induce la topo-
logía o, equivalentemente, es homeomorfo a un espacio métrico.

10.29 Proposición.Sea X un espacio normado.

1. Si X es separable, entonces(BX∗ ,ω∗) es metrizable y, por tanto, lo mismo le pasa a
cualquier subconjunto acotado de X∗.

2. Si X∗ es separable, entonces(BX,ω) es metrizable y, por tanto, lo mismo le pasa a
cualquier subconjunto acotado de X.

Demostración. 1) Fijamos un conjunto denso{xn : n∈N} enSX y definimos enBX∗ una dis-
tancia en la forma

d(x∗,y∗) =
∞

∑
n=1

1
2n |x

∗(xn)−y∗(xn)| (x∗,y∗∈BX∗)

Es inmediato comprobar que, efectivamente, se trata de una distancia. Queremos probar que la
aplicación identidadI : (BX∗ ,ω∗)→ (BX∗ ,d) es un homeomorfismo. Puesto que(BX∗ ,ω∗) es un
espacio topológico compacto y(BX∗ ,d) es un espacio topológico de Hausdorff, bastará probar
que la identidad es continua. Consideremos para ello un punto x∗0 ∈BX∗ y una bola abierta
centrada en dicho puntoBd(x∗0, r) = {x∗∈BX∗ : d(x∗,x∗0)< r}. Elijamosn0∈N de forma que

1
2n0

=
∞

∑
k=n0+1

1
2k <

r
4

Es muy fácil comprobar que elw∗-entorno dex∗0 enBX∗ dado por

U =V(x∗0,x1,x2, . . . ,xn0,
r
2
)∩BX∗ =

{
x∗∈BX∗ : |x∗(xi)−x∗0(xi)|<

r
2
,16 i 6 n0

}

está contenido enBd(x∗0, r), lo que prueba que la identidadI : (BX∗ ,ω∗)→ (BX∗ ,d) es continua
enx∗0, y como esto es válido para cualquier punto enBX∗ queda probado que dicha aplicación
es continua.

2) Si X∗ es separable, entonces, por lo que acabamos de probar,(BX∗∗ ,ω∗) es metrizable y,
comoJ(BX)⊂ BX∗∗, también es metrizable(J(BX),ω∗), y como este espacio es homeomorfo a
(BX,ω), concluimos que(BX,ω) es metrizable. 2

Los resultados anteriores permiten generalizar el teoremade Bolzano-Weierstrass a espa-
cios normados reflexivos.

10.30. Teorema de Bolzano–Weierstrass para la topología débil.Toda sucesión acotada en
un espacio normado reflexivo tiene alguna sucesión parcial débilmente convergente.

Demostración. SeaX un espacio normado reflexivo y{xn} una sucesión acotada enX. El
subespacio cerradoY = Lin({xn : n∈N}) es, por la proposición8.5, reflexivo. Evidentemente,
Y es separable por lo queJ(Y) =Y∗∗ es separable y, por la proposición7.11, se verifica queY∗
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es separable. Por tanto, podemos aplicar al espacioY el punto 2) de la proposición anterior para
concluir que en cualquier conjunto acotado deY la topología débil deY es metrizable. Ahora
como{xn} es una sucesión acotada de puntos deY, existiráM > 0 tal que‖xn‖6 M para todo
n∈N, lo que significa quexn∈MBY dondeMBY es la bola cerrada enY con centro el origen
y radio M. Puesto que dicha bola es homeomorfa a la bola unidad deY que, por el teorema
de Dieudonné, esw-compacto, concluimos que{xn} es una sucesión de puntos en el espacio
métrico w-compactoMBY por lo que tiene alguna parcialw-convergente,{xσ(n)}

w−→ x∈Y,
donde la convergencia débil es relativa al espacioY. Pero entonces es inmediato que dicha
sucesión parcial también converge débilmente enX. 2

Para la topologíaω∗ tenemos un resultado análogo, válido sólo en caso separable. Se trata
de una consecuencia directa del punto 1) de la proposición anterior y del teorema de Banach-
Alaoglu.

10.31. Teorema de Bolzano–Weierstrass para la topología débil-*.Toda sucesión acotada en
el dual de un espacio normado separable tiene alguna sucesión parcial débil-* convergente.

Bibliografía. En la mayoría de los textos, el contenido de este capítulo suele tener un tratamien-
to mucho más general. Dicho esto, los textos de M. Fabian et alii [ 5] y el de Bowers-Kalton
[1], me parecen adecuados.

10.5. Ejercicios

234. Considera enL2[a,b] la sucesión{ fn} donde para cadan∈N, fn(x) = sen(nx) para
a6 x6 b. Prueba que{ fn} converge débilmente a cero. ¿Es{ fn} convergente enL2[a,b].

Sugerencia. Proposición10.12.

235. Sea{en} la sucesión de los vectores unidad enℓ2. Prueba que 0 es débilmente adhe-
rente al conjunto{√nen : n∈N} y que ninguna sucesión parcial de{√nen} converge
débilmente a cero.

236. (a) Sea{en} la sucesión de los vectores unidad enℓ1. Prueba que{en} w∗
→ 0, dondew∗ se

refiere a la topologíaσ(ℓ1,c0).

(b) Prueba que 0 no está enco{en : n∈N} y deduce que{en} no converge débilmente a
cero.

Sugerencia para (b). Considera la sucesiónu∈ℓ∞ dada poru(n) = 1 para todon∈N.

237. Prueba que todo conjuntow-compacto en un espacio normado está acotado.

238. SeanX un espacio de Banach,{ fn} una sucesión enX∗ y {αn} una sucesión de números
positivos que converge a cero. Supongamos que para cadax∈X existeKx > 0 tal que
| fn(x)|6 Kxαn para todon∈N. Prueba que{‖ fn‖} → 0.

239. SeaX un espacio de Banach. Supongamos que{xn}→ x enX y { fn} w∗
→ f enX∗. Prueba

que{ fn(xn)} → f (x).
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240. Sean‖ .‖1 y ‖ .‖2 dos normas no equivalentes en un espacio vectorialX. Prueba que
existe algún funcional lineal enX que es continuo para una de las normas pero no lo es
para la otra.

241. SeaX un espacio de Banach yA ⊂ X∗. Prueba queA separa puntos enX si, y sólo si,

Lin(A)
w∗
= X∗.

242. SeaX un espacio reflexivo eY un subespacio cerrado deX∗ que separa puntos enX.
Prueba queY = X∗.
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