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Sucesiones de funciones

0.1. Sucesiones de funciones.

Sumario

En las aplicaciones del Anélisis Matematico es frecuente que la soluciéon a un cierto
problema sea una funcién desconocida o no expresable en términos de funciones elementales
que conocemos. Si, en cambio, es frecuente que se conozcan funciones que se .?proximan.? la
funcion solucién; a menudo se puede disponer de una sucesion de funciones {f,} obtenidas
en sucesivas aproximaciones al problema y que se .2proxime.°? cierto sentido a la solucion. En
esta leccion queremos dar sentido al concepto de .2proximacion". El contenido completo de
esta leccion se articula de la siguiente manera:

0.1.1 Motivacion.

0.1.2 Tipos de convergencia. Criterio de Cauchy.

0.1.3 Convergencia, continuidad, derivaciéon e integrabilidad.
0.1.4 Series de funciones.

0. 1.5 Relaciéon de ejercicios.

0.1.1. Motivacion

Hay diversas formas de aproximarse a una funciéon. Para motivar este concepto
vamos a considerar varios ejemplos:
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Ejemplo 1:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(z) = «
(x €10,1]).

Notese que las funciones f,, son continuas en [0,1] y que para cada z € [0,1] la
sucesion f,(x) es convergente.

Definamos la funciéon f : [0,1] — R mediante f(z) = limf,(x). Es claro que f(z) =
0,Vz € [0,1] y que f(1) = 1.

n

Ejemplo 2:
Para cada n € N, considérese la funcion f, : R — R definida por f,(z) =
22+ (1/n?) (z € R).

Notese que las funciones f,, son derivables en R y que para cada x € R la sucesion
fn(z) es convergente.

Definamos la funcion f : R — R mediante f(z) = limf,(x). Es claro que f(z) =
|z|, Vo € R.

Obsérvese que en este caso, puesto que /2% + (1/n)? < |z| +1/n, deducimos que la
convergencia de la sucesion { f,,} depende de la convergencia de la sucesion de nimeros
reales{1/n} pero es independiente del valor = considerado.

Ejemplo 3:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(z) =
n?z(1 — nx) para todo = € [0,1/n] y cero en el resto de los puntos.

Notese que las funciones f,, son continuas en [0,1] y que para cada z € [0,1] la
sucesion f,(x) es convergente.

Definamos la funciéon f : [0, 1] — R mediante f(z) = limf,(z). Es claro que f = 0.

0.1.2. Tipos de convergencia. Condicién de Cauchy.

En esta seccion precisaremos el concepto de aproximacion. Sea A un subconjunto
no vacio de ntimeros reales y sea { f,} una sucesion de funciones reales definidas en A.

1. Convergencia puntual.

Se dice que la sucesion de funciones {f,} converge puntualmente en B C A,
si para cada = € B, la sucesion de ntumeros reales { f,(z)} es convergente.

Al conjunto C := {x € A; {f.(x)} es convergente} se le denomina campo de
convergencia y a la funcion f : C' — R definida por f(z) = lim{f.(x)}, se le
denomina funcién limite.

Obsérvese que la sucesion de funciones del primer ejemplo converge puntualmente
en [0, 1] a la funcion f alli definida y que la sucesion del segundo ejemplo converge
puntualmente en R a la funciéon valor absoluto. Otro tanto se puede decir del
ejemplo tercero.
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2. Convergencia uniforme.

Dada una sucesion de funciones {f,} que converge puntualmente en C' a una
funcion f, se dice que la sucesion de funciones {f,} converge uniformemente
en B C (| si

Ve > 0 dng tal que n > ng implica que |f,(z) — f(z)| < e,Vz € B.

Obsérvese que la sucesion dada en el primer ejemplo converge uniformemente
en intervalos de la forma [0,7] con r < 1. No existe el concepto de campo de
convergencia uniforme tal como se desprende del ejemplo considerado.

Damos ahora dos importantes caracterizaciones de gran utilidad de la convergencia
uniforme.

Proposicion 0.1.1.
Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales, {f,} una sucesion de funciones
de AenRy f:A— R una funcion. Equivalen

1. {fn} converge uniformemente en A a la funcidn f.

2. Dada cualquier sucesion {a,} de elementos de A se wverifica que la sucesion

{fulan) — f(a,)} es nula.

3. Eziste una sucesion de puntos {b,} convergente a cero y un nimero natural p tal
que

|fu(z) = f(z)] < by, Vn > p,Vo € A

Demostracion. Para hacer en clase

Como consecuencia, deducimos que la convergencia de la sucesiéon de funciones del
segundo ejemplo es uniforme en R.

El segundo criterio para la determinaciéon de la convergencia uniforme tiene la ven-
taja de no tener que conocer la funcién limite.

Teorema 0.1.2. (Criterio de Cauchy)
Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea {f,} una sucesion de fun-
ciones de A en R . Equivalen
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1. Existe f: A — R una funcion tal que {f,} converge uniformemente en A a f.
2. Ye >0 3ng tal que p,q > ng implica que | f,(x) — f,(z)] <e,Va € A,

Demostracion. Para hacer en clase

0.1.3. Convergencia, continuidad e integrabilidad.

En esta secciéon enunciaremos los resultados que relacionan la convergencia uniforme
con los conceptos clave del anélisis: continuidad, derivacion e integracion. Haremos solo
algunas demostraciones, dejando las méas laboriosas para un posterior estudio.

Tal como vimos en el primer ejemplo la convergencia puntual no garantiza la conti-
nuidad de la funcién limite atin siendo continuas las funciones de la sucesion.

Teorema 0.1.3. (Continuidad y convergencia uniforme)

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea { f,} una sucesion de funcio-
nes de A en R. Si la sucesion {f,} converge uniformemente en B C A y existe a € B
tal que las funciones f, son continuas en a entonces la funcion limite f : B — R es
continua en a.

Demostracion. Para hacer en clase

El teorema sobre la continuidad se utiliza con frecuencia para probar que no hay
convergencia uniforme comprobando que la funcién limite no es continua (véase primer
ejemplo).

Conviene notar, por otra parte, que la continuidad de la funcién limite puntual de
una sucesion de funciones continuas no exige que la convergencia sea uniforme tal como
muestra el tercer ejemplo.

Como consecuencia de nuestro resultado, vemos una condiciéon suficiente para que
el signo integral permute con el limite.
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Corolario 0.1.4. (Continuidad, convergencia uniforme e integracion)

Sea {f.} una sucesion de funciones continuas (resp. integrables) que converge uni-
formemente en un intervalo [a,b] de A a una funcion f : [a,b] — R. Entonces [ es
continua (resp. integrable) en [a,b] y

lz‘m/abfn:/abf.

Demostracion. Para hacer en clase

La demostracion con la hipotesis de integrabilidad, obliga previamente a probar la
integrabilidad de la funcion limite. La demostracion puede verse en |1, Teorema 8.13].

Veamos finalmente la relacion de la convergencia con la derivacion. Viendo los pre-
cedentes, cabria esperar que la funcién limite fuese derivable siempre que lo fuesen las
correspondientes funciones. Este hecho no es esperable tal como muestra el ejemplo
segundo. No obstante, obtenemos a continuacién un importante resultado relacionando
ambos conceptos. Obsérvese que en este caso exigimos la convergencia de la sucesion
de derivadas.

Corolario 0.1.5. (Derivacion y convergencia uniforme )

Sea I un intervalo acotado y sea { f,} una sucesion de funciones de clase uno (resp.
derivables) en 1. Supongamos que existe a € I, tal que la sucesion { f,(a)} es convergen-
te. St la sucesion de las funciones derivadas { f,} converge uniformemente a una funcion
g en I entonces {f,} converge uniformemente a una funcion f: I — R. Ademds f es
de clase uno (resp. derivable) en I con f'(x) = g(x), para todo x € 1.

Demostracion. Para hacer en clase el caso "de clase uno"
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La demostracion con la sola hipdtesis de derivabilidad es algo méas laboriosa y puede
verse en |1, Teorema 8.15|

Finalizamos esta secciéon enunciando un profundo resultado sobre la aproximacion
de una funcién continua por polinomios.

Teorema 0.1.6. (Teorema de Weierstrass)
Sea [ una funcion continua definida sobre un intervalo cerrado y acotado [a,b].
Entonces existe una sucesion de polinomios que converge uniformemente a f en |a,b.

De las muchas demostraciones que hay de dicho resultado, merece la pena comentar
la que esta basada en los polinomios de Bernstein.

Dados f : [0,1] — R una funcién continua, se define el polinomio e Bernstein de
orden n de la funcién f mediante la expresion

Busle) = g)f(k/n) (4)aa—ar:

Se puede probar que la sucesion {B,, s} converge uniformemente en el intervalo [0, 1]
la funcion f.

Si el intervalo es [a, b] entonces se considera la funcion ¢ : [0,1] — R definida por
g(t) = f(a+t(b—a)), y el polinomio buscado es p,(z) = B, 4(7=2).

La demostracion puede verse en |2, Seccion 10.5]

0.1.4. Series de funciones

El paso de la nocién de sucesion de funciones al concepto de serie funcional sigue
los mismos derroteros que el ya conocido para pasar de sucesiones de niimeros reales a
series de ntmeros reales.

Se llama serie de funciones a todo par ordenado de sucesiones de funciones
reales ({f.},{Fn}), donde ({f.} es una sucesion arbitraria de funciones y, para cada
natural n, la segunda sucesion es tal que: F, := Y ", f,. La sucesion {F,} recibe el
nombre de sucesiéon de sumas parciales de la serie. Dicha serie suele representarse
por 3 1.

n>1

Las nociones de convergencia puntual y de convergencia uniforme se trasladan de
manera natural a las series de funciones, basta para ello referirlas a la correspondiente
convergencia para las sumas parciales:

Se dice que la serie Z fn converge puntualmente (resp. uniformemente)

n>1
si la sucesion {F,,} de sus sumas parciales converge puntualmente (resp. uniforme-
mente). Se llama campo de convergencia de la serie al campo de convergencia
de la sucesion de sumas parciales. Si C' es el campo de convergencia de la serie Z fns
n>1

podremos construir una funcion F : C' — R definida por F(z) = Y 7, f.(2), y que es
denominada como suma de la serie.
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En este contexto también podemos hablar de convergencia absoluta en un con-
junto A de la serie Z fn sila serie Z | fu| converge puntualmente en A. Como regla

n>1 n>1
practica para estudiar la convergencia puntual de una serie se recomienda empezar por
el estudio de la convergencia absoluta de dicha serie. Para la convergencia uniforme
hemos de tener en cuenta

Lema 0.1.7. Sea an una serie de funciones definida en un conjunto A. Si dicha
n>1

serie converge uniformemente un subconjunto B C A entonces la sucesion { f,} converge

a cero uniformemente en B

Demostracion. Para hacer en clase

Como consecuencia de los teoremas ya establecidos obtenemos el siguiente resultado

Corolario 0.1.8. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales y sea E fn una serie

n>1
de funciones que converge puntualmente en A. Entonces

1. Si las funciones f, son continuas en un punto a € A y la serie E fn converge

n>1
umformemente en I entonces la funczo’n suma F' es continua en a.

2. Si las funciones f,, son continuas en |a,b] C A y la serie Z fn converge unifor-
n>1

b
. b
memente en [a, b] entonces la serie E / fn es convergente y su sSuma es fa F.
n>1va

3. Si las funciones f, son de clase uno en J C A intervalo acotado, la serie g 1
n>1
converge uniformemente en J, entonces la serie E fn converge uniformemente
n>1

en J a una funcion derivable F' que verifica: F'(x) = Z fi(x) para todo x € J.
n=1

Demostracion. Para hacer por el alumno.
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El criterio de Cauchy ya comentado proporciona una poderosa herramienta para el
estudio de la convergencia uniforme de una sere de funciones, a saber

Teorema 0.1.9. (Test de Weierstrass)

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea E fn una serie de funciones
n>1
definidas en A y sea B un subconjunto de A. Supongamos que existe una sucesion {a,}

de nimeros reales tal que |fn(z)| < a,,Vx € B. Si la serie Zan es convergente,
n>1

entonces la serie E fn converge absoluta y uniformemente en B.
n>1

Demostracion. Para hacer en clase.

El problema que se plantea cuando el criterio de Weierstrass no es aplicable es similar
al que tenemos cuando una serie de niimeros reales no es absolutamente y deseamos
saber si al menos es convergente. De entre los varios criterios que existen para las series
de términos cualesquiera, nosotros nos habiamos quedado con el criterio de Leibnitz.

Nosotros establecemos un criterio de Leibnitz para series de funciones. Antes nece-
sitamos probar el siguiente resultado técnico:

Lema 0.1.10. Sean ay,as, - ,ap, Gpr1 y by, ba, -, b, niimeros reales. Si represantamos
k
por By =", b; entonces

Z akbk = Z Bk(ak — ak+1) + Bpaerl.
k=1

k=1 =
Demostracion. Sea By = 0. Es claro, puesto que by = By — By_1, que

p p

p p
Z apby = Z a(By — Br—1) = Z Bray, — Z By_1a41 =
k=1 k=2

k=1 k=1

p—1

p p
Z Bray — Z Bragy1 £ Bpak-‘rl = Z Bk(ak - ak+1) + Bpap+1-
k=1 k=1 k=1
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Proposicion 0.1.11. (Criterio de Leibnitz) Sea A un subconjunto no vacio de nimeros

reales 1y sea Z(—l)"gn una serie de funciones definidas en A y sea B un subconjunto
n>1
de A. Supongamos que la sucesion {gn(x)} es mondtona para cada x € B y que la suce-
sion {gn} converge uniformemente a cero en B. Entonces la serie Z(—l)"gn converge
n>1
uniformemente en B.

Demostracion. Para hacer en clase

0.1.5. Relacion de ejercicios

1. Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la forma [0, a] y [a, +00[, donde
a > 0, de la sucesion de funciones { f,,} definidas para todo = > 0 por:

2nx?

:1+Mﬁ'

2. Dado a € R, consideremos la sucesion de funciones { f,}, donde f, : [0,1] — R
es la funcion definida para todo x € [0, 1] por:

fo(2) = n2(1 — 2?)™.

(Para qué valores de o hay convergencia uniforme en [0, 1]? ;Para qué valores de
a hay convergencia uniforme en [p, 1], donde p €]0, 1[?

3. Para cadan € N, sea f,, : [0,7/2] — R la funcion dada por:
fn(z) = n(cosz)"senz.

Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funciones { f,,} y la convergencia
uniforme en los intervalos [0,a] y [a,7/2], 1 donde 0 < a < 7/2.

4. Para cada n € N sea f,, :]0,7] — R la funciéon dada por:

sen?*(nx)

fo(z) =

(0<z<m).
nsenx

Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funciones {f,} asi como la
convergencia uniforme en intervalos del tipo ]0,al, [a,7[ v [a,b], donde 0 < a <
b<m.
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10.

11.

§0.1 Sucesiones de funciones

. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones {f,},

donde f, : R — R esta definida por:

folz) = V1422  (ze€R).

. Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la forma | — oo, —al, [—a,a] y

[a, +00[, donde a > 0, de la sucesion de funciones {f,,} definidas por

fn(x) =nsen(x/n) (x €R).

. Estudia la convergencia uniforme en R{, de la sucesion de funciones { f,,} definidas

para todo x € R por:

n+x
n = t .
fule) = arcty(-10)
Series de funciones
Sea, para cada n € N,
z
S > 0).
f(z) n®(1 + nx?) (z=0)

Prueba que la serie ) f,, converge

a) puntualmente en R} si a > 0
b) uniformemente en semirrectas cerradas que no contienen al cero.

¢) uniformemente en RJ si v > 1/2.

. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie Y f,, donde f, : R — R

es la funcién dada por:

B x
1+ n2a?

fa() (n=0,1,2,..).

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie ) f,,, donde

folz) = e ™ (z>0).

En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto A C R y, para
cada n € N, se define una funciéon f,, : A — R. Se pide estudiar, en cada caso,
la convergencia puntual en A de la serie de funciones >’ f,,, y la continuidad de
la funcion suma F'=> " f,.

a) A=Ry fa(z) =
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D) A=Ry fulz) = (—1)" s,

¢c) A=R\Z"y ful2) = i

12. Estudia la derivabilidad de la funcion de Riemann ¢ :]1, +oo[— R, definida para
todo z > 1 por: £(x) = Y20, L. Justifica también que lim, ,1£(x) = +oo.

n=1 nz
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0.2. Series de potencias.

Sumario

Esta leccion esté dedicada al estudio de un tipo muy particular y muy interesante de
series funcionales: las series de potencias. Estas nos proporcionan un método expeditivo para
construir nuevas funciones de clase C*° no racionales. En particular reapareceran la mayoria
de las funciones elementales, lo que nos permitira un mejor conocimiento de éstas. La técnica
usada consiste en dar sentido al concepto de polinomio de Taylor de grado infinito. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.2.1 Series de potencias

1.2.2 Funciones definidas por series de potencias.
1.2.3 Desarrollo en serie de potencias.

1.2.4 Aplicaciones:Suma de series de ntimeros reales

1.2.5 Relaciéon de ejercicios.

0.2.1. Series de potencias

Sean a € R y {a,} una sucesion de nameros reales. La serie funcional

(fn(z) = an(z —a)")
Z an(x —a)"

recibe el nombre de serie de potencias centrada en a. A los términos de la sucesion
{a,}, se les denomina coeficientes de la serie de la serie de potencias.

Dado J C R, se dice que la serie de potencias converge

1. puntualmente en J, si la serie > ., a,(xr — a)” converge en J.

Se suele notar, para cada x € J, por

Z an(z —a)”

a la suma de dicha serie.

2. absolutamente en J si la serie ) ., |an(x — a)"| converge en J.
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3. uniformemente en J si converge puntualmente en J y si

para cada € > 0, existe un natural ng, de forma que si n > ng, entonces, para
todo x € J,

n

oo
|Zak (x —a) Zak(x—a)k|<e.
k=0

k=0
Como primer resultado, establecemos el siguiente importante resultado

Corolario 0.2.1. (Criterio de Weierstrass)
Sea J un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € R y {a,} una sucesion de
numeros reales. Supongamos que existe una sucesion de nimeros reales {a,} tal que

lan(z —a)"| < oy, Yx e J Vn

y tal que la correspondiente serie ) -, o, es convergente. Entonces la serie de potencias
centrada en a converge absolutamente y uniformemente en J

Demostracion. La convergencia absoluta es consecuencia de las propiedades conocidas
para series de numeros reales. En cuanto a la convergencia uniforme, nétese que si
p < q € N, es claro que

P
|Zak(x—a Zakx—a | = | Z ap(z —a)k| < Z lag(z — a)¥) < Z ag,
k=0

k=p+1 k=p+1 k=p+1

y por tanto la condicion de Cauchy para la serie de niimeros reales, nos asegura la

condicion de Cauchy para la serie funcional Y, ., ax(z — a)*.

Este resultado nos proporciona un método general para estudiar la convergencia
puntual y uniforme de cualquier serie de potencias.

Lema 0.2.2. (Lema de Abel)

Sean a € R y {a,} una sucesion de nimeros reales. Supongamos que existe r > 0
tal que la sucesion {a,r"} estd acotada. Entonces la serie funcional ) ., a,(z — a)"
converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a — p,a+ p|, siempre que o < p < r.

Demostracion. Por hipotesis, existe M > 0 tal que |a,r"| < M para todo n € N. Sea
0 < p < r. Aplicando el criterio de Weierstrass, se tiene que para todo = € [a — p, a+ p]
tenemos que:

|z —af” [z —af”

<M < MZ = mEy

Jan(e = @)"] < lanlr " - =M
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La busqueda del ntiimero positivo r» "mas grande posible"que cumpla la hipotesis
del Lema de Abel motiva el concepto de radio de convergencia. Concretamente:

Sean A := {r € R*; {a,r"} estd acotada}y > .,an(z—a)" laserie de potencias
asociada.

1. Si A=), diremos que el radio de convergencia de la serie )~ a,(z —a)" es
igual a cero, R = 0.

2. Si A # () y A no esta mayorado, diremos que el radio de convergencia de dicha
serie es infinito , R = oo.

3. Si A# 0y A estd mayorado diremos que el correspondiente radio de conver-
gencia es el supremo del conjunto A, esto es R = Sup(A).

En lo que sigue, cuando hagamos referencia al conjunto A no seré otro que el intro-
ducido aqui.

Observemos que el radio de convergencia es independiente del centro a de la
serie. Ademas, como veremos en el siguiente resultado, el conocimiento del radio de
convergencia proporciona c¢asi'"toda la informaciéon sobre la convergencia de la serie.

Teorema 0.2.3. Sea ), ., an(z—a)" una serie de potencias cuyo radio de convergencia
es R.

1. St R es cero, entonces la serie solo converge en a.

2. Si R es infinito, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada
intervalo cerrado y acotado de R.

3. Si R € R, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada intervalo
cerrado y acotado contenido en |la — R,a + R[ y no converge en ningin punto de

R\[a — R,a + R].

Demostracion. (i) Notese en primer lugar que si R = 0, entonces A = (). Supongamos
que la serie converge en un punto b # a. Es claro que la sucesion {a, (b —a)"} converge
a cero. En particular, b — a € A, con lo que llegamos a la contradiccion.

(ii) Supongamos que R = +o0, esto es, A no estd mayorado. Sea [c,d] un inter-
valo cerrado y acotado de R. Puesto que A no estd mayorado, existe r € A tal que
r > Max{|c — a|,|d — a|} y por tanto existe p < r tal que [¢,d] C [a — p,a + p|. Basta
ahora aplicar el Lema de Abel.

(iii) Supongamos finalmente que R € R y sea [c,d] un intervalo cerrado y acotado
contenido en |a — R, a + R]. Es claro que existe r € A tal que

R>r > Max{|c—al,|d —a|},



20 §0.2 Series de potencias

con lo que basta seguir la argumentacion anterior, para concluir que la serie converge
absoluta y uniformemente en cada intervalo cerrado y acotado contenido en Ja— R, a+R|.
Por otra parte, si la serie convergiese en un punto b tal que |b — a|] > R, entonces
tendriamos que |b — a| € A, en contradiccion con la definicion de R.

Sea ) -, an(z —a)™ una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R es no
nulo (serie de potencias no trivial). Si R € R*, llamemos I al intervalo Ja — R,a + R|
e I = R si R es infinito. En adelante, nos referiremos al intervalo I como el intervalo
de convergencia de la serie de potencias ) . a,(z — a)™.

Nota
Antes de proseguir, conviene resaltar, si el radio es un namero real positivo R,
nada se puede afirmar sobre la convergencia en los extremos del intervalo. De hecho,
existen series de potencias con idéntico radio de convergencia pero con distinto caracter
de convergencia en dichos puntos, piénsese por ejemplo en la serie

y en la serie

Este hecho motiva el siguiente resultado.

Teorema 0.2.4. Teorema de Abel

Sea Y, <o an(z — a)” una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R es no
nulo. Si la serie converge en el punto a+ R (resp. a— R) entonces lo hace uniformemente
en el intervalo [a,a + R] (resp. [a — R, a]).

Demostracion. Requiere del criterio de Abel para una serie funcional .

Busquemos ahora un procedimiento expeditivo para determinar el radio de
convergencia.

Proposicion 0.2.5. Sea ), -, a,(x —a)" una serie de potencias cuyos coeficientes son
no nulos y sea R su radio de convergencia.

1

1. Si la sucesion {|*2**|} converge a un nimero real positivo L, entonces R = .
n

2. Si la sucesion {|*=1|} converge a cero, R = oo.
n

|} diverge positivamente, entonces R = 0.

8. Si la sucesion {2+

n



Anélisis Matemético I 21

Demostracion. Apliquemos el criterio del cociente para estudiar la convergencia abso-
luta de la serie ) ., an(z — a)". Pongamos ¢, = |a,(x — a)"|. Tenemos que:

Cn+1 | (p41

||z —a] = L|x — al.

C’I’L n

Si L € R*, el criterio del cociente nos dice que la serie converge absolutamente si
Ljz —a| < 1, es decir, si |z —a|] < 1/L, y que si L|x — a] > 1 entonces la serie no
converge. Deducimos asi que el radio de convergencia es R = 1/L.

Si L = 0 la condicién L|z — a] < 1 se cumple para todo x € R y el radio de
convergencia es R = +o0.

Si L = +o0o entonces para todo x # a se tiene que:

Cnt1l  Onil lz — a| — 400
- )

C?’L n

luego, por el criterio del cociente, la serie no converge, ya que su término general no
converge a 0. Luego en este caso es R = 0.

De forma totalmente analoga, haciendo uso del criterio de la raiz, se prueba el
siguiente resultado.

Proposicién 0.2.6. Sea Y - a,(z — a)" una serie de potencias y supongamos que la

sucesion { {/|a,|} converge a L € [0, +oc[. Entonces si L = 0 el radio de convergencia
de la serie es R = 400, st L = 400 el radio de convergencia de la serie es R =0 y st
L € RT el radio de convergencia de la serie es R =1/L.

0.2.2. Funciones definidas por series de potencias

Sea Y - an(z —a)" una serie de potencias no trivial cuyo radio de convergencia
es R, y sea I su intervalo de convergencia. Podemos definir la funcién suma:

f:I—R,

mediante la férmula
f@)=> an(z—a)"
n=0

Veamos que dichas funciones son también derivables en I. Antes necesitamos el
siguiente

Lema 0.2.7. Las series Y, - an(x — ) y >, 5  nan(x —a)"~" tienen igual radio de
convergencia.
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Demostracion. Notemos por B := {r € R*; {na,r"} esta acotada} y por R al radio
de convergencia de la serie de potencias Y ., na,(z —a)""'. Es evidente que B C A
y por tanto, R < R. En particular si R = 0, entonces, " = R = 0. Consideremos
entonces que R € R y que R’ < R. Sea R’ < rq < R. Por definicion existe r € A y
M > 0 tales que ro < 1y |a,r"| < M para todo n € N, deducimos que:

n

nlan|ry = nla,|r" nl0 < Mn(r0
r

r)'

Dado que 0 < rg < 7, la sucesién {n(*2)"} converge a cero, y por tanto esta acotada
y, en consecuencia, la sucesion {na,r{} también esta acotada. Hemos probado asi que
ro € B, lo cual es una contradiccion con la eleccion de rg y, por tanto, se sigue que
necesariamente debe ser R < R', luego R = R’. En el caso en que R = +00, puede repe-
tirse el razonamiento anterior con cualquier niimero ry > 0 para concluir que también

es R =

Teorema 0.2.8. Sea ) -, an(z —a)" una serie de potencias no trivial, I su intervalo
de convergecia y sea [ la funcidn suma, entonces [ es de clase C*(I) y para cada x € 1
y k €N, se tiene que

- ok = (n+E)! .
fk) Z ZU—CL) k”zz%an%(x—a) .
n:k n=0 ’
En particular,
) (a) = Klay.

St ademds la serie es convergente en a + R entonces f se puede extender al inter-
valo Ja — R,a + R], con f(a+ R) = Y a,R" resultando una funcion continua en

Ja — R,a+ RJ.

Demostracion. Pongamos, para cada © € I, f,(z) = a,(x — a)™. Teniendo en cuenta el
lema anterior, las series de potencias > o, fn v .o nan(z—a)" Y= >" ., f) tienen
igual radio de convergencia. Podemos aplicar ahora el corolario 0.1.5 de derivacién y
continuidad uniforme para obtener que la funciéon suma f es derivable y su derivada
viene dada para todo x € I por:

[e.e]
= Z nay(x — a)" "t
n=1

Podemos volver a aplicar este resultado a la serie de las derivadas
> 51 nan(z — a)" !, pues dicha serie sigue siendo una serie de potencias con el mismo
radio de convergencia, y deducimos que la funcién suma de dicha serie, que es f’ segiin
acabamos de probar, es derivable y su derivada viene dada para todo x € I por:

o0
E n(n — Da,(z — a)" 2
n=2
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Este razonamiento puede repetirse tantas veces como queramos. Una simple y evidente
inducciéon prueba la formula de derivacion para todo k£ € N. La segunda igualdad es un
simple cambio de indice. .

Veamos ahora algunas consecuencias de los tiltimos resultados.

1. La suma de una serie de potencias puede derivarse como si se tratase de una suma
finita.

Notese que la formula del teorema anterior de las derivadas sucesivas de
la funcién definida por una serie de potencias, significa simplemente que dichas
derivadas pueden obtenerse derivando cada uno de los términos de la serie de
partida.

2. La serie de potencias esté totalmente determinada.

La misma féormula del teorema anterior nos dice que en caso de que una
funcién f pueda escribirse como suma de una serie de potencias, dicha serie esta
completamente determinada, de hecho, en cada punto a € I,

ay, = f")(a)/n!,

de ahi que la correspondiente serie reciba el nombre de serie de Taylor.

El siguiente resultado es otra consecuencia inmediata del teorema de derivacion y nos
dice que siempre podemos calcular una primitiva de una serie de potencias expresdndola
por medio de otra serie de potencias.

Corolario 0.2.9. (Primitiva de una serie de potencias)
Las series de potencias Y, oo an(r — a)® y 3 o225 (x — a)™* tiene igual radio
de convergencia. Supuesto que dicho radio de convergencia es no nulo y llamando I al

intervalo de convergencia, se verifica que la funcion suma

Flz)=Y n‘f’; (@—a (@el)

n=0

es una primitiva de la funcion suma

f(x):Zan(x—a)” (x €1).

En otros términos, este resultado afirma que para cada x € I se verifica la igualdad:

/?Z an(t—a)")dt = / an(t—a)"dt =" n‘i" (o - a)"t,

n>0 n>0vae n=0




24 §0.2 Series de potencias

Ejemplo 0.2.10. Sabemos que para cada z €] — 1,1[:

S

n=0

por lo que integrando término a término se obtiene que la funcion:

@)=Y (1
h(z) = -1)" ,
— n+1

funcién que es derivable en ] — 1, 1] con derivada h/(z) = . Por tanto, las funciones h
y f(x) = log(1+4x) tienen la misma derivada en |—1, 1]y, como h(0) = f(0), concluimos
que h(z) = log(1 4 x), esto es, para cada x €] — 1, 1] se tiene que:

n n+1

log(1+x) = Z n+1

n=0

Aplicacién a otras series funcionales

Obsérvese que la serie funcional Y . a,2®" no es una serie de potencias, pero

que, sin embargo, podemos asociarle una serie de potencias, concretamente la serie
Y om0 bn2™, donde para cada n € N, se tiene que by, = a,, ¥ ba,—1 = 0. Si notamos por
{F.} a la sucesion de sumas parciales de Y- g a,2® y por {G,,} ala de Y7 - b,z",
es claro que, para cada n € N, Go,11 = F,, v Gs, = F},, y por tanto la serie converge
Y0 @nx?" converge en un punto z, si, y solo si, lo hace la serie Y - b,2"™, y lo mismo
puede decirse de la convergencia uniforme. Esto nos permite aplicar a este tipo de series
funcionales las propiedades (acerca de la continuidad, derivacion e integracion) vistas
para las series de potencias. La dificultad se presenta a la hora de calcular el radio
de convergencia de la serie de potencias asociada, ya que algunos de los coeficientes
son cero. Asi, en la préctica, para estudiar su convergencia, previamente calculamos
el radio de convergencia R de la serie ano a,z". Si R € RY, y deducimos que la
serie Y o a,z*" converge en x si r? < R, es decir, si |z| < Vv/R. Recapitulando, la
serie funcional Y _,a,2®" converge absoluta y uniformemente en cualquier intervalo
cerrado y acotado contenido en | — VR, \/}_%[ y no converge en ningin punto x tal que
|z| > R. Si R es infinito, la serie converge absoluta y uniformemente en cada intervalo
cerrado y acotado de R.

0.2.3. Desarrollo en serie de Taylor

Hemos visto pues que toda serie definida por una serie de potencias es de clase
C™ en el intervalo de convergencia I. jEs cierto reciproco? Es decir, si f es de clase
C* en un cierto intervalo I, jse puede asegurar que la funcion es la suma de una serie
de potencias? En general la respuesta es no.
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Existen funciones de clase > para las cuales la serie de Taylor tiene radio de
convergencia cero

“ E. Borel afirma que dada cualquier sucesion {b,} de ntumeros reales y cualquier
namero real a, existe § > 0 y una funcion f de clase C*(Ja — 6, a + §]) tal que, para
cadan € N, f"(a) = b,. Por tanto, si tomamos b, = (n!)?, y f(z) = 37 nl(z — a)"
obtenemos una funcion de clase C*°(Ja — d,a + J]) (para conveniente § > 0) cuya serie
de Taylor tiene radio de convergencia cero”.

Existen funciones para las cuales la suma de su serie de Taylor no coincide con la
funcién més que en el punto que la generd, por ejemplo,

f(z) = e, Vr #0, f(0)=0 (en este caso f™(0) = 0).

El siguiente resultado nos da una condicion suficiente para que una funciéon sea suma
de una serie de potencias

Proposicion 0.2.11. Sea I un intervalo y f un funcion de clase C*° en I. Supongamos
que existe M > 0 tal que, para cada x € I y cada n € N, se verifica que:

[f (@) < M,

entonces, para cualesquiera a,x € I, se tiene que

fw) =3 W oy

Demostracion. Sea a € I y sea P, el polinomio de Taylor de orden n de f en el punto
a. La formula del Resto nos asegura que

fr () (x — )™
(n+1)!

M(z — a)"*!
(n+1)!

(@) = Pu(2)] = | | <] B

donde, para cada n € N, y, es un punto intermedio entre a y x. Aplicando que la
_,\n+1
sucesion {%

de la sucesion {P,} a la funcion f.

}, fijado x € I, converge a cero, obtenemos la convergencia puntual

Y como consecuencia obtenemos los siguientes desarrollos en serie de potencias
de algunas funciones elementales.

Corolario 0.2.12.
Para cada x € R, se tiene:

a) e =37, %x”

b) cos(z) =S UL g2n

n=0 (2n)!
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0o 1™ n
¢) sen(z) = Yonsy sk el

Pero también podemos obtener desarrollos de otras funciones elementales.

Proposicion 0.2.13. Para cada x €] — 1, 1], se tiene:

= (_1)n+1 2n—1
arctg(z) = Z — "

— 2n —1

Demostracion. Sea x €] — 1,1[. Sabemos que

o
E : n 2n
n=0
Admitiendo que la serie funcional Zn>0 o jlx%“ tiene un comportamiento similar

a una serie de potencias, podemos deducir que dicha serie funcional converge en los
mismos puntos que la serie funcional > _,(—1)"z*", obtenida derivando término a

término. Asi pues, la funciéon

. - (_1)” 2n+1 - (_1)”"‘1 2n—1
_ZZn—le _; m—_1"

n=0

es derivable y para cada x €] — 1,1[, f/(z) = 5z v, puesto que f(0) = arctg(0),
deducimos que f(z) = arctg(zx).

Notese que el desarrollo en serie de la funcién arcotangente, recién obtenido, es
vélido s6lo en | — 1, 1] y no en todo R como cabria esperar a primera vista, dado que la
funcién arcotangentes es de clase C* en R.

0.2.4. Aplicaciones: Suma de series de niimeros reales

Para finalizar, vamos a dar dos ejemplos de como sumar dos series de ntimeros
reales usando las series de potencias.

Sabemos que, para cada z €]0, 2],

log Zn+1 _ n—&-l‘

n=0

3

Por otra parte, aplicando el teorema de Abel, el segundo miembro define la funcién
g :]0,2] — R definida por

—~

[e'S) _1)11
— § _ 1 n+1

n=0
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la cual es continua en 2, obtenemos asi que

3

= (-1
nz; §1+)1 = 9(2) = limy_y29(x) = lim,_slog(x) = log2.

Tal como advertimos en el comienzo del capitulo el conocimiento de las series de
potencias nos proporcionan un método de aproximacion de los valores log2.

0.2.5. Relacioén de ejercicios

1. Calcula el radio de convergencia de cada una de las series de potencias) | ™y es-
tudia el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo de convergencia,
en los siguientes casos:

_ n_\/ﬁ o log(n+1) o n
G,n—m, an—(n+1)g s an—e—(1+1/n)

an=141/24 ... 4+1/n, a,=a"" (a>0).
1 1

n = log(n +2)’ In = 2n(n+1)

2. Calculese el radio de convergencia y la suma de las series:

2, m n—17° .
an” ;an ,Zﬁx )

n>1 n>1 n>1

c 2 . . 2n
3. Calcula la funcién suma de la serie de potencias ) -, ToT)

n(z+3)3"
2n '

4. Calcula la funcién suma de las series de potencias ) , o (n+ 1)% Y Dot

4 : : n—1 n n
5. Expresa la funcién suma de las series de potencias ) a1 MY > n>1 e
23

por medio de funciones elementales y calcula el valor de > >~ | T rD)”

6. Calcula el radio de convergencia y la suma de las series:

n4+n+3 , 1 N
Z n+1 v Zl+2+...+n‘r'

n>0 n>1
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7. Prueba que las funciones definidas por:

sen(z) er —1

g(x) = , 9(0) =1 flz) =

Zz T

, J(0) =1,

son de clase C'* en su intervalo natural de definicién.

8. Calcula el desarrollo en serie de potencias centrada en un punto a de la funcion:

20 — 22 + 20— 7
xt—ad =32+ 42

fx) =

9.  Demuéstrese, usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién arcotangente,

n=0




CAPITULO 1

Integral de Lebesgue en RY

,Por qué una nueva integral?

Hacia finales del siglo XIX result6é claro para muchos mateméticos que la
integral de Riemann tiene importantes limitaciones, es sabido por ejemplo su mal com-
portamiento con ciertos procesos de convergencia. Esta y otras limitaciones tales como

1. El conjunto de funciones integrables es relativamente pequeno:

Hay funciones sencillas que no son integrables. Recuérdese por ejemplo que la
funcion de Dirichlet, esto es, la funcion, f : [0,1] — R definida por

f(z) 0 st x es racional
T) = . . .
1 six es irracional

no es integrable en el sentido de Riemann.

2. La extension del concepto de integral sobre conjuntos de niimeros reales que no
sean intervalos o su extension a subconjuntos de R™ tiene serias dificultades.

Estas dificultades obligaron a realizar nuevos intentos de construcciéon de otras in-
tegrales. Entre estos intentos destacan los debidos a Jordan, Borel, Young y finalmente
el de Lebesgue, que resulté ser el més exitoso.

Estos problemas estan intimamente relacionados con el hecho de ampliar el
concepto de medida a otros conjuntos de niimeros reales no necesariamente intervalos
y por extension a otros subconjuntos de R™. Las cuestiones pues a resolver son varias:
isobre qué tipo de conjuntos se puede integrar? y ;qué funciones se pueden integrar? y
;como hallar su integral?

29
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1.1. Medida de Lebesgue en RY

Sumario

El objetivo de esta leccién es contestar a la primera pregunta: jsobre qué tipo de
conjuntos se puede integrar?. Veremos que la respuesta esté relacionada con la respuesta a otras
tantas preguntas: ;qué conjuntos se pueden medir?, ;cémo medirlos? El contenido completo
de esta leccién se articula de la siguiente manera:

1.1.1 Conjuntos medibles

1.1.2 Construccién de la medida de Lebesgue. Medida exterior.

1.1.3 Teoremas de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue.

1.1.4 Relaciones de la medida con las aplicaciones y con el producto cartesiano.

1.1.5 Relacion de ejercicios.

1.1.1. Conjuntos medibles

., Qué conjuntos que se pueden medir?.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la familia
de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de R diremos que es un intervalo (respectivaman-
te intervalo acotado), si existen Iy, I, ..., I,, intervalos (respectivamante intervalos
acotados) de ntimeros reales tales que

I=1 xI x..xI,.

Veamos como anadir a partir de aqui nuevos conjuntos. Para ello necesitamos
introducir algunos conceptos.

Sea ) un subconjunto no vacio. Se dice que una familia A de subconjuntos de € es
una o-algebra si

i) Qe A,
ii) Si {A,} es una sucesion de elementos de A, entonces U,enA, € A, y

iii) Si A € A entonces 2\ A € A.
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Al par (92, A) se le denomina espacio medible. El conjunto P(2) de todos los
subconjuntos es un ejemplo de o-algebra. Es claro ademés que la interseccion de o-
algebras es una nueva o-algebra. Como consecuencia, si S es una familia de subconjuntos
de €2, entonces existe una menor o-algebra conteniendo a S y contenida en P(€2), que
denominaremos la o-algebra engendrada por S.

Veamos algunas propiedades de los espacios medibles.
Proposicién 1.1.1. Sea (2, A) un espacio medible. Entonces
1. D e A
Si A, B € A entonces AUB € A.
Si A, B € A entonces AN B € A.
Si A, B € A entonces A\B € A.

S

Si {A,} es una sucesion de elementos de A, entonces NpenA, € A.

Demostracion. Para hacer en clase

Ejemplo:

Dado €2 un espacio topolégico podemos considera la o-algebra engendrada por la
familia de los conjuntos abiertos de €2, familia que llamaremos o-algebra de Borel,
B, mientras que a sus elementos los llamaremos borelianos.

Obsérvese que los conjuntos que resultan de la interseccion numerable de abiertos
(conjuntos tipo Gy), conjuntos no necesariamente abiertos, y los conjuntos que resultan
de la unién numerable de cerrados (conjuntos tipo Fj) conjuntos no necesariamente
cerrados, son también conjuntos borelianos.

Veamos ahora como medir dichos conjuntos.

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una
medida.

Sea (2, A) un espacio medible. Se dice que una aplicacion
i A— RTU{+o0},

es una medida sobre A si verifica las siguientes propiedades:
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1. Existe A € A tal que u(A) € RT.

2. Si{A,} esunasucesion de elementos de A, disjuntos dos a dos, entonces pu (U | A,,)
> 1(Ay). (propiedad de o-aditividad)

A la terna (2, A, p) se le denomina espacio de medida. Un espacio de medida se
dice completo si todo subconjunto B de un conjunto Z de medida nula es medible.

Ejemplo:

Sea (€2, A) un espacio medible y sea p la funcion definida en cada A € A por
p(A) =ntimero de elementos de A si A es finito y pu(A) = oo en otro caso. Pues bien ,
la terna (€2, A, ) es un ejemplo de espacio de medida.

Veamos algunas propiedades de los espacios de medida.
Proposicion 1.1.2. Sea (2, A, u) un espacio de medida. Entonces
1. pw(0)=0

2. 81 A,B € A son disjuntos entonces u(A U B) = pu(A) + u(B) (propiedad de
aditividad).

3.8 A B e Ay A C B entonces u(A) < u(B) (propiedad de monotonia). Si
ademds j1(A) € Rt entonces u(B\A) = (B) wu(A).

4. Si{A,} es una sucesion de elementos de A creciente (A, C A,1), entonces
((UnenAn) = limnp(Ay).
(propiedad de continuidad creciente).

5. Si {A,} es una sucesion de elementos de A es una sucesion de elementos de A
decreciente (Ani1 C Ay) con u(Ar) € RT entonces

N(mneNAn) = lzmn,u(An)
(propiedad de continuidad decreciente).

6. St A,Be Ay AC B entonces f(AU B) < u(A) + u(B) (propiedad de subaditi-
vidad).

7. Si {A,} es una sucesion de elementos de A, entonces

nGNA Z

(propiedad de o-subaditividad)
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Demostracion. Para hacer en clase

Notese que la condicion exigida en 5) sobre la finitud de la medida de A; es esencial
Tal com muestra el siguiente ejemplo:
Ejemplo:

Sea A la o-algebra generada por la familia {[n, co[: n € N} y la medida p definida
por u(A) = longitud(A) para cada intervalo contenido en A. Témese A,, = [n, o[

Sea (2,.A, ;1) un espacio de medida. Un conjunto A € A se dice que de medida
nula si u(A) = 0. Como consecuencia de la propiedad de o-aditividad se deduce que la
uniéon numerable de conjuntos de medida nula es un conjunto de medida nula.

Una propiedad P relativa a elementos del conjunto €2 se dice ser cierta casi por
doquier (c.p.d.) si es cierta salvo en un conjunto de medida nula.

Asi dos funciones f, g : Q@ — R son iguales c.p.d. si el conjunto {x € Q; f(z) # g(x)}
es un conjunto de medida nula.

1.1.2.  Construccion de la medida de Lebesgue. Medida exte-
rior.

En esta seccion vamos a construir una medida sobre una cierta o-algebra
contenida en P(RY) y que contiene a la familia de los intervalos acotados. Es claro que
si I es un intervalo acotado, entonces su medida debe coincidir con su volumen, esto es,

medida(I) =V (I), y claro esta
V(I) = UI(I)l(I)...Ll(IN),

donde [(I};) = by, — ay, siempre que I}, = [ag, by]. Sea Z la familia de intervalos acotados
de RY.

Veamos si es posible una medida sobre RV, que extienda el volumen. Convenimos

que 0.00 = 0.
Dado un conjunto A. La idea intuitiva es ”cuadricular” el plano e imponer que la
medida del conjunto sea menor que la suma del volumen de todas las cuadriculas que
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recubren (por exceso) al conjunto A. Es notorio que si las dimensiones de las cuadriculas
son de menor tamano, la suma de dicho volumen se ajusta mejor a la "medida'"del
conjunto A. Asi pues, en una primera idea seria tomar

m(A) = Inf{> v(l,);ACUnenl,: n €N, €I"}.
n=1

El problema a considerar es si dicha aplicacion m es verdaderamente una medida
en P(RY). Veremos enseguida que m no es una medida en P(RY). Veamos qué
propiedades tiene A* = m.

Proposicion 1.1.3.
1. X*(0) =o0.
2. Si A C B son dos subconjuntos de RN entonces \*(A) < \*(B).

3. Si{A,} es una sucesion de subconjuntos de RY, entonces
n=1

(propiedad de o-subaditividad)

Demostracion. Para hacer en clase

Dado un conjunto €2, se dice que una aplicacion
pt o P(Q) = RT U {+o0},
es una medida exterior sobre P({2) si verifica las siguientes propiedades:
L. p*(0) = 0.
2. Si A C B son dos subconjuntos de €2 entonces pu*(A) < p*(B).

3. Si {A,} es una sucesion de subconjuntos de €2, entonces
P (UnenAy) < Z,U*(An)'
n=1

(propiedad de o-subaditividad)

Asi pues, hemos probado que \* es una medida exterior sobre P(RY), a la que
denominaremos medida exterior de Lebesgue. En segundo lugar veamos que nos
podemos quedar con los intervalos acotados abiertos
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Proposicién 1.1.4. Dado A C RV
A (A) = [nf{z v(I,); A C Upenl, : n €N, I, € IV, abierto}.
n=1

Demostracion. Para hacer en clase

Se puede probar que existe una mayor o-algebra contenida en P(RY) tal que \*
sobre dicha o-algebra es una medida. Este hecho es méas general:
Dado € un conjunto y p* una medida exterior sobre P(£2), definimos

Co,r = {ECQ; p*(A) =p (ANE) + p (AN E°),YA € P(Q)}.

Proposicion 1.1.5. (Teorema de Carathéodory)
Si Q) es un conjunto y u* es una una medida exterior sobre P(§2). Entonces la familia
Co, i+ es una o-dlgebra y p*/Cq 0+ es una medida.

Demostracion. Para hacer en clase

Sea a = (a1, as, -+ ,ay) € RY y sea § > 0. Un N-cubo de vértice a y lado ¢,
Q(a,d), es un intervalo construido de la siguiente forma

Q(a,0) = [ar, a1 + §[x[az,az + 6[x - -+ x [an, an + [.
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Un N-cubo de vértice a y lado 1/2" se dice que es un cubo diadico si 2"a € Z".
Lema 1.1.6. Dos cubos didadicos o son disjuntos o uno ésta contenido en el otro.

Demostracion. Sean Q1 = Q(a,1/2™) y Q2 = Q(b,1/2™) dos cubos diadicos y supon-
gamos que n < m. Supongamos que existe z € Q1 N Q3. En particular,

Max{aj,b;j} < z; <min{a; +1/2",0; +1/2™}.

Luego 2™a; < 2™z; < 2™b; + 1, y por ser dos nimeros enteros, deducimos que 2™a; <
2™b; y por tanto
a; <b; < zj <a;+1/2"

Si n = m, razonando de igual forma, deducimos que b; < a; luego a = b y por tanto
Q1= Qo
Sin > m, puesto 0 < b; —a; < 1/2", entonces 0 < 2"(b; — a;) < 2™/2", y por ser
tratarse de una desigualdad de nimeros enteros, tenemos que 2" (b; — a; < 2™/2" — 1.
Luego
0<b;—a; <1/2"—1/2" (1.1.1)

Si tomo x € ()3 entonces 0 < x; — b; < 1/2™. Si ahora sumamos esta desigualdad con
la anterior 1.1.1, deducimos que 0 < x; —a; < 1/2", esto es, x € Q.

Lema 1.1.7. Dado un nidmero natural n entonces

1. El conjunto AY := {x € RY; 2"z € Z"} es un conjunto numerable.

2. El conjunto de cubos diddicos {Q(a,1/2"): a € AN} es una particion de RN.

Demostracion. 1) Es claro que AY C QY luego es numerable.

2) Sea y € RY. Basta coger a tal que a; = E[2"y;]/2". Es claro que a € ALY y que
y € Q(a,1/2"). En consecuencia, RN = U,c 4vQ(a, 1/2") y, por el lema anterior, dichos
conjuntos son disjuntos. .

Proposicién 1.1.8. Si G es un conjunto abierto de RN entonces existe una sucesion
de cubos diddicos {Q,} cuyo cierre estd contenido en G, disjuntos entre si, tales que

G = U?:l@n'

Demostracion. Para cada n € NU {0}, sea P, := {Q(a,1/2") : a € A}}. Definimos
So:={Q € By: Q) C G}y para cadan € N,

S, ={Q € P,: Q C G,y Q no esta contenido en ningtn elemento de S,_;}.

Puesto que U,S, es un conjunto numerable, escribimos U,S, = {Q,;n € N}. Por
hipotesis, los cubos diadicos son disjuntos y @, C G. Sea ahora y € G. Témese r > 0
tal que

=7y + 1] X [ya —ryp 7] X X yy —ryy + 1] € G,
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n € N tal que 1/2" < ry @ = Q(a,1/2") tal que y € Q. Obsérvese que, si x € Q
entonces, para 1 < j < N|

yi—r<y;—1/2"<a; <xj<a;+1/2" <y +1/2" <yt

luego @ C G. Por tanto Q € U,,S,, luego G = U, Q,,

Como consecuencia més importante, obtenemos que

Corolario 1.1.9. La o-dlgebra de Borel BY de RN (dotado con la topologia usual)

coincide con la o-algebra generada por la familia de los intervalos acotados
de RY.

Demostracion. Para hacer en clase

El siguiente resultado, tltimo en la preparacion del teorema de existencia, es cono-
cido como la propiedad de regularidad de la medida exterior de Lebesgue.

Proposicién 1.1.10. Dado A C RY eziste B € BN que contiene a A cuya medida
exterior de Lebesque coincide con la de A.

Demostracion. Para hacer en clase

1.1.3. Teoremas de existencia y unicidad de la medida de Le-
besgue.

Sabemos que existen conjuntos A borelianos de medida cero, A(A) = 0, que

contienen subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente anadir a la o-algebra de

Borel estos subconjuntos.
Ya podemos enunciar los resultados principales de esta leccion.

Teorema 1.1.11. (Teorema de la existencia de la medida de Lebesgue)

1. La familia M = {BU Z; B € B",X\*(Z) = 0} es una o-dlgebra contenida en
CRN7)\*,

2. X = X\*/M es una medida sobre M tal que \(I) = v(I) para todo I intervalo
acotado.
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3. Para cada E € M,

AME) = Inf{\G); G abierto E C G}.

Demostracion. Para hacer en clase

]
A la o-algebra M se le denomina o-dlgebra de Lebesgue. La medida A recibe el

nombre de medida de Lebesgue. A los elementos de la o-algebra M se les denomina
conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente medibles.

Tal como hemos visto, los conjuntos medibles se pueden representar por A =
BUZ, donde B es un boreliano y Z es un subconjunto de un boreliano de medida nula.
Notese que en tal caso A(A) = A(B).

De hecho veamos que es la tinica medida sobre M verificando la segunda propiedad.
Antes necesitamos el siguiente resultado importante en si mismo

Proposicién 1.1.12. Sea E C RY. Equivalen

1. Ee M.

2. E € Cpn x-.

3. Para cada ¢ > 0 existe G abierto de RN tal que E C G y \*(G N EY) < e.
4. Eziste un conjunto de tipo Gs A, tal que E C A y (AN E®) =0.

5. Para cada ¢ > 0 existe F' cerrado de RN tal que F C E y M*(ENFC) <e¢.

6. Eriste un conjunto de tipo F,, B, tal que B C E y \*(EN B°) = 0.

En tal caso,
AME) = Sup{\(K); K compacto K C E}.
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Demostracion. Para hacer en clase

Teorema 1.1.13. (Teorema de unicidad de la medida de Lebesgue)
La medida de Lebesgue es la inica medida sobre la o-dlgebra de Lebesque que extiende
al volumen sobre la familia de los intervalos acotados.

Demostracion. Para hacer en clase

Mas tarde veremos en un ejercicio que M es la mayor o- algebra sobre la que \* es
aditiva.
Veamos ahora que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones.

Teorema 1.1.14. (Caracterizacion de la medida mediante traslaciones)

1. Si p es una medida invariante por traslaciones y tal que u([0,1]Y) = a entonces
= Q.

2. La medida de Lebesque es la unica medida sobre M invariante por traslaciones
tal que u([0,1]V) =1

Demostracion. Para hacer en clase
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1.1.4. Relaciones de la medida con las aplicaciones y con el pro-
ducto cartesiano.

El resto de la leccion esté dedicada a estudiar la relacion de la medida de Lebesgue
con otros elementos. Comenzamos por estudiar su relacion con el el producto cartesiano.

Proposicién 1.1.15. Sean E y F son dos subconjuntos medibles de RN y RM respec-
tivamente. Entonces E x F' es un conjunto medible de RN*M y

ME x F) = \(E)A\(F).

Demostracion. Para hacer en clase

Notese que si 7 : RY — RY es una aplicaciéon continua entonces el conjunto
{ACRYN: f7Y(A) € BN} es una o-dlgebra que contiene la o-dlgebra de Borel BY. En
particular, la imagen inversa de cualquier boreliano es un boreliano. Veamos qué ocurre
si ademéas T es lineal.

Proposicién 1.1.16. Si T : RY — RY es una aplicacion lineal y E € M entonces
TE)e My

MNT(E)) = |detT|A(E).

En particular, si T es una isometria entonces N(T'(E)) = A(E).

Demostracion. Para hacer en clase
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Sin embargo, existen homeomorfismos de R que no conservan la medibilidad de
algunos conjuntos medibles (véase [3, Ejercicios 10.4,10.5 y 10.8]). Asi pues debemos
fortalecer la propiedad de continuidad.

Proposiciéon 1.1.17. Sea G un abierto de RY y sea f € CY(G) con valores en RY.
1. 81 Z C G, \N(Z) =0 entonces \(f(Z)) = 0.
2. Si ECG, Ee M entonces f(E) € M.

La demostracion de esta tiltimo resultado requiere ver previamente coémo se relaciona
la medida con las aplicaciones lipschitzianas y alguna otra propiedad de los conjuntos
abiertos. Dicha demostracion puede verse en [3, Proposicion 10.22].

1.1.5. Relacién de ejercicios

1. Sea (€, A, 1) un espacio de medida. Sea E € A y considérese el conjunto
Ap = {AﬂE; AG.A}

Probar que la terna (E, Ag, 11/ Ag) es un nuevo espacio de medida.

2. Sean (2, A) y (€, A’) dos espacios medibles. Sea f : Q@ — ' una aplicacion.
Probar que la familia {B € A" : f~!(B) € A} es una o-algebra.

3. Sea f : RY — RM una aplicacion continua. Probar que si B es un boreliano de
RY entonces f~1(B) es también un boreliano de RM. Como consecuencia, probar
que los homeomorfismos preservan los borelianos.

4. Sea p* una medida exterior en un conjunto no vacio §2. Probar que (€2, Cq -, 1t*/Ca, *)
es un espacio de medida completo.

5. Probar que M es la mayor o-algebra que contiene los intervalos acotados y sobre
la que \* es aditiva.

6. Existencia de conjuntos no medibles

a) Probar que la familia {x + @ : = € R} es una particion de R.

(Indicacion: La relacion  ~ y si y — x € Q es una relacion de equivalencia
en R).
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b) Pongamos {x + @ : =z € R} = {A;; i € I} (A; # A, para i # j) y, para
cada i € I, sea x; € A; N[0, 1]. Probar que el conjunto £ = {z; : i € I} no
es medible.

(Indicacion: Si {g, : n € N} es una numeracion de [—1,1] N Q, entonces

o0

0;1] € (g + B) € [-1,2],

n=1

y los conjuntos ¢, + E son disjuntos entre si).

c¢) Probar que cualquier subconjunto medible de E tiene medida cero.

(Indicaciéon: Si A C E, entonces |J,— (¢, + E) C [—1,2], y los conjuntos
¢n + A son disjuntos entre si).

d) Sea M C R con A\*(M) > 0. Probar que M contiene un subconjunto no
medible.

(Indicacion: M =, o M N (¢ + E)).

7. Probar que la existencia de conjuntos no medibles equivale a la no aditividad de

A*.

8. Sean A un abierto de RY y f : A — R™ una funciéon de clase C! con N < M.
Probar que f(A) es de medida cero.

9. Sea a,u,v € R? y sea P el paralelogramo

P:={(z,y) €R* (2,y) = a+tu+sv, t,s € [0;1]}.

Probar que si T': R? — R? est4 definida por T'(¢,s) = tu + sv entonces
A(P) = |detT| =base x altura.

Deducir de lo anterior el area del triangulo, del circulo y de la elipse.

10. Sea a,u,v,w € R3 y sea P el paralelepipedo

P:={(z,y,2) €R® (2,9,2) = a+tut+sv+rw, t,src|0;1]}.

Probar que si T': R?* — R? est4 definida por T'(t, s,r) = tu + sv + rw entonces
A(P) = |detT| =area de la base x altura.

Deducir de lo anterior el area de la esfera y del elipsoide.
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1.2. Integral de Lebesgue en R

Sumario

El objetivo de esta leccién es contestar a las preguntas: jqué tipo de funciones se
puede integrar? y jcomo integrar? o si se quiere en orden contrario. El contenido completo de
esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.2.1 Funciones medibles. Estabilidad. Teorema de aproximaciéon de Lebesgue.
1.2.2 Integral de Lebesgue en RV,

1.2.3 Funciones integrables.

1.2.4 Relacion de ejercicios.

1.2.1. Funciones medibles. Estabilidad. Teorema de aproxima-
cion de Lebesgue.

En esta seccion queremos ver j qué tipo de funciones se pueden integrar? Recordemos
que existen funciones tan importantes como la funcién de Dirichlet, f : [0,1] — R
definida por

| 0 siaxesracional
f(z) = { 1 six es irracional

que no es integrable en el sentido de Riemann.

Sean (€2, A4) y (€, A’) dos espacios medibles. Una funcion f : ; — Qs se dice
que es medible si f~!(B) € A para todo B € A'.

En todo lo que sigue vamos a considerar €’ = R y como o-algebra A’ la o-algebra
de Borel de R.

Ejemplos de funciones medibles:

Sea (€2, A, 1) un espacio de medida completo.

- Las funciones caracteristicas de cualquier conjunto medible. De hecho si A C 2
entonces
A € A si, y solo si, x4 es medible.

Recuérdese que si A es un subconjunto de €2, se llama funcién caracteristica de
A, x4, ala funcién x4 : Q@ — R, definida por

1 sixeA

XA(@:{O sizd A
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las funciones iguales c.p.d. a una funcién medible.

las funciones f :  — R tales que f~'(A) € A para todo A abierto (resp. intervalo
acotado) de R.

Este hecho es consecuencia de que si f : €2 — Y es una funcién con valores en un
conjunto Y, entonces la familia C = {B C Y : f7}(B) € A} es una o-algebra
en Y. De aqui se deduce que f es medible si, y solo si, f~}(B) € A para todo
elemento B de una familia de subconjuntos de Y que genere a la o-algebra C.

las funciones continuas c.p.d. de RY en R (por ejemplo, la funcion parte entera).

las funciones iguales c.p.d. a una funcién continua de RY en R (por ejemplo, la
funcion de Dirichlet).

La composicion de una funciéon medible con una funcién continua es una funcién

medible.

Veamos ahora algunas propiedades que avalan la estabilidad algebraica de las fun-
ciones medibles. Antes necesitamos probar el siguiente lema. En R? consideraremos la
o-algebra de Borel.

Lema 1.2.1. Sea (2, A) un espacio medible, sean f,g: Q) — R dos funciones y sea la
funcion (f,g) : Q — R? definida por (f,g)(z) = (f(z),g(x)) para todo x € Q. Entonces
f v g son medibles si, y sdlo si, (f,g) es medibles.

Demostracion. Para hacer en clase

Proposicion 1.2.2. Sea (2, A) un espacio medible y sean f,g: Q2 — R dos funciones
medibles. Entonces

1.

2.

f+9gy f.gson dos funciones medibles.
af (@ €R), |fl y1/f (si fno se anula) son funciones medibles .

Las funciones fV g definida por (f V g)(x) = Max{f(x),g9(x)} y f A g definida
por (f A g)(x) = Min{f(x),g(x)} son dos funciones medibles.

. Las funciones fT* = fVv 0y f~=—fVO0 son dos funciones medibles.
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Demostracion. Para hacer en clase

Veamos ahora algunas propiedades que avalan la estabilidad analitica.

Proposicion 1.2.3. Sea (2, A) un espacio medible y sea { f,} una sucesion de funciones
medibles definidas en 0 y con valores en R. Entonces

1. El conjunto
E={xeQ: {f.(z)} estd mayorada (resp. minorada)}
es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f: E — R, definida por
F() = supl fulw)in € N} (resp. f(z) = inf{fu(x)in € N})
para todo x € E, es medible.
2. El conjunto
E={xe€Q: limsupf,(x) € R} (resp. liminf f,(z) € R)
es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f: E — R, definida por
f(z) = limsupf,(x) (resp. f(z) = liminf f,(z))
para todo x € E, es medible.

3. El conjunto
E={xeQ:{fu(x)} convergente}

es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f: E — R, definida por

f(@) = lim fn(x)

para todo x € E, es medible.
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Demostracion. Para hacer en clase

Una funciéon medible s : 2 — R se dice simple si s6lo toma un nimero finito
de valores. Toda funcién simple s puede representarse por

n
S = E QX A
=1

donde s(2) = {aq,...,an}, A;:=={x € Q:s(x) = a;} y xa, es la funcion caracteristica
de Az

Especial atencion requiere el siguiente resultado, el cual nos asegura que toda
funcion f medible no negativa (f > 0) es limite de una sucesion creciente 0 < s; <
s9 < ... < f de funciones simples que converge puntualmente a f.

Teorema 1.2.4. (de aproximacion de Lebesque)

Sea (92, A) un espacio medible y sea f : Q — Ry una funcion medible. Entonces
existe una sucesion {s,} de funciones simples no negativas que converge puntualmente
a f. St ademds [ estd acotada, dicha convergencia es uniforme en todo 2.

Demostracion.
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Corolario 1.2.5. Sea (2, A) un espacio medible y sea f : Q@ — R una funcion medible.
Entonces existe una sucesion {s,} de funciones simples que convergen puntualmente a
f. Si ademds f estd acotada, dicha convergencia es uniforme en todo 2.

Demostracion.

1.2.2. Integral de Lebesgue en R".

En esta seccion abordamos el problema de cémo hallar la integral de una funcién
medible. Comenzamos con las funciones no negativas.

Sea E C RY ysea f : E — R{. Representamos por G(f) a la grafica de dicha
funcién, esto es,

G(f) ={(z, f(x)); v € E}
y por R(f) al recinto determinado por su grafica y la recta y = 0, esto es,

R(f) ={(z,y); € E,0 <y < f(z).

Proposicion 1.2.6. Sea sea E un conjunto medible en RNy sea f : E — Ry una fun-
cion medible. Entonces G(f) y R(f) son dos conjuntos medibles en RN y \(G(f)) = 0.

Demostracion. Para hacer en clase

Como consecuencia obtenemos que el conjunto R(f) = {(z,y); v € E,0 <y < f(x)
tiene igual medida que R(f).

Definicién 1.2.7. Sea F C RY un conjunto medible y sea f : E — RJ una funcién
medible. Se define la integral de f en E como la medida del recinto R(f), esto
es,

/E faX = MR(f)).

Notese que si E es un conjunto medible entonces

/E1 dX = A(E).
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Como consecuencia obvia, obtenemos el siguiente resultado, el cual puede entenderse
como un primer teorema de convergencia.

Teorema 1.2.8. (de la convergencia mondtona para funciones medibles no negativas)
Sea E C RY un espacio medible y sea {f,}, una sucesion mondtona de funciones
medibles no negativas que converge puntualmente en E a f : E — R{I. Entonces f es

medible y
/ fd\ = lz’m{/ fndA}.
E E

Demostracion. Para hacer en clase

Como consecuencia del Teorema de aproximaciéon de Lebesgue y del Teorema de
la convergencia creciente para funciones medibles no negativas obtenemos el siguiente
resultado:

Corolario 1.2.9. Sea E C RN medible y sea f : E — R una funcion medible no negati-
va. Entonces existe una sucesion de funciones simples {s,} que converge puntualmente

a f y se tiene que
/ fdX\= lzm{/ Sp dA}.
E E

Notese que la integral de f es independiente de la sucesion {s,,} de funciones simples
considerada. A partir de aqui podriamos calcular la integral de cualquier funciéon no
negativa f, teniendo en cuenta que dicha integral no depende de la sucesion {s, } elegida.
Esta propiedad puede ser tomada como la definiciéon de la integral de una funciéon. De
hecho, suele hacerse esta definicion en un esquema mas abstracto, esto es, para funciones
medibles definidas en espacios arbitrarios.

Todo pues comienza con el calculo de la integral de una funcién simple no
negativa:

Proposicion 1.2.10. Sea E un subconjunto medible de RY y sea s : E — RY una
funcion simple. Si s(E) = {aq,...,a,} y A;:={x € E : s(x) = a;} entonces

/ s AN = aA(A).
E i=1

Demostracion. Para hacer en clase

Proposicion 1.2.11. (propiedades de la integral)

Sea E C RN un conjunto medible y sean f,g : E — R{ dos funciones medibles.
Entonces
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1 [ (f+g)d\= [, f d\+ [ g d\

2. [paf dh=a [, fdX\ (a>0).

8. Si [ < g entonces [, f dX\< [, g dX.

4. [ f dX=0 si, y solo si, f =0 c.p.d.

5. 81 f =g c.p.d. entonces fEf d\ = ng dA.

6. Si E=FE UE, y EyNEy =0 entonces [, f d)\:fElf d)\—l—fE2f d.

7. Si E, son conjuntos medibles tales que E, N E,, = 0, siempre que n # m, y
f:U,E, = R es una funcion medible entonces

fd\x= fdA.
[J7LEH ; En

Demostracion. Para hacer en clase

1.2.3. Funciones integrables

Sea £ C RY un conjunto medible. Dada una funcién medible f : £ — R, se
dice que f es integrable en F si
/ ] d\ < oo.
E

En tal caso se define la integral de f por

/EfdA:/EﬁdA—/Ef—dA.

Noétese que si f = g—h, donde g, h : E — R{ son dos funciones integrables entonces

/Efd)\:/Egd)\—/EhdA.

Dado E € M, representaremos por L(F) al espacio formado por las funciones
medibles que son integrables en F, esto es

LIE)={f:F—R medible;/ |f] d\ < oo}

Podemos ahora ver las propiedades de las funciones integrables.
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Proposicién 1.2.12. Sea E un subconjunto medible de RY vy sean f,qg : E — R dos
funciones medibles

1) L(E) es un espacio vectorial y
/(af+g) d)\:a/ f d)\+/gd)\, (a eR, f,g€ L(E)).
E E E

2) Si f,g € L(E) con f < g entonces [, [ d\ < [, g dA,
3) | [pf a\ < [p1fl dx,  (f € L(E))

4) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces f es integrable en E si, y sélo s,

lo es g, y en tal caso
/fd)\:/gd)\.
E E

5) Si {E,} es una sucesion de subconjuntos medibles, disjuntos dos a dos, enton-
ces [ es integrable en U, E, si, y solo si, f es integrable en cada E, y la serie
> fEn f dX\ es convergente. En tal caso

oo

[;EnfdA::E: f dA.

n=1"En

Por fin, podemos afirmar que la funcién de Dirichlet es integrable en el sentido de
Lebesgue; de hecho, dado que Q es de medida nula, se tiene que

fdr=1.

(0,1]

De hecho, la integral de una funcién no depende de su comportamiento en los con-
juntos de medida cero.

Demostracion. Para hacer en clase

1.2.4. Relacién de ejercicios

1. Sean (€2, A un espacio medible y sea E € A.

a) Si f:€Q — R es una funciéon medible entonces f/E es una funciéon medible
cuando se considera el espacio medible (E, Ag).



Anélisis Matemético I 51

b) Sea f: E — R una funcion. Probar que f es medible si, y solo si, la funcion
fxe: 2 — R, definida por

flx) stxek
fXE(m)_{ (O) Si:L‘@éE

es medible, y si ademas Q = RY y f > 0, entonces
/ fd\= fxe dX.
E R”

¢) Sea E un conjunto medible de RY y sea f : E — R una funciéon medible.
Probar que f es integrable en F si, y solo si, fxz es integrable en RV,

2. Sea f:RY — R una funcién integrable. Probar que

fz()c.p.d.(z)/f:(), VE € M.
E

3. Sea (€2, A) un espacio medible. Probar que si {f,} es una sucesion de funciones
medibles en €2, entonces se verifican las siguientes propiedades:

a) El conjunto £ = {w € Q: > ., fu(w)} es convergente} es medible y, si
dicho conjunto no es vacio, la funcién f : E — R definida, para cada w € €}

por f(w) =>", fa(w), es medible.
b) Elconjunto E'={w € Q: 3 -, [fa(w)] es convergente} también es medible.

4. Sean (92, A, 1) un espacio de medida. Dadas f,g,h : & — R, probar que

a

b

El producto de dos funciones integrables no tiene por qué ser integrable.
Si f es integrable y g es medible y acotada entonces fg es integrable.

d

)
)

c¢) Pruébese que la condicion de acotacion es esencial en la afirmacion anterior.
) Si f es medibley g, h son integrables con g < f < h, entonces [ es integrable.
)

e) Si f es medible y g, h son integrables, entonces hV (f Ag) y h A (f V g) son
integrables.

5. Sea f: RY — R medible con 0 < f < 1. Probar que existe una sucesion {4,}
de conjuntos medibles tales que la serie Zn21 Q%X 4, converge uniformemente en
RY. Probar también que

=1
/RNf d\ = ;%A(An).
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6. Sean (€2, A, 1) un espacio de medida y f : 2 — R medible. Supongase que { f,,}
es una sucesion de funciones medibles de 2 en R tal que, para cada natural n,

pw €9 f@)# ful@)}) < 57

Probar que {f,} converge a f c.p.d.

[Indicacion: Para cada natural n, considérese
Ap={fW) # faw)} v Bu={JAx
k=n

Probar que si B = (', B,, entonces u(B) = 0y que {f,} converge a f en B |
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1.3. Teoremas de convergencia

Sumario

Tal como veremos enseguida la integral de no tiene un buen comportamiento en los
procesos de convergencia. El objetivo de esta leccidon es ver que tales desavenencias entre el
proceso de integraciéon y de convergencia desaparecen cuando imponemos ciertas condiciones,
bien de monotonia, bien de dominacién. El contenido completo de esta leccion se articula de
la siguiente manera:

1.3.1 Teorema de la convergencia mondtona.
1.3.2 Teoremas de la convergencia dominada y de la convergencia absoluta.
1.3.3 Aplicaciones: Teorema de Riesz e Integrales dependientes de un parametro.

1.3.4 Relacion de ejercicios.

1.3.1. Teorema de la convergencia mondétona.

Comenzamos esta secciéon haciendo patente que la integral no tiene un buen com-
portamiento en los procesos de convergencia.

Ejemplo:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(z) = H%
para todo x €]0,1] y cero en z = 0.

Notese que la sucesion {f,} converge puntualmente a la funcion nula.

Sin embargo, la sucesion de las integrales de las funciones {f,} no converge a la
integral de la funcion limite. En efecto, las funciones f, son continuas c.p.d., luego
integrables con

1
fudr= [ hde = arctglay/m)ly = arctg (V).
[0,1] 0

y por tanto la sucesion { f[o,u fn dX\} converge a /2 distinto del valor de la integral
de la funcién nula.

Hemos visto precedentes de buena avenencia cuando hemos considerado cierta con-
dicién de monotonia de la sucesion de funciones, baste recordar el Teorema de la conver-
gencia monotona para funciones medibles no negativas (Teorema 1.2.8). Nuestro primer
objetivo es seguir ahondando en esta circunstancia.
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Teorema 1.3.1. (Beppo-Levi 1906) (Teorema de la convergencia mondtona)(T.C.M.)

Sea E un subconjunto medible de RY y sea {f,} una sucesion monétona de fun-
ciones integrables en E. Si la sucesion {fE fn dA\} de las integrales estd acotada,
entonces existe una funcion f integrable en E que es limite puntual c.p.d. de la suce-
sion de funciones {f,} y se tiene que

/Ef d)\:lim{/Efn ).

Ademds, si g : E — R es cualquier otra funcion que es limite c.p.d. de la sucesion
{fa} entonces g es integrable en E y

/Eg d\ = lim{/E fn dA}.

Demostracion. Para hacer en clase

Notese que si ¢ es limite puntual c.p.d. de la sucesion {f,}, entonces [ 59 d\ =
lim{ [, 1 fn d\}. Como consecuencia veamos que las funciones integrables de siempre son
también integrables en el sentido de Lebesgue.

Proposicion 1.3.2. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces

f es integrable en el sentido de Riemann si, y solo si, f es continua c.p.d.

Demostracion. /
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Corolario 1.3.3. Toda funcion integrable en el intervalo [a, ] en el sentido de Riemann
es integrable y

b
/ flx)dx = fdA.
a [a,b]

Este resultado justifica que a partir de ahora Si I = [a,b] y f es una funcion
integrable en [a, b] escribiremos f; f(z)dz en lugar de [, f dA.

El siguiente ejemplo nos muestra otra forma de usar el T.C.M.
Ejemplo:

Para cadan € N, considérese la funcion f,, : [0, 1] — R definida por f,(x) = (1+%2)"
para todo = € [0, 1].

Notese que la sucesion {f,} es creciente y converge puntualmente en [0,1] a la
funcion f(x) = e, Por tanto, la sucesion de integrales esta mayorada por el niimero e.

Aplicando el T.C.M. obtenemos que la funcion limite f(z) = e** es integrable y que

1 1 22
/ e dr = lim{/ (1+—)"}
0 0 n

1.3.2. Teoremas de la convergencia dominada y de la conver-
gencia absoluta.

En esta seccion nos interesamos por condiciones de dominaciéon. Comenzamos con
el siguiente resultado importante:

Proposicion 1.3.4. (Lema de Fatou)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea { f,} una sucesion de funciones medibles
no negativas en E. Si la sucesion {fE fn d\} de las integrales tiene limite inferior
finito, entonces el limite inferior de la sucesion de funciones {f,} es finito c.p.d. y

/ lim inf{f.} d\ < lim mf{/ fn dA}.
B E

Demostracion. Para hacer en clase



56 §1.2 Integral de de Lebesgue en RV

Teorema 1.3.5. (Teorema de la convergencia dominada)(T.C.D.)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea {f,} una sucesion de funciones inte-
grables en E. Si la sucesion {f,} converge puntualmente a una funcion f en E
y existe una funcién g integrable en F tal que |f,| < g, entonces la funcion f es
integrable y

tim{ [ 14, - 1 dx} =0,

/Ef d)\:lim{/Efn d}.

Demostracion. Para hacer en clase

En consecuencia

También las funciones absolutamente integrables quedan bajo control
En el caso en I =|a, 8] admitiendo que « puede ser —oo y § a su vez +0o0, y
que f sea una funcion continua en I, |f| es impropiamenteintegrable en el sentido de
Riemann en [ si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

[istan= [ 1) ar

El siguiente ejemplo nos muestra como usar también dicho teorema.
Ejemplo:
Para cada n € N, considérese la funcion f,, : [0,1] — R definida por

o) = sen(nx)

= 11 (x € 0,1]).
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Notese que las funciones f, son continuas en [0,1] y que la sucesion f,, converge
puntualmente a la funcién nula.
Notese que, para cada x € [0,1], | f,(x)| < 1y por tanto por el T.C.D.

1
0

lim {/01 fo(x)dx} = / (lim f,(x))dz = 0.

Teorema 1.3.6. (Teorema de la convergencia absoluta)(T.C.A.)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea {f,} una sucesion de funciones inte-
grables en E. Sila serie > ° [, |f.] d\ converge entonces la la serie > ., f,
converge absolutamente c.p.d. en F y

Zim{[E|;fk| 4N} = 0.

En consecuencia

/Eé f) dr = ij(/E fu ).

Demostracion. Para hacer en clase

Los siguientes ejemplos nos muestran la potencia del T.C.A.
Ejemplos:

1. Podemos probar que la funcion —867;(36)

Psen(z) , (=1)"
/0 x dm_;(2n+1)(2n+1)!'

es integrable en el intervalo [0, 1] y que
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2. Podemos probar que la funcion e es integrable en el intervalo [0, 1] y que

o0

1
1
x2dr
/0 ‘ _Z(Zn—i-l)n!'

n=0

1.3.3. Aplicaciones: Teorema de Riesz e Integrales dependientes
de un paradmetro.

Teorema de Riesz

Sea E un subconjunto medible de R". Comencemos dotando de una seminorma al
espacio L(F) de las funciones integrables en E.

La aplicacion ||.|| : L(E) — Ry definida por ||f|| = [, |f| dX, para cada f € L(E)
es tal que

L lafll = lelllf]] (f € L(E]), o € R).

2. M1f +gll < A1+ Ngll (9 € L(E)).

Pero, ||f|| = 0 si, y solo si, f = 0 c.p.d. Luego la aplicacion ||.|| no pasa de ser una
seminorma.
Con el fin de construir una norma, consideramos el conjunto

N:={f:E—R: fmedibley f =0 c.p.d.}.

Es obvio que N es un subespacio vectorial de L(E]). Definimos L;(E) como el espacio
cociente de L(FE) sobre N, esto es, Li1(F) = L(E)/N
Veamos que la aplicacion ||.||; : Li(F) — Ry definida por

If + Nl = Wf{[|f + n[[,h € N}

es una norma en Li(E). De hecho, ||f + N||; = ||f|| para cada f € L(FE).
La convergencia en L;(FE) asociada a dicha norma recibe el nombre de convergencia
en media. Probemos que el espacio (Li(E),||.||1) es un espacio de Banach.

Teorema 1.3.7. (Teorema de Riesz)
Sea E un subconjunto medible de RY y sea { f,} una sucesion de funciones integrables

en E. Si la sucesion {f, + N} es una sucesion de Cauchy en Li(FE) entonces eziste
f € L(E) tal que

tmf [ 1f = 1 ¥y = .

Ademds existe una sucesion parcial { fym)} que converge c.p.d a f.
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Demostracion. Para hacer en clase

Integrales dependiendo de un parametro

Sea X un espacio métrico, A C X y E un subconjunto medible de R". Considérese
una funcion f : A x E — R tal que, para cada t, la correspondiente funcion fi(z) =
f(t,x) es integrable en F, y asociada a ésta una nueva funcion ¢ : A — R definida por

o0 = [ far

El objetivo de esta seccion es el de encontrar condiciones sobre la funciéon f que nos
aseguren distintas propiedades analiticas de la funciéon .

Proposicién 1.3.8. Sean X, E, f y ¢ como arriba. St

1. Para cada x € E, la funcion f* definida por f*(t) = f(t,x) tiene limite (resp. es
continua) en un punto de a € A" (resp. a € A ),

2. Eziste g € L(F) tal que |f(t,x)| < g(z) para todot € A yx € E,

entonces @ tiene limite (resp. es continua) en a y

e t) = [

E

(limsaf(t,) dA (resp. g(a) = / £, ).

Demostracion. Para hacer en clase
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Proposiciéon 1.3.9. Sea X = I un intervalo de nimeros reales y sean E, f, ¢ como
arriba. St

1. Para cada x € E, la funcion f* :tw— f(z,t) es derivable en I,

2. Existe g € L(E) tal que ]%(t,xﬂ =(f")(t)] < g(x) para todot € I,z € E,

entonces o es deriwvable en I y para cada a € I,

¢'(a) = /E%(a, x) dA.

Demostracion. Para hacer en clase

1.3.4. Relacion de ejercicios

1. Sea (€2, A) un espacio de medida, {f,} una sucesion de funciones medibles y f, g
dos funciones medibles. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Si{f.} converge c.p.d a fya g cp.d. entonces f = g c.p.d.
b) Si{f.} converge c.p.d a fy f =g c.p.d. entonces {f,} converge c.p.d a g

2. Considerar las siguientes sucesiones { f,,} de funciones reales de variable real:
a’) fn = % X[=nsn] 5
b) fo =1% X[1/(n+1),1/n]
Estudiar en cada caso la convergencia puntual y comparar [ limfn con lim [ f,.

3. Sea £ C R"™ un conjunto medible de medida finita y sea {f,} una sucesion de
funciones medibles en E que converge puntualmente a una funciéon f. Supongamos
que existe una constante M > 0 tal que |f,] < M Vn € N. Probar que f es

integrable y que
lz'm/ |f — ful =0.
E



1.3.

TEOREMAS DE CONVERGENCIA 61

Dar un ejemplo mostrando que la hipotesis de medida finita no puede ser supri-
mida.

. Calcular lim [ f, para cada una de las siguientes sucesiones { f,,} de funciones de

10,1 en R:

b) fo=1/nlog(x +n)e *cos(x).

C) Jn= (}igfn

. Sea ' C R™ un conjunto medible de medida finita y sea {f,} una sucesion de

funciones integrables en E que converge uniformemente a una funciéon f. Probar
que f es integrable y que
lim/ = fi]=0.
E

Dar un ejemplo mostrando que la hipotesis de medida finita no puede ser supri-
mida.

. Para cada natural n, y para cada = € R, sea f,,(z) = a,sen(nz)+b,cos(nzx), donde

{a,} y {bn} son dos sucesiones de nimeros reales. Pruébese que si la sucesion { f,, }
converge c.p.d. a uno en [0, 27| entonces la sucesion {|a,| + |b,|} no esté acotada.

. Sea £ C R™ un conjunto medible y f una funciéon integrable en E. Probar que

nA\{z € E: f(x)>n}) — 0.

Si f no es integrable, ;jes cierto la anterior afirmacién para funciones medibles
s 4
positivas? En caso negativo, dése un contraejemplo.

. Sean [I,J dos intervalos abiertos de Ry f : I x J — R una funcién continua

verificando:

a) Para cada t € I, la funcién x — f(t,x) es integrable en J.
Para cada x € J, la funcion t — f(¢,z) es de clase C' en I.
of (t,x)

)

b)

¢) La funcion z —— |=5=| estd dominada por una funcién integrable en J.
)

d) Sea g : I — J una funcién de clase C! en 1.

Probar que para a € J, la funcion

g(t)
F(t) = / F(t2)da

es derivable en I y que, para cada t € I,

9(z) T
O L)
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1.4. Técnicas de integraciéon en una variable

Sumario

El objetivo de esta leccion es desarrollar técnicas que nos permitan el calculo de
la integral de una funcién definida en un intervalo de R. Presentamos la herramienta mas
definitiva en este sentido: La Regla de Barrow. El contenido completo de esta leccion se articula
de la siguiente manera:

1.4.1 Teorema Fundamental del Calculo y Regla de Barrow.
1.4.2 Técnicas de integracion.
1.4.3 Criterios de integrabilidad.

1.4.4 Relacién de ejercicios.

1.4.1. Teorema Fundamental del Calculo y Regla de Barrow.

Estudiaremos ahora la importante conexion entre los tres conceptos bésicos del
analisis: continuidad, derivacion e integracion.

En todo lo que sigue tomaremos « y [ tales que —oo < a < < 400.

Se dice que una funcion f :]a, B[— R es localmente integrable si f es integrable
en todo intervalo cerrado y acotado contenido en ]a, 5[. Convenimos que si a €|a, ]
entonces [ f(x)dx =0y si [a,b] Cla, 8] entonces [* f(x)dx = — fab f(x)dz.

Obviamente,toda funcion continua en |a, [ es localmente integrable en |, S].

Recordemos también que si I es un intervalo de ntimeros reales y f : I — R es
una funcioén, f es integrable en I si, y solo si f es integrable en su interior 1™ y que
J; fdx= [ fdA

Si ¢ €]a, f[ lamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcion
F o, B]— R, definida, para cada x €|a, 3], por

F(z) = / o

Teorema 1.4.1. (fundamental del Cdlculo)
Sea f una funcion localmente integrable en |ov, B] y a €la, B[. Definimos F ], B]—
R, para cada x €)a, B[, por

F(z) = / o

Entonces



64 §1.4 Técnicas de integracion en una variable

1. F es continua en |o, B].
2. F es derivable y F' = [ c.p.d. en]a, .

Demostracion. Para hacer en clase. 2) bajo la hipotesis de continuidad de f.

Como era de esperar, la definicion de integral no es tutil para el calculo de
dicha integral. El siguiente resultado es importantisimo ya que nos permitira evaluar
la integral de una funcién conocida su primitiva. Para enunciarlo, necesitamos recordar
que dada una funcién f definida en un intervalo I se dice que f admite primitiva si
existe una funciéon G : I — R derivable tal que, para cada z € I, G'(z) = f(z). Como
consecuencia del teorema del Valor Medio G esta determinada de manera tnica, salvo
una constante aditiva.

Teorema 1.4.2. (Regla de Barrow)
Sea f o, f[— R una funcion localmente integrable y supongamos que f admite
una primitiva G. Entonces

1. f es medible

2. Si f es no negativa entonces

B
/ fx)dx = lim,_,G(x) — lim,_.G(x).

En particular, f es integrable en |o, 5] si, y solo si, existe el limite de G en o y

3.

3. St f es integrable entonces existe el limite de G en o« y 5 y
B
/ fz)dz = lim,—p,G(x) — lim,_,,G(z).

Demostracion. Para hacer en clase bajo la hipdtesis de que f esta localmente acotada.
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Es claro que si f es continua, entonces, como consecuencia del teorema fun-
damental del calculo, cualquier integral indefinida F' de f es una primitiva de f. La
funcion f : R — R definida por f(z) = %@) admite primitiva (por tratarse de una
funcion continua), la cual tiene limite en cero y en 400, pero No es integrable en R™.
Se pone asi de manifiesto que la condicién de ser no nula es esencial en 2).

Veamos que tales limites existen:

Ocurre a menudo que si intentamos evaluar algunas primitivas no obtenemos ningu-
na informacién no trivial. Por tanto el problema de evaluar la integral de una funciéon
continua f, para aplicar la Regla de Barrow, consiste en conseguir una primitiva de f
susceptible de ser evaluada( o tener limite) en los puntos o y . Por tanto, algunas ve-
ces, conviene transformar la funciéon f en otra funciéon cuya primitiva sea més accesible;
los siguientes resultados ofrecen algunas transformaciones interesantes.

Corolario 1.4.3. (teorema del cambio de variable) Sean Sean —oo < a < b < +00
y g :la,b[—]a, 5] una funcion derivable en la,b] con ¢'(x) # 0 para todo x. Si f :
Ja, B[— R es una funcion medible, entonces f es integrable en |, B[ si, y sdlo si, la
funcion fog.qg" es una integrable en |a,b[. En tal caso,

B 97 1(8)
[ s@ie= 7 pag @

()

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por z y
g'(t)dt por dx y los valores extremos t = a,t = b por los correspondientes = = g(a),z =

g(b).

Nota

Obsérvese que después de esta propiedad, podemos probar que la funcién F :
RT — R, definida por

F(z) = /1 1/t dt.

es derivable de hecho, es una biyeccién estrictamente creciente verificando que:

SF(1)=0
- F(wy) = F(z) + F(y)
-F(e) =1
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Esto es, la funciéon F' no es otra cosa que la funciéon logaritmo neperiano cuya exis-
tencia afirmabamos al principio de curso.

La siguiente técnica es especialmente 1til cuando se trata de calcular la integral
de un producto de funciones o de una funcion facilmente derivable (basta ver ésta como
el producto de ella por la funcién constante uno).

Corolario 1.4.4. (teorema de integracion por partes)
Sean F,G :]Ja, B[— R dos funciones derivables y tales que F'G y FG' son integra-
bles en |a, B[. Entonces

B B
/ F(2).G'(x)dz = lim,_, F(x).G(z) — limy_o F(2)G(z) — / F'(z).G(x)dz.

[0

1.4.2. Meétodos de integracién

En esta secciéon nos ocuparemos del problema practico de evaluar la integral de
toda funcion racional y de algunas funciones no racionales.

Integraciéon de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacion de la integral de una funcién
racional cuya "tnica'"dificultad consiste en encontrar la descomposicién en factores irre-
ducibles de un polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcion racional y sean P,Q,: R — R las co-
rrespondientes funciones polinémicas tales que, f(z) = ggi; con Q(x) # 0, para cada
x € [a,b]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se manipula

algebraicamente) que:

1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(x).

3) El coeficiente lider del polinomio Q(z) es uno.

En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve usando
sendos resultados algebraicos: la descomposicion en factores irreducibles de un polino-
mio con coeficientes reales y la descomposicion en fracciones simples de una funcién
racional con coeficientes reales.

Proposicion 1.4.5.
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1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider igual a uno
puede escribirse en la forma:

(z—ay)™ (z—ag)™...(x —a,)" (2% + b1z +c1)™ (2% + by +a) ™. (22 + byr +c) ™,

donde p y q son nimeros enteros no negativos,ay, @z, ..., ap, b1, ba, ..., by, c1, Ca, ..., cq
son niumeros reales, donde a; < ay < ... < a, son las raices reales del polinomio
Q y para cada k € {1,2,...,p}, n, es el orden de multiplicidad de la raiz ay; y
finalmente my, ma, ..., my son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica y
nq —i—ng—i-...+np+2(m1+m2+...+mq)

es el grado del polinomio.

2) Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio Q(x) se descompone en la forma dada en (1.) y P(x) es un
polinomio primo con Q(x) de grado menor que el de Q(z), la funcidn racional
flz) = P(z) puede escribirse de forma unica como sigue:

Q()
All A12 A1n1
flo)=—— PR Fe TR P T
421 A22 A2n2
+ + Fot .t
r—ay (x—a)? (x — ag)™2
APt Ap? Apm
z—q (x—ap)2 +...—|——<x_ap>np + ...+
Blig 1 ol B2y 1+ 012 Blmig 1
22+ bz + ¢y * (24 bz + 1) + (2 4+ by + ¢)™ +
B2y 1 2 B2y 1 022 B2mag 1 (2me
2 + 5T 73 ma Tt
22+ box + o (224 by + o) (22 + box + co)™2
Bty + C? By + C? Bimag 4 C9™a

+ + ,
22 4+ by +cq  [(2% + b +¢g)?  [(@2 + bgx + cg)™a
donde Ay (1<i<p,(1<j<n,)y(B7, Cy 1<i<qyl<ji<mgy

a1, Qg ..., ap, B1, Ba, ..., By, ¢1,Ca, ...y cq C¥ son nimeros reales. Se tiene ademds
que AF™ £ 0 para k € {1,2,...,p} y (B7™)2 + (C"™i)2 > 0 para j € {1,2,...,q}.

La principal dificultad a la hora de aplicar la proposiciéon anterior consiste, como
ya se ha dicho, en encontrar la descomposicion en factores del polinomio Q(x). Salvado
este problema, la descomposicion en fracciones simples dada por la segunda parte de la
proposicion puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si puede ser laboriosa.

La descomposicion en fracciones simples dada anteriormente, junto con la
linealidad de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada uno
de los tipos de fracciones simples que aparecen en la descomposiciéon, a saber
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Tipo 1
A

9
r —C

fz) =

para todo = € [a,b], y donde A, ¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:
b—c

a—=c¢

/ f(z)dz = A.log( ).

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:
4 2
2—zx
J—
5 T3 — 312+ 21

Tipo 2
A
(z =)’

fx) =

para todo = € [a,b], y donde A, ¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:

b A 1 1
/a f(@)de = n— 1[(a —onl (b— c)”—l]'

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:
1/2 2
JR—T—
0o T*—2x+1

Tipo 3
Bx+C
flz) = UL
x>+ cxr+d
para todo x € [a,b], donde B,C,¢,d € R. En este caso se procede de la siguiente

forma:
b B [ 2z+¢ b dx
dr = — —d —cB/2 _
/Gf(x)x 2/Gx2+cx+d T+ (C—c /)/a 22 +cr+d

La primera integral se puede resolver haciendo el cambio de variable u = 22 +
cx + d, con lo que nos queda

— =log

/b2+bc+d du . BP+betd
tacrd U a?+ac+d
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Tipo 4

La segunda integral se puede resolver escribiendo 22 + cx +d = (v —r)? + b* para

hacer el cambio de variable u = *=*, con lo que nos queda

1 b—r a—r

L e tgP =) —are tg(
L 1+u2—sarcg S arcg

)]

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

4
20 — 1
/ I x dz.
g 4+ a3 —x—1

Esto es,

r(z)

(22 + cx +d)™’

fx) =

para todo = € [a,b], donde ¢,d € R, n € Nconn > 1y r(x) es un polinomio de
grado menor o igual que 2n — 1.

En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir

e+ f ,
f@) (2 4 cx + d)"—l] ’

224 cr+d

+1

donde F'(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (z* + cx + d)", y a partir de
aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

[ o= [ ey O W

teatd o (Rrcb+drt (@+catdrl

La integral que queda es una de tipo 3).

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/4 1_1,2
ﬁdm.
3 rt 44?2 +4
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Integracion de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando
diversos cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcién a integrar sea racional.
No hay un método general para ello, sino un recetario més o menos amplio, de hecho,
la simple inspeccion del integrando sugiere el cambio de variable adecuado.

Empezaremos fijando una notaciéon que nos permitira exponer de manera rapida y
sin ambigiliedad los distintos métodos de integracion que vamos a tratar. En lo que sigue
I ser& un intervalo del tipo [a,b] y f : I — R sera una funcion continua. Para calcular
la integral de f usaremos sisteméaticamente el cambio de variable z = ¢(t), donde g es
una funcion biyectiva de un cierto intervalo J sobre I y de clase C' en J. Si notamos
por h(t) = fog(t).¢g'(t), para todo ¢t € J, transformaremos la integral de la funcion
inicial en la integral de la funciéon h en el intervalo J. Si h es racional, aplicaremos
los conocimientos dados en la primera parte de la leccion. En las demas ocasiones sera
preciso un nuevo cambio de variable. Encontraremos asi un nuevo intervalo K y una
nueva funcion ¢ tal que t = p(u), donde ¢ es una funcion biyectiva de K sobre J y de
clase C! en K. Si notamos por k(u) = ho¢(u).¢'(u), para todo u € k, transformaremos
la integral de la funcién h en la integral de la funcién £ en el intervalo K, y vuelta a
empezar.

1. Funciones trigonométricas

Sea f una funcién que es cociente de sumas y productos de las funciones seno
y coseno. Dado que f es una funcion periodica de periodo 27 podremos limitarnos
a considerar I C [—m, 7). Hacemos en este caso el cambio de variable

x = g(t) = 2arctg(t).

La funcién g que aparece es una funciéon racional. De hecho,

11—t (@) 9t
COST = —— sen(z) = _
1 + t2 _ 1 + t2
Ejercicio: Calcilese f:/f _Seifm)

Podemos destacar algunos casos particulares en

b n
/&@;dx abel

cos™(x

a) Sin es impar, se hace el cambio x = arccos(t), siempre que I C [0, 7).

b) Sim esimpar, se hace el cambio z = arcsen(t), siempre que I C [—7/2,7/2].
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¢) Siny m son pares se usan las formulas

1+ cos(2x)

1-— 2
cost () = L HC0) 1 - cos(2z)

2 —
sen”(zx) = 5

2. Funciones trascendentes

Sea f una funcion f que es cociente de sumas y productos de la funcién e®
con ella misma. Hacemos en este caso el cambio de variable x = ¢(t) = log(t). La
funcién h que aparece es de nuevo una funciéon racional.

L 2
Ejercicio: Calcular [ 2£

3. Irracionales en x

Sea f una funciéon que es cociente de sumas y productos de potencias racionales
P1 p2

. P P2 Pn . .

de . Si f(z) = F(xn,z9, ...,z ), entonces hacemos el cambio de variable z =
t™, donde m = m.c.m.{q1,qo, ..., qn}- Asi pues, la funcion a integrar que resulta
después del cambio es una funcién de tipo racional, que ya sabemos resolver.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/2 ;
—dx.
L VTV

4. Irracionales cuadraticas

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:
1) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y vx? — 1
En este caso, siempre que I C [1,4+00[ 6 I C]— o0, 1], hacemos el cambio
de variable 6 bien z = g(t) = ﬁ y por tanto la funciéon h que aparece
es del tipo trigonométrico visto anteriormente, 6 bien z = g(t) = ch(t) y

la funcién h que aparece es una funcién de tipo trascendente visto también
anteriormente.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

[
—dx.
3 SL’2 —1



72

§1.4 Técnicas de integracién en una variable

2) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y v/1 — 2

En este caso, siempre que I C [—1, 1] hacemos el cambio de variable z =
g(t) = sen(t) y por tanto la funcion h que aparece es del tipo trigonométrico
visto anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:
1/2 1
s
0 vV 1— x2

3) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y /1 + 22

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien x = g(t) = tg(t) y por
tanto la funcion h que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = ¢(t) = sh(t) y la funcién h que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/4\/ :
—dx.
3 1+ 22

Nota

Las funciones f(z) que son cociente de sumas y productos de z y de
vax? + bx + ¢ se pueden reducir a uno de los tres casos anteriores ya que

az® 4+ bx + ¢ = a(z + b/2a)* — b* /4a + c,
y por tanto, si hacemos un primer cambio u = = + b/2a y posteriormente

. 2 . _ Yau
a) sia >0y b*—4ac > 0, hacemos un nuevo cambio, t = N resulta una

integral del tipo v? — 1

i 2 _ 0. f — —vau
b) Sia > 0y b°—4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, ¢ oot resulta una

integral del tipo V12 + 1.
i 2 _ ; — _Vau
¢) Sia <0y b*—4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, t /= resulta una

integral del tipo v/1 — 2
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1.4.3. Ciriterios de integrabilidad

De igual manera que s6lo sabemos calcular la suma de algunas series y por tanto
limitdbamos nuestro esfuerzo al conocimiento de si una determinada serie es o0 no con-
vergente, ocurre con la integral de funciones. En esta secciéon daremos algunos criterios
de integrabilidad para una cierta funcion.

Entre los distintos criterios distinguiremos el método de comparacion. Antes haga-
mos notar que:

1. Por el T.C.D., si f, g :]Ja, B]— R son dos funciones medibles tales que g es inte-
grable y | f| < g entonces f es también integrable.

2. Sic €], B entonces f es integrable en |, §[ si, y solo si, f es integrable en |, |
y f es integrable en [c, B[. En tal caso

/jf(a;)da: _ [f(@dw/ff@)@.

Este segunda observacion nos permite dividir el problema en dos. Nosotros nos
centramos en intervalos de la forma [a, 8] con a € R.

3. Si f es locamente integrable en [a,b[ con b € R y existe ¢ € [a, b] tal que f esta

acotada en [c, b[ (en particular si f tiene limite en b) entonces f es integrable en
[a, b].

Proposicion 1.4.6. Sea a € R y sean f,g : [a, 5[— R dos funciones localmente inte-
grables tales que

1. g(x) # 0 para todo x € [a,B] y
2. lim, 5|58 = L.
Entonces
1. S1 L € R, entonces [ es integrable si, y sdlo si, g es integrable.
2. 8t L =0 y g es integrable entonces f es integrable.

3. St L =400 y [ esintegrable entonces g es integrable.

Demostracion. Para hacer en clase.



74 §1.4 Técnicas de integracion en una variable

Es aconsejable que la funcién ¢ que usamos en la comparacion sea lo mas sencilla
posible (seria conveniente una funciéon que sepamos integrar). En todo caso, necesitamos
del conocimiento de la integrabilidad del maximo posible de funciones. Con esta idea,
estudiamos primeramente la funcién potencial:

Consideremos la funcion f :]a, f[— R definida por f(z) = 2%, donde a es un nimero
real.

En este caso, obtenemos que

Si 0<a<f <+oo entonces z% esintegrable para todo valor de a
Si 0=a < [ <+00 entonces z* es integrable & a>—1

Si 0 <a< =400 entonces z* es integrable & a<—1

Si 0=a,8=+00 entonces x® no es integrable para ningin valor de a

Y en segundo lugar la funcién exponencial.

Consideremos la funcion f :]a, B[— R definida por f(x) = e**, donde @ es un nimero
real.

En este caso, obtenemos que

Si —oco<a< <400 entonces e esintegrable para  todo valor de a

Si —oo=a< [ <+oo entonces e es integrable & a>0
Si —oo<a< =400 entonces e es integrable & a<0
Si 0=a,pf =400 entonces e mno es integrable para ningin valor de a

1.4.4. Relaciéon de ejercicios

1. Calcilense las siguientes integrales:

1 1
/ arctg(x) dx, / r?e” dx,
0 0

+o0 d w/4
/ W / sen’z cos’z dz,
2 ZUog\T 0
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w/2 m/4
/ cosx log(senz) dx, / segx dz.
/4 o cos’x
/3#/2 dx /1 dr
o 2+4cosz’ o coshx’
/3 1+ 2z —2? p /”/2 dx

. _
g xt —dxd + 72?2 —6x+2 7 x4 Sent —tgx

/ 3 dx 3/2 dx / 2 dx
s Va2 -2 L 2V/A— 22 L (4 +a2)32
2. Héllense las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

2

x x 1
F(z) = 3(t) dt. b)) F(z) = —— dt

19: sen(s) ds

c) F(x) = /3 1/(sen®(t?) + 1) dt

b
1
d) F(x) = dt.
) Fla) /Z 1+ 12 4 sen?(t)

b t b ta
¢) Flz) = /a 1+ 2+ sen(t) de 1) Fla) = /a 1+ 2 + sen(t) dt

3. Probar que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:

1/2 w 1 _de
o/ \/ﬁw = arcsen(2/3) — arcsen(7/12), |, 11695 =1+1In(:%)

3 dzx _ 1 22de
0\/9_7—71'/2, Jo T = /6.

oo 2ol dr = (31 + In2)/10, 0+O° sirdr = (v/37/12).

1 3 —3z2+2+5

)
)
)
d) [Tt —q/2,  [TTcos*(x)dr = [T sen?(x)dx = T.
)
)
)
)

—o0 ef+4e 7"

T emareog(fa)da = e f0+°° e “sen(fx)dx = ﬁﬁz (a>0,8€R).
f f_+11 V1 —a2%dx = 3m, f+7r/2 |sen(x)|*dr = 4/3.
g fOW/Q sen?(x)cos?(x)dx = /16, fo (1 = 2*/%)zdz = 8/35.

+oo dx _ s 1 4 o
h) J a4y 7 g iy fo \/i? =In(1+ \/5)
; +oo dz _ T +o0 d . 1 .
) 0 (+y)(A+a?y) — 2(+y) vy (y > 0), 0 (Hyy)f =, fo In(x)dr = —
] +oo d +too 1 1 x2 2In(z)
Nl moimes = b celog o) = =1 (@ # £,

4. Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

a) 2% " (a € R,b>0) en RY.
b) x/(e®* —1) en RT.
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c

d

z%n(r)(a € R) en RT.
1/\/5 sen(1/z) en 10, 1].
e) z* (1 —x)"(a,b € R) en ]0,1].
f) In(z)in(1 + x) en ]0, 1].
g) z%sen(x)(a € R) en |1, +o0].

)
)
) @
)

5. Justificar, haciendo uso en cada caso de un conveniente teorema de convergencia,
las siguientes igualdades:

a) lim [, 2 dy = 0.

b) lim [ {%sdx = 0.

¢) lim [y fatzde = 0.

d) 0+0O Trerdt = e (_Q—SH

) O+oo %daz =3, (a+nb ,(a,b>0) y deducir que
x (1) ® (1)
HZ:OQ(n—F)l = /4 ;% = {n(2).

1 re—aT 00
f) omdxzznomﬁzbm(ab>0)

6. Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

a) F(t)= [ <=<"dr Vt € R*.
b) F(t) = [, In(1+ tcosx)dr Vte]—1,1].
c) F(t) = [/ %) gp vt € R,

1422
7. Probar que a funcién f : R — R definida por

+o0 22
F(t) = / cos(tz)e” 7 dx,

o0

es derivable. Utilizar el método de integracién por partes en la expresion de F’
para obtener ['(t) = —tF(t), Vt € R. Deducir de ello que la funcion de R en
R dada por ¢ — F(t)e‘tQ/ 2 tiene derivada nula. Por tltimo concluir, usando el
Teorema del valor medio, que

F(t)=Ce /% VteR,

donde C' = fj;o e~ *2(t
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1.5. Técnicas de integraciéon en varias variables

Sumario

En esta leccién vamos a introducir la integracién en varias variables. Consideraremos
métodos que proporcionan la integrabilidad de una funcién aunque no el valor de la integral,
métodos que proporciona ambas cuestiones y métodos que, asegurada la integrabilidad, nos
proporcionen el valor de la integral. Con respecto al problema del calculo, nos encontramos
con el hecho de que no se dispone de ningtin procedimiento elemental comparable a la Regla
de Barrow. Esta contrariedad se resolvera relacionando la integral en R™ con integraciones
sucesivas en espacios de menor dimensiéon. El contenido completo de esta leccién se articula
de la siguiente manera:

1.5.1 Teorema de Fubini.
1.5.2 Teorema de Tonelli.
1.5.3 Teorema del cambio de variable: Cambio de coordenadas.

1.5.4 Relaciéon de ejercicios.

1.5.1. Teorema de Fubini

Recuérdese que el problema del calculo de la integral de una determinada funcion,
en el caso de intervalos de ntimeros reales, se resolvié usando la regla de Barrow. Sin
embargo, no disponemos de una tal regla en RY con N > 2. Nuestro siguiente resultado
trata de resolver esta dificultad, sabido que la funcién es integrable, relacionando la
integral multiple con sucesivas integrales en R.

Dada una funciéon f : R? x R? — R, consideramos la funciéon f, : R? — R que viene
definida por f.(y) = f(x,y). Andlogamente, consideramos la funcién f¥ : R — R que
viene definida por fY(z) = f(z,y).

Teorema 1.5.1. (de Fubini) Sean p,q dos nu ‘meros naturales y sea f : RP x R? — R
una funcion integrable. Entonces

1. Para casi todo y € R?, la funcion fY es integrable en RP y la funcion g definida
c.p.d. en RY por g(y) = [, [ dX es integrable en RY.

2. Para casi todo x € RP, la funcion f, es integrable en R? y la funcion h definida
c.p.d. en RP por h(x) = [o, fo dX es integrable en RP.

3 fonna f AN = [oy g AN = [o b d.
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Demostracion. Para hacer en clase

Apliquemos nuestro teorema para calcular la integral en un subconjunto medible de
RP x R?. Para ello, consideremos las siguientes notaciones:

Sea E' C RPTY notaremos, para cada x € RP, por
E(x)={yeR?: (z,y) € E}.
Anélogamente, notaremos, para cada y € RY, por
E(y)={z €RP: (z,y) € E}.

Corolario 1.5.2. Si E es un subconjunto medible de RP x RY entonces, para casi to-
do z € RP, E(x) es subconjunto medible de RY, y, para casi todo y € RY, E(y) es
subconjunto medible de RP

Demostracion. Para hacer en clase

Teorema 1.5.3. (Teorema de Fubini.Casop=1,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

|t = [ ﬁ / | i = / ﬂ / | S ypdaidy

siendo oy = Inf Ey, 1 = Sup Ei, as = Inf FEs, [y = Sup Es, donde

E, ={z €R; E(x) # 0}
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Ey={y €R; E(y) # 0}

En particular, cuando E =1 x J, siendo I, J intervalos de R, entonces

[ st = (1 swaias = [|] sty

Ejemplo: Calcular el area de la elipse de semiejes a y b.

Teorema 1.5.4. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)
Sea E C R® medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

Bs
Lty = [ U] s
siendo a3 = Inf FEs, B3 = Sup E3, donde
By ={z € R; E[] # 0}

Yy a su vez
El2] = {(z,y) € R% (z,y,2) € E}.

Analogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin mas que considerar los
conjuntos Elz| y Ely].

Ejercicio: Calctlese el volumen del elipsoide de semiejes a,b y c.
Principio de Cavalieri
Sea F un subconjunto medible de R?, tal que
E,={z€R; E(x)#0} = [a,b].
Segtin hemos visto en la leccion anterior su volumen, A\(E), viene dado por

A(E) = /E 1 d(z,y, ),

por lo que aplicando el teorema de Fubini y la definicion de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

AE) :/ab(/m 1 d(y, 2))dz) :/ab)\(E(:zr))dx.

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Obsérvese que si E es el solido de revolucion generado por la grafica de una
cierta f : [a,b] — Ry, aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

v =x [ P,

como ya habifamos comentado anteriormente.
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Ejemplo:

Un lenador corta una pieza C' con forma de cuna de un arbol cilindrico de radio
50 cm mediante dos cortes de sierra hacia el centro del drbol: uno horizontal y otro con
un angulo 7/4. Calctlese el volumen de dicha cuna.

La integral en dos variables vista como un cierto volumen

Sea ahora A C R? medible y f : A — R un campo integrable en A tal que,
para cada (z,y) € A, se tiene que f(x,y) > 0. Obsérvese que como consecuencia del
teorema de Fubini, si

Ay = {z e R; A(z) # 0} = [a, 0],

/fxy (z,) // fﬂsydy)d:v—/abs(x)dx,

donde, para cada x € [a,b], S(z) es el area de la region del plano comprendida entre
el eje z y la grafica de la funcién g : A(x) — R definida para cada y € A(z) por
9(y) = f(x,y). Aplicando finalmente el principio de Cavalieri, la integral

/A f(, y)d(, )

puede interpretarse como el volumen del s6lido comprendido entre el plano z =0
y la grafica del campo escalar f.

entonces

Ejemplo:

Calciilese el volumen de madera eliminado al taladrar, hasta el centro, una esfera
de madera de radio 9 con una broca de radio 1.

1.5.2. Teorema de Tonelli

En esta seccion abordamos los métodos que nos permitan dilucidar la integrabilidad
de la funcioén.

Teorema 1.5.5. (de Tonelli) Sean p,q dos nimeros naturales y sea f : RP x R? — R
una funcion medible. Consideremos las siguiente integrales iteradas:

1. Joo 19| dX\ donde la funcion g : R? — R viene definida por g(y) = [g, [Y d\ para
todo y € RY,

2. qu |h| d\ donde la funcion h : R? — R viene definida por h(x qu fz dX para
todo € RP.
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St alguna de las integrales iteradas es finita entonces f es integrable en RP x RY,

Demostracion. Para hacer en clase

Notese que si f es no negativa entonces podemos aplicar simultaneamente los Teo-
remas de Fubini y Tonelli. De hecho,

Corolario 1.5.6. Sean p,q dos numeros naturales y sea f: RP x R? — R una funcion
medible. Entonces f es integrable en RP x R? si, y solo si, alguna de las las siguiente
integrales iteradas:

1. [y 9 dX donde la funcion g : R? — R viene definida por g(y) = [g, |f¥] dX para
todo y € RY,

2. [ao b dX donde la funcion h : R? — R viene definida por h(x) = [, |fz] dX\ para
todo x € RP.

es finita.
1.5.3. Teorema del cambio de variable: Cambio de coordenadas

Es posible que convenga cambiar la funcion inicial por otra funcién. Este cambio
sera arbitrado por el teorema del cambio de variable:

Teorema 1.5.7. Sean U yV doss abiertos de R™ y sea ¢ un difeomorfismo de clase C!
de U sobre V. St ECV y f: E — R es una funcion medible, entonces f es integrable
en E si, y sdlo si, fopl|det(J,)| es integrable en o' (E). En tal caso

/fd/\—/ Fogldet(J,)] dx.
E e~ H(E)

Demostracion. Para hacer en clase cuando ¢ es lineal. (Su demostracion puede verse
[3, Teorema 14.10).
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Este teorema suele usarse en alguna de las siguientes formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = RYx|—m, 7|, V = R*\{(x,0); <0}, ylaaplicacion ¢ : U — V
definida por
¢(p,0) = (pcost, psend).
En este caso
detJy(p,0) = p >0, Y(p,0) € U,
y por tanto
[ raien) = [ locosd. psend)p(p.0)
E d~H(E)
Ejercicio: Sea E = {(z,y) € R 2?4 y* <r?}. Calcilese [, 1d(z,y).

Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = RTx] — 7, 7[xR , V = R*\{(,0,2); = < 0}, y la aplicacion
¢ : U — V definida por

QS(:O? 07 Z) = (p00897 pseng) Z)

En este caso
detJ,(p,0,2) = p >0, Y(p,0,2) € U,

y por tanto
[ Fe w2 = [ fpeos, psent. 2pd(p.6.2),
E o~ 1(E)

Ejercicio: Sea F = {(z,y,2) € R% 22 +3y? <% 0 < 2 < h}, con r,h > 0.
Calculese [, 1d(x,y, 2).

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = Rt x] — m,7[x]| —7/2,7/2[ , V = R3\{(2,0,2); = <0}, y la
aplicacion ¢ : U — V definida por

o(p, 0, p) = (pcosbcosp, psenbcosyp, pseny).

En este caso
detJy(p, 0, ¢) = p*cosp >0, V(p,0,p) € U,

y por tanto
/ f(x,y,2)d(z,y,2) = / f(pcosbicosp, psenfcosp, 36"90)0200390d(l?a 0, ).
E ¢~ 1(E)

Ejercicio: Sea E = {(z,y,2) € R3 2%+ y* + 2% < r?}, con r > 0. Calctlese su
volumen.
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1.5.4. Relacién de ejercicios

1. Calculense las siguientes integrales:

a) /Sen x sen’y d(x,y), I =1[0,7] x [0, n].

/1+y ), I =10,1] x [0,1].
/Iylogasdxy I=1[1,e] x[1,¢].
/x3 y* d(z,y), I=10,1] x [0,1].

/1 1+I—i—y d(x,y), I=10,1]x0,1].

/x log(zy) d(z,y), I =1[2,3] x[1,2].

~

/y cos(zy) d(z,y), I =[0,1] x [1,2].

I

2. Sea f: A — R, calctlese su integral en los siguientes casos:

a) f(z,y) =1 siendo A la region limitada por y? = 23, y = .

b) f(z,y) = z* siendo A la region limitada por xy = 16,y = x,y = 0,z = 8.

¢) f(x,y) =z siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f(z,y) = x siendo A la region limitada por la recta que pasa por (0,2) y
(2,0) y la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

¢) f(z,y) = ev siendo A la region limitada por 32 = z,2 = 0,y = 1.

) f(z,y) = 71,7 siendo A la region limitada por y = ‘%2, Y=

g) f(x,y) = xy? siendo A la region limitada por y* = 2z, = 1.

h) f(z,y) = zy siendo A la region limitada por la semicircunferencia superior
(r—2)2+y?*=1yeleje OX.

i) f(z,y) =4 —y?* siendo A la region limitada por y*> = 2z y y* = 8 — 2x

i) f(z,y) = e*" siendo el conjunto A el triangulo formado por las rectas 2y =
r=2yelejex

3. Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) f(x,y)zl—:v—y, A:{(xv ) [071] [071] $+y§1}
b) fz,y) =2 +y* A={(z,y) €[0,1] x [0,1]; 2 +y* <1}
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c) f(z,y) =2 +y, A={(z,y) €[0,1] x [0,1]; 2* <y < 227}

d) f(fv,y)zx2 v, A={(z,y) eR* 0<z <1, 0<y<uz}

e) flz,y)=y* A={(v,y) e R% 2> +y*> <r?}

f) f(x,y)zl, A={(x,y) e R:z* +y* < 1,2% + y* < 27}

g) f(z,y) =1, A={(v,y) e R% 2* +y*> <r?}

h) f(x,y) = cos(z® +y?), A= {(z,y) €R* 2° +y* < 7/2}

) Sl = e A= () R 2P <L 2 0)
) flay)= 5 A={@y) cR% 0<a <1, 0<y <o}

K) fay) = e A= {(,y) € R 2?4y <1)

) flz,y) =2y, A={(z,y) €ER* >0, y>0, 1 <a?+y* <2}
m) f(z,y) =2y, A={(r,y) €R*} 1 <a®+y* <4, x>0}

n) flr,y)=z, A={(z,y) eR?% >0, y >0, 2> +y*>* <1, 2?2 +9y*> 22 > 0}

4. Utilicese el cambio a coordenadas polares para el célculo de las integrales de las
siguientes funciones en los recintos que se indican:

a) f(z,y)=+/1—22—y% A=B((0,0),1)

b) f(z,y) =y, A={(x,y) € B((3,0),3): y>0}

¢) flz,y) =a2*+y> A=B((1,0),1)

d) flzy)=2"+y", A={(z,y) eR*: 4<a’+y <9}

a) f(r,y) =2, A={(z,y) e R?: 2 +9y> <2z}

b) flz,y) =z/1—22—y% A={(zr,y) eR*: 22 +¢y* <1, z,y >0}

) flz,y) =exp(}), A={(z,y) eR®: <z <y? 22>0,y>0}

d) flz,y) = (224922, A={(z,y) eR2: z<y, z+y>1, 22 +2 <1}
) flz,y) =a*+y* A={(z,y) eR*: (a?+y°)> <4(2* —¢?), v > 0}

f) flz,y) =22 +y* A={(z,y) eR*: 2> +y* <2y, 22 +¢y* <1, x>0}

6. Area de la cardioide. La curva en R?, cuya ecuaciéon en coordenadas polares
viene dada por p = 2a(1 4 cosf) (a € RT; —7 < 6§ < 7 se llama una cardioide.
Sea E = {(pcos(0),sen(0)) : —m < 0 < 7,0 < p2a(l + cosb)}. Calctlese \(E).
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7. Probar que im0 fot Se’;(x) dr =7 /2.
Indicaciones:

a) Probar, usando los Teoremas de Fubini y Tonelli, que la funcion F(z;y) =
e~ xysenx es integrable en |0, n[x]0, +oo[ y que

[ [ e toyactan

b) Para cada natural n, sea f, :]0, +00[— R la funcién definida por

fa(y) = /07r e"sen(z)dx.

Pruébese, integrando por partes, que {f,(vy)
que |fn( )| < 1+y2, Vn E N

c¢) Deducir finalmente, utilizando el teorema de la convergencia dominada que
limy— oo ft sezm) T =7/2.

1+y

8. Calcilese el volumen de la regiéon A definida por:

a) A={(z,y,2) e R 2?2+ > + 22 <r? 22 +y*—ry <0}
b) A={(z,y,2) eR% 2+ >1, 22+ > <2, 2(2*+y?) <1, 2>0}
c) A={(z,y,2) e R%2? <a® +y* <z}

) A= (0,9 SRH0S <1 (2 +47)

(e) Boveda de Viviani A = {(z,y,2) € R3; (z—1/2)?+y* < 1/4}n{(x,y,2) €
R3; 22 +9° +22<1,0< 2}}.

(f) cucuruchu de helado invertido

) A
) A
) A
)
)

A={(2,y,2) €R* 2> +9y* < (1 —2)? 2°+9y* < z/2, 2 <1}

(g) Volumen del toro de radios r y R (flotador).

9. Sélidos de revolucion generados por un giro alrededor del eje OY. Sea
E C R x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S ={(z,y,2) € R® (Va2+12 2) € E}

o (solido de revolucion obtenido al girar el conjunto E contenido en el plano XY
en torno al eje OY). Probar que S es medible y que

A(S) = 27T/Ea7d(a7,y).

10. Calculense las siguientes integrales triples:
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1
1+z4+y+2)3

d(z,y,2), 1 =10,1] x [0,1] x [0, 1].
2 e T d(nyy, ), A= {(x,y,2) € R} 2(224+y%) < 22, 2 >0, 2 < 1}.

\/a:2+y2+z2 d(ﬂ%y,z) ) A:{(a:,y,z) eRg; Vx2+y2 §Z§4}

(v +y—22) d(x,y,2) , A={(z,9,2) € R*2* >a® +y% 2>0, 2 < 3}.

(VJC”?J“ZQ)” d(z,y,2) , A = {(z,y,2) € R%a% + 9 + 2% <
a’} (n €N, a € RT).

f) flz,y,2) = (z+y+2)% A={(v,y,2) eR®: 2?+¢y*+22 < 1,22 +y?+22 <
2z}

g) f(zy,2)=2 A={(z,y,2) eR’: 22 +y* <22,0<2<1}
h) f(x,y,2) =22, A={(z,y,2) €R®: >0, 22+ + (2 — 1) <1, 42*> >

— T T T T

e)

3(2° +y°)}
1) flz,y,2) = 2y/al+y* A={(z,y,2) eR®: 0<z<2+y% 0<y <
V2zx — 22}

) @y 2) =2 A={(z,y,2) €R?: 2? +y* +27 <2, 2 +y* < 2}
) flxyy,2) =22 A={(z,y,2) e R®: 22 +9°+2% < R? 2?+y*+2% < 2Rz}
) fz,y,2) =

\/x2—|—y +22, A={(z,y,2) eR3: /a2 +y2 <2< 3}

11. Demuéstrese que [ e~*2dy = \ /21 /a, donde a > 0.

L,Y,%

12. Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) flzy)=1, A={(z,y) eER% L + L <1}

b) flz,y) =1, A={(r,y) eR% L +12 <1, 2? <y}

c) flz,y,2) =z, A:{(x,y,z)€R3: x +z+%§1,220}
d) flay)=ep (52), A={(@y eR®: 2,y>0, 2+y<2)

13. Estudiese la integrabilidad de las siguientes funciones:

a) f:R?* — R definida por f(z,y) = ,V(z,y) € R? (a > 0).

zy
(x2y?)

b) f:R* — R definida por f(z,y) = % V(z,y) eR* (1 < a<?2).
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