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Espacios vectoriales

Sea V un conjunto (no vacio). Diremos que V es un espacio vectorial si
hay definidas dos operaciones (una suma y un producto por escalares) que
verifican las siguientes propiedades:

@ 1. Asociativa: (x +y)+z=x+(y+2), Vx,y,ze V
@ 2. Conmutativa: x+y =y +x, ¥x,y eV
@ 3. Elemento neutro: Existe un elemento 0 € V que verifica

x+0=x, VxeV.
@ 4. Elemento opuesto:

VxeV,3—xeV:x+(—x)=0

conmutativo.
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Espacios vectoriales

Ademas, existe un producto que asocia a cada par de elementos de K x V un
elementode V (Kes R 6 C) y se verifica ademas:

o 1. t(x+y)=tx+ty, VieKx,yeV
02 (s+i)x=sx+1x, Vs;teK xeV
@ 3. (st)x =s(tx), Vs, teK,xe V.
@4 1x=x, VYxeV

Al conjunto V dotado de una suma interna y de un producto por
elementos de K se llama un espacio vectorial si verifica las (ocho)
propiedades anteriores.

En ese caso, a los elementos de V se le suelen llamar vectores y a los de K
escalares.
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Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplos

@ R” es un espacio vectorial real con las operaciones dadas por
(X1, X2, -+ Xn) + (Y1, Y2, -+ 5 ¥n) = (X1 + Y1, X2 + Yo, - -+ Xn + Vi),

V(X1, X2, , Xn), (Y1, Y2, -+, ¥n) €R"

t(X1aX27"' aXn) = (tX17tX27"' 7tXf7)a Vtekv(X'IaXZv"' ,Xn) eRn

@ El espacio M« de las matrices con coeficientes reales de orden m x n
€s un espacio vectorial con las operaciones dadas por

A+ B:=(a; + bj) (A, B € Mmyn)

1<i<m
1<j<n

tA = (ta,,) }Eyém (tER,AGmen)
s/=n

v
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Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplos

@ El espacio P(R) de los polinomios en una variable con coeficientes
reales es un espacio vectorial con la suma y el producto por nimeros
reales definidos de la manera usual (término a término).

@ El conjunto de las funciones con valores reales definidas en un intervalo
real / es un espacio vectorial definiendo la suma y el producto por
escalares de manera puntual, esto es,

(f+9)(x) =1f(x) +g9(x) (xel)
(fH(x) =tf(x) (teR,xel)
@ Si/es unintervalo real, el conjunto C(/) de las funciones reales definidas

en | que son continuas es un espacio vectorial con las operaciones
definidas igual que en el apartado anterior.
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Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplos

@ El espacio £1]0, 1] de las funciones reales definidas en [0, 1] que son
integrables (en el sentido de Lebesgue) con la suma y el producto por
reales definido de manera puntual.

@ El espacio de las sucesiones de numeros reales dotado de la sumayy el
producto por reales dado por:

Xn} + {¥n} = {Xn + yn}

a{xp} = {axp}

@ El espacio ¢; de las sucesiones reales {x,} tales que la serie >_ x, es
absolutamente convergente:

ZXnJFZYn "= Z(Xn+}/n)
n n n
aan = ZO‘X”'
n n
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Dependencia e independencia lineal

Dado un espacio vectorial V' y vectores v, ..., v, en V, una combinacion lineal
de esos vectores es cualquier otro vector que pueda escribirse de la forma
S°T, tiv; para convenientes escalares t, . .., t.

Diremos que los vectores {vi,..., v,} son linealmente dependientes si el vec-
tor 0 se puede escribir como una combinacion lineal de los vectores vy, ..., v,
con no todos los escalares nulos. Equivalentemente, si alguno de lo vectores
v; es combinacion lineal de los demas vectores.

Los vectores {vi,...,V,} son linealmente independientes si no son lineal-
mente dependientes, es decir, si se verifica la siguiente condicién:

n
HERVI<I<N Y tvi=0 = 4=0Vi.
i=1
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Dependencia e independencia lineal

Ejemplos

@ Estudiese si el siguiente conjunto de vectores de R® es linealmente
independiente o dependiente:

{(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)} .

Para ello intentamos encontrar una solucién del sistema

1=a+b+c
2=b+c
1=a+c

De las ecuaciones primera y tercera tenemos b = 0, de la segunda se
obtiene ahora ¢ = 2, y usando la tercera se obtiene a = —1. Asi pues,
tenemos que

(1,2,1) =a(1,0,1) + b(1,1,0) + c(1,1,1)

para (a,b,c) = (—1,0,2), por tanto, los vectores anteriores son
linealmente dependientes.
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Dependencia e independencia lineal

Ejemplos

@ En el espacio vectorial P>(R) de los polinomios en una variable con
coeficientes reales, de grado menor o igual que 2, estudiese si los
polinomios p, q y r son linealmente independientes:

p(x) =x2+x+1, qx):=2x+1, r(x):=x%+1
Para ello estudiamos las soluciones del sistema
ap(x) + bg(x)+cr(x) =0
esto es,
0O=a(x®*+x+1)+b@x+1)+c(x*+1) =
(a+c)x® + (a+2b)x + (a+ b+ c)
Por tanto, ha de cumplirse

atc=0, a+2b=0, a+b+c=0
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Dependencia e independencia lineal

a+c=0, a+2b=0, a+b+c=0

La Unica solucién del sistema anterior es a= b = ¢ = 0, luego los polinomios
p, g, r son linealmente independientes.

Proposicion
Sea V un espacio vectorial y {v1, ..., vVo.r} vectores de V, entonces se
verifica:
@ Si0e {w,..., vy}, entonces {vy,..., V,} son linealmente dependientes.
@ {v;} es linealmente independiente < vy #0
@ Si{wv,..., vy} es linealmente dependiente, entonces
{V1, ..y Vo, Vait, ..., Voir} €S linealmente dependiente.
@ Si{wvy,...,Vhr} es linealmente independiente, entonces {vy,...,v,} es
linealmente independiente.
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Dependencia e independencia lineal

@ Si un conjunto de vectores de un espacio vectorial son linealmente
independientes, y se afiade otro mas, ¢es el conjunto obtenido
linealmente independiente?

@ ;Qué ocurre si se suprimen vectores de un conjunto que es linealmente
dependiente?
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Sistemas de generadores

Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un sistema de generadores de
V si todo vector de V se escribe como combinacién lineal de elementos de S.

Ejemplo
El conjunto S de R? dado por
S:= {(171)7(03 1)7(271)}

es un conjunto de generadores de R?, ya que cada elemento (a, b) € R? se
puede escribir de la forma

(a,b) =x(1,1) +y(0,1) + z(2,1) .

Basta tomar z = 0,x = a,y = b — a. Pero el sistema de generadores
anteriores no es minimo, ya que suprimiendo uno cualquiera de los tres
vectores, también se obtienen sistemas de generadores.
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Sistemas de generadores

Un par de sencillas observaciones sobre sistemas de generadores:

Lema

Sea V un espacio vectorial y S € V un sistema de generadores.

@ Si S es linealmente dependiente, entonces S contiene a un subconjunto
propio que también es un sistema de generadores.

@ Si S es linealmente independiente, entonces ningln subconjunto propio
de S es un sistema de generadores.
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Sistemas de generadores

Proposicion

Sea X un espacio vectorial, V := {v4,..., vy} un sistema de generadores de
Xy U={u,...,un} un subconjunto linealmente independiente de X,
entonces m < n.

Idea de la demostracion.

El procedimiento consiste en ir sustituyendo uno a uno los vectores de V por
vectores de U, manteniendo la condicién de que el conjunto resultante sea un
sistema de generadores.
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Bases

Ejemplo

El conjunto S := {(1,0),(1,1)} es un sistema de generadores de R? y
ademas es linealmente independiente.

Sea V un espacio vectorial y B := {v4,-- - , vV} un subconjunto de V. Diremos
que B es una base (de Hamel) de V si B es un sistema de generadores de V
que es ademas linealmente independiente.

Ejemplos
@ El conjunto S := {(1,0),(1,1)} es una base de R?. Lo mismo ocurre con
el conjunto B = {(1,0),(0,1)}.
@ El conjunto {1, x, x2, x®} es una base de P3(R) (espacio de los
polinomios con coef. reales de grado menor o igual que 3).
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Bases

Ejemplos

@ El conjunto {x": n € NU {0}} es una base de P(R) (espacio de los
polinomios con coef. reales).
Este espacio vectorial es infinito-dimensional, esto es, tiene una cantidad
infinita de vectores linealmente independientes.

@ Acto de fe:
Todo espacio vectorial tiene una base de Hamel. De hecho, todo
subconjunto de un espacio vectorial formado por vectores linealmente
independientes esta contenido en alguna base del espacio vectorial.
La demostracion de la afirmacién anterior usa el Lema de Zorn.

Diremos que un espacio vectorial es finito-dimensional si tiene una base finita.
En otro caso, diremos que es infinito-dimensional.

De la coleccién de ejemplos de espacios vectoriales que tenemos, R", Mpxn
y P,(R) son finito-dimensionales.
Los espacio 0.1l P(R). £4]0.1]. /+ son infinito-dimensionale
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Bases

Si V es un espacio vectorial y B un subconjunto (infinito) de V, diremos que B
es una base (de Hamel) de V si todo elemento de V es una combinacion lineal
finita de elementos de By cada subconjunto finito no vacio de B es linealmente
independiente.
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Bases

Consecuencias de la def. de base

Si V es un espacio vectorial y B := {v4,..., v} una base de V, entonces,
para cada elemento x de V han de existir escalares t,.. ., I, tal que

n
X = Z tiv;
i=1

Ademas los escalares t; anteriores son Unicos, ya que Si

tendriamos
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Bases

Consecuencias de la def. de base

Sabemos que
n n
Z livi=Xx= ZSiVia
i=1 i=1

luego
n
Z(ti = S,')V,' =0.
i=1
Como B es una base, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes,
luego han de ser t; — s; = 0 para todo /, y los escalares ti, ..., f, son Unicos.

A los escalares anteriores se llaman coordenadas del vector x respecto de la
base {vi,..., vy}
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Teorema

Todas las bases de un mismo espacio vectorial V que tenga un sistema de
generadores finito tienen el mismo nimero de elementos. A éste nimero de
elementos se llama dimension del espacio vectorial, que se suele notar por
dim V.

Demostracion. Sean U := {uy, ..., u,} una base de un espacio vectorial V'y
B otra base de V. Como B esta formado por vectores lin. independientes y U
es un sistema de generadores de V, en vista de la Proposicién enunciada en
p. 14, tenemos que el numero de elementos de B es menor o igual que n.
Aplicando de nuevo el mismo resultado, obtenemos también la otra
desigualdad. O
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Cambios de base

Proposicion

Sea V un espacio vectorial de dimensién finitay B y B’ dos bases diferentes.
La ecuacion del cambio de base viene dada por la expresion:

X = AX',

donde X representa las coordenadas de un vector en términos de B, X’ las
coordenadas del mismo vector en términos de B’ y A es la matriz cuyas
columnas estan formadas por las coordenadas de cada vector de B’ en
términos de B. La expresion del cambio inverso viene dado por X’ = A~' X.

y

Demostracion. Supongamos que B := {e1, ez,..., ey}, B :={€},e,,...,€e,}.
Escribimos los vectores de la segunda base en términos de la primera, esto
es, han de existir escalares {a; : 1 <i,j < n} tales que
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Cambios de base

eq = ay1e1 +a»ex+...anén
eé = ai2€1 4+ axwéo+...anpén
e, ain€1 + @n€2 + ... apnén

Sea X un vector cuyas coordenadas respecto de B son (x(1), x(2),...,x(n))
y respecto de la base B’ son (y(1),y(2),...,y(n)), esto es,

n
X=7) ylie =
i=1

= Y(1)(a11e1 + a4+ ...+ a,,1e,,)+
y(2) (611261 +aper+...+ angen)+

y(n) <a1,,e1 + ammer + ...+ annen) =
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Cambios de base

= y(1)(a11e1 + @162+ ...+ an en)+
y(2) <a12e1 + acoo + ...+ a,,gen)+

y(n) (a1ne1 +aner + ...+ annen) =

:(y(1)a11 +y(2 )312+-~-+}’(”)31n)61+
( )aez1 +y(2 a22+...+y(n)a2n)e2+
(v

)am +y(2)ap + ... +y(n)a,,,,) en.
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Cambios de base

oo
(y(1)a‘21 Ty(@)ap+... + Y(n)32n> e+

(Y(1)an1 +y(@)ap+...+ y(n)a,m) en.

Esto es,
a4 &2 ... n y('l)
ao{ Qoo ... Aaop y(2)
(x(1),x(2),...,x(M) = | . :
am ap2 ... apn y(n)

Abreviadamente, X = AX’, donde cada columna de A esta formada por las
coordenadas de cada uno de los vectores de la base B’ en términos de B.

24 /334
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Cambios de base

Tenemos X = AX’ y supongamos que otra matriz C da el cambio inverso,
esto es, X’ = CX. Por tanto, obtenemos que para cada vector X se tiene

X = AX' = ACX,

X' = CX = CAX'.
Deducimos que AC = CA=I,luego C = A~ ".
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Cambios de base

Ejemplo

Se consideran en R® la base canédnica {ey, e, &3} y la base formada por los
siguientes vectores vy = (1,1,0),u> = (0,1,1),us = (1,0, 1). Calcular la
matriz del cambio de base.

Si X representa a un vector de R® usando sus coordenadas respecto de la
base candnica e Y las coordenadas respecto de la base {u;: i =1,2,3}, la
matriz A dada por

0 1
AZZ(U1 Uo U3)= 1 10
o 1 1

da el cambio de coordenadas, esto es, X = AY.
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Subespacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial (sobre K) y W c V. Diremos que W es un
subespacio vectorial de V si se verifica:

uweW,teK = u+twelW.

Si V es un espacio vectorial, Wy, W, son subespacios vectoriales de V,
entonces los conjuntos

W1+W2:={W1+W2:W,'€VV,'7I'=1,2}

y Wi n W, son subespacios vectoriales de V.
Si B es un conjunto de V, al minimo subespacio vectorial de V que contiene
a B se llama subespacio vectorial generado por B.

Escribiremos V = Wy @ W, cuando V = Wy + W, y ademéas Wy N W, = {0}.
En tal caso, cada elemento de V se expresa de forma Gnica como suma de
un elemento de W, y otro de Whs. En este caso diremos que V es la suma
directa de W; y Wh.
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Subespacios vectoriales

Ejemplos

@ El subconjunto de R3 dado por
W= {(x,y,z) €R®: x = y}

es un subespacio vectorial de dimensién 2 y los vectores
{(0,0,1),(1,1,0)} son una base de W;.

@ Si anadimos cualquier vector de R® que sea linealmente independiente
de los anteriores (en este caso, cualquier vector que no pertenezca a
W), por ejemplo (1,0, 0), obtenemos que el subespacio Z generado por
(1,0,0) verifica que

RR=WeqgZ
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Subespacios vectoriales y bases

Es facil comprobar los siguientes hechos (especialmente para espacios de
dimension finita):

Proposicion
Sea X un espacio vectorial. Entonces:

@ Todo subconjunto lin. independiente de X se puede prolongar hasta una
base de X.

@ Si Uy V son subespacios vectoriales de X finito-dimensionales se
verifica que

dim(U + V) =dim U +dim V —dim(U N V)
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Subespacios vectoriales y bases

Idea de la demostracion:

@ Todo subconjunto lin. independiente de X se puede prolongar hasta una
base de X.

Sea | C X un conjunto linealmente independiente de X. Si B es un
sistema de generadores, ya es una base de X. Si no lo es, existe un
vector v4 que no se puede escribir como combinacion lineal de elementos
de B. Entonces BU {v4} es un conjunto de vectores linealmente
independientes. Si X tiene dimensidn finita, entonces repitiendo el
procedimiento un nimero finito de veces, conseguimos una base de X.

V.
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Subespacios vectoriales y bases

Demostracion de la segunda igualdad:

Si Uy V son subespacios vectoriales de X finito-dimensionales se verifica
que
dim(U + V) =dim U +dim V —dim(U N V)

Llamamos m:=dimUn V,r:=dim U, s = dim V. Partimos de una base
{z1,...,Zm} de UN V. Podemos completar la base anterior a bases de Uy
de V, que son, respectivamente

{z4,...,Zm, Uny1,..., U} basede U

{z1,...,Zm, Vm+1,...,Vs} basede V

Comprobaremos ahora que el conjunto

B:= {21;-"azm7um+17"'7uhVm+1a"'avs}

es unabasede U+ V.

(Universidad de Granada) Tema 1. Espacios vectoriales. Granada, 2010 31/334



Subespacios vectoriales y bases

|

Demostracion de la segunda igualdad
Comprobaremos ahora que el conjunto

B:: {Z1a-~-7zmyum+17~-~aur7Vm+1a-~-7Vs}
es una base de U + V, con lo que

dim(U+ V) =r+ (s — m) = dim U +dim V — dim(Un V).

Como el conjunto {z,...,Zm, Unt1,-..,Ur} €S unabase de Uy

{z1,- .-, Zm, Vms1,- .-, Vs} €S base de V, entonces B es un sistema de
generadores de U + V.

Comprobamos que B es linealmente independiente. Consideramos entonces
0 escrito como combinacién lineal de elementos de B

0= Za,Z,—i— Z biu; + Z CiVi,

i=m+1 i=m+1
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Subespacios vectoriales y bases

Demostracion de la segunda igualdad:

esto es, el vector

s
V—Z&,Z,—l— Z biui = — Z ciVi,

i=m+1 i=m-+1

esta en UN V, luego se escribe como una Unica combinacion lineal de

{z1,...,2Zn}, esto es,
S m
= Z CiVi = Zdiz,
i=1

i=m+1
Como los vectores {zi,...,Zm, Vmt1,.- ., Vs} SOn una base de V'y
Zd,z,+ Z civi=v—v=0
i=m-+1
entonces handeserdi=do=...=dp=Cpni1 =...¢cs=0.
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Subespacios vectoriales y bases

|

Demostracion de la segunda igualdad
Sustituyendo en la igualdad

0= Za,z,+ Z biu; + Z civi,

i=m+1 i=m+1
obtenemos
0= Za,z, + Z biu;,
i=m-+1
y usando ahora que los vectores {z1, ..., Zn, Unt1, - - -, Ur} SON una base de

U, entonces han de ser todos los coeficientes cero, esto es,
ai=b;=0,v1<i<mm+1<j<r, conloquehemos probado que B es
un conjunto linealmente independiente de vectores de X.
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Tema 2. Matrices y

aplicaciones lineales.
Determinantes.




Una matriz de numeros reales y orden m x n es una aplicacion f : [ x J —
R, donde | = {1,2,--- ,m},J = {1,2,--- ,n}. En lugar de usar la notacion
anterior se suelen escribir de la forma

ayy a2 - @i
a ap - ap
ami amp - Amn

donde g; = f(i,j)paral <i<m,1 <j<n.

En el caso anterior, diremos que la matriz tiene m filas y n columnas.
Notaremos por Mp,«, al espacio de las matrices reales de orden m x n.
Cuando m = n escribiremos simplemente M, y a los elementos de ese con-
junto los llamaremos matrices cuadradas.
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Matrices

Para una matriz A de orden m x n, se define su rango como el nimero maximo
de vectores columna de A que son linealmente independientes. Notaremos
por rg A el rango de la matriz A.

Ejemplo

Calculese el rango de la matriz A, siendo

2 2 20
0 -1 10
1 2 00

Como la dltima columna es el vector 0, es claro que una lista de vectores que
lo contenga sera siempre linealmente dependiente. Asi que comprobamos si
los vectores que aparecen en las tres primeras columnas son linealmente
dependientes.
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Rango de una matriz

2 2 20
A= ( 0O -1 1 0 ) Calculamos el determinante de la matriz cuadrada
0 0

2 2 2
0 -1 1
1.2 0

que vale 2(-2) + 0+ 1(2+2) = —4 + 4 = 0. Por tanto, el rango de A no
puede ser 3. Como las columnas primera y segunda son vectores lin.
independientes, rg A = 2.
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Rango de una matriz

Ejemplo

Si se considera una matriz cuadrada de orden n x n diagonal, es decir, que
tenga la forma

dg 0 0 --- O
0 &b 0 --- O
0 0 & --- O
0 0 0 --- dy

y suponemos que d; # 0, para todo 1 < i < n, entonces tiene rango n.
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Producto de matrices

Sea A € Mpxm, B € Mpyp, entonces la matriz producto BA € Mpyxm viene
dada por

fi <f,c1> <fh,c2> <f,cm>
f> <hb,c> <b,c> < f,Cm>
.| (e o Cm) : :

fo <fp, €1 > <fyCo> < fy, Cm >

donde f; es la fila i-ésima de Bpara1 <i < py ¢ es la columna j-ésima de A
paral <j<m y <, > es el producto escalar en R".

4
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Producto de matrices

Propiedades del producto de matrices

@ No es conmutativo en general.
@ Asociativa: (AB)C = A(BC), VA€ Mpuxn, B€ Mpyp, C € Mpy.
@ Existen matrices I, € Mumxm, In € Mnxn tales que

ImA = A, Aln = A7 \V/A € .Mm)(n .
@ Distributiva del producto respecto de la suma de matrices:

A(B+ C):AB+AC, VAEMan,B,CEMnxp
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Propiedades de la inversién de matrices

Sean A, B € M, matrices inversibles.
@ La matriz A~ tiene inversa y ésta es A.
@ La matriz ABtiene inversay (AB)~' = B~'A~1.

@ SiCe M,yAC = I, entonces C = A~'. De forma andloga, si CA = I,
entonces C = A1,
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Matrices

Calculo de la matriz inversa (Método de Gauss-Jordan)

La idea general consiste en multiplicar una matriz inversible A de orden n por
un producto finito de matrices tal que Py P, --- P,A = I,. En este caso el
efecto que produce el producto de cada una de las matrices P;A es alguno de
los siguientes:

@ intercambian dos filas de A (la matriz P de orden n que tiene las
coordenadas de g; en lafila j-ésima, y las de e; en la fila j-ésima y en la
fila k-ésima las coordenadas de ek verifica que al multiplicar PA
intercambia las filas i-ésima y j-ésima de la matriz A).

@ multiplica una fila por un escalar no nulo (basta con usar como P la
matriz que coincide con la identidad en cada fila y que en la fila i-ésima
tiene las coordenadas de te;, al multiplicar por A multiplica por ¢ la fila
i-ésima de la matriz A).

@ cambiar una fila por la suma de ésta con una combinacion lineal otras
filas. Por ejemplo si P tiene en la fila i-ésima las coordenadas de e; + te;
y en el resto de las filas las que tenga la matriz identidad, entonces PA
tiene en la fila i-ésima f; + tf;, donde f; es la fila i-ésima de A, y el resto de
las filas son las de A.
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Por supuesto, multiplicando a la derecha la matriz A por las traspuestas de
las matrices anteriores, se consiguen los siguientes efectos:

@ intercambiar dos columnas de A,
@ multiplicar una columna de A por un escalar no nulo,

@ sustituir una columna de A por la suma de ésta y de una combinacion
lineal de otras columnas.
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Matrices

Ejemplo

Partimos de la siguiente matriz A = ( g _21 ) que es inversible.

1
@ Multiplicamos la primera fila por I, obteniendo ( ! _21 >

3
@ Ahora sumamos a la segunda fila la primera multiplicada por —3,
1 1
2
obteniendo
0 2

—_ =

@ Multiplicamos la segunda por %2 con lo que obtenemos ( (1) ) .

@ Por ultimo, sumamos a la primera fila la segunda multiplicada por %1 y

10
queda(O 1 )
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Matrices

Por supuesto, el producto de las matrices por las que hemos multiplicado A
por la izquierda es la inversa de A~'. Mas adelante, mejoraremos el
procedimiento, de manera que al terminar, tengamos la matriz inversa de A.

Ejemplo
11 2

Partimos de la siguiente matrizA= | 2 1 —1 |, que es inversible.
3 1 1

@ Cambiamos las filas segunda y tercera por combinaciones lineales de
éstas con la primera (. — f, — 2f;, f3 — f3 — 3f;), obteniendo

1 1 2
0 -1 -5
0 -2 -5

0 (A= fi+h fh— —f, — f3—2f), obteniendo (

bo - 00O —
D - O o—-0O
|

U'IU"IOO

' SN—————

o (fi—fi+3f,b— fh—f, f;— Lf), obteniendo
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Ahora bien, nos interesa que el procedimiento nos permita calcular facilmente
la matriz inversa de la dada.

Nétese que si, por ejemplo, P.P1A = I,, donde P;, P, son matrices inversibles
tales que P;B producen uno de los tres tipos de cambios permitidos en B,
para una matriz cuadrada B de orden n, entonces sabemos que PoPy = A~
esto es, PoPyl, = A",

Supongamos, por ejemplo, que P;B intercambia las filas 1 y 2 de cada matriz
B, y que P»B unicamente cambia la primera fila matriz B por la suma de las
filas primera y la segunda.

Entonces P/, intercambia las filas 1 y 2 de la matriz identidad. Después
P>(P11,) cambia las filas 1 de P4/, por la suma de la primera y la segunda fila
de esta matriz.

En resumen, la inversa de A (que es P> P; en este caso), se obtiene a partir
de la matriz identidad, aplicando las mismas transformaciones “elementales”
que en cada paso hemos de aplicar para transformar A en la matriz /.
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Matrices

Ejemplo
Partimos de la misma matriz A de orden 3 que ya usamos antes. Esto es,
11 2
A=| 2 1 —1 |, queesinversible. Ahora aplicaremos las
3 1 1
transformaciones que usamos a la matriz
11 2 1 00
21 -1 |0 10
3 1 1 0 0 1
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Matrices

Ejemplo

@ fh— fh —2f, f3— f3 — 3f;, obteniendo
1 0

1 1 2 0
0o -1 -5|-210
0 2 -5 |-3 01

@ fi—=fi+h fb— —fh, 3 — f3—2f, obteniendo

10 -3 |-1 1 0
01 5 2 -1 0
0 0 5 1 -2 1

@ Aplicamos ahora los siguientes cambios f; — f +§f3, h—fbh—1f, 31— %f3

100§ -} §

1 -1
_2
5

010
00 1 i
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|
oo
olw

o=

La matriz 1 1 es la inversa de A.

Ol —
[S11\V]
o=
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Aplicaciones lineales

Sean X e Y espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicacion
f: X — Y es lineal si verifica

f(au+ Bv) = af(u) + pf(v), VYa,feK,uveX.

Esto es, f es lineal si conserva las combinaciones lineales y los coeficientes
de éstas.

o’

@ La aplicacion f : R? — R2 dada por f(x, y) = (x, x + y) para cada vector
(x,y) € R2 es lineal.

@ La aplicacion f : R? — R? dada por f(x, y) = (x + 2, &) para cada
vector (x, y) € R? no es lineal.
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Aplicaciones lineales

@ En el espacio C[a, b] (funciones reales continuas en el intervalo [a,b]), la
aplicacién /: C[a, b] — R dada por /(f) = f: f(t) dt para cada funcién
f € Cla, b] es lineal.

@ La aplicacion identidad en un espacio vectorial es lineal.

Proposicion

Sean X, Y y Z espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.
@ Sif,g: X — Y son aplicaciones lineales, entonces af + 5g es una
aplicacion lineal de X en Y, para cualesquiera escalares a y 5.
@ Sif:X— Yyg:Y — Zson aplicaciones lineales, entonces la
composicidn g o f es una aplicacioén lineal de X en Z.

La comprobacién es totalmente rutinaria.
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Aplicaciones lineales

Dados dos conjuntos X e Y y una aplicacion f : X — Y, diremos que f tiene
inversa si existe una aplicacion g : ¥ — Xtalque fog =1Iyygof = Ix,
donde Ix es la aplicacion identidad en X. En tal caso, la aplicacion g es Unica,
se llama inversa de f y se suele notar g = f~'.

Proposicion

Sean X e Y espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Sif: X — Y es
lineal y tiene inversa, entonces f~' es lineal.
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Aplicaciones lineales

Si X e Y son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, entonces el conjunto
L(X,Y) de las aplicaciones lineales de X en Y es un espacio vectorial con las
operaciones dadas por:

(F+9)(x) :=f(x) +9(x), (af)(x)=af(x), Vigel(X,Y),aeKxeX.

En este caso, el elemento neutro de la suma es la aplicaciéon que lleva cada
elemento de X en 0.

Propiedades de las aplicaciones lineales

Sean X e Y espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Ky f: X — Y una
aplicacion lineal. Se verifican las siguientes afirmaciones:

@ Si D es un subconjunto de vectores de X linealmente dependiente,
entonces f(D) es un subconjunto de Y linealmente dependiente.

@ Si V C X es un subespacio vectorial, entonces f( V) también lo es.

@ Si W C Y es un subespacio vectorial, entonces
(W) := {x € X : f(x) € W} también lo es.
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Aplicaciones lineales

Ejemplo
Consideramos la aplicacion lineal f : R> — R? dada por

f(x,y) = (x +2y,2x +4y) ((x,y) € R?).

La aplicacién anterior lleva la base canénica en los vectores {(1,2),(2,4)}
que son linealmente dependientes, ya que (2,4) = 2(1,2), luego una
aplicacion lineal no tiene porqué conservar la independencia lineal ni
tampoco conserva los sistemas de generadores.
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Aplicaciones lineales

Si X e Y son espacios vectoriales y f : X — Y es lineal, entonces se llaman:

@ nicleo de f al subespacio de X dado por 7~'(0), esto es,
{x e X:f(x)=0},

subespacio que se nota por Ker f.
@ Laimagen de f es el subespacio vectorial Im (f) dado por

f(X) = {f(x) : x € X} .
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Aplicaciones lineales

Proposicion
Si X e Y son espacios vectoriales y f : X — Y es lineal, entonces se
verifican:

Ker f=0 < fes inyectiva.

dimIm f < dmX .
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Aplicaciones lineales
Ejemplos
@ Sea f: R® — RR? |a aplicacion dada por
f(x.y,2) = (x+y,0) ((x.y,2) €R%).
En este caso, el nucleo de f viene dado por
Ker f = {(x,y,2) € R®: f(x,y,2) = (0,0)} = {(x,y,2) €R® : x +y = 0}
que es un subespacio de R® de dimension 2 (generado por es y ey — €,
por ejemplo).
Es facil comprobar que la imagen de f es el conjunto
Im f = {(x,0) : x € R},

que es un subespacio 1-dimensional de R?.
Nétese que se verifica que

dimR® = dimKer f + dimIm f (3=2+1).
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Aplicaciones lineales

@ Sea f:R® — R? la aplicacion dada por
f(x,y,2) = (x,2y,x+z) ((x,y,z) e R%).
En este caso, el nlcleo de f viene dado por
Ker f = {(x,y,2) e R®: f(x,y,z) = (0,0)} = {(0,0,0)} .

Calculamos ahora la imagen. Si suponemos que (r, s, t) = f(x, y, z),
tendremos que
(r,s,t) = (x,2y,x+ 2) .

Igualando las coordenadas y resolviendo el sistema obtenemos

x:r,y:%,z:t—x:t—r.

Esto es, f(r, 5.t —r) = (r, s, t) para cualquier elemento (r, s, t) € R3,
luego Im f = R® y también se verifica
dim R3(espacio de partida) = dimKer f + dimIm f (3=0+3).
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Aplicaciones lineales

Teorema (de la dimension)

Sea f : X — Y una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales sobre el
cuerpo K tal que X es finito-dimensional, entonces se verifica que

dim X = dimKer f +dimIm f .

Esquema de la demostracion.
Supongamos que n = dim X, r = dimKer f, s = dimIm f.

Sea {y1,...,¥sr unabasede Im fy {xq,---, Xs} vectores de X tales que
f(x;)=yjparal <j<s.
Consideramos ahora una base {uy,-- - , u;} del subespacio vectorial Ker f.

No es dificil probar que
{U1,"' auf7X1a"'7XS}

es una base de X, con lo que

dmX=n=r+s=dimKer f+dmImf.
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Matrices y aplicaciones lineales

Proposicion

Sean dos espacios vectoriales X e Y sobre K de dimensiones ny m,
respectivamente, y Bx y By bases de los espacios X e Y. Para cada
aplicacion lineal T : X — Y, existe una Unica matriz Ade orden m x ny
coeficientes en K tales que

T(x) = Ax!,vx e X.

De hecho, si Bx = {x1, X2, , Xn}, By = {¥1,- - ,¥m}, 1a columna i-ésima de
A esta formada por las coordenadas de T(x;) respecto de la base By.

Demostracion.
Sea u € X; escribimos u en términos de la base By. Por tanto, existen
escalares u(1),---,u(n) tales que u = Y"1, u(i)x;. Como T es lineal,

tendremos que
n

T(u) = u()T(x).

i=1
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Matrices y aplicaciones lineales

Por ser By una base de Y, podremos escribir cada elemento T(x;) como
combinacion lineal de los elementos de By. Por tanto, existen escalares (a;)
tales que

T(x1) = a11y1+ag1y2+~-+am1ym:Zj'l1 aj1y;
T(x2) = a1+ anye+ -+ amym= Zjn;1 ajp Y
T(Xn) = a1 +anyo+ -+ amnym= 2111 ainyj

Sustituyendo en la expresion T(u) = S, u(i) T(x;) los vectores T(x;) por las
expresiones anteriores obtenemos
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Matrices y aplicaciones lineales

T(u)y= u(l)(ays+aiy2+---+amym)+
u(2)( aiays + aeyo + - + a@meym )+

u(n) (a1 ny1 + @epye + -+ amnym) =

u(an +u(2)a + -+ u(nai | y1+
u(Nagr + u(2)aoe + - - + u(n)azn ) yo+

(u(1 )a,,;1 Fu@)ame -+ u(n)am,,) Yim

(Universidad de Granada) Tema 2. Matrices y aplicaciones lineales. Determinante Granada, 2010



Matrices y aplicaciones lineales

u(l)air +u(2)aiz + -+ u(n)ain ) y1+
u(1)azt + u(2)age + - - - + u(n)azy | yo+

(u(1 )an;1 +u(@am+ -+ u(n)amn)ym

Por tanto, las coordenadas de T(u) respecto de la base By vienen dadas por
el producto de las matrices

air @z - an u(1)

1 a2 - an u(2) .
= Au

am ame - am u(n)
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Matrices y aplicaciones lineales

Por supuesto, la matriz depende de las bases que se fijen en ambos espacios
vectoriales.

Cuando se de la matriz asociada a la aplicacién lineal sin especificar la base,
se entendera que las bases fijadas son las canonicas de ambos espacios.

Ejemplos

Se considera la aplicacién T : R® — R? dada por
T(x,y,2) = (2x,x + 2),Y(x,y, z) € R3.
Para las bases candnicas de R® y R? la matriz asociada a T es

2 00
1 0 1 ’
ya que las imagenes de ey, e, y e3 son, respectivamente, los vectores (2, 1),

(0,0) y (0,1), que forman las tres columnas de la matriz. El hecho de que la
matriz asociada a T sea la anterior significa simplemente que

2 00 X
ey = (55 9) [ v | -@xxra vxraer.
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Matrices y aplicaciones lineales

Ejemplos

Se considera la aplicaciéon T : R® — R? dada por
T(X7Y7 Z) = (2X7X+z)7V(X7Y7 Z) € RS'

En R® consideramos la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},yen R?
consideramos la base candnica. Como se verifica que

T(1,1,0)=(2,1), 7(1,0,1)=(2,2), T(0,1,1)=(0,1),

la matriz asociada a T para estas nuevas bases viene dada por

2 20
12 1 )"
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Matrices y aplicaciones lineales

Teorema

Sean X e Y espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones my n,
respectivamente. Si fijamos una base Bx de X y otra base By de Y, entonces
la aplicacion ® : My m(K) — L(X, Y) dada por

#(A)(x) = Ax! VA € Mpum(K),x € X

es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales, esto es, ¢ es biyectiva y
lineal.

Ademas, la identificacién anterior lleva producto de matrices en composicién
de aplicaciones, esto es, si X, Y y Z son espacios vectoriales sobre K de
dimensiones m, ny p, respectivamente, se tiene que

®(BA) = ®(B) 0 ®(A), VA€ Mpm(K),B € Mpxn(K)
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Matrices y aplicaciones lineales

Es inmediato comprobar la primera parte del enunciado.

Probaremos que la identificacién ¢ transforma el producto de matrices en
composicidn de aplicaciones. Tengamos en cuenta que las aplicaciones
®(BA) y ®(B) o ®(A) son aplicaciones lineales de X en Z. Dado un vector
x € X se verifica que

®(BA)(x) = (BA)x! = B(Ax') = &(B)((Ax!)!) =
O(B)(®(A)(x)) = (®(B) o d(A))(x).

Como x es un vector arbitrario de X hemos probado que
®(BA) = &(B) o d(A).
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Matrices y aplicaciones lineales

Proposicion

Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky T : X — Y una
aplicacion lineal.

@ SiB:={xq,---,Xp} €s una base de X, entonces {T(x1),---, T(x5)} es
un sistema de generadores de Im T.
@ Siconsideramos en Y una base {y1,---,¥m} y A es la matriz asociada a

T en términos de las bases fijadas, entonces los vectores que aparecen
en cada una de las columnas de A generan la imagen de T.

Demostracion:

Probamos el primer apartado; el segundo es consecuencia del primer
apartado y del hecho de que los vectores que aparecen en las columnas de A
son {T(x1),--, T(xn)}.

Sea v € Im T; entonces existe u € X tal que v = T(u). Como B es una base
de X, entonces u es una combinacién lineal de B, esto es, existen escalares
{ti, - ,t,} tales que u = >_ , t;x;, entonces
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Matrices y aplicaciones lineales

v=T(U)= (Z t/X/) = Xn: tT(xi),
i=1

y v es una combinacion lineal de los vectores {T(xy),---, T(xn)}, luego
estos vectores generan la imagen de T.
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Rango de matrices e imagen de aplicaciones lineales

Ejemplo

Si consideramos la aplicacion lineal f : R* — R® asociada a la matriz A,

2 2 20
siendoA=| 0 —1 1 0 | entonces sabemos que
i 2 00
dimIm f = 2(= rg (A)),
por tanto, el nicleo de f tiene dimensién 2, ya que
4 = dimR* = dimKer f +dimIm f = dimKer f + 2.

Ademas, el subespacio Im f esta generado por {(2,0,1),(2,—1,2)} mientras
que

Kerf:{(X;yaL’, V) €R4 : f(X7.y7U? V):O} :
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Rango de una matriz

Ejemplo
Como

f(x,y,u,v)=A =(2x+2y +2u,—y + u,x +2y)

R S X X

entonces

Ker f={(x,y,u,v) eR*: —y+u=0,x+2y =0} .
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Algunas propiedades mas de las matrices obtenidas
usando operadores

Otra propiedad mas del producto de matrices
Se verifica que

rg (AB) < min{rg (A),rg (B)}, VA€ Mmxn,Be Mpxp -

Demostracion. Llamamos Sy T a las aplicaciones lineales asociadas a las
matrices Ay B. Entonces sabemos que S € L(R",R™), T € L(RP,R").
Tenemos que

rg (AB) =dimIm (So T) <dmIm S=rg A,

donde hemos usado que Im (So T) C Im S, luego dmIm (So T) < dimIm S.
Razonando de forma parecida, obtenemos

rg (AB) =dimIm (So T) <dmIm T =rg B,

ya que si B es una base de Im T, entonces S(B) es un sistema de
generadores de Im (So T), luego dimIm (So T) < dimIm T.
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Matrices inversibles

Proposicion
Una matriz A cuadrada de orden n tiene inversa si, y solo si, rg A = n.

Demostracion.

Si Atiene inversa, tenemos AA~" = |, = A='A. Sillamamos Sy T a las
aplicaciones lineales en R" asociadas a Sy T tendremos So T =/=To S,
en particular, S es inyectivo. Por tanto Ker S = {0}, luego

rg A=dimIm S = n.

Reciprocamente, sirg (A) = n, entonces dimIm S = n, luego

dimKer S = {0}, luego S es inyectivo y sobreyectivo, entonces S tiene
inversa, que sabemos que es lineal. Usando que la identificacién de matrices
y aplicaciones lineales transforma productos en composicién de aplicaciones,
la matriz asociada a la inversa de S es la inversa de A.
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Traza de una matriz

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define la traza de A, que notare-
mos tr (A), como la suma de los elementos de la diagonal principal de A, esto

€es,
n
tr (A) = Z ajj .
i=1

1 -1 0
SiA:(z 4 —6),entonce3trA=1+4+7=12
3 1 7
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Traza de una matriz

Propiedades de la aplicacion traza

@ La traza es una aplicacion lineal de M,(K) en K (K =R 6 K = C), esto
es,

tr (SA+ B) = str (A) +tr (B), VA Be Muy(K),seK.

@ Se verifica que

tr (AB) =1tr (BA),VA S men, B S Mnxm .

Demostracion.
La primera propiedad es trivial. Comprobamos la segunda. Llamamos
C = AB, D = BA, entonces

m m n n m
tr (C) = Z Cii = Z Z aikbki = ZZ briai = tr (D)
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1
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Traza de una matriz

En general, la aplicacion traza no lleva producto de matrices en producto,
esto es, si A, B € M, en general se tiene que

tr (AB) # tr (A)tr (B) .
Por ejemplo, si A= B = I,, entonces AB = I,, con lo que, sin > 1
tr (AB) =n+# n? =t (A)tr (B) .

Por la misma razén, no llevan inversos en inversos.
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Permutaciones

Una permutacion del conjunto {1,2,---,n} es una aplicacién biyectiva o :
{1,2,--- ,n} — {1,2,---  n}. Una trasposicion en {1,2,--- ,n} es una apli-
cacién o : {1,2,--- ,.n} — {1,2,--- ,n} tales que existen i,j € {1,2,--- ,n}
de forma que

o(i) =J, o(j) =1, o(k) = k, Yk € {1,2,--- , n}\{i, ]} .

Notaremos por I, al conjunto de todas las permutaciones de {1,2,--- , n}.

Se verifica que toda permutacion se puede expresar como composiciéon de
trasposiciones.

Si o € I, notaremos por s, al numero de trasposiciones necesarias para
expresar ¢ como composicion de trasposiciones (para alguna
descomposicion). También coincide con el nimero de trasposiciones
necesarias para que al componer con o se obtenga la identidad.

(Universidad de Granada) Tema 2. Matrices y aplicaciones lineales. Determinante Granada, 2010 78 /334



Permutaciones

Sin=38yoc={3,2,1},estoes, o(1) =3,0(2) =2,0(3) = 1. Si ahora
intercambiamos 1 y 3, obtenemos la identidad. Como podemos usar una
trasposicion para componer con ¢ y conseguir la identidad, en este caso
tenemos s, = 1.
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Determinante de una matriz

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define el determinante de A, que
notaremos por det(A) 6 |A|, por la suma siguiente

det(A) = > (=1)* 1o(1)820(2) - Bno(n) -

o€lly

o’

Caélculo del determinante

Supongamos que n = 2, entonces hay dos permutaciones del conjunto
{1,2}, que son I ={1,2} y 7 = {2,1}. Como la segunda es una trasposicion
a1 aiz

tenemos s, =0,s, = 1, por lo que si A =
! 5 OT p q 301 200

) , tenemos

det(A) = (—1)%ayr1az + (—1)° @ipa@21 = ar1aiz — @12a21
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Determinante

Calculo del determinante

Si n = 3, entonces hay seis permutaciones del conjunto {1,2,3}, que
listamos a continuacion:

I1={1,2,3} s=0
o2 ={2,1,3} s,,=1
o3 =1{2,3,1} s,,=2
0’42{3,2,1} 30421
o5 ={3,1,2} s,, =2
oe =11,3,2} S, =1

Por tanto, si A € M3, obtenemos

det(A) = a11axass — apadzass + @12ax3831+

—ai3822831 + a13a21d832 — a11823a32
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Reescribiendo la expresion anterior obtenemos

a a a a a a
det(A) = ay1 det 22 23 — aqo det 21 23 + ais 21 22
az2 as3 az1  as3 az1  asz

que es el desarrollo del determinante usando la primera fila de la matriz.

De forma anéloga, se puede desarrollar por cada fila y por cada columna.
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Determinante

Propiedades del determinante

Sean A, B, C € M,y s € R. Se verifica que:
@ Sitodas las filas de A, By C coinciden, salvo la j-ésima, y éstas verifican
que la fila j-ésima de C es la suma de las filas j-ésimas de Ay B,
entonces

det(C) = det(A) + det(B) .
@ Si se multiplica una fila de A por s, entonces el valor del determinante
también se multiplica por s.
@ det(sA) = s"det(A).
@ Sialguna de las filas de A es nula, entonces det(A) = 0.

@ Si en una matriz se intercambian dos filas, el determinante de la nueva
matriz cambia de signo.

@ Si dos filas son proporcionales en una matriz, entonces su determinante
es cero.
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Propiedades del determinante

Sean A, B, C € M,y s € R. Se verifica que:

@ Si en una matriz se cambia una fila por la suma de ésta con una
combinacioén lineal de las restantes, el determinante no cambia.

@ det(AB) = det(A) det(B), como consecuencia det A~! = #(A) si A tiene
inversa.
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Determinante y rango de una matriz

Proposicion
Si A e M, se tiene que rg (A) < nsi, y solo si, det(A) = 0.

Demostracion.

Sirg (A) < n, entonces los n vectores que aparecen en las columnas de A
son linealmente dependientes. Por las propiedades del determinante, se
tiene det(A) = 0.

Supongamos que det(A) = 0y que rg (A) = n. Usando la identificacién de
matrices y operadores y el Teorema de la dimension, se obtiene que A es
inversible. Por tanto AA~" = I,. Aplicando el determinante y el hecho de que
conserva productos, se obtiene 1 = det /, = det Adet A=, luego detA # 0, y
obtenemos una contradiccion. Por tanto, si det(A) = 0, entonces rg (A) < n.
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Rango de una matriz

Proposicion

Si A € Mpmxn. Sirg (A) = r, entonces A tiene r vectores fila linealmente
independientes y éste es el nUmero maximo de vectores fila que verifican esa
condicion.

Demostracion.

Si A tiene rango r, sabemos que tiene r columnas linealmente
independientes y éste es el nimero maximo de columnas que verifica esa
condicién. Sea s el maximo numero de filas de A linealmente independientes.
Probaremos que s =r.

Podemos suponer que las s primeras filas son linealmente independientes.
Asi, pues, para el resto de las filas, es decir, sii=s+1,--- , m existen
escalares {f;} tales que

a,-,-:t,-1a1,-+-~-+tisas,-, VjE{'I,'",ITI}.
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Rango de una matriz

aij:ti1a1j+"'+tisasj7 Vj€{17,m}7lzs+1a7m

Por esto, la columna j-ésima de A (1 < j < n) tendréa la forma
aj
agj
S aSj
Zk=1 ts+1kakj

U
> k=1 tmkalj
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Rango de una matriz

La columna j-ésimade A(1 <j<n)es

luego la podemos escribir como la siguiente combinacién lineal:

aij

1
0

ts+1 1

tm1

+ agj

aj
agj

asj

S
D ki bsr1kax

S
> k=1 lmak

0
1

ts+12

tm2
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Rango de una matriz

1 0
0
1
: : 1
ai 0 + apj 0 + -+ ag ¢
t s+1s
tsy11 s +12 _
f
tm1 tm2 me
Si llamamos wy, ws, - - - , W a las matrices columna que aparecen antes,
hemos comprobado que el subespacio vectorial generado por {wy, - -, ws}

genera todas las columnas de la matriz, luego como méximo, hay s
linealmente independientes. Por tanto rg (A) = r < s.

Cambiando el papel de filas y columnas de la matriz, se comprueba que
s<r.
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Rango de una matriz no cuadrada

Proposicion

SiAe Mpxny r:=rg (A) < min{m, n}, siy sélo si, existe una submatriz
cuadrada A, de A de orden r tal que det A, # 0y r es el mayor natural que
verifica esa condicion.

Si A € Mp«n, Uuna submatriz de A es una matriz que se obtiene a partir de A
suprimiendo filas y columnas.

V.

Demostracion.

Sirg (A) = r, por definicién, sabemos que ha de haber r columnas de A que
son linealmente independientes. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que son las r primeras columnas. Esto es, las columnas de la
submatriz B son linealmente independientes

ayy a2 - ar

azy ap --- A
B =

am1 amp amr
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Rango de una matriz no cuadrada

Por el resultado que hemos probado antes, B ha de tener también r filas
linealmente independientes; de nuevo podemos suponer que son las r
primeras, con lo que la matriz cuadrada C tiene rango r, siendo

ay a2 - arr

a dp - A
C p—

ary 82 -+ Qar

Por el resultado ya probado para matrices cuadradas , si C tiene rango
maximo, entonces det C +# 0 y es claro que C es una submatriz de A. Basta
tomar A, = C. Como r es el nUmero maximo de columnas lin.
independientes, y para matrices cuadradas hay equivalencia entre tener
rango maximo y determinante no nulo, entonces todas las submatrices
cuadradas de A de orden mayor que r tienen determinante no nulo.

Para probar la otra implicacion, basta usar que la hipotesis implica que la
submatriz A, tiene rango r, luego las r columnas de A, son lin.
independientes. Por ser A, una submatriz de A, hay (al menos) r columnas
de A linealmente independientes, luego rg (A) > r.
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Rango de una matriz no cuadrada

Sirg (A) > r, entonces, por lo probado en la primera parte, habria una
submatriz de A cuadrada e inversible de orden mayor que r, cosa que no
ocurre.

La matriz A dada por

1 0 1
A=| 38 2 -1
11 0

tiene rango 3yaquedetA=1+ (3—2) =2 #£0.
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Rango de una matriz

Ejemplo

La matriz A dada por
21 1 3
A= 3 4 -1 2
11 0 1

2 1 .
3 4)—8—3—5760ylasun|cas4

submatrices de A de orden 3 no son inversibles, ya que son las siguientes
2 1 1 2 1 3
3 4 -1 |, 3 4 2 |,
11 0 1 1 1

y todas tienen determinante cero.

tiene rango 2 ya que det A, = det (
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Tipos de matrices

Sea A € Mp(K)

@ La matriz A es triangular superior si todos los elementos situados debajo
de la diagonal principal son nulos, esto es, si

a;j=0, Vi>j.

@ La matriz A es triangular inferior si todos los elementos situados encima
de la diagonal principal son nulos, esto es, si

a,-,-:O, Vi<j.

@ Si B € Mj(K), diremos que B es la matriz traspuesta de A si las filas de
B son las columnas de A, es decir, si

b,’j = dj, Vi, | .

Notaremos por A’ a la matriz traspuesta de A.
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Tipos de matrices

Sea A € Mp(K)
@ A es simétrica si coincide con su traspuesta, esto es, si

aj = a;, Vi,j.
@ A es antisimétrica si A' = —A, esto es, si
aj = —ajj, Vi,j 5

@ Aes hermitiana si A = A!, donde A es la matriz conjugada de A, esto es,
si
a; = aj, Vij.

En caso de que K = R hermitiana significa simplemente simétrica.
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Tipos de matrices

Sea A € Mp(K)
@ A es semipositiva si se verifica

aj >0, Vij.
@ A es positiva si se verifica
aj >0, Vijy existen ig,jfo:ap;, >0.
@ A es estrictamente positiva si
a;>0, Vij.

@ A es estocastica si es semipositiva y la suma de cada una de las filas es
uno, esto es, si

n
a;>0, Vij, Y aj=1Vi.
j=1
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Tipos de matrices

Sea A € Mp(K)
@ Una matriz estocastica A es doblemente estocastica si la suma de los
elementos de cada una de sus columnas es uno, esto es, si

n
> ay=1vj.
i=1

@ Aes ortogonal si
AA = I, .

Esto ocurre cuando las filas son ortogonales dos a dos y tienen norma
euclidea 1. Las matrices ortogonales en R” corresponden a las
aplicaciones lineales que son isometrias en R”".

@ A es idempotente si
A=A

Las matrices idempotentes corresponden a las proyecciones.
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices triangulares superiores

@ El conjunto de las matrices cuadradas de orden n que son triangulares
superiores es un subespacio vectorial del espacio M,(K) que es estable
por productos e inversas.

@ Si A € Mu(K) es triangular superior, entonces rg (A) es mayor o igual
que el maximo namero de elementos no nulos de la diagonal principal.

@ Si A € M,(K) es triangular superior, entonces det(A) = [, ai
Demostracion.

@ Es inmediato comprobar que el conjunto de las matrices cuadradas de
orden n que son triangulares superiores es un subespacio vectorial. Si
A, B € Mp(K) son triangulares superiores e i > j, entonces

1<k<n = k<i6k>i>j = ax=0 6 by=0.

Por tanto, si C = AB, entonces ¢; = > x_, aikbij = 0 para i > j, luego AB
es triangular superior.

o’
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices triangulares superiores

Demostracion.

@ Para comprobar la estabilidad por inversas basta observar que en este
caso, aplicando el método de Gauss-Jordan, se obtiene una matriz
triangular superior.

@ Usando la definicion de rango, se puede comprobar que para matrices
triangulares superiores, las r columnas cuyos elementos de la diagonal
son no nulos son linealmente independientes, luego el rango es mayor o
igual que el maximo numero de elementos de la diagonal principal no
nulos.

@ Basta desarrollar el determinante usando la dltima columna de la matriz
y usar induccién sobre el orden de la matriz, ya que suprimiendo en una
matriz triangular superior la Ultima fila y la dltima columna se obtiene otra
matriz del mismo tipo y de orden uno menos que la original.
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Tipos de matrices

La matriz A = tiene rango 3 y s6lo dos elementos en la

[N NN
[eN et N e]
- OO O

1
0
0
0

diagonal no nulos.
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Tipos de matrices

Proposicion
Sea Ae MptalquedetA; #0Qparal <ij<n-—1,donde
ann - aj
a - A
A= . . . Entonces A se puede expresar de la forma A = LU
an - aj
donde L, U € M, L es triangular inferior y los elementos de la diagonal
principal son 1y U es triangular superior.

Demostracion.

Basta aplicar el método de Gauss-Jordan a A para encontrar la matriz L, que
es la matriz que se obtiene multiplicando A por las transformaciones
necesarias para transformar a A en una matriz diagonal superior. En este
caso, basta multiplicar filas de A por escalares y sumar a una fila de A una
combinacion lineal de otras filas.
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Tipos de matrices

Ejemplo
1 20

DadalamatrizA=| —1 3 1 |, ladescomponemos de la forma que
0 5 1

aparece en la proposicién anterior. En este caso las matrices L y U han de
tener la siguiente forma

1 0 0 Uiy Uz Uz
L= by 1 0 , U= 0 Uz U3
/31 /32 1 0 0 Us3

Imponemos que A = LU y resolvemos el sistema que aparece.
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Tipos de matrices

Ejemplo

1 0 O Uiy Ui U3
LU=k 1 0 0 U U3 | =
/31 /32 1 0 0 Usz
Uqq U2 U3 1 2 0
biur  bius2 + U I th3 + Ugs = -1 3 1
Biuyr  BiUsa + kol l1Ui3 + BaUzs + Usz 0 5 1
Noétese que igualando los elementos y resolviendo el sistema se puede
averiguar la primera fila de U, la primera columna de L, segunda fila de U,
segunda columna de L, etc.
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Tipos de matrices

En este caso, obtenemos
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Tipos de matrices

Propiedades de la trasposiciéon de matrices

Sean A € Mpmxn, C € Mpyp. Se verifica que
@ La trasposicion de matrices es una aplicacion lineal.
@ (AC)! = C'A.
o (A=A
o rg (A =rg (A).
@ Si Ac M,, entonces tr (A!) = tr (A) y det A = det A".
@ SiAc M,ydetA+#0,entonces (A)~! = (A1)t
@ Si A€ M,, entonces rg (A) =rg (A'A) = rg (AA").
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices simétricas

@ El conjunto de las matrices simétricas de orden n es un espacio vectorial.

@ Si A, B € M, son matrices simétricas y AB = BA, entonces AB es
simétrica.

@ Si Aes inversible y simétrica, entonces A~' también es simétrica.

@ Si C € Mpyxn, entonces C!C es simétrica.

(Universidad de Granada) Tema 2. Matrices y aplicaciones lineales. Determinante Granada, 2010 106 / 334



Tipos de matrices

Propiedades de las matrices antisimétricas

@ El conjunto de las matrices antisimétricas de orden n es un espacio
vectorial.

@ Si A, B € M, son matrices antisimétricas y AB = BA, entonces AB es
antisimétrica.

@ Si Aes inversible y antisimétrica, entonces A~ también es antisimétrica.

@ Si A € M, es una matriz antisimétrica, entonces det A = (—1)" det(A),
por tanto, si n es impar, entonces det(A) = 0.

(Universidad de Granada) Tema 2. Matrices y aplicaciones lineales. Determinante Granada, 2010 107 /334



Tipos de matrices

Propiedades de las matrices hermitianas

@ El conjunto de las matrices hermitianas de orden n es un espacio
vectorial real.

@ Si A, B € M, son matrices hermitianas y AB = BA, entonces AB es
hermitiana.

@ Si A es hermitiana, entonces A’ y A son también hermitianas.

@ Si A € M, es una matriz hermitiana e inversible, entonces A~' es
también hermitiana.

@ Si A € M, es una matriz hermitiana, entonces det A € R.
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices estocasticas

@ Si A€ Mpxn, B € Mpy, son matrices estocasticas, entonces AB es
estocastica.

@ Si A € M, es una matriz estocastica, entonces A* también es
estocastica, para todo natural k.

@ Si A € Muxn,es una matriz doblemente estocastica, entonces A!
también es lo es.
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices ortogonales

Sean A, B € M, matrices ortogonales, entonces
@ AB es ortogonal.
@ det(A) =1 6 det(A) = —1.
@ rg(A)=n.
@ A-'esortogonaly A=" = A’
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Tipos de matrices

Propiedades de las matrices idempotentes

Sean A, B € M, matrices idempotentes.
@ Si AB = BA, entonces AB es idempotente.
@ Si C = C!C, entonces C es simétrica e idempotente.
@ det(A) € {0,1}.
@ Sidet(A) =1, entonces A = I,.
@ [, — A es idempotente.
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Matriz traspuesta

Sea X un espacio vectorial sobre Ky B := {ey,--- ,ep} una base de X. En-
tonces el conjunto {f;,--- , f,}, donde

n

G(Z X(k)ek> =x(j), Y(x(1),x(2),---,x(n)eK"1<j<n

k=1

es una base del espacio X* = L(X,K) que se llama base dual de B.

Sean X e Y espacios vectoriales sobre Ky T € L(X, Y), entonces se define
el operador traspuesto de T, que notaremos por T! como sigue

T (fy=foT, VfeY*.

Se verifica que T!: Y* — X* es una aplicacion lineal.
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Matriz traspuesta

Proposicion

Sean X e Y espacios vectoriales sobre Ky T € L(X,Y). Si Bx = {x1,- -, Xa}
es una base de X, By = {y1, -+ ,¥m} Uunabasede Yy A € M, la matriz
asociada a T es funcién de las bases fijadas, entonces A es la matriz
asociada a T! en funcion de las bases duales de By y de By.

Demostracion.

Tenemos que probar que T!(f) = Alf!,vf € Y*, usando en Y*y en X* las
coordenadas asociadas a las bases duales de By y de Bx. Como las
aplicaciones f — T!(f), f — A!f! son lineales, basta comprobar que coinciden
sobre una base de Y*. Llamamos {f,---,f,} y {91, -+ ,9m} alas bases
duales de By y By, respectivamente, por tanto, sabemos que

fi(xi) = 05,V1 <i.j<n, gk(ys) =dsk,V1 < k,s<m.
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Matriz traspuesta

Sabemos que
T (g)(xi) = (gjo T)(xi) = gi(T(x))) -

Ahora bien
0
anr a2 - a0 an
; a1 ap -+ @i -+ &op
am dm2 - ami - dmn 0

m
(a1, s+ ami) = Y _ aKi¥k -
P

Como consecuencia g;(T(x;)) = a;.
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Matriz traspuesta

Hemos comprobado que T!(g;)(x;) = a;i. Ahora hemos de comprobar que a;

es la coordenada i-ésima de A’g;’.

0
ayy a1 - aj ami .
. a2 82 - dp amz s
Ag' = . 1)) =
ain don - ajn Amn :
0
m
(a1, a2, -+ ,an) = Zajkfk .
k=1

Por tanto, la coordenada i-ésima de Y, aifc es (3 p aicfi) (X)) = aji.
Hemos comprobado que T(g;)(xi) = & = A'g}(i), para todo 1 < i < n. Como
dos funcionales lineales en X coinciden sobre By, entonces T'(g;) = Atg}
para cada 1 < j < m. Usando de nuevo la linealidad de g — T!(g) y de

g — Alg!, obtenemos que T! esta representada por la matriz Al
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Algunos ejemplos

Ejemplos de matrices asociadas a operadores sencillos

Consideramos algunos operadores lineales en R? y sus matrices asociadas
@ Homotecia de razén k T(x,y) = (kx, ky)

=(59)

@ Girode angulo a@ T(x,y) = (xcosa — ysen «, X sen « + y COS )
A_ ( Cosa —sena
~ \ sen @ COS«

@ Simetria respecto del origen T(x,y) = (—x,—y)

A=(0 5)
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Algunos ejemplos

Ejemplos de matrices asociadas a operadores sencillos
@ Simetria respectode larectay = x T(x,y) = (¥, X)

- (34)

En el primer ejemplo, cualquier subespacio vectorial de R? es invariante por
el operador y k es el Unico valor propio.

En el segundo ejemplo, no hay subespacios vectoriales no triviales
invariantes por el operador asociado a la matriz, ni valores propios (salvo que
« sea multiplo de 27). En el tercero, —1 es el Unico valor propio y el operador
fija cualquier subespacio vectorial.

En el ultimo, el subespacio vectorial {(x, x) : x € R} es invariante por T,
tambiénlo es {(x,—x) : x € R} y 1y —1 son los Unicos valores propios.
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Vectores propios y valores propios

Sea X un espacio vectorial sobre Ky T € L(X). Diremos que un escalar A es
un valor propio (6 autovalor) de T si existe un vector v no nulo en X tal que

T(v) = Av. Ental caso, el vector v es un vector propio (6 autovector) asociado
al valor propio A.

Algunas observaciones.

@ El vector propio asociado a un valor propio no es unico. De hecho, si
v # 0 verifica que T(v) = Av, por ser T lineal, tenemos que
T(av) = aT(v) = aiv = A(av), luego av también es un vector propio
asociado a )\, para cualquier escalar no nulo .

@ Un mismo vector no puede ser vector propio asociado a dos valores
propios diferentes, ya que si A, u son escalares y se verifica que

T(v)=Av, T(v)=puv,

entonces A\v = uv y como v es no nulo, ha de ser A = p.

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacion de matrices. Granada, 2010 119/334



Vectores propios y valores propios

Ejemplos

@ Consideramos en R? la simetria respecto del origen T : R? — R? dada
por
T(va):(_xv_y)v V(X,y)ERZ.

En este caso —1 es el Gnico valor propio y cualquier vector no nulo de R?
es un vector propio asociado a —1.

@ Si consideramos la aplicacion lineal T : R?2 — R? dada por
T(x,y) = (¥, x), los nicos valores propios de T son 1y —1y los
conjuntos de vectores propios asociados a los valores propios son,
respectivamente,

{(x,x):xeR} y {(x,—x):xeR}.
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Vectores propios y valores propios

Ejemplos

@ En P, (polinomios en una variable de grado menor o igual que 2)
definimos el siguiente operador lineal

T(ay + a1 X + axx?) = 2ay + 2(ay + a1) + 2apx®, Vag,a1,a € R

Si imponemos la ecuacion T(p(x)) = A\p(x) para algun polinomio p(x) no
nulo de grado menor o igual que 2, obtenemos que A = 2 y ademas el
polinomio p(x) tiene la forma p(x) = a1 x + ax2. Es decir, 2 es el Unico
valor propio de T y el conjunto de los vectores propios asociados a T
viene dado por los polinomios no nulos de grado menor o igual que 2 sin
término independiente.

Aunque en los ejemplos anteriores es muy sencillo calcular los valores
propios asociados a los operadores, en general, puede no serlo tanto.
Usaremos la identificacion con matrices para facilitar el célculo.

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacién de matrices. Granada, 2010 121/334



Vectores propios y valores propios

Proposicion

Sea X un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo K y B una base
de X.Si T € L(X)y Ae Mu(K) es la matriz asociada a T en términos de la
base B, entonces se verifica

T(v)=X\v & Av=)\v.

Por tanto, A es un valor propio de T si, y sélo si, det(A — Al,) = 0.

Demostracion.

La primera igualdad es consecuencia de la forma que tiene la identificacion
entre aplicaciones lineales y matrices.

Para la equivalencia, usaremos que, por definicién, A es un valor propio de T
si, y sélo si, Ker (T — \/) # {0}, esto es, cuando el operador T — A/ no es
inyectivo. Equivalentemente, el operador T — Al no es inversible, por tanto, su
matriz asociada, que es A — A, no tiene inversa, luego det(A — Al,) = 0.
Notese que en todas las implicaciones usadas se ha reformulado la condicion
original de manera equivalente, por lo que det(A — Al,) = 0 implica que \ es
un valor propio de T.
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Vectores propios y valores propios

@ En vista del resultado anterior, si se consideran dos bases en un espacio
vectorial y las matrices asociadas a un mismo operador en términos de
esas dos bases, ambas tendran los mismos valores propios. Por
supuesto, los vectores propios asociados a un mismo autovalor pueden
tener coordenadas diferentes dependiendo de la base que se use.

@ Convenio: A partir de ahora, cuando digamos que una matriz A es la
asociada a un operador lineal en K", se sobreentiende que
consideramos las bases candénicas en K.
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Vectores propios y valores propios

Ejemplo

|

1
-2 1
valores propios (reales), ya que el determinante de la matriz

La aplicacion lineal en R? asociada a la matriz A = ( ) no tiene

1-A 2
A— b= ( ) no es nulo para ninguan valor de .
-2 1=

Si A es una matriz cuadrada de orden n, se llama polinomio caracteristico de
A al polinomio P, de grado n dado por

Pa()) = det(A — Aly) ,

y la ecuacién P,()\) = 0 es la ecuacion caracteristica de A.
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Vectores propios y valores propios

Si el polinomio caracteristico P, de la matriz A se puede expresar de la forma
Pao(A) = (A= X)"Q()), VAeK

donde r es un ndmero natural y Q es un polinomio de grado n — r tal que
Q()\;) # 0, entonces diremos que el valor propio ); tiene multiplicidad r.

4
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Vectores propios y valores propios

Proposicion

@ Si Ae M,y X es uno de sus valores propios, entonces los vectores
propios asociados a \ son las soluciones del sistema (A — \l,)x! = 0. El
conjunto

{x € X: Ax' = \x}
€s un subespacio vectorial de X.

@ Si A Bc M,y Bes inversible, entonces las matrices Ay C := BAB™!
tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion.
Probamos la segunda afirmacion. El polinomio caracteristico de A viene dado
por det(A — Al,). Escribimos ahora el de C

det(C — ) = det(BAB~' — \I,) =

det(B(A — A,)B~") = det(B) det(A — A,) det(B~") =

det(A — Aly) .

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacién de matrices. Granada, 2010 126 /334



Vectores propios y valores propios

Ejemplo

1 -1 0
LamatrizA= | -1 2 —1 | tiene como polinomio caracteristico a
0 -1 1
1-) -1 0
det(A — \3) = det -1 2-A -1 | =
0 -1 1-A

(1=N(@= N1 =)= 1)+1(=1+)) =
N 4+4X2_3x=-\)N—-4)\+3)=
“AMA=1)(A=3)

Por tanto, los valores propios son 0, 1 y 3. Ahora calculamos los subespacios
propios asociados a cada uno.
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Vectores propios y valores propios

Ejemplo

Vectores propios asociados a cero

1 -1 0 X
(_1 2 ) (y):(o,o,m
0 -1 1 z

x—y=0
—X+2y—z=0 =x=y=2z
-y+z=0

Las soluciones son el subespacio vectorial dado por

{X,x,x) : x e R} .
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Vectores propios y valores propios

Ejemplo

Vectores propios asociados a 1

1 —1 0 X
(_1 2 -1 ) (y):(xay7z)
0 -1 1 z

X—y=Xx
—Xx+2y—-z=y =y=0,z=—x
—y+z=1z

Las soluciones son el subespacio vectorial dado por

{X,0,—x): x e R}.
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Vectores propios y valores propios

Ejemplo

Vectores propios asociados a 3

1 -1 0 X
-1 2 -1 y | =(3x,3y,32)
0 -1 1 z

xX—y=3x
—X+2y-z=3y =y=-2X,Z2=X
-y+z=3z

Las soluciones son el subespacio vectorial dado por

{x,—2x,x): x e R} .
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Propiedades de los autovalores

Sea A € M, una matriz cuyos valores propios son A1, --- , \,. Se verifica que
@ Los autovalores de A coinciden con los de Al
@ det(A) = [, \i
o tr(A) =37\
@ Los autovalores de aA son alq, -, a,.
@ Si B € My, los autovalores de ABy de BA son los mismos.
@ Sidet(A) # 0, entonces los autovalores de A~" son -, , §-.
@ )\ es un valor propio de A%, paracada 1 < i< n.
° Si1>\,- %+ —1 V1i, entonces I, + A tiene inversa y sus valores propios son
ED YR ' T x, "
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Propiedades de los autovalores

Demostracion.

@ Los autovalores de A coinciden con los de A'.
Es consecuencia de que det(B) = det B! para cada matriz cuadrada B,
por tanto, det(A — Alp) = det(Al — \lp).

@ det(A) =T[", N\
Por ser el polinomio caracteristico de A un polinomio de grado n con
coeficiente lider (—1)" y raices A, --- , A\, sabemos que

n

P = TTv =N.

i=1
Por otra parte, sabemos que
P(X) =det(A—\).

Si igualamos las dos expresiones del polinomio caracteristico y
evaluamos en A\ = 0 obtenemos que [[}_; \; = det A.

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacion de matrices. Granada, 2010 132/334



Propiedades de los autovalores

@ tr(A)=>" )\
Igual que en el apartado anterior, basta calcular el coeficiente de A"~ en
las dos expresiones del polinomio caracteristico de A e igualarlas,
obteniendo que

(—1)"" En:A,- = (-1)" "t ().
i=1

@ Los autovalores de aA son alq, -+, a\n.
Basta usar que det(aA — aAl,) = o det(A — Al,), por tanto, si A es un
valor propio de A, aA es un valor propio de «A.

@ Si B € M,, los autovalores de ABy de BA son los mismos.
La demostracién en caso de que una de las matrices sea inversible es
especialmente sencilla. Por ejemplo, si A es inversible, sabemos que los
autovalores de AB coinciden con los de A~'(AB)A = BA.
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Propiedades de los autovalores

@ Si B € M,, los autovalores de ABy de BA son los mismos.
Comprobaremos que det(AB — \I,) = det(BA — \l,), para todo escalar ),
igualdad que sabemos que es cierta para A = 0. Supongamos entonces
que A\ # 0.

Para ello construimos las siguientes matrices cuadradas de orden 2n:

A . A =Xl
A )

Se verifica que det(H;) =1y

o :_H1C1_< On AB—)\In)

—In B
Por tanto det(Cy) = det(C;) = det(AB — Al,).
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Propiedades de los autovalores

Cambiando los papeles de las matrices Ay B, definimos

_(h B _( B =l
H2'_<on /n>’ Cz"(-/n A )

Se verifica que det(H,) = 1y

C; :_H2C2_< 0, BA—-Al, )

—In A

y en este caso sabemos que det(C,) = det(C5) = det(BA — Alp).

Basta comprobar entonces que det(C;) = det(C.) para terminar la
demostracion.
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Propiedades de los autovalores

En efecto,

B -\ A, B
det(Cg)—det( Ao ) _(_1)ndet< - ) _

(—1)”(—1)”det( fx\/n I’ > _

1A —1)
n >\ )\ n _
A det( —/n B ) =

)\"% det( A ) — det(Cy) .
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Propiedades de los autovalores

@ Sidet(A) # 0, entonces los autovalores de A" son -, -+, 1.

Si A es un autovalorde Ay T es el operador asomado tenemos que para
algun vector x no nulo Tx = A\x. Si Atiene inversa, T también y entonces
T~1(Ax) = x. Como X no puede ser cero, entonces el vector v = \x es
un vector propio de T~ asociado al valor propio } y lo mismo le ocurre
a su matriz asociada A~".

° /\,k es un valor propio de AX, paracada 1 <i < n.
Si T es el operador asociado a Ay Tx = A\x para algun vector no nulo x y
algun escalar ), entonces T2x = T(Tx) = T(\x) = A2x. Por induccion
se prueba que T*(x) = A\ x, luego A\¥ es un valor propio de T,y
también de la matriz que representa a ese operador A*.
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Propiedades de los autovalores

@ Si )\, # —1 Vi, entonces I, + Atiene inversa y sus valores propios son
1 1

I%ﬁfecho dga”ue —1 no sea valor propio de la matriz A significa que
det(A+ Ip) # 0, luego A+ I, es inversible, por tanto 0 no es un valor
propio de A+ I,.

Si A\ es un valor propio de Ay v un vector propio asociado a A, entonces
(A+ I,)vi=Adv+v=(1+X)v,luego 1+ X es un valor propio de A + /,.
De la igualdad anterior se deduce también que todos los valores propios
de A + I, se obtienen sumando uno a un valor propio de A, ya que

(A+h)vi=xv = A=(O\-1)v

luego si A es un autovalor de A + /,, entonces A — 1 es un valor propio de
A.

Finalmente, usando el apartado que nos asegura que los valores propios
de la inversa de una matriz son los inversos de los valores propios de la

matriz se obtiene que los valores propios de la inversa de A + I, son
1 1
T T
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Propiedades de los vectores propios

Es inmediato comprobar que si v es un vector propio de una matriz cuadrada
A de orden n, entonces v es también un vector propio de las matrices oA (a
es un escalar), A* (para k natural) y de I, + A. Enunciamos algunas
propiedades mas de los vectores propios.

Proposicion

Sean A€ Mg, A,---, )\ los valores propios distintos de A, con
multiplicidades my, - - - , m, y supongamos que se verifica que 2511 m; = n.
Entonces

@ Para cada i, el conjunto
V(N) = {veK": AV = \v}
es un subespacio vectorial de dimensién menor o igual que m; (llamado

el subespacio propio asociado a \;).

@ Los vectores propios asociados a valores propios distintos son
linealmente independientes.

@ Sir=n,entonces K"= V(A1) @ V(X2) D --- @ V(A\p).
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Propiedades de los vectores propios

Demostracion.

o
V(\) = {veK": Avt = \v)

es un subespacio vectorial de dimension menor o igual que m; (llamado
el subespacio propio asociado a \;).
Lamamos T al operador asociado a la matriz A cuando usamos la base
candnica. Por supuesto, los autovalores y los subconjuntos V()
dependen del operador T y son iguales para todas las matrices que
representen a T. Como V(;) = Ker (T — \;/), entonces V();) es un
subespacio vectorial. Supongamos que r :=dim V();) (r > 1). Entonces

podemos elegir una base {x1,--- , x,} del subespacio V();). Ampliamos
hasta conseguir una base {x1,--- , x5} de K". En términos de esta nueva
base, la matriz asociada al operador T tiene el siguiente aspecto
Ailr C
B .=
0n7r><r D

siendo C € M, xp—(K)y D € Mp_(K).
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Propiedades de los vectores propios

Demostracion.
B :=
Onfr><r D

Por tanto, el polinomio caracteristico de T viene dado por
(N =Ny C
det(B — Al) = det
On—r><r D— )\ln—r
Desarrollando el determinante por la primera columna (y repitiendo de nuevo
este procedimiento si r > 2) obtenemos
det(B— \l) = (\j — \) det(D — Ap—;),

por lo que la multiplicidad del valor propio \; es, como minimo r, esto es,
m; > r =dim V().
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Propiedades de los vectores propios

Demostracion.

@ Los vectores propios asociados a valores propios distintos son
linealmente independientes.
Sean x e y vectores propios de T (aplicacion lineal asociada a A) para
distintos valores propios de T A\ y i y supongamos que para ciertos
escalares ay b se tiene
0=ax+ by,

Aplicando el operador T, de la igualdad anterior deducimos que
O=Xax+ by, 0=a\x-+buy,

y restando las dos ecuaciones obtenemos que b(A — i)y = 0. Como
A # u,y # 0, entonces ha de ser b = 0 y volviendo a la igualdad original
obtenemos que a = 0, luego x e y son linealmente independientes.

Ahora usaremos el mismo argumento para probar que esto ocurre no
s6lo para dos vectores propios sino para cualquier conjunto de vectores
propios asociados a valores propios diferentes.
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Propiedades de los vectores propios

Sean puq, - - - ur valores propios distintos de Ty, paracada1 < <r, x; € K"
un vector propio de T asociado a u;. Supongamos que para algunos
escalares ay, - - - , a, se verifica que

r
0= Z ajXj .
i=1
Aplicando el operador T obtenemos que

r r
0= max ycomoademas 0= pusayx; .

i=1 i=1

Restando ambas expresiones obtenemos que

r
0= Z(Ni —p1)aix; = 0.
i—2
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Propiedades de los vectores propios

Multiplicando por u» por una parte, y aplicando de nuevo el operador T
obtenemos

r r

0= Z(Mz‘ — p1)p2aix; 0= Z(Mi — 1) pidixi -

i=2 =2
Restando de nuevo se obtiene
,

0= Z(Ni — ) (pi — p2)aix; -

i=3
Repitiendo el procedimiento obtenemos

r

0=Z(/M—M1)(Mf—Mz)'“(ui—ukq)aixf=0, V2<k<r,
i—k

y haciendo k = r tenemos
(pr — pa)(pr — p2) - -+ (por — pr—1)arx, =0,

y como los valores propios son todos distintos y los vectores propios son no
nulos, deducimos que a, = 0.
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Propiedades de los vectores propios

Volviendo a la expresién que habiamos conseguido en el paso para
k=r—1,quees

0 = (pr—1 — p1)(por—1 — p2) == - (por—1 — por—2)@r—1 Xr—1+

(tr = p)(pr — p2) ==~ (pr — pr—2)@rXe =

(pr—1 = p1)(pr—1 — p2) - - - (pr—1 — prr—2)@—1%r—1 ,
obtenemos que a,_; = 0. Repitiendo el procedimiento y usando la expresién

r

0="> (ui—p)(pi—p2) (i — px—1)aix; =0, V2<k<r,
i=k

obtenemos que a; = 0 paratodo 1 < i < r, luego xi,--- , X, son linealmente
independientes.
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Propiedades de los vectores propios

@ Sir=n,entonces K" = V(A1) @ V(X2) & - @ V(A\p).

Sir=n,comodim V()\;) > 1 paradada 1 < i < n, del apartado anterior
deducimos que la dimension del subespacio vectorial generado por
{V(\) : 1 <i < n}es n, por tanto coincide con K". Usando, de nuevo el
apartado anterior, obtenemos que

K" = V(A1) & V(o) @ - & V(An) -
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Matrices y subespacios propios

Ejemplo

La matriz
1 0 00O
0 -2 000
1 0 560
1 0 -3 40
0O 0 00 2

tiene por polinomio caracteristico a

P(X) =det(A—Ak) = (1 - A)(-2-))(2 - /\)((4 ~A)(-5-)) + 18) =

(1=N)(-2- 22 -N(®+r-2) =

(1T=N2-N2-MNA-1DA+2)=-(A=1)2\+22\1-2).

Por tanto, los valores propios son Ay = 1, \> = 2, A3 = —2 con multiplicidades
sonmy =2, m, =1y mg = 2, respectivamente, luego estamos en las
hipétesis del resultado anterior.
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Propiedades de los vectores propios

El subespacio Ker (T — \/) viene dado por las ecuaciones
X1 = AX1, —2Xo = AXo, X1—5X3+6X4 = AX3, X1—3X3+4X4 = A\Xy4, 2X5 = A\X5.

Resolviendo los sistemas anteriores para los tres valores propios, obtenemos
la siguientes descripciones.

V(1) =Ker (T — 1) ={(0,0,x,x,0) : x € R}.
Se verifica que dim V(M) =dim V(1) =1 <2 = my.
V(2) =Ker (T —2/) = {(0,0,0,0,x) : x € R} .
En este caso dim V(A\2) =dim V(2) = 1 = mo.
V(-2) ={(0,y,2x,x,0) : x,y € R}.

Para el valor propio —2 se da la igualdad dim V(\3) = dim V(-2) = 2 = ms.
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Tipos de matrices y valores propios

Proposicion
Si A es una matriz triangular de orden n, entonces los valores propios de A
son los elementos de la diagonal principal.

Demostracion.
Si A es triangular superior, entonces A — M\, también lo es, luego

n

det(A— M) = [J(ai =) .

i=1

luego los valores propios son ay1, o, -+ , @nn-
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Producto escalar

Si x, z € C", definimos el producto escalar de x y z como sigue:

n

(xl2) = > x(1)z(i) -

i=1

Se dice que dos vectores x, z son ortogonales si (x|z) = 0. Un subconjunto A
de C" es ortonormal si ||al|2 = 1 para cada a € Ay cualesquiera dos elementos
distintos de A son ortogonales (por definicion || x|| = 1/(x|x), para un vector x
de C").
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Producto escalar

Proposicion
Se verifica que

@ El producto escalar en C” es lineal en la primera variable y conjugado
lineal en la segunda, esto es,

(xtay|z) = (x|2)+a(y|2), (zlx+ay) = (zZl)+a(xly), Vx,y,z€C a

@ La restriccién del producto escalar a R" es bilineal (lineal en cada
variable).
@ Se verifica que
(yIx) = (xly), Vx,yeC".
@ Si A es una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en C, se verifica
que

(Ax'ly) = (x|A'y"), Vx,yeC".

TN
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Producto escalar

Demostracion.
Sélo probamos la ultima afirmacién. Para ello, en vista de la primera
propiedad, basta comprobar la igualdad para vectores de la base canonica de
C". En efecto, si 1 < i,j < ntenemos que

(Aeile) = ((aii, @i, . an)le) = aji ,
mientras que

—t 4 S —
(eilAej) = (eil(a, 8, - @) = &ji ,
—t . .
por tanto (Aef|e;) = a; = (ei|A €]) y, se tiene como consecuencia que
—t .

(Ax!|y) = (x|]A'y!) para cualesquiera vectores x,y € C".
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Procedimiento de Gram-Schmidt

|

Proposicion

Todo subespacio M de R" (6 de C") tiene una base ortonormal. De hecho,
cualquier subconjunto ortonormal de M se puede ampliar a una base
ortonormal.

Ademas, si {uy, Uo, - - - , Uy} €s una base de M, se puede conseguir una base
ortonormal {my, mo,--- ,m,} de M tal que L(uy,--- ,ux) = L(my,--- , mx) para
cadak <r.

v

Demostracion.

Solo probamos la dltima afirmacion. La primera es una consecuencia directa
de esta afirmacién y para probar la segunda basta aplicar el mismo
procedimiento que usaremos ahora par ampliar un conjunto ortonormal a una
base. Probamos la afirmacién usando induccion sobre la dimensién del
subespacio M. Sir =1y {uy} es una base de M, entonces { } es una

base ortonormal de M.

TurTl2 H
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Procedimiento de Gram-Schmidt

Supongamos que es cierto para subespacios de dimension r y supongamos
que M es un subespacio de R" de dimension r + 1. Aplicando la hip6tesis de

induccion al subespacio generado por {uy, - -- , Uy}, Sabemos que éste tiene
una base ortonormal {my, --- , m,} que verifica que
L(uy, - ,ux) = L(my,--- ,my) para cada k < r. Definimos ahora el vector

r

m:= Urq — Z(Ur+1 |m;)m;
=1

que esta en M por estarlo u,1 y por la hipoétesis de induccién es no nulo, por
ser los vectores {u; : 1 < i <r+ 1} una base de M. Comprobamos que m es
ortogonal a los vectores m; (1 <j < r), ya que

,
(mlmy) = (Ura|my) = > (Upsa [my) (my|my) =
i=1
(Ur1|my) = (Ur1[my)(my[my) = 0.
Tomamos m;; = ”m% Es inmediato que {my,--- , m,1} es una base
ortonormal de M que verifica el enunciado.
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Tipos de matrices y valores propios

Proposicion

Si A es una matriz simétrica cuyos elementos son nimeros reales. Se verifica
que:
@ Todas las soluciones de la ecuacién caracteristica son niumeros reales.
@ Dos valores propios distintos de A tienen asociados vectores propios
ortogonales.
@ Para cada autovalor de A, la dimension del subespacio propio asociado
coincide con la multiplicidad de ese valor propio.
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Tipos de matrices y valores propios

Demostracion.

@ Todas las soluciones de la ecuacién caracteristica son nimeros reales.
Supongamos que X € C verifica que det(A — Al,) = 0y x € C" un vector
propio asociado, entonces por ser x vector propio, se verifica que

(Ax'x) = (Ax[x) = Allx[13 ;
ademas sabemos que
(Ax'|x) = (x|A'x) = (x| Ax") = (AxT[x)

por tanto (Ax!|x) = \||x||3 es real y como x es no nulo, entonces
| x||3 > 0, luego A es también real.
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Tipos de matrices y valores propios

@ Dos valores propios distintos de A tienen asociados vectores propios
ortogonales.
Sean s, t valores propios distintos y x, y vectores propios asociados a sy
t, respectivamente. Se verifica entonces que

(Ax'ly) = (sx|y) = s(x|y) .
Usando que A es simétrica obtenemos esta otra igualdad
(Ax'ly) = (x|Ay") = (xlty) =

t(xly) = t(xly) -

Hemos obtenido que s(x|y) = t(x|y) y como s # t, entonces (x|y) ha de
ser cero, luego x e y son ortogonales.
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Tipos de matrices y valores propios

@ Para cada autovalor de A, la dimension del subespacio propio asociado
coincide con la multiplicidad de ese valor propio.
Por ser A simétrica, la ecuacién caracteristica tiene todas sus soluciones
reales. Sean éstas sy, - - - , s, con multiplicidades my, - -- , m,. Sabemos
que Z,; m; = n, ya que el polinomio caracteristico tiene grado ny se
puede escribir como []'_(s; — \)™. Consideramos el subespacio

M = V(S1) (5] V(Sz) D---D V(Sr),

donde V(s;) es el subespacio propio asociado a s; para cada i. Sabemos
que los subespacios V(s;) son ortogonales dos a dos y que

dim V(s;) < m; para cada i. Basta comprobar que M coincide con R" ya
que entonces se tendra que n= Y7, m; > > . dim V(s;) = n, luego
dim V(s;) = m; para cada i.
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Propiedades de los vectores propios

Supongamos que M no es R”, entonces el subespacio

M+ := {x € R": (x|m) = 0} no es nulo. Veamos que el operador asociado a
A conserva el subespacio M+. En efecto, sea z € M+, entonces, para

m € M, tenemos que

(AZ'|m) = (z|A'm') = (z]Am') = 0,

ya que Am' € M, luego el operador asociado a A conserva el subespacio M-.
Como la restriccion de T a M+ viene dado por una matriz simétrica, ha de
tener algan valor propio y algin vector propio v asociado en M+, pero
entonces v € M, ya que M contiene a todos los vectores propios de A. Ahora
bien M N M+ = {0}, luego v = 0, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, M = R" y m; = dim V(s;) para cada i.
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Tipos de matrices y valores propios

Teorema de Perron-Frobenius

Sean Ay B dos matrices de orden n no nulas y supongamos que
a;j > 0, b; > 0 para todo /,j. Entonces

@ Atiene un valor propio real y positivo mayor que el médulo de todos los
demas y tal que tiene un vector propio asociado con todas sus
componentes positivas.

@ B tiene un valor propio real no negativo mayor que el médulo de todos
los demas y tal que tiene un vector propio asociado con todas sus
componentes no negativas.

@ Si alguna potencia de B es una matriz estrictamente positiva, entonces B
tiene un autovalor positivo y un vector propio asociado con todas sus
componentes positivas.

Si x € R", escribiremos x > 0 cuando x; > 0 paratodo1 <i<n. x>0
significaque x >0y x # 0.
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Tipos de matrices y valores propios

Demostracion.
Probaremos Unicamente la primera afirmacion. Para ello consideramos el
conjunto

C:= {t e R:existe x > 0, Ax" > tx} .

Probaremos que C contiene algin positivo. Sea x € R”, x; > 0 Vi, entonces
y = Ax! verifica que y; > 0 para todo i. Entonces y; = ¢;x; para conveniente
e; > 0; basta tomar ¢ = min;{¢;} y entonces Ax! = y > ¢x, luego ¢ € C.
Como las aplicaciones x — Ax, x — tx son lineales en R", en la definicion de
C podemos imponer que >, x; = 1.

Probaremos que C es cerrado. Si t,, € C paracada my {tn} — t, para cada
m existe X, > 0 tal que >, xm(i) = 1y Ax}, > tmxn para cada m. Pasando a
una subsucesién podemos suponer que {x,} — x. Tomando limite (m — oo)
en la expresion S, xm(i) = 1, obtenemos que S, x(/) = 1y es claro que
x(i) > 0 para cada i. Por ser Ax}, > tmx, obtenemos que Ax! > tx, luego

t € Cy hemos probado que C es cerrado.
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Tipos de matrices y valores propios

Ademés C esta mayorado. Sea t € C, x el vector asociado con Y7, x(i) =
Sumando las coordenadas tenemos que

t= 32000 < Y (AX(0) =

n n

> (D (axt))= Sox0)> -

=1 j=1 j=1 i=1

n
ZZa,-,- =M.
i=1

Luego C esta mayorado (por M).
Como C es cerrado y mayorado, tiene maximo. Sea Ay el maximo de C.

Notese que por ser a; > 0Vi, j, entonces Ax!(i) > 0 para cada i si
x>0,x#0.
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Tipos de matrices y valores propios

Probaremos que )\ es el autovalor que buscamos. Por ser \g € C, existe
x > 0 tal que Ax! > \gx. Veremos que Ax! = \gx. Si Ax! # \ox, entonces
y = Ax! > 0, por tanto

0 < (AAX" = 20x)") )V ,
esto es
(Ay") () > Aoy (j)Vj -
Como en cada desigualdad se da la desigualdad estricta, existe ¢ > 0 tal que
Ayt > (Xo +e)y,
luego M\ + € € C, pero esto es imposible, ya que A\g = max C.

Falta comprobar que Ao es mayor que el modulo del resto de los autovalores.
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Tipos de matrices y valores propios

Sea ) otro autovalor de A (real o complejo) e y un vector propio asociado a y,
denotamos por |y| := (|y1],-- -, |¥al); Se verifica que

AlyD" = 1Ay = Iyl = Allyl

luego |A| € C, por tanto |A| < A\g. De hecho, probaremos que si A # Xo, se
verifica que |A| < A.

Por ser A estrictamente positiva, para § > 0 suficientemente pequefio, la
matriz As = A — 0/, también es estrictamente positiva. Sabemos que A —d y
Ao — & son autovalores de As para los que se verifica, en virtud de la primera
parte de la demostracion que

AN=8< Ao —0. (1)

Comprobaremos que la desigualdad anterior no se verifica si |A\| = |Xo| ¥
A # Xo.
En tal caso, usando las propiedades del médulo obtenemos que

A =6 = []Al = 6] = [[do| = 6] = Ao — 0.

Por tanto, tendriamos que |A — §| = ||A| = ] = Ao — 0 =.
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Tipos de matrices y valores propios

Si A € R, como )y > 0, habria de ser A < 0y en este caso
A=dl==-A4+0=X+3I> X\,
lo que contradice la desigualdad (1).
Si )\ € C, escribimos A = a+ ib, para a, b € R, entonces
IAN—=dP=(a—0)>+b?=a+ b? + 6% — 2as

mientras que

N[ =02 =@+ b2+ 62 —2y/a2 + b25 .
Como ambos moédulos coinciden, entonces ha de ser

a=va+b = b=0,

luego A € R, y si \ es real, sabemos ya que es imposible.
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Tipos de matrices y autovalores

Proposicion
Sea A € M, una matriz positiva.
@ Aes estocastica y, y sélo si, 1 es un autovalor de A con vector propio

asociado v = (1,1,---,1).
@ A es doblemente estocastica si, y solo si, 1 es un autovalor de A con
vector propio asociado v = (1,1,---,1) y lo mismo le ocurre a A’.

Demostracion.
La segunda afirmacién es consecuencia inmediata de la primera. Si A es
estocastica, como estamos suponiendo que es positiva, esto significa que

n
day=1, vi<i<n.
j=1

La condicién anterior equivale a que Av! = v
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Tipos de matrices y autovalores

Ejemplo

Consideramos la matriz A dada por

1/2 1/2 0
A::(1/3 1/3 1/3).
1/4 1/4 1)2

La ecuacion caracteristica es

det(A — \3) = det

W=
W=
W=

ENEN
ol

2 (GG N-3) (sl ) ) -

_5)\(1 —4/\+3/\2) — A — 1)()\— %) .
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Tipos de matrices y autovalores

Proposicion
Sea A € M, una matriz idempotente. Entonces
@ Cada uno de sus autovalores es 0 6 1.

@ Si mg es la multiplicidad algebraica de 0 y m; la de 1, entonces se
verifica que my = dim V/(0), my = dim V/(1).
o tr (A) =rg (A)

Demostracion.

@ Cada uno de sus autovalores (reales 6 complejos) es 0 6 1.

Si A es un valor propio de Ay x un vector propio asociadoa Ay T el
operador asociado a A, como T2 = T, obtenemos que

A =T(x)=T3(x) =

T(Tx) = T(Mx) = \x .
Comox#0y(A—X)x=0hadeser\=006\=1.
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Tipos de matrices y autovalores

@ Si my es la multiplicidad algebraica de 0 y my la de 1, entonces se
verifica que my = dim V(0), my = dim V(1).
Si 0 tiene multiplicidad algebraica my, entonces 1 tiene multiplicidad
algebraica n — my, ya que el polinomio caracteristico tiene grado ny en
este caso se puede escribir como

P(A\) = (=1)"AT (A —1)™ .
Sea Q el operador asociado a la matriz A en términos de la base
candnica. Comprobaremos que
K'=KerQeIm Q= V(0)® V(1).
Para ello, basta probar que K” C Ker Q+Im QY
Ker Q = V(0),Im Q = V(1), ya que sabemos que dos vectores propios

asociados a valores propios distintos son independientes.
Sea x € K", escribimos x = (x — Q(x)) + Q(x) y se verifica que

Q(x — Q(x)) = Q(x) - @®(x) =0,

por tanto, x — Q(x) € Ker Q = V(0), Q(x) € Im Q. Es claro que
V(0) = Ker Q y comprobaremos que Im Q = V(1).
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Tipos de matrices y autovalores

En efecto, si y € Im Q, entonces existe x € K" con Qx = y, por tanto, por ser
Q@? = Q, tenemos
Qly) = @(x) = Q(x) =

luego y € V(1). Reciprocamente, si y € V(1), tenemos Q(y) = y, luego
y € Im Q.

Hemos probado que K" = V(0) @ V(1) y sabemos ademés que
dim V(0) < myp,dim V(1) < my = n — my. La igualdad anterior nos asegura
que de hecho dim V(0) = mo,dim V(1) = m; por ser

n=dimK" =dim V(0) + dm V(1) <my+m =n.
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Tipos de matrices y autovalores

o tr (A) =rg (A
Por el Teorema de la dimensién sabemos que

mo + my =n=dimKer Q+dimIm Q=dimV(0) +rg A=

my+rgA,
por tanto rg (A) = m;.

Por otra parte, sabemos que cualquier matriz verifica que su traza
coincide con la suma de sus valores propios, luego tr (A) = my = rg (A).
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Diagonalizacion de matrices

Dos matrices cuadradas Ay B de orden n son semejantes si existe una matriz
inversible P tal que A= PBP~'.

A es diagonalizable si A es semejante a una matriz diagonal. Una matriz D de
orden n es diagonal si djj = 0,V1 < /,j < n,i #j.

6 —
A= -1 -
7

Ejemplo
La matriz A dada por

| \

W= o

B e\
S~———

es diagonalizable.
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Diagonalizacion de matrices

El polinomio caracteristico de A viene dado por

6-)\ -6 2
det(A — \l3) = det -1 1= 1 =

7 3 1—-A

—64 +24t+ 612 — 13 = —(t+4)(t —2)(t - 8)

Como los tres valores propios son reales y distintos, cada subespacio propio
asociado a cada uno de ellos tiene dimensién 1, luego A es diagonalizable.
Para encontrar la matriz P que aparece en la definicién hemos de encontrar
un vector propio asociado a cada valor propio. En este caso tenemos que

V(-4) =L {(-1,-1,2)}, V(2)=L{(0,1,3)}, V(8)=L{(1,0,1)}.
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Diagonalizacion de matrices

Por tanto, si A es la matriz asociada a T en términos de la base canénica de
R3, en términos de la base B’ := {(—1,-1,2),(0,1,3),(1,0,1)}, la matriz

asociadaa T es
-4 0 0
D= 0 20
0 0 8

y se tiene que P~'AP = D siendo

10 1 S -1 -3 1
2 3 1 5 -3 1
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Diagonalizacion de matrices

Observacion

@ Sean B; y B, dos basesde K"y T € L(K"). Si A es la matriz asociada a
T para la base B; y C es la matriz asociada a T para B,, entonces Ay C
son semejantes. En efecto, si P es la matriz que da el cambio de
coordenadas, esto es, si X; = P(Xz)!, donde X; y X, representan las
coordenadas del mismo vector en términos de B; y B., respectivamente,
entonces sabemos que P es inversible y se tiene que

P'AP=C,
luego Ay C son semejantes.

@ Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y los
mismos valores propios.
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Diagonalizacion de matrices

Proposicion

Sea A una matriz cuadrada de orden ny supongamos que A tiene n valores
propios distintos A1, --- , A\,. Entonces A es diagonalizable. Ademas, existe
una matriz P cuyas columnas son vectores propios vy, - - - , v, asociados a los
valores propios A1, - -+, A, tal que
D=P AP,
donde
M 0O -~ 0
0 X --- O
D= .. .
0 0 --- M\,
La matriz D es Unica, salvo reordenacién de los valores propios Aq, - -, Ap.
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Diagonalizacion de matrices

Proposicion

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces A es diagonalizable si, y
sélo si, existe una base de vectores propios del espacio en que esta definida
la aplicacién lineal T que tiene por matriz asociada A respecto de las bases
candnicas.

Como consecuencia, A es diagonalizable si, y sélo si, para cada valor propio
A de A, se verifica que la dimensién del subespacio propio asociado a \;
coincide con la multiplicidad de ;.

Corolario

@ Toda matriz simétrica con coeficientes reales es diagonalizable y sus
autovalores son reales. De hecho, si A € M, es simétrica, y sus coef.
son reales, existen una matriz ortogonal P y una diagonal D tales que
A= P 1DP.

@ Toda matriz idempotente es diagonalizable.
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Diagonalizacion de matrices

1

4 0
La matriz A = 03 O ) tiene coef. reales y es simétrica, luego es
-1 0 4

diagonalizable.

Para diagonalizarla, calculamos los valores propios.
4-) 0 —1
det(A — \i) = det 0 3-x 0 =
—1 0 4-—2)
(4—)\)2(3—>\)—(3—>\):(3—>\)<(4—/\)2—1) -

=—-(A-32%\-5).
Por tanto, los valores propios son Ay =3, my =2, Ao =5,my = 1.
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Diagonalizacion de matrices

Para dar la matriz del cambio de base, describimos los subespacios propios:
V(3) = {X eR3: AX' = 3X"} =

{(x,y,x): x,y € R}

Por tanto, {(0,1,0),(1,0,1)} es una base de V(3) (dim V(3) = my = 2).
Obtenemos también que

V(5) = {X € R®: AX' =5X'} =

{(X,O, _X) tX € R} )
luego (1,0, —1) es una base de V(5).
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Diagonalizacion de matrices

La matriz M que da el cambio de base (de la formada por los vectores
propios a la base canédnica) es la matriz M cuyas columnas son los tres
vectores propios que generan V(3) y V(5). La matriz diagonal D semejante a
A tiene en la diagonal principal los valores propios de A, con cada valor
propio repetido tantas veces como indique su multiplicidad. Nétese, ademas,
que si primero colocamos en M los vectores que generan V(3), en D primero
colocamos la submatriz 3. En resumen, en este caso, tenemos

0 1] 1 3 0] 0
M= 10| o], D= 03] o0
0 1] -1 00 5

Por dltimo, se puede comprobar que A= MDM~'. En este caso,
02 0

Mt=%110 1
1 0 -1
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Diagonalizacion de matrices

Observacion

Si D es una matriz diagonal de la forma

a 0 - 0
0 a - 0
D= o o o )
0 o -.- an

es inmediato comprobar que para cada natural k se verifica que

aa 0 - 0
Dk _ 0 a& -~ 0
0 0 ar
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Diagonalizacion de matrices

Observacion

Si A es una matriz diagonalizable, existe una matriz inversible My una matriz
diagonal D tal que A = MDM~", por tanto

A2 = (MDM~"Y(MDM~") = MD*M~" .
Usando la expresion anterior de A2, obtenemos que
A3 = A2A = (MD*M~"Y(MDM~") = MD3M~" .

Una sencilla induccién permite comprobar que

Af = MD*M~", vk eN.

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacién de matrices. Granada, 2010 182/334



Diagonalizacion de matrices

Ejemplo

Consideramos la matriz A = ( _g (1) ) cuyo polinomio caracteristico es
2—-X 1

det(A — Al) = det ( oy

) — B A= 0E DN e
cuyos ceros son 1 + iy 1 — j. Por tanto, A es diagonalizable, pero la matriz
diagonal y los vectores propios asociados a los valores propios no estan en
RR2, sino en C2. Los vectores (1 + i, —2) y (1 — i, —2) son vectores propios
asociados a 1+ iy 1 — i, respectivamente. En C? la matriz P es, en este caso,

(11—
(% %)
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Diagonalizacion de matrices

La matriz B = 7} 1 > es también semejante a Ay se verifica que

11
M=( 2 o)
que se obtiene al tomar parte real e imaginaria de las componentes del vector
propio (1 + i, —2). Este procedimiento se puede usar en matrices de orden

mayor, cada vez que haya un valor propio que sea un complejo no real. La
matriz B se puede escribir también en términos del valor propio A = 1 + i

como sigue
1 1 ReXA ImA
B_B_<—1 1)_B_<—Im)\ Re/\)

MBM~—1 = A, siendo
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Diagonalizacion de matrices

Proposicion

Sea A una matriz cuadrada de orden 2 con coeficientes reales y supongamos
que A = a+ ib es un autovalor de Acon ay b realesy b # 0. Entonces si

w = Xx + Iy, para x, y € R? es un vector propio asociado a \, se verifica que la
matriz A es semejante a B, siendo

B:(_Z Z)

De hecho B = M~—' AM para la matriz

( X1 W ) < Re wy Im wy )
M = = .
X2 )2 Re wo Im wy
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Diagonalizacion de matrices

Demostracion.
. X
Comprobaremos en primer lugar que M = < x1 ;1
2 2

inversible. Si no lo fuese, los vectores (x1, x2) € (y1, y2) son linealmente
dependientes. Supongamos, por ejemplo, que (X1, X2) = t(y1, y2) para algin
real t. Entonces tenemos que

w=Xx+Iy=(tyr + iy, ty2 + iy2) = (t+ ) (1, y2),
mientras que

es una matriz

W=x—ly=(ty1 =iy, ty2 — iy2) = (t = )(y1, y2),
por tanto, w y w son linealmente dependientes.
Pero esto es imposible, ya que w es el vector propio de A asociado a ), esto
es, Aw! = \w.
Como A tiene coeficientes reales, sabemos que

AWl = Aw! = w = \w
luego X es un valor propio de Ay W un vector propio asociado.

Por hipotesis A ¢ R, luego A # ), por tanto w y w son linealmente
independientes. Luego M es inversible.
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Diagonalizacion de matrices

La igualdad B = M~ AM equivale a MB = AM.
Sabemos que Aw! = \w. Escribiendo w en términos de x e y, obtenemos

Aw! = Ax! + Ay,

Aw = (a+ib)(x +iy) =ax — by +i(bx + ay) .

Igualando partes real e imaginaria de sus componentes deducimos
Axt = ax! — by!, Ay' =bx' +ay'.

Por tanto,

AM = A < o ) = (Ax', Ay') = (ax' — by', bx' + ay') .
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Diagonalizacion de matrices

Hemos probado la igualdad
AM = (ax' — by', bx! + ay') .

Por otra parte, tenemos que

t ot et auty [ @1 —byr bxitan \ _ [ x1 n a b _
(ax by’bx+ay)<aX2—bY2 bX2+a}’2>(X2 Y2>(— B

MB
Por tanto, AM = MB.
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Forma candnica de Jordan

En caso de que las matrices no sean diagonalizables, son semejantes a
matrices “casi diagonales”. Asi aparecen las llamadas “matrices de Jordan”.

Una matriz cuadrada B de orden n con coef. en K es un bloque elemental de
Jordan si existe b € K tal que
b 1 0 0
0 b 1 0 0
B= : P
0 0O b 1
0 0O 0 b
Esto es,
b sii=j
bj=4q 1 sii+1=j
0 en otro caso
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Forma candnica de Jordan

Una generalizacion de los bloques elementales de Jordan es el tipo de
matrices que definimos ahora.

Una matriz cuadrada B de orden n con coef. en K es una matriz de Jordan
si es diagonal por bloques, y cada bloque es un bloque elemental de Jordan,
esto es, si existen bloques de Jordan J;, Jo, - - - Ji, tales que

Jj 0 --- 0
0 b --- 0
0 0 - Jk

Cuando no se puede diagonalizar un operador, si es cierto que la matriz
asociada es semejante a una matriz de Jordan. Por supuesto, para conocer
la matriz semejante y la del cambio de base, es necesario averiguar:
@ El nimero de bloques de la matriz de Jordan
@ El orden de cada uno de los bloques.
@ Base respecto de la cual la nueva matriz asociada al operador es una
matriz de Jordan.
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo

El ejemplo més sencillo de matriz de Jordan es un bloque de Jordan en el
que la diagonal principal sea cero, como

010
A= 0 0 1 .
0 0O

Identificando A con la aplicacion lineal T asociada en R3 tenemos que
T(e1)=0, T(ex)=e1, T(es)=¢e2.

Por tanto
T2(61) = 0, T2(eg) = T(e1) = 0, T2(6‘3) = T(eg) =€,
luego
T%(e1)=0, T°(e2)=0, T%(es)=T(e)=0,
esto es, T2 = 0, y, por supuesto, A3 = 0y 3 es el primer natural que verifica
esa condicion. En este caso, diremos que T (6 A) es nilpotente de orden 3.
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Forma candnica de Jordan

La matriz

2 -1 3
A=| 4 -2 6
0 0O

es nilpotente de orden 2, esto es, A # 0, A> = 0.
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Forma candnica de Jordan

Sea X un espacio vectorial sobre K de dimension finitay T € L(X); diremos
que T es nilpotente de orden p si TP = 0y p es el primer natural que verifica
esa condicion.

Ejemplo

La matriz de orden n

010 0
00 1 0
Al : 0
000 1
000 0

es nilpotente de orden n.
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Forma candnica de Jordan

El argumento para comprobar la afirmacion anterior es, esencialmente, el
usado antes para n= 3. Si T es el operador asociado a A, sabemos que se
verifica
T(e1)=0, T(ex)=¢e€1, T(ez)=e2,---,T(en)=e€n_1.
Aplicando de nuevo T tenemos
T?(e1) =0, T?%(e&)=0, T%es)=ey, --,T%(en) =6€n2.

Repitiendo el procedimiento k veces (k < n— 1), se tiene que
Th(ey) =0, TKe)=0,---,TH(ex) =0, TK(exr1)=e1.---,T"(en) = enx
Por tanto,

T Ye)=0, T Yex)=0, T"'(e,1)=0, T '(e))=e.

Asi, T" = 0y n es el primer natural que verifica esa condicién.

(Universidad de Granada) Tema 3. Diagonalizacién de matrices. Granada, 2010 194 /334



Forma candnica de Jordan

Observacion

Si T € L(K") es nilpotente de orden p y v € K" verifica que TP~'(v) # 0,
entonces los vectores

{V7 T(V)’ TZ(V)7 T TP—1(V)}

son linealmente independientes (luego p < n).
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Forma candnica de Jordan

Demostracion.
Lo probaremos para p = 3. El mismo argumento funciona en general.

Supongamos que T es nilpotente de orden 3y que T2(v) # 0. Si a, b, ¢ son
escalares tales que
0=av+bT(v)+cT?(v). (2)

Aplicando T obtenemos
0=aT(v)+ bT?(v) 4+ cT3(v) = aT(v) + bT?(v) . (3)
Y aplicando de nuevo T queda
0=aT?(v)+bT3(v) = aT?(v) .

Como T2(v) # 0, ha de ser a = 0. De la igualdad (3) deducimos entonces
b=0yde (2) ¢c=0,luego {v, T(v), T?(v)} son linealmente independientes.
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Forma candnica de Jordan

Sea A € M, una matriz nilpotente de orden p, entonces existen bloques de
Jordan Ji, Jo, - - -, Ji tal que A es semejante a la matriz de Jordan
Jb 0 .- 0
0 Jb --- 0
J= S :
0 0 - Jg

Ademas cada matriz J; es de la forma

0 10 0
0 0 1 0
=1 5
0 0 O 1
0 0 O 0
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo
La matriz A dada por

—46 -3 26 -48
70 4 -39 76
—40 -3 23 —41
18 1 —-10 19

A:

es nilpotente de orden p = 4, yaque A* =0y A3 £ 0.

De hecho
2 0 —1 2 -16 -1 9 -—-17
2 —12 -1 7 —13 o -32 -2 18 -34
-28 -2 16 -30 -32 -2 18 -34
—-16 —1 9 —17 0 0 O 0

A*=0
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Forma candnica de Jordan

En este caso concreto, basta elegir un elemento v de R* que no pertenezca
al nicleo de T3, donde T es el operador asociado a A para que el conjunto

{T°(v), T2(v), T(v), v}

sea una base de R* y es claro que para esta base la matriz asociada a T es

[eNeNeNe)
OO O =
[eNel e
o= 00

que es un bloque de Jordan.
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Forma candnica de Jordan

Calculamos Kz = Ker T3

Ker T3 := {(x,y,u,v) € R* : —16x—y+9u—17v = 0, —32x—2y+18u—34v = 0}
Por ejemplo, e> ¢ Ker T2, por tanto, aplicando T tenemos

T(e2) =(-3,4,-3,1), T?e)=(0,—-1,-2,—1), T3(e)=(-1,-2,-2,0)

Asi, la matriz que da el cambio de base es

—1 0 -3 0
2 1 4 1
MZ( T3(eg) T2(eg) T(eg) 92)2 2 _2 _3 0
0 -1 10

Esto es, A= MJM~1.
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Forma candnica de Jordan

En este caso, se verifica que
gA=3, rgA2=2 rgA=1.
Por el Teorema de la dimension, sabemos que, si llamamos K; = Ker T/,
i=0,1,2,3,4, donde tomamos T° = /, luego K, = {0}.
dimKy =0, dimK;=1, dimK,=2, dimK;=3, dimK;=4,
Notamos n; =dimK;y dy = n; — ni_1, i = 1,2, 3, 4. Por tanto, en este caso,
obtenemos
di=1-0=1, db=2-1=1, dz=83-2=1, dy=4-3=1.
d; indica el nimero de bloques de Jordan que aparece en la matriz de Jordan
semejante a A. En este caso, sélo hay un bloque. En general, para saber el

numero de bloques de cada dimensidén que aparecen, se tiene en cuenta las
diferencias d; — d;.1, que son, en este caso,

di—h=0, h—ds=0, da—dy=0 ds=1.

Como d; — d>» = 0, no hay bloques de orden 1. Por el mismo argumento,
tampoco hay bloques de 6rdenes 2 (d> — d; = 0) ni 3 (d3 — dy = 0). Como
ds = 1, hay un bloque de orden 4.
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo

La matriz A dada por

01 -8 20
10 00O
A= 1 0 0 0 2
10 0 0 3
00 O0O0O

es nilpotente de orden p = 3, ya que A® = 0 y A? # 0. De hecho,

00 O0O0O
01 -3 20
AA=]101 -3 20
01 -3 20
00 O0O0O

Ademas se verifica que rg A = 3,rg A% = 1.
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Forma candnica de Jordan

Como
gA=3 1gA=1 rgA>=0.
Por el Teorema de la dimension, sabemos que si T es el operador asociado a
A,y llamamos K; = Ker T/, i = 0,1, 2,3, donde tomamos T° = /, luego
Ko = {0}.

dmKy =0, dmK;=2, dimK;=4, dmK;=5.

Notamos n; =dimK;y d; = n; — n;_1, i = 1,2, 3. Por tanto, en este caso,
obtenemos

0h=2-0=2 h=4-2=2 dy=5-4=1.

d; indica el nimero de bloques de Jordan que aparece en la matriz de Jordan
semejante a A. En este caso, hay dos bloques. En general, para saber el
numero de bloques de cada dimensidén que aparecen, se tiene en cuenta las
diferencias d; — d;.1, que son, en este caso,

di—db=0, db—dz=1, dz=1.

Como d; — d> = 0, no hay bloques de orden 1. Por el mismo argumento, hay
un bloque de orden dos (d> — d; = 1) y otro de orden 3 (05 = 1).
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Forma candnica de Jordan

En este caso, la matriz A es semejante a la siguiente matriz de Jordan

O +*looc o
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Forma candnica de Jordan

Ahora daremos la matriz del cambio de base. Para ello, recordamos la
cadena de inclusiones de los nucleos de T', que son, en este caso

{0}=K0CK1CK2CK3=R5,

con dimensiones
0<2<4<5.

Elegimos un vector v; ¢ K> y otro v, tal que v» € K>\ Kj, tal que
T(v2) € K2\Kj. J sera entonces la matriz asociada a T respecto de la base
formada por los vectores

{T?(v1), T(v), vy, T(W), v2} .

En este caso, basta tomar vy = e, yaque T(ez) = ey, T?(e2) = (0,1,1,1,0).
El siguiente vector v, es tal que v», T(v2) € K>\ Kj. En este caso, los
subespacios K; y K. estan dados por

K1 = {(Ovyazvuvo) GRS :y—32+2U:0},
KZZ{(X7Y7ZaU7V) ERs:y_32+2U:0}
El vector v» = (1,3,1,0, 1) verifica que v» € Kx\Ky y T(v2) = (0,1,3,4,0).
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Forma candnica de Jordan

Podemos usar la siguiente base de R®
{(0,1,1,1,0),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,1,3,4,0),(1,3,1,0,1)} .

La matriz M que da el cambio de base es

01 0 0 1
101 13
M=|1 0 0 3 1
1 0 0 40
0 00 0 1

Se verifica entonces que A = MJM~" .
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Forma candnica de Jordan

Notese que el Unico valor propio de una matriz nilpotente es 0. Para matrices
que tienen un Unico valor propio, existe un resultado similar al que
enunciamos antes para nilpotentes.

Proposicion

Sea A € M, tal que X\ es un autovalor de A de multiplicidad n. Entonces
existe una matriz de Jordan J semejante a A dada por
J 0 .- 0
0 b --- 0
0 0 - U
donde cada submatriz J; es un bloque elemental de Jordan de la forma
A1 0 .- 00
o x1 .. 00
e
0 00 --- X 1
0 00 --- 0 A
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Forma candnica de Jordan

El orden de las submatrices J; es decreciente y éste puede tomar los valores
p,p—1,---,1, siendo p el menor natural tal que (A — Al,)P = 0. Ademas el
numero de bloques (k) es n —rg (A — Alp) y existen ry,, bloques de orden
me{1,2,---,p} siendo

Im =12 (A= Mp)™ " +rg (A= Mp)™" —2rg (A= Ap)™ .

Idea de la demostracion:

Se prueba que A — A, es nilpotente de orden p, luego se puede aplicar el
resultado vélido para idempotentes con lo cual, existe una base de K" para la
que la aplicacion lineal asociada a A — A/, viene dada por una matriz de
Jordan con ceros en la diagonal principal.

Sumando M/, se obtiene que el operador asociado a A viene dado por J en
términos de esa misma base.
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo

La matriz A dada por

4 0 1 0
1 1 1 A
A= 0 -2 3 -1
1 2 1 4

tiene por polinomio caracteristico
P(\) =\ — 1213 4 5412 — 108t 4 81 = (t — 3)*

por tanto, el Unico valor propio es 3 (con multiplicidad 4). En este caso
llamamos B = A — 34, esto es,

1 -2 1 A
2= 0 -2 0 -1
4 2 1 A

209 /334
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Forma candnica de Jordan

Averiguamos el minimo p tal que BP = 0. En este caso tenemos

1 -2 1 -

> | o o 0o o
=11 2 -1 1
0 0 0 0

y B® =0, luego p = 3 y los bloques de Jordan que aparecen pueden ser de
orden 1,2 6 3. En este caso, rg (B) = 2, luego aparecen 4 — 2 = 2 bloques de
Jordan en la diagonalizacion. Veamos cuantos aparecen de cada orden.
Sabemos que rg (B?) = 1,rg B3 = 0. Si r, es el nimero de bloques
elementales de Jordan de orden m, sabemos que

r=4+1-22=1,n=2+0-21=0,r3=1+0-20=1,

por tanto, hay un bloque de orden 3 y otro de orden 1. Asi, B es semejante a
la matriz de Jordan J dada por
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Forma candnica de Jordan

[eNeNeNe]
[e N e Ne Ry
(ool o]
[eNeNeNe]

Para dar la matriz del cambio de base, necesitamos en este caso, un vector
vy que no esté en el nucleo de T2 y otro vector v de Ker T que no

pertenezca al subespacio vectorial generado por v4, T(v4), T?(v4), donde T
es el operador asociado a B. Describimos entonces el nicleo de Ty de T2.

Ki=Ker T ={(x,y,z,t) e R* : x + 2= 0,2y + t = 0},

Ko=Ker T? = {(x,y,z,t) eR* : x =2y + z—t =0} .

Por ejemplo, podemos tomar vy = ey, entonces

T2(e1):(17037170)7 T(e1):(17170a71)'
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Forma candnica de Jordan

Podemos tomar v» = (0, 1,0, —2) y la matriz del cambio de base es

1 11 0
o 1t 0 1
—1 0 0 O
0 -1 0 -2

M:

Se verifica que MUM~! = B, luego, si llamamos C := J + 31, esto es,

0 0
C:

QO oW
OO W=

10
30
0 3
se verifica que C es semejante a Ay ademas MCM~" = A, ya que

MCM~' = M(J+3l)M' =B+3L=A.
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo

Consideramos la siguiente matriz

i 0 0 0 0
1 i —2 2 0
A= 1 0 —1+4i 10
1 0 -1 1+i 0
0 0 0 0 i

cuyo polinomio caracteristico es
FD = =00 4= B0 = T° = (OB =B = == 17 .

Se verifica que rg (A — ils) = 2, por tanto dimKer (T — il) = 3, donde T es la
aplicacion lineal de C® en C® asociada a A, luego A no es diagonalizable,
pues 3 < 5. Como i es el Unico valor propio de A, entonces B= A — ils es
nilpotente.
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Forma candnica de Jordan

De hecho
0 0 0 0O
10 -2 2 0
B=|] 10 -1 10
10 -1 10
0 0 0 0O

y B> = 0, luego B es semejante a una matriz de Jordan, donde los bloques
elementales tienen orden 1 6 2. Como rg B = 2, entonces apareceran

5 — 2 = 3 bloques elementales de Jordan. Ahora miramos los indices que nos
dicen cuantos bloques aparecen de cada orden. En este caso, tenemos que

ry =rg B'+rg B2—2rg B=54+0-22=1, 1, =rg B+rg B3—2rg B2 =24+0-2.0
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Forma candnica de Jordan

Por tanto, B es semejante a la matriz de Jordan J dada por

01 000
0 00 00O
J=1 00 0 1 0
0 00 0O
0 00 0O

Para dar la matriz del cambio de base, necesitamos en este caso, dos
vectores vy, v» ¢ Ker T linealmente independientes y otro vector v3 € Ker T,
gue no esté generado por

{T(V1 )7 V1, T(Vg), VZ}
Calculamos el nucleo del operador T, dado por

Ki=Ker T={(0,y,z,z,v):y,z,v e C}
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Forma candnica de Jordan

Podemos tomar vy = ey, v» = €3, con lo cual
T(V1):(031717170)7 T(V2):(Oa_27_17_170)

El vector v3 = e5 € Ker T y no esta en el subespacio generado por
{e1,e3, T(e1), T(e3)}, con lo que la matriz del cambio de base viene dada por

0 1 0 0O
10 -2 00
M=]10 -1 10
10 -1 0O
00 O0O01

Se verifica que MJM~! = B. Si llamamos C := J + ils, esto es,

9]

I
cocoo -
co o -
co .o
~Oooo
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Forma candnica de Jordan

se verifica que C es semejante a A. Ademas M da el cambio de base, ya que

MCM~" = M(J + il)M~" =B +ily = A.
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Forma candnica de Jordan

Teorema

Sea T : K" — K" una aplicacién lineal con matriz asociada A. Supongamos
que los autovalores de Ason Ay, ---, \x € Ky se verifica que ZL m; = n,
donde m; es la multiplicidad de )\;. Entonces se verifica que
@ A es semejante a una matriz triangular superior que tiene en la diagonal
principal los autovalores de A.

@ La matriz A es semejante a una matriz diagonal por bloques de la forma

B, 0 --. 0

0 B --- 0
B: . . . . 9

0 0 --- B

donde, para cada i, B; es una matriz triangular superior de orden m;
cuyos elementos de la diagonal principal son \;.
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Forma candnica de Jordan

Idea de la demostracion

El apartado primero se prueba por induccién sobre la dimensién del espacio.
Para n =1 es trivial, y para pasar de na n+ 1, se separa un valor propio y se
elige una base con un vector propio asociado a ese valor propio. Basta
aplicar la hipétesis de induccion.

En virtud de la primera parte, puede suponerse que A es semejante a una
matriz triangular superior que tiene k bloques en la diagonal principal que son
matrices triangulares superiores de 6rdenes my, mo, - - - , My tales que la
matriz i-ésima tiene a \; en la diagonal principal. Ahora hay que hacer cero el
resto de los coeficientes de la matriz que estan fuera de esos bloques. Para
eso se usa un procedimiento similar al usado para calcular la inversa de una
matriz usando el método de Gauss-Jordan. En este caso, se hace un cambio
de base que sélo cambia uno de los vectores de la base de partida (v;) por
otro del tipo v; + tv;, de forma que al aplicar este cambio de base, se consigue
anular alguno de los coeficientes de la matriz anterior.

De esta forma se consiguen anular coeficientes, de abajo a arriba y de
izquierda a derecha.
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Forma candnica de Jordan

Un ejemplo de co6mo cambian las matrices al aplicar ese tipo de
cambios de base.
Consideramos la matriz A dada por

>

1
cNeoNoNaRNM
OO0 O T
oo-Q o
o3I x>z Q
O3S ——-O

|
cococo =
coco-—=o
co—-o0o
o—~ooo

|

I
cococo =
coco-—=o
oo —-o0o
o—~o0o0o
Looco

—_
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Forma candnica de Jordan

Se tiene que
ab c d e+adt ab c d e
0 f g h i+ht 0 f g h i

M TAM=] 0 0 j k I+kt , A=l 0 0 j Kk I |,
0 00 m nt(m—o)t 0 00 mn
000 0o 0 00 0o
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Forma candnica de Jordan

Otro ejemplo
Consideramos la matriz A dada por

ab c d e

0 f g h i

A=l 0 0 j k I |,

000 moO

000 0o
100 00 100 00
01000 010 00
M=]l0o01 to]|, M'=|0o01 -t 0],
00010 000 10
0 00 0 1 000 01
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Forma candnica de Jordan

Se tiene que
a b c d+ect e
0 f g h+gt i
M TAM=| 0 0 j k+(-mt I |,
0 00 m 0
0 00O 0
mientras que
ab c d e
0 f g h i
A= 0 0 j kK | |,
0 00 mn
0 00 0o
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Forma candnica de Jordan

Notese que una vez que se obtiene una matriz diagonal por bloques como en
el enunciado del Teorema, cada uno de los bloques B; es una matriz con un
Unico autovalor, luego se puede aplicar el método descrito en uno de los
enunciados a cada uno de los bloques de la diagonal.
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Forma candnica de Jordan

Ejemplo
Consideramos la matriz A dada por

12 -7 5 1
2 2 -8 70
A=]12 1 -9 9 2
2 1 —12 12 3
0 0 0 0 3

tiene por polinomio caracteristico
P(\) = =A% +9\* — 30 + 4612 —33+9 = —(t—3)3(t—1)%.
Luego los valores propios y sus multiplicidades son

/\121, m1:3, )\223, me =2.

Se verifica que dim V(1) = 1,dim V(3) = 1, luego A no es diagonalizable.
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Forma candnica de Jordan

En este caso tenemos
V(1)=L {(0,1,1,1,0)}, V(3)=L{(3,9,11,13,0)} .

Intentamos construir una matriz triangular superior semejante a A. Para ello,
empezamos por construir una base de R® que contenga un vector propio
asocidado a uno de los dos valores propios. Usamos, para empezar, la base

{(0,171, 170)761363764765}

y la matriz P, del cambio de base es de la aplicacion lineal asociada a T en
términos de esta nueva base es

Py =

O = =220
OO OO =
OO 200
O =+ 000
- OO0 OO
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Forma candnica de Jordan

Asi que la matriz de la aplicacion lineal asociada a T en términos de esta
nueva base es

8
7
—1
4
0

(% A

Notese que la submatriz A¢y es triangular superior y 1 es el Unico valor
propio. Como T tiene los mismos valores propios que A, esto significa que 1
y 3 pueden ser los Unicos valores propios de Az (con multiplicidades 1y 2,
respectivamente). Ahora se repite el procedimiento para esta Gltima
submatriz (Azz).

[eNeNelNoRH
QO OoO—=MN
(@36 I \O & BN
WWwMN = O
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Forma candnica de Jordan

En efecto, el polinomio caracteristico de Az es
B+ 7 —15t+9 = —(t—1)(t - 3)?
y los subespacios propios en este espacio tres-dimensional son
V(1) =L {(1,1,0)}, V(3)=L {(1,2,0)}
Completamos a una base de R3 que incluya al menos un vector propio, por
ejemplo:
{(1,1,0),(1,2,0),(0,0,1)}
con lo que ahora podemos considerar la nueva base en R° siguiente:
{e1,e,(0,0,1,1,0),(0,0,1,2,0),(0,0,0,0,1)}.

Por tanto, la matriz Py del cambio de base y la matriz T, := P, T; Py son

10000 12 -1860
01000 01 -2 3 1
PP=l00110|, To=P'TsPA=[00 1 0 1
00120 00 031
000 0 1 00 00 3
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Forma candnica de Jordan

Notese que la Ultima matriz es triangular superior y en la diagonal principal
aparecen dos bloques, de 6rdenes 3y 2, tales que cada uno tiene en la
diagonal principal un unico elemento.

Ahora hacemos ceros los elementos que estan fuera de los dos bloques que
aparecen en la diagonal principal. Empezamos por el coeficiente que
aparece en el lugar 3 — 5. Para ello usamos una matriz del tipo

1000 0
01000
P=| 0010 }
00010
0000 1

para conveniente parametro t, entonces

12 16 -}
01 -23 0
T3=P;'T,P,=| 00 10 0
00 03 {1
00 00 3
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Forma candnica de Jordan

Ahora repetimos el procedimiento para anular el elemento que ocupa el lugar
2 — 4 de la matriz T3. Para ello tomamos usamos una matriz del tipo

10000
01030
Ps=[ 00100
00010
000 0 1

para conveniente parametro t, entonces

—1
-2
Ty =Py T3P =

QOO OoO =
QOO =N
—_

O WO o

| |
(A)_LON‘Q)N‘_L
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Forma candnica de Jordan

Tomando ahora

1000 O 10020
0100 F 01000
P,=| 0010 0|, Ps=[00100 [,
0001 O 00010
0000 1 000 0 1
y

1000 =8

0100 O

Ps=| 0 0 10 0|,

0001 O

0000 1
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Forma candnica de Jordan

obtenemos

|
N

—1

Ts = P, ' T4Py =

(e N e NN RS

Te = Pg ' TsPs =

[l e R RN V] ol e Ne = )
|
-+ o

O WOOO owo o
|

Ty = Py ' TePs =

[\b]
w000 Q)_LOO‘Q) w200

[eNeNeNeRH
[eNeNeR AN \V)
—

O WoOoOoo

- N OO OO =
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Forma candnica de Jordan

Por Gltimo, ahora cada uno de los bloques que aparece en la diagonal
principal son matrices nilpotentes, por tanto, a cada una de ellas se puede
aplicar el método que existe para convertirlas en una matriz de Jordan.
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Potencias de matrices

Proposicion
Sea A € M,(K) y supongamos que sus autovalores son Ay,--- , A, € K (no
necesariamente distintos).

@ Si A= PDP~' para matrices D diagonal y P inversible, entonces
A= PD¥P~' vkeN.

@ Si A no es diagonalizable, J es su forma candnica de Jordan y
A = PJP~1, siendo P una matriz inversible y

Jo0 - 0
0 &b -+ 0
J= . A
0 0 - J

donde, para cada i, J; es un bloque elemental de Jordan.
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Potencias de matrices

Entonces se verifica que
J o .- 0
o Jrk ... 0
A =pgpt=pP| 2 P,
0 O JK
donde, paracadaie {1,2,---,r},
Axo10 0 0)\"
0O x 1 --- 0 O Kk
J=ororn =Z(,>Af"5’,
0 0 0 --- X 1 =u
0 0O 0 X\
siendo B = J; — \jls, para s < m; el orden del bloque J; y ademas se verifica
que BY = 0.
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Aplicaciones

Proposicion

Supongamos que A € M, tal que la serie >, A" converge, entonces I, — A
es inversible y se verifica que

(In — A)~ ZA"

Demostracion.
Se verifica que

(I — A)(Zn:Ak) = ZH:AK - ZH:A"H -
k=0 k=0 k=1
= Iy — AT

Tomando limite en la igualdad (Im — A)(>s_o A¥) = In — A™' y usando que el
producto de matrices es continuo se tiene que

(I — A) (i Ak) -
k=0
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Aplicaciones

La hipétesis de la proposicion anterior (convergencia de la serie) se verifica,

por ejemplo, si A es diagonalizable y todos los valores propios de A tienen
médulo menor que uno.

Ejemplo

Sea A= ( g g ) donde ay b son nimeros reales con valor absoluto

menor que uno, entonces la matriz /, — A es inversible y se tiene que

k

Por tanto,

zn:Ak:<ZZ:oak nO k):
0 2 k=0 b

1_an+1
( 1-a On+1 >
1-b :
0 1-b
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Aplicaciones

Por tanto,
n
Sa=( T
1 _ptt
k=0 0

Tomando limite n — oo obtenemos que
=1
1—a 0 ) 1
=(h-A)""= ) .
("o% 1% &

Por supuesto, si la matriz D es diagonal (no importa el orden) y todos los
valores propios son menores que uno, se puede aplicar el mismo método.

/N
o T|—-
QD

o
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Aplicaciones

En tal caso, si

A O 0
0 X 0
D= .
0 0 - M\
se tiene que
5 0
0 0
(I — D)™ e
0 0 1JAn
De todos modos el resultado de la aplicacién anterior es trivial
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Aplicaciones

Si A € M, es diagonalizable, y se verifica que A= MDM~", para D una
matriz diagonal cuyos valores propios tienen moédulo menor que uno,
entonces sabemos que

A= MD*M~", VkeN.

Por tanto .

n
N A= MDMT =

k=0 k=0
n
M (Z D") M.
k=0
Notese que la matriz >, _, DX tiene una forma sencilla.

Algo similar se puede hacer si A no es diagonalizable, pero conocemos una
matriz de Jordan semejante a A.
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Potencias de matrices

Observacion

@ Si x es un numero real (o complejo) se verifica que

—x",  sen X = )2t
;0 n! ngo( ) (2n+1)!
= 1
_ _4\n 2n
cosx =Y (1) et
n=0
@ El espacio vectorial L(K") (luego M,(K)) se puede dotar de una norma
que verifica
ISoTII<IISIITI,VS, T € LK")

luego

ITKI < ITII*, VkeN.

@ L(K") es completo con esa norma, luego toda serie )~ . T, en L(X) tal
que .. || Tm|| converja es, de hecho, convergente en L(K").
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Aplicaciones

Supongamos que A € M, entonces se define la exponencial de A, el seno
de Ay el coseno de A de la siguiente forma:

ef = i lIA”7 sen A= Z |A2”+1,
= nl 2n+ 1)!

> 1
COSA = Z(—1)nwA2n .
n=0

Las series anteriores son convergentes, ya que en norma estan dominadas
por una serie del tipo
1
>
n!
n

para algun real positivo r y esta Ultima serie converge siempre.
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Aplicaciones

Ejemplo
Sea A= MJM~" donde M € M3 es una matriz inversible y

J:( 0).

Pretendemos calcular e* (en funcion de M, claro).
Para ello calculamos las potencias de J, para ello usamos las submatrices

a=(3 1) ()

AF = MIKM-T :M< g0 ) M-

o ori=
O NI= —
A= O

= —

Se tiene que
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Aplicaciones

Ahora bien ]
J1 = §l2 + B )

donde B := ( 8 2) ) luego B? = 0. Por tanto, si k > 2, tenemos que

k
JK (112+B) Z()—B’ (como BP = 0 para p > 2)

P 2k i
K\ 1 0 K\ 1 _;
(o)zk OB <1)2k 1B =
2k12+k2 B.
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Aplicaciones

Por tanto,

1 (J 0 1
M(Za(d &)
k=0

Ahora calculamos de forma separada la suma de los bloques que aparecen
en la diagonal principal de la matriz anterior. Empezamos por el segundo
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Aplicaciones

Ahora nos ocupamos de la submatriz de orden 2, esto es,
> =
k=0
1 /1 1
b+ Ji +ZH<§IQ+kzk—_18> =
k=2

b+ (%12 +B) —i—i%(%b +k2k1—_13> =
k=2
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Aplicaciones

Sélo falta sustituir en la expresion de €4, y se obtiene que

1 1
ez ez O
ef=M| 0 e o0 |MT.
0 0 et
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Tema 4. Formas cuadraticas.

Andlisis Matematico |
19 Licenciatura de Estadistica
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Forma cuadraticas

Una aplicacién Q : R” — R es una forma cuadratica si es un polinomio
homogéneo de grado dos en n variables, esto es, si existen nimeros reales
{a@j:1<i,j < n}tales que

n n
P(xi, X, Xa) = > Y ajXx;, VX €ER".
i1 =

Una forma cuadratica Q en R” siempre procede de una forma bilineal
B:R" x R" — R de manera que

P(x) = B(x,x),¥x € R".
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Formas cuadratricas

Ejemplos

@ En R una forma cuadratica tiene la forma
Q(x) = ax®* (x €R)
para conveniente nimero real a.
@ La aplicacién P dada por
P(x,y,z) = x>+ 2xy + 6y® + 4yz + 2> ((x,y,2) € R®)
es cuadratica y la forma bilineal asociada B viene dada por

B((x,y,2), (u, v, w)) = xu+2xv+6yv+dyw+zw Y(x,y,2),(u,v,w) € R®
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Formas cuadraticas

Observacion

Para cada forma cuadratica Q en R” existe una matriz A cuadrada de orden n
tal que
Q(x) = xAx!, VxcR".

Ejemplo
Si P es la forma cuadratica dada por

P(x,y.z) = x? +2xy + 6y® +4yz + 22 ((x,y,z) € R?),

110
A=[1 6 2 |,
0 2 1

es inmediato comprobar que P(X) = XAX! para cada X € R3.
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Formas cuadraticas

Dada una forma cuadratica Q en R”, existe una Unica matriz simétrica B de
orden n tal que

Q(x) = xBx!, VxecR".

Diremos en tal caso que B es la matriz asociada a |la forma cuadratica Q.
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Formas cuadraticas

Sea Q : R" — R una forma cuadratica.

@ Q es definida positiva si Q(x) > 0 para todo vector x de R" no nulo.
@ Q es definida negativa si Q(x) < 0 para todo vector x de R" no nulo.
@ Q es semidefinida positiva si Q(x) > 0 para todo vector x de R".
@ Q es semidefinida negativa si Q(x) < 0 para todo vector x de R".

@ Q es indefinida si existen vectores x, y € R" tales que Q(x) <0y
Q(y) > 0.
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Formas cuadraticas

Ejemplos

@ La forma cuadratica Q : R® — R dada por
Q(x,y,z) = x2 + 2y2 4 22 4 2xy es definida positiva ya que

Qx,y.2) = (x+yP? +y* + 2%,
luego Q toma valores no negativos y s6lo se anula en (0,0, 0).

@ La forma cuadratica Q : R?> — R dada por Q(x, y) = x?> — 4xy + 4y? es
semidefinida positiva ya que

2
Q(x,y) = (x—2y)
luego Q toma valores no negativos y se anula en vectores no nulos.

@ La forma cuadratica Q : R? — R dada por Q(x, y) = xy es indefinida, ya
que
Q(1,1)=1>0, Q(1,-2)=-2<0.

(Universidad de Granada) Tema 4. Formas cuadréticas. Granada, 2010 254 /334



Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Forma candnica

Supongamos que la matriz D asociada a la forma cuadratica Q en R" es
diagonal.

@ Q es definida positiva si d; > 0 para todo i.
@ Q es definida negativa si d; < 0 para todo /.
@ Q es semidefinida positiva si dj > 0 para todo i.

@ Q es semidefinida negativa si d; < 0 para todo /.

@ Q es indefinida si existen i,/ tales que dj;dj; < 0.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Autovalores

Supongamos que la matriz A asociada a la forma cuadratica Q en R” tiene
por autovalores Ay, A2, - -+ , Ap (N0 necesariamente distintos).

Q es definida positiva si \; > 0 paratodo i € {1,2,--- ,n}.

@ Q es definida negativa si A\; < 0 paratodo 1 <i < n.

Q es semidefinida positiva si A\; > 0 paratodo 1 </ < n.

Q es semidefinida negativa si \; < 0 paratodoi € {1,2,--- ,n}.

Q es indefinida si existen i, j tales que A;\; < 0.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Justificacion del criterio de los menores

Supongamos que Q es una forma cuadratica en R? con matriz asociada Ay
que a;1 # 0. Sabemos que

Q(x,y) = a11x® + 2aixy + any?, V(x,y) € R?.

Completamos cuadrados en la expresion anterior, con lo que obtenemos

)= (2o ) ()=

2 det(A) ,
311<X+7y) i 2 yo.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Justificacion del criterio de los menores

Supongamos que Q es definida positiva, entonces
Q(e1)=ay1 >0.

Como aix \2 det(A) ,

A

si restringimos Q al subespacio vectorial dado por

{(x,y) e R?: x + 22y = 0}, usando que Q es definida positiva y que a1 > 0,
obtenemos que det A > 0.

Q(x,y) = a1 (x +

b

Reciprocamente, usando la expresién anterior de Q, si suponemos que
a1 > 0y que det(A) > 0, entonces Q es definida positiva.

De manera similar, aunque usando expresiones mas complicadas, se
obtienen criterios para clasificar las formas cuadraticas de mas de dos
variables en términos de los menores principales de la matriz asociada.
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Formas cuadraticas

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para i € {1,2,--- , n}, notaremos por
D; al determinante de la submatriz de orden i que se obtiene a partir de las
primeras i filas de Ay de las primeras i columnas de A, esto es,

apnn a2 0 A

apnn a2 - A
D,' = det ) .

aip  dp - 8

Ejemplo

Si A es la matriz dada por

1 2 -5
A=| 3 0 -1 ,
3 4 2

entonces D; =1, D, = det ( g ) = -6, D3 =detA=-74.

wWw —

o
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Teorema

Sea Q una forma cuadratica en R” y A la matriz cuadrada de orden n
asociada. Entonces se verifica que

@ Q es definida positiva si, y solo si, D; > 0,v1 </ < n.

@ Q es definida negativa si, y solo si, (—1)'D; > 0,¥1 < i < n.

@ Q es semidefinida positiva si D; > 0,v1 <i<n-—1y D,=0.

@ Q es semidefinida negativa si (—1)'D; > 0,¥1 <i<n—1y D, =0.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ La forma cuadréatica en R® dada por

1 1 X
Q(X,y,2)=(xy2)(1 4 0) (y)
10 7 z

es definida positiva, yaque Dy =1 > 0,0, = det
D3 =detA=17 > 0.
@ En cambio, si

-4 0 2 X
O(X,y,Z)z(XyZ)( 0 -5 0 ) (y)
2 0 -2 z

entonces Dy = —4 < 0, D, = det _04 _05 =20>0y

D; =det A= —20 < 0, luego Q es definida negativa.

—_

_3>0y

—_
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ La forma cuadréatica en R® dada por

2 X
3 y
5 z

]
Q(x,y,2)=(xy 2) (1
2

verificaque Dy =1 > 0,0, = det

\_/00'\3—‘

1 1
1 2
es def

luego es semidefinida positiva (y no inida positiva).

@ En el ejemplo siguiente

-1 1 0 X
Q(X,y,Z):(XyZ) 1 -4 73 y
0 -3 -3 b4
se tiene Dy = —1 < 0, D, = det ( .

1 -4
es semidefinida negativa y no es definida negativa.

=1>0y D3 =detA=0,

=3>0yD;=0,luego Q
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Notese que el resultado anterior no da una equivalencia en los Ultimos casos
(en los que se obtiene forma semidefinida). Existe una forma de reconocer
cuando una forma cuadratica es semidefinida a partir de la matriz asociada,
pero el criterio es algo méas complicando que en el caso de formas definidas.
Para dar ese criterio usaremos determinantes de otras submatrices.

Dada una matriz A cuadrada de orden n, se llama menor principal primario
de A de orden r, y lo notaremos por H, al valor del determinante de alguna
submatriz de A de orden r que se obtiene a partir de A suprimiendo n — r
filas y las n — r columnas que ocupan las mismas posiciones que las filas
suprimidas.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ Si A es la matriz dada por
1 3
2=(23)

los menores principales primarios de orden 1 son los siguientes

Hi =1, H? =4,

y se han obtenido de A suprimiendo la fila 2 y la columna 2 (H;) 6 bien
suprimiendo la fila 1 y la columna 1 (H12). Sélo hay un menor primario de
orden 2, que coincide con det A.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ Si A es la matriz dada por

1 2 3
A=1| 5 4 6 |,
8 9 0

los menores principales primarios de orden 1 son los siguientes

Hi =1, H¥=4, H} =0.
Los de orden 2 se obtienen suprimiendo una fila y una columna (3-3, 2-2
6 1-1); son, por tanto,

H12—det(; i)——e,, Hgs—det<; g)——24,

H223_det<g g>_36.

Solo hay un menor primario de orden 3, que coincide con det A.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Teorema

Sea Q una forma cuadratica en R"” y A la matriz cuadrada de orden n
asociada. Entonces se verifica que

@ Q es semidefinida positiva si, y solo si, H; > 0,v1 < < n.

@ Q es semidefinida negativa si, y sélo si, (—1)'H; > 0,v1 <i < n.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ La forma cuadréatica en R® dada por

1 2 0 X
O(X,y,2)=(XyZ)(2 4 0) (y)
0 0 4 z

verifica que la matriz asociada tiene determinante 0. Por tanto, no puede
ser definida. En este caso, estudiamos los menores principales,
empezando por los de orden 1, que son,

Hi =1, Hf =4, H} =4.
Los de orden 2 son en este caso

H;2_det(; i)_o H13_det((1) 2)_4,

H§3:det(g " >:16.
Solo hay un menor primario de orden 3, que coincide con det A = 0.
Como todos los menores primarios son no negativos, entonces Q es
semidefinida positiva.
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Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Ejemplos

@ Consideramos ahora la forma cuadratica en R® dada por

-1 1 0 X
Q(X,y,Z):(XyZ)( 1 —1 0) <y>
0O 0 2 z

que verifica que la matriz asociada tiene determinante 0. Por tanto, no
puede ser definida. Como tiene menores principales primarios de orden

1 de distinto signo, entonces no puede ser semidefinida, luego es
indefinida, ya que

il = =1, Hf == =2,

(Universidad de Granada)
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Tema 5. Espacios métricos.

Espacios normados.

Andlisis Matematico |
1 Licenciatura de Estadistica
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Espacios métricos. Distancia

Sea E un conjunto no vacio. Una distancia (o métrica) en E es una funcion
d: E x E— R{ que verifica:

@ d(x,y) =0 < x = y (no degeneracion).

@ d(x,y)=d(y,x), Vx,y € E (propiedad simétrica).

@ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,z € E (desigualdad triangular).
Al par ordenado (E, d) se le denomina espacio métrico.
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Espacios métricos

Ejemplos

@ Si E =R, la funcién
d(X7y):|X_y| (X,yER)
define una distancia en R.

@ Si1 < p < oo, definimos
n 1
d(x.y) = (X lxi-yP)" (xyeRr").
i=1

La funcion d, es una distancia en R". La comprobacién es inmediata
para p = 1, mientras que en el resto de los casos, la no degeneracion y
la simetria son inmediatas, pero la comprobacién de la desigualdad

triangular requiere mas trabajo.
Para p = 2, la distancia d» se llama distancia euclidea en R”.
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Espacios métricos

Ejemplos

@ La funcién dada por
dwo(x,y) =max{|x; —yj| : 1 <i<n} (x,y€R")

es una distancia en R". Para comprobarlo basta usar las propiedades del
valor absoluto.

@ Si E es un conjunto no vacio, la funcién

0 six=y

d(x,y):{ ) ety (x,y € E)

define una distancia en E (la distancia discreta).

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 272/334



Espacios métricos

Ejemplos

@ Sea E = CJa, b] (el espacio de las funciones reales continuas en el
intervalo [a, b] y

deo(f,9) = max{[f(t) — g(t)| - t € [a,b]} (f,g€E).

Es inmediato comprobar que d., es una distancia en E

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 273/334



Espacios métricos

Observacion
Si (E, d) es un espacio métrico, se verifica que

ld(x,y) —d(x,2)| <d(y,2), Vx,y,z€E.

Demostracion.
Sean x, y, z elementos de E. Basta usar que en vista de la desigualdad
triangular de d se verifica que

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),
y usando que d es simétrica, y, por tanto, d(z, y) = d(y, z), obtenemos
d(Xay) - d(X7Z) < d(y,Z) :

Como la desigualdad anterior se verifica para elementos arbitrarios x, y, z en
E, cambiando y por z y usando de nuevo la simetria, tenemos que

d(X7Z) - d(va) < d(Z,y) = d(y,Z) .
Como consecuencia de las dos desigualdades anteriores, tenemos que
|d(X,y)—d(X,Z)|§d(y,Z)7 VX,}/,ZGE~
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Espacios métricos

Observaciones

@ Si (E, d) es un espacio métrico, cualquier subconjunto @ # A C E es un
espacio métrico con la restriccién de la distancia d.

@ Si (X,d;) e (Y,d:) son dos espacios métricos, entonces la funcion d
definida como sigue es una distanciaen X x Y

d((x,y),(u,v)) = max{di(x,u),d(y,v)} (Vx,ueX,y,veY)
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Espacios métricos

Sea (E, d) un espacio métricoy a € E.
@ Sir > 0, la bola abierta de centro ay radio r es el conjunto dado por

B(a,r) :={x € E:d(x,a) < r},

@ Sir > 0, bola cerrada de centro ay radio r es el conjunto dado por

B(a,r):={x € E:d(x,a) <r},
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Espacios métricos

Sea (E, d) un espacio métricoy A C E.

@ Diremos que A es abierto si para cada elemento a € A, existe un positivo
r tal que B(a, r) C A. Equivalentemente, un conjunto abierto es una
unién de bolas abiertas.

@ Se dice que un punto x € E esta en la adherencia de A (o clausura de A)
si se verifica la siguiente condicién:

Vr>0,B(x,r)NA#a.

Es decir, x es adherente a A si A contiene elementos arbitrariamente
proximos al elemento x. Se suele notar por A a la adherencia de A.
Siempre se verifica que A C A.

@ Diremos que A es cerrado si A C A, esto es, si A contiene todos los
elementos que estan arbitrariamente proximos a elementos de A.
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Espacios métricos

Proposicion

Sea (E, d) un espacio métrico y A C E. Entonces A es abierto si, y sélo si,
E\A es cerrado, donde

E\A:={xeE:x¢A}.

Demostracion. B

Supongamos que C = E\A es cerrado, esto es C = C. Probaremos que A es
abierto. Sea a € A, luego a ¢ C, por tanto a ¢ C. Como consecuencia, existe
r > 0, tal que B(a, r) N C # @. Por tanto, como obviamente B(a,r) C Ey
B(a,r)n C # @, entonces B(a, r) ¢ E\C = A. Hemos probado que A es
abierto.

Reciprocamente, supongamos que A es abierto y probaremos que C es
cerrado, esto es, que C C C. Sea por tanto x € C; si x € A, entonces, por ser
A abierto, existe r > 0, tal que B(x, r) C A, por tanto, B(x,r)N C =&,y x no
seria adherente a C, lo que contradice nuestra hipdtesis. Hemos obtenido
que x ¢ A, como obviamente x € E, entonces x € E\A = C. Hemos probado
que C c C, luego C es cerrado.
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Espacios métricos

Usando la definicién de conjunto abierto, y el hecho de que los conjuntos
abiertos son los complementarios de los cerrados, es inmediato probar el
siguiente enunciado:

Proposicion
Sea (E, d) un espacio métrico.
@ Eltotal (E) y el vacio son abiertos y cerrados.

@ La familia de los conjuntos abiertos es estable por uniones arbitrarias,
esto es, la unién de una familia de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

@ Lainterseccién de dos conjuntos abiertos es un abierto.

@ La familia de los conjuntos cerrados es estable por intersecciones
arbitrarias, esto es, la interseccion de una familia de conjuntos cerrados
€s un conjunto cerrado.

@ La unién de dos conjuntos cerrados es un cerrado, por tanto, la familia de
los conjuntos cerrados es estable por uniones finitas.
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Espacios métricos

Ejemplos

@ Los conjuntos que contienen un Unico elemento son conjuntos cerrados.
Un conjunto finito es siempre cerrado.

@ Las bolas abiertas son conjuntos abiertos y las bolas cerradas son
conjuntos cerrados.

@ Si E = R? dotado de la métrica euclidea (o de cualquiera de las métricas
dp (para algin 1 < p < o0), los conjuntos siguientes

A={(x,y) eR%2: x>0}, B={(x,y)eR?:x<y}

D={(x,y) €R?:0 < x* < 20}

son abiertos.
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Espacios métricos

Ejemplos

@ Si E = R? dotado de la métrica euclidea, los conjuntos siguientes
C={(xy)eR?:x=0}, E={(x,y)eR®:x<y}

F={(x,y) €eR?:0< x? <20}
son cerrados.

@ Si E = R? dotado de la métrica euclidea (o de cualquiera de las métricas
dp (para algin 1 < p < o0), el conjunto

G={(x,y) €eR?:0 < x> <20}
no es abierto ni cerrado.
@ En general, conjuntos descritos por un numero finito de desigualdades
estrictas donde intervienen funciones continuas son abiertos (son
intersecciones finitas de abiertos).

@ Sin embargo, conjuntos descritos por un numero finito de desigualdades
no estrictas o igualdades donde intervienen funciones continuas son
cerrados.
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Espacios métricos

Sea (E, d) un espacio métrico y {x,} una sucesién en E. Diremos que {x,}
es una sucesion convergente si existe un elemento x € E que verifica

Ve>0,dmeN:n>m= d(xp, x) < &,

equivalentemente, si {d(x,, x)} — 0. Si se verifica la condicién anterior, dire-
mos que {x,} converge a x y en tal caso escribiremos {x,} — x.

Es facil comprobar (ejercicio) que el elemento x que verifica la condicion de
convergencia es unico y se llama limite de la sucesion {x,}, y escribiremos
x = lim{x,}.

En espacios métricos, muchos de los conceptos y condiciones (como
conjunto abierto, cerrado, funcién continua, etc.) se pueden expresar en
términos de la convergencia de sucesiones, que depende, obviamente de la
meétrica del espacio. A continuacién veremos un ejemplo de estas
caracterizaciones.
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Espacios métricos

Caracterizacion secuencial de la adherencia

Sea (E, d) un espacio métrico, A C E y x € E. Entonces x € A si, y sélo si,
existe una sucesion {a,} de elementos de A convergente a x.

Demostracion.
(Ejercicio).

Una sucesioén {x,} de elementos de un espacio métrico (E, d) es de Cauchy
si se verifica
Ve >0, 3ImeN:p,g> m= d(xp,Xq) < €,

equivalentemente,

Ve >0, 3me N: [n>m, p € N| = d(Xpip, Xn) < €.
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Espacios métricos

Observacion

Es inmediato comprobar que en un espacio métrico toda sucesién
convergente es de Cauchy.
Q es un ejemplo de que el reciproco de esta afirmacion no es cierto.

Un espacio métrico es completo si las sucesiones de Cauchy en ese espacio
son convergentes.

Ejemplos
@ R es completo (con la distancia asociada al valor absoluto) y Q no lo es.

@ De hecho, (R”, d,) es completo, para todo 1 < p < co. Ademas las
sucesiones convergentes en R” son aquellas tales que todas sus
sucesiones coordenadas convergen en R. Lo mismo ocurre para las
sucesiones de Cauchy.

@ (C|a, b], d-) es completo.
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Continuidad en espacios métricos

Para funciones reales de variable real, una funcién f : R — R es continua en
un punto a € R si se verifica la siguiente condicion:

Ve>030>0:xeR,|x—a <d =|f(x)—f(a)| <e.
Escribiendo la expresion anterior en términos de la distancia, obtenemos la
siguiente reformulacién equivalente:

Ve>030 >0:xeR,d(x,a)<d = d(f(x),f(a) <ce.
Para espacios métricos la definicion que daremos es ésta Ultima expresion, la
Unica que tiene sentido si disponemos de una distancia d.

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, f: E — F y a € E. Diremos que f es
continua en a si se verifica la siguiente condicion:

Ve >0, 36>0:{ d(x,a) < § }:> p(f(x),f(a)) < e,

Ve >0, 30 > 0: f(B(a,d)) C B(f(a),e).

f es continua en E si lo es en cada punto de E.
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Continuidad

Ejemplos

@ Toda funcién constante entre dos espacios métricos es continua.

@ Si (E, d) es un espacio métrico, la funcion identidad en E es continua.
@ La funcién valor absoluto es continua en R.

@ Toda aplicacién lineal de R” en R™ es continua, considerando en R" y en
R™ cualquiera de las distancias dp.
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Proposicién (caracterizacion secuencial de la continuidad)

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, f: E— Fy a€ E. Entonces f es
continua en a si, y sélo si, se verifica la siguiente condicién:

V{xn} — a,xn € E;¥n = {f(xp} — f(a).

Demostracion.
Supongamos que f es continua en a. Sea {x,} una sucesién en E
convergente hacia a. Fijemos ¢ > 0 y tomemos § > 0 tal que

[x € E, d(x,a) < 0] = p(f(x),f(a)) <e.

Como {x,} — a, existe un natural m tal que si n > m se verifica que
d(an, a) < 4, y por tanto
p(f(an), f(a)) <e.

Hemos probado que {f(x,} — f(a).
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Supongamos que f no es continua en a.
Entonces existe ¢ > 0 verificando la siguiente condicion:

V6 > 0,f(B(a,0)) ¢ B(f(a),z0) -

Para cada natural n, aplicamos la condicién anterior para § = 1, luego existe

n
un elemento x, € B(a, 1) tal que p(f(x,), f(a) > eo.

Por la forma de elegir la sucesion {x,} tenemos que d(x,, a) < 1 para cada n,
luego {x,} — ay, sin embargo, {f(x,)} no converge a f(a), ya que
p(f(xn), f(a@)) > eo para cada natural n.

Hemos probado que si f no es continua en a, entonces no conserva las
sucesiones convergentes hacia a. Como consecuencia, si f conserva las
sucesiones convergentes hacia a, entonces f es continua en a.
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Continuidad

Teorema (caracterizacion de la continuidad global)

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

@ f es continua, esto es,

) xeE
Vae E, Ve >0, 35, >0: { d(x, a) < 6 }:> p(f(x),f(a)) <e.

@ Laimagen inversa por f de cualquier abierto de F es un abierto de E:
@ Laimagen inversa por f de cualquier cerrado de F es un cerrado de E:

@ La funcién f aplica valores adherentes de cualquier subconjunto de E en
valores adherentes de la imagen de dicho conjunto, esto es:

f(A) c 7(A), VA C E.
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Continuidad

Corolario

Sea (E, d) un espacio métrico, f : E — R una aplicacién continuay r € R.
Entonces

@ El conjunto {x € E : f(x) < r} es abierto.
@ El conjunto {x € E : f(x) > r} es abierto.

@ El conjunto {x € E : f(x) < r} es cerrado.

)
)
@ El conjunto {x € E : f(x) > r} es cerrado.
) <
) =

@ El conjunto {x € E : f(x) = r} es cerrado.
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Continuidad

Ejemplos

@ Si E = R? dotado de la métrica euclidea (o de cualquiera de las métricas

dp (para algin 1 < p < o), el conjunto
D={(x,y) €R?:0 < x? < 20}
es abierto, por ser interseccidn de los dos conjuntos siguientes
A={(x,y) eR2:0< x?}, B=/{(x,y) e R?: x? < 20}

y cada uno de ellos es abierto, por ser imagen inversa mediante la
funcion f(x,y) = x> ((x,y) € R?) (que es continua) de un intervalo
abierto.

@ Si E = R?, el conjunto
F={(x,y) €R?:0 < x? <20}

es cerrado (interseccion de dos cerrados).

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010

291/334



Espacios normados

Es bien conocido que la funcién valor absoluto | | : R — Ry verifica las
siguientes condiciones:

e xeR |x=0 <« x=0.
° [xy|=Ix|lyl, Vx,y€R.
° [x+yl<Ix[+lyl, VxyeR.

Una norma en un espacio vectorial es una funcién real que verifica las tres
condiciones anteriores.

Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K (R 6 C). Una funcion
| || : X — R{ es una norma en X si verifica

@ Sixe X,|x]|=0 =x=0 (nodegeneracion).
o |tx|| = [t| Ix|l, VteK,xe X (homogeneidad)
o | x+yll <|Ixll+¥ll, Vx,y e X (subaditividad o desigualdad triangular)

Un espacio normado es un espacio vectorial real o complejo, dotado de una
norma.

V.
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Espacios normados

Para un espacio normado X, notaremos por Bx y Sx a la bola cerrada unidad
y a la esfera unidad, respectivamente, esto es,

Bx:={xeX:|x|[ <1}, Sx:={xeX:|x|=1}.

Es sencillo probar el siguiente enunciado:

Proposicion

Si (X, | ||) es un espacio normado, la aplicacién d : X x X — R dada por

dix,y) =lx=yl  (xyeX)

es una distancia en X.

A partir de ahora consideraremos a todo espacio normado como un espacio
meétrico dotado de la distancia definida en la proposicidén anterior.
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Espacios normados

Proposicion

Sea X un espacio normado, entonces se verifica:
o [lIxll = lIyll| < Ix = yll, vx,y € X.
@ La suma en X es continua.
@ El producto por escalares es continuo.

Demostracion.
o

X =Dyl < lIx =yl ¥x,yeX

Usando la desigualdad triangular de la norma, obtenemos que
X[l =1I(x =y) + ¥l < [Ix = yll + [yl
de donde
Xl =lylh < [lx =yl - (4)

Intercambiando los papeles de x e y, y usando la homogeneidad de la
norma, tenemos

Iyl =lxl < lly = x|l =[x =yl . (5)
De las desigualdades (4) y (5) se deduce la que pretendiamos probar.
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Espacios normados

@ La suma es continua
Sea (xo, ¥o) € X x X; comprobaremos que la suma es continua en
(X0, Yo)- Usando la definicién, hemos de probar que

Ve >0:36 > 07 X,y e X7 ||X7X0|| < 57 ”.y*yO” <d = ||(X+}’)*(X0+YO)|| <

Dado ¢ > 0, tomamos 6 = £. Entonces si x,y € Xy
Ix — x|l <9, ||y — ¥oll < 6 tenemos que

nlm

I(x+y) = (o + )l < IX =Xl + ]y —yoll <o+ =¢.

Hemos probado que la suma es continua en un elemento arbitrario de
X x X.

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 295/334



Espacios normados

@ El producto por escalares es continuo
Sea (fp, X0) € K x X; comprobaremos que el producto es continuo en
(fo, Xo0); , esto significa que

Ve>0:30>0,teK,xe X, |[t—l] <4, |x—x| <d =|tx—toxol| <e.

Dado ¢ > 0, tomamos § = min{5=7n oy 1) Entonces si t € K,
xeX,|[t—hl <dylx— x]| < 4, obtenemos que

[[tx — foxo|| < [I(&x — tX0) + (X0 — foXo)|| <
[[tx — txo| + [[tX0 — foXo|| <

[#] llx = Xoll + [t = Bol [ xoll <
(Ito| + )8 + 8]l x0 | <

(ol +1)0 4 3 <

3 3
2t2~
Luego el producto es continuo.
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Espacios normados

Ejemplos
@ (R,||) es un espacio normado.

@ En el espacio RV, es inmediato comprobar que las funciones siguientes
son normas:

N
Ixll =" X [IXlloo := max{|x(D)]: 1 < i< N} (xR
i=1

@ En el espacio RV, definimos para 1 < p < ~o la siguiente generalizacion
de || ||+ (y de la norma euclidea):

N 1
Il == (3o IXMF)*  (x e RY).
i=1

La funcion anterior es una norma y al espacio RN dotado de la norma
anterior se le suele notar por 6,,"’. Es inmediato comprobar la no
degeneracién y la homogeneidad de la aplicacién anterior. Resulta méas
complicado comprobar la desigualdad triangular (salvo en los casos

p=1,2).
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Espacios normados

Ejemplos

@ La version infinito-dimensional de los espacios del apartado anterior son
los espacios que se suelen notar por 4,. Si 1 < p < oo, Se considera el
conjunto

lp:={x:N—R:> |x(n)” converge} .
n

Usando la desigualdad triangular de la norma del espacio zg, es facil
comprobar que el conjunto anterior es un espacio vectorial y que la

funcion
1

Ixllo = (3- Ix(mIP)" (x € £)
n=1

es una norma.
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Espacios normados

Ejemplos

@ El espacio /., (real) es el conjunto de las sucesiones de reales acotadas
con la norma dada por

IXlloo = sUpX(n)] (X € foo) -

Co es el subespacio de /., de las sucesiones convergentes a cero, con la
norma que hereda de /..

@ Si (Q, A, ) es un espacio de mediday 1 < p < oo, el espacio Lp()
viene dado por

Lo(p) ={f:Q@—R:f esmedibley / [f|P < oo}
Q

que es un espacio vectorial. Definimos la funcion dada por

Il = ([ 1P )’ (7 € £oli).
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Espacios normados

Ejemplos

@ La funcién anterior es homogénea (inmediato) y verifica la desigualdad
triangular, pero puede valer cero en funciones no nulas. De hecho

N(p) ={fe Lp(p): |flp=0}={f: Q@ —R:f=0c.p.d.}

En este caso, se define el espacio vectorial L,(x) = Lp(1)/N(1). Los
elementos son clases de equivalencia de la forma f + N(u) y se verifica
que f+ N(n) = g+ N(r) cuando f — g € N(p). En Lp(u) se define la
suma y el producto por reales de manera natural (usando la sumayy el
producto usual sobre representantes de cada clase). La funcion || ||
induce una norma en el cociente (que notaremos igual) definiendo

I+ NGl = ( [ 177 dn)” (€ £ol0)

Se verifica que (Lp(x), || ||p) €s un espacio normado.
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Espacios normados

Ejemplos

@ Si (2, A, i) es un espacio de medida, una funcién f : Q — R es
esencialmente acotada si es medible y existe M > 0 tal que

p({te Q. |f(t) > M})=0.

En tal caso diremos que M es una cota esencial de f

Se define el espacio L, (1) como el espacio de las funciones reales en
Q esencialmente acotadas y la funciéon dada por

lflloo :=inf{M > 0: M es cota esencial de f}  (f € Loo(1)) -
Es facil probar que el infimo anterior es, de hecho, un minimo y que el
espacio L.(1) es un espacio vectorial.
La funcién anterior es homogénea y verifica la desigualdad triangular, y

{f € Lo(p) : Iflloc =0} = N(p) -
Pasando al espacio cociente L. (u) := Loo(t)/N(1), se obtiene un
espacio normado.
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Espacios normados

Ejemplos

@ Si K c R" es un compacto (cerrado y acotado), entonces definimos en el
espacio C(K) de las funciones reales definidas en K que son continuas,
la funcion dada por

Il = max{[f(t)] : te K} (f e C(K)),

que es una norma en C(K).
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Espacios normados

Proposicion

Si1 < p<g< oo, se verifica que

IXlloe < lIxllg < IX[lp < [IXIlt < Nlixlloc VX € RY.
Equivalentemente,
B C NBy, By CB,C By C B,

donde B, es la bola unidad cerrada de centro 0 y radio 1 para la norma || ||,
enRN para1 < p < oo.

Demostracion.
Sea x € RV, entonces

[X]loo = max{|x(i)| : 1 <i<n}<

(32 %)) = Il
i=1
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Espacios normados

Probamos ahora la desigualdad entre las normas || [[p ¥ || |I4-

Para ello, usando la homogeneidad de la norma, probamos primero que
B, C By para p < q. Si x € B,, entonces Z,’L |x(NIP <1, luego |x(i)] <1
para todo i, de donde |x(i)|9 < |x(i)|P y obtenemos que

N

N
S Ix(i)7 < 3 Ix(i)P < 1.
i=1

i=1

En consecuencia, || x|l < 1y x € By. Ahora comprobaremos que
[x[lq < |IX||p si x € RN, desigualdad que es clara si x = 0. Si x # 0, el

- X
elemento y = X verifica que ||y||, = |XH"’ =1,luego y € B, C By, esto es,
p p
a1y < 1
— 7
X[l
equivalentemente,
1X[lg < lIxllp

como queriamos probar.
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Espacios normados

La desigualdad || x||, < ||x||1+ para 1 < p < oo es un caso particular de la que
acabamos de probar.

Por ultimo, si x € RN, es claro que
N

Ixlle = Ix()] <

k=1
N
> max{|x(i)] : 1 <i< N} <
k=1
NI x]loc -

Las inclusiones entre las bolas unidad para las distintas normas se deducen

de manera inmediata de las desigualdades entre las distintas normas en RV
que acabamos de probar.
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Espacios normados

Merece la pena recalcar que si X es un espacio vectorial con dos normas || ||
y || |l tales que se verifica

X[ <lixll,  vxeX, (6)

entonces se tiene la siguiente inclusién para las bolas unidad
correspondientes
ByycByy

siendo esta Ultima condicion equivalente a (6).

Algo un poco mas general (de comprobacion inmediata): si M > 0, se obtiene
que
||X|| < MHl X |||v VxeX <« Bm I MB” -

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 306 /334



Espacios normados

Ahora relacionaremos los distintos espacios de sucesiones /.

Proposicion
Si1 < p < g < oo, entonces ¢, C {4y ademas se verifica que

IXllg < lIXllp, VX € £p.

Demostracion.

Supongamos primero que g = oo y que p < q. Si x € /p, entonces la serie
>, 1x(n)|P es convergente, luego la sucesion {x(n)} — 0, por tanto esté
acotada, luego x € /... Ademas, es claro que

[X[loc = sup{|x(n)| - n € N} <

(S KP) =[xl
n=1
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Espacios normados

Supongamos ahoraque 1 < p < g < oo. Si x € £, entonces ), [x(n)|P es
convergente, luego existe un natural N verificando que

n>N = |x(n)|<1.

Por ser p < g, se obtiene que n > N, entonces |x(n)|? < |x(n)|?, luego,
aplicando el criterio de comparacién para series, por ser > |x(n)|P
convergente, también lo es la serie ), |x(n)|9 es convergente, luego x € ¢4.
Ahora comprobamos la desigualdad

1Xllq < lIX[lp, VX € £p - (7)

Por la homogeneidad de las normas, basta comprobar la desigualdad (7) en
la esfera unidad para alguna de las dos normas.

En efecto, sea x € By,, entonces >~ [x(n)|P < 1, luego |x(n)| < 1 para
cada n, por tanto, al ser p < g, tenemos

M7 < (). = 3 e |Q<Z|x WPt

n=1

Hemos probado que || x||q < 1, que es (7) en este caso.
La homogeneidad de las normas permite concluir la demostracion.
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Espacios normados

Para espacios de medida finita, la situacion es bien distinta a la de los
espacios de sucesiones, como muestra el siguiente enunciado:

Proposicion

Sea (2, A, 1) un espacio de medida y supongamos que u es finita. Si
1 <p < g < oo, entonces Lqg(p) C Lp(p) y ademas si g < oo se verifica que

1
1l < (w(@)+1)"fllgs  ¥F € Lq()

y 1
17llo < (1)) Iflloes V7 € Loo(n)

Demostracion.
Supongamos primero que g = co y que p # oo. Si f € L(u), entonces
tenemos que

/Wmdus/WW&dus
Q Q
12, 14(R) < o .

1

por tanto, f € L,(1) y ademas ||f||p < ||f]|oo ( 1(£2)
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Espacios normados

Supongamos ahoraque 1 < p < g < oo. Sife Lg(p)y |fllg <1,
consideramos los conjuntos

P={teQ:|f(t)| <1}, G:={teQ:|f(t)|>1},

gue son medibles, disjuntos y verifican PU N = Q.
Obviamente tenemos que

[ dn= [ 110 du [ 1P du<
Q P G

j(P) + / 1119 dyt <
G

Q)+ (I1fllgl)? < m(Q) +1

Como consecuencia, en vista de la homogeneidad de la norma, se obtiene
que Lq(p) C Lo(p) y ademas

17llo < (1(Q)+1)"flg,  VF € Lali)
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Espacios normados

Un espacio de Banach es un espacio normado completo, esto es, la distancia
asociada a la norma es completa.

Practicamente todos los ejemplos de normados que hemos visto son
espacios de Banach. He ahi una lista de algunos:

Ejemplos
@ (R,||) es un espacio de Banach.
@ Si1<p<oo, (RN, |,p) es un espacio de Banach.
@ Si1 < p<oo, (l,]| |lp) es un espacio de Banach.
@ (Co, | |lsc) €s un espacio de Banach.

@ Si (92, A, 1) es un espacio de mediday 1 < p < oo, (Lp(p), || [|p) €8s un
espacio de Banach.

@ Si K C R” es un compacto (cerrado y acotado), (C(K), | ||s) €S un
espacio de Banach.
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Espacios normados

@ (Coo, || |lso) NO €s un espacio de Banach, donde

Coo = {x:N— R:3IN e N, x(k) =0Vk > N} .
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Espacios normados

Daremos una caracterizacion de la complitud en espacios normados que a
veces resulta Util y que enunciamos a continuacion.

Si X es un espacio normado, una serie > x, es X es absolutamente
convergente si la serie Y || xn|| €s convergente.

|

Proposicion

Un espacio normado X es completo si, y solo si, toda serie absolutamente
convergente en X es convergente.

Idea de la demostracion:

@ Para probar que una sucesion de Cauchy es convergente, basta que una
subsucesion suya lo sea. Si {x,} es una sucesién en X, una
subsucesion de {x,} es una sucesion de la forma {x,(, }, donde o es
una aplicacion de N en N estrictamente creciente.

@ Toda sucesioén {a,} en un espacio vectorial puede verse como la
sucesién de sumas parciales de una serie. Basta tomar
Xi := a1, Xni1 := api1 — ap para n € N, entonces >°,_, x; = a para cada
natural k.
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Espacios normados

Para aplicaciones lineales entre espacios normados, la continuidad se puede
reformular de varias formas sencillas. Para dar esta caracterizacién,
recordamos el siguiente concepto:

Si X es un espacio normado, un subconjunto A C X es acotado si esta con-
tenido en una bola, equivalentemente si existe M > 0 tal que

la| <M, VvacA.

Ejemplos

Si (X, ]| ||) es un espacio normado, Bx es un conjunto acotado, mientras que
si xp € X, xo # 0, el conjunto

| \

R :={txo: t € R}

no lo es.

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 314 /334



Espacios normados

Proposicion
Sean X e Y espacios normados y T : X — Y una aplicacién lineal.
Equivalen las siguientes condiciones:

i) Existe una constante M > 0 tal que || T(x)|| < M| x|, ¥x € X.

ii) T es lipschitziana, es decir, existe una constante C > 0 tal que
IT(x)—T(y)|| < C|x — y|| paratodo x, y € X.

iii) T es continua.
iv) T es continua en 0.

v) Si A es un subconjunto acotado de X, entonces T(A) es un subconjunto
acotado de Y.

vi) T esta acotada en By, esto es, T(Bx) es acotado.
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Espacios normados

Demostracion.

Por ser T lineal, es claro que i) = ii). Claramente toda aplicacion lipschitziana
es continua, luego continua en cero.

iii) = iv)

Sea A C X un conjunto acotado e {y,} una sucesién en T(A), entonces si
para cada natural n, x, es un elemento de A que verifica T(xp) = yn,
obtenemos que para cada sucesion de reales {a,} convergente a cero,
entonces {anx,} converge a cero en X. Como T es continua en cero,
entonces {any,} = {T(anxn)} también converge a cero. Como la conclusion
anterior es valida para cualquier sucesion de reales {a,} convergente a cero,
entonces {y,} es acotada. Luego T(A) es acotado.

Es claro que v) es un caso particular de iv).

v) = i) Sea M > 0 tal que | T(x)|| < M, para cada x € Bx. Entonces, si z € X
es un vector no nulo, tendremos que Z; € By, luego || T(;5;)|| < M, esto es,

[E]
|T(2)|| < M||z|, para cada z € X.
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Espacios normados

Si X e Y son dos espacios normados, notamos por L(X, Y) al espacio de los
operadores lineales y continuos de X en Y, al que dotaremos de la norma
dada por

IT| :=sup | Tx| (T e€L(XY).

XEByx

Cuando X = Y, escribiremos simplemente L(X) en lugar de L(X, X).

En el caso particular de que Y sea el cuerpo base, entonces notaremos por
X* al espacio L(X, K), el dual topolégico de X.

4

Usando la homogeneidad de la norma, es inmediato comprobar que

1| < | T|lx||, paracada T € L(X,Y)ycada x € X.

De hecho, || T|| es el infimo de todos los reales no negativos K que verifican
ITx|| < K| x||, para todo x € X.
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Espacios normados

Corolario

Sean X, Y, Z espacios normados. Si T € L(X,Y),S € L(Y, Z), entonces
SoTel(X,Z)y[|SoT|<|SIITI

Demostracion.
Obviamente la composicion de aplicaciones lineales y continuas es lineal y
continua y tenemos que

1(Se T < ISIIITx|l <

ISIIT I,
para cada x € X, luego ||So T|| < ||S||||T||.
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Espacios normados

Ejemplo

@ Consideramos el operador T : /., — £, definido por

T(x)(1)=0, T(x)(n+1)=x(n), VneN  (xe/ly).
Es inmediato que Tx € ¢/, para cada x € ¢, T es lineal y

| TX]| o = [|X||c0» Para cada x € ¢, luego T es continuoy ||T||=1. T es
el operador de desplazamiento hacia la derecha en /..

@ Siy € ¢4, definimos f : ¢cg — R por
f(x):=>_y(mx(n) (x€c).

f es un funcional lineal y continuo en ¢y y se verifica que

Il = Nyl -

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 319/334



Espacios normados

Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto E C X es equilibrado si verifica

xeE teK |t|<1 = txeE.

Por ejemplo, una bola centrada en cero es un conjunto equilibrado, mientras
que el intervalo [0, 1] C R no es equilibrado. Para funcionales lineales, a las
condiciones que caracterizan la continuidad de aplicaciones lineales
podemos afnadir esta otra:

Proposicion

Sea X un espacio normado y f : X — K lineal. Entonces f es continuo si, y
sélo si, Ker f es cerrado.

(Universidad de Granada) Tema 5. Espacios métricos. Espacios normados. Granada, 2010 320 /334



Espacios normados

Demostracion.
Obviamente, si f es continuo, entonces Ker f = f~'({0}) es cerrado.

Supongamos que Ker f es cerrado. Para probar la continuidad de f, basta
comprobar que f esta acotado en la bola unidad.

Como By es equilibrado y f lineal, entonces f(Bx) es equilibrado. Si f no
estuviese acotado en la bola unidad, por ser f(Bx) equilibrado, tendriamos
f(Bx) = K. Por tanto, la imagen de cualquier abierto no vacio por f es el
cuerpo base. Por tanto, Ker f es denso en X, esto es, Ker f = X. Por ser Ker f
cerrado (hip6tesis), tenemos X = Ker f, luego f es nulo, pero entonces es
trivialmente continuo, luego acotado en la bola unidad.

Hemos probado que si Ker f es cerrado, f estd acotado en la bola unidad,
luego es continuo.
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Espacios normados

Ejemplos

@ En el espacio C[a, b], definimos el funcional ¢ dado por

b
o) = [ ftyet (reclab).
a
que es obviamente lineal y verifica
lo(Hl < (b—a)|fll, VfeCllab],

luego ¢ es continuo y es facil comprobar que ||¢|| = b — a.

@ En el subespacio ¢y de las sucesiones casinulas de ¢y, el funcional
lineal dado por

F(x) = Zx(i) (X € Coo),
i=1

es discontinuo, ya que si llamamos x;, := 27:1 e € B, para cada
natural n, entonces F(x,) = n, luego F no esta acotado en la bola
unidad.
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Espacios normados

Ejemplos

@ Para cada sucesion a € /., y cada sucesion x € /4, la serie ) a(n)x(n)

es convergente y el funcional dado por

F(x) = i a(n)x(n)  (x € ¢y),
n=1
es lineal y continuo, ya que
IFO)I =D a(nx(n)] <
n=1

Zla n)| < IIallooZIX(n

n=1
llalloolIx1l1

para cada x € /4, luego F es continuo.
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Espacios normados

Ejemplos

@ No es dificil describir las isometrias que permiten conseguir las
identificaciones siguientes:

11
o =41, 47 =loo, €;‘,EéqS|l—)+a:1 (1 <p< ).

El hecho de que ¢, sea isométrico a ¢4 significa que existe una
aplicacion lineal T : ¢4 — c; tal que T es biyectiva y ademads verifica

ITx|=lIxll1,  Vxedts.

En este caso concreto, se puede usar la aplicacion T definida por

o0

TOW) =Y x(ny(n) (x €,y € c).

n=1
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Espacios normados

Probaremos al menos que en dimension finita todas las normas son
equivalentes.

Sea X un espacio vectorial y || ||, || || dos normas en X. Diremos que || ||y | |l
son equivalentes si existen constantes m, M > 0 verificando

mix| < x|l < Mlx]|,vx € X.

Ejemplos

| A

@ En RN las normas || |1 y || || SOn equivalentes (de hecho todas las
normas || ||, son equivalentes para 1 < p < cc), ya que sabemos que

IXlse < lIXll1 < Nlixlloo,  VxERY.
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Espacios normados

Ejemplos

@ En CJ[0,1], la norma usual y la norma || ||; dada por
1
Il = [ Il et (7 e clo.
no son equivalentes. Es claro que
1
Il i= [ 1] ot < e V7 CLO].
0

Sin embargo, no es cierta una desigualdad del tipo

[l < Mlfll,  Vfe C[0,1].

para ningln positivo M.
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Espacios normados

Ejemplos

@ Supongamos que
[fllc < MIifll1,  Vfe C[0,1].

para algun positivo M. Para cada natural n, la funcién dada por
() =t"  (te[0,1])
es continua, verifica que ||fy||.c = 1y, sin embargo,
1

! el 1
||f,,||1:/ i dt - .
0 n+1j, n+1

Si la desigualdad anterior entre las normas fuese cierta, tendriamos

1§ML, VneN,
n+1

y esto es imposible.

(8)
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Espacios normados

Proposicion

Sea X un espacio vectorial y || ||, || || dos normas en X. Entonces existe una
constante M > 0 tal que

Ix Il < Milx]l, — vxeX

si, y s6lo si, todo conjunto abierto en (X, || ||) es abierto en (X, || ||).

Demostracion.
Supongamos que existe una constante M > 0 que verifica

I X < Mix]l, VxeX

Como el operador identidad /: (X, || ||) — (X, || ||) es lineal, la desigualdad
anterior equivale a la continuidad de /. Por la caracterizacion (general) de la
continuidad, / es continua si, y solo si, la imagen inversa por / de un abierto
en (X,|| ||) es abierto en (X, || ||), esto es, si todo abierto de (X, || ||) es
abierto en (X, || ||).
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Espacios normados

Corolario

En un espacio normado X, dos normas son equivalentes si, y sélo si, los
conjuntos abiertos de X coinciden para ambas normas.

Teorema (Hausdorff)

En un espacio normado finito-dimensional dos normas cualesquiera son
equivalentes.

Demostracion.
Sea X un espacio vectorial de dimensién N. Fijamos una base {ey, ..., en}
de X y definimos

N N
I3 xte|, = > 1x(0)
i=1 1

para cada elemento x € KN. Es inmediato que || ||; es una norma en X. Sea
|| || otra norma en X. Probaremos que ésta es equivalente a || ||1.
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Espacios normados

Primero, la desigualdad triangular permite comprobar que || || es continua en
(X, l1), ya que para cualesquiera x, y € X tenemos

N N
Ix =yl = HZX“)@" -3 _ye

Z\X y(llleills <

maX{Ilei||1 1 <P < NHix =yl

Como la esfera unidad para || ||+ es un compacto de (X, || ||1), entonces la
funcion || || alcanza su minimo y su maximo en dicha esfera. Si llamamos
m:=min{||x| : x € X,||x][1 =1}, y M:=max{| x| : x € X, || x| =1},
entonces se tiene obviamente que

m<|x|| <M, v¥xelX|x|:=1.
Por la homogeneidad de la norma, las desigualdades anteriores implican que
milx[ly < lIx|| < Mlix]l4,  Vvx e X.

<

Como es claro que m, M son reales positivos, hemos probado que || ||y || [|1
son normas equivalentes.
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Espacios normados

Corolario

Sean X e Y espacios normados, tal que X es finito-dimensional. Si T es una
aplicacion lineal de X en Y, entonces T es continua.

Demostracion.
La aplicacién || || dada por

= lixll -+ 7] (x € X)),

es una norma en X, luego equivalente a || ||, por tanto T es continuo.
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Espacios normados

Corolario

Dos espacios normados finito-dimensionales de la misma dimensién son
isomorfos, esto es, existe una aplicacién entre ambos que es lineal, biyectiva,
continua y con inversa continua.

Demostracion.

Si X e Y son espacios normados de dimension N, entonces existe una
aplicacion lineal T biyectiva entre ellos. Por el corolario anterior, Ty 7' son
continuas, luego X e Y son isomorfos.
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Espacios normados

Es facil probar el siguiente resultado.

Proposicion

Sea (E, d) un espacio métrico completo y A C E. Entonces A es cerrado si, y
s6lo si, A es completo.

Corolario

Todos los espacios normados de dimensién finita son completos, luego todo
subespacio vectorial finito-dimensional de un normado es cerrado.

| \

Demostracion.

Si X es un espacio normado de dimension N, entonces existe una aplicacién
lineal y biyectiva T : X — RN. Por el corolario anterior, Ty T~ son
continuos, por tanto, existen constantes m, M > 0 tales que

m|[Tx|lz < ||| < M||Tx]2,  Vx e X.

Como (RV, || ||) es completo, de la desigualdad anterior, se deduce que X es
completo, ya que {x,} — x si, y s6lo si, {Tx,} — Txy {x»} es de Cauchy en
X si, y sélo si, {Tx,} es de Cauchy en RV,
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Espacios normados

Aplicando el mismo argumento usado en la demostracién anterior se obtiene
lo siguiente:

Proposicion
Sea X un espacio vectorial y || ||, || || dos normas en X tales que existe una
constante M > 0 que verifica
X[ < Mix]l,  vxeX.
Sea {x,} una sucesion en X. Se verifica que
@ Si {x,} converge en (X, | |), entonces es también convergente en

(X, 1)
@ Si {x,} es de Cauchy en (X,| |), entonces es de Cauchy en (X, || ||)

Demostracion.
Comprobamos la relacién entre las sucesiones convergentes. Si {x,}
converge a x en (X, || |), entonces, {|| x, — x ||} — 0, y de la desigualdad

0<|1Xn = x| < M| xn— x|, vneN,

obtenemos que {||x, — x||} — 0, luego {x,} converge en (X, || |).
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