Apuntes de Analisis Funcional y
Teoria de la Medida

Rafael Paya Albert

Departamento de Analisis Matematico

Universidad de Granada



Tema 1: Espacios de Medida

11-18 de marzo de 2010



@ Espacios de Medida

© Espacios medibles

e [0, 0]

@ Medidas

© Lebesgue

@ Primer Teorema



Espacios de Medida Espacios medibles [0.00] Medidas Lebesgue Primer Teorema
L] (oo} 0000 [e]e]e} 0000 [e]

Definicién de Espacio de Medida

(Q,4,u)

@ Q es un conjunto no vacio
o 4 C P(Q) es una c-dlgebra:
(i) Qea
(i) Ae 4 = Q\Ae4
(i) An€eA VneN = |JA €4
n=1
@ u:4— [0,0] es una medida (positiva):

(a) p(0)=0
(b) u es c-aditiva:

H(An)

s

Ay €AVREN, AyNA,=0 (n#m) = y(UA,,)z

n=1
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y 4 C P(Q) es una c-algebra:
e QecAq
e Aeqd = Q\Ae A4

e A, €A VneN = |(JAea
n=1

Los elementos de A4 son los conjuntos medibles.

Ejemplos extremos

La o-dlgebra trivial {0,Q} y la o-dlgebra discreta P(Q)

Ejemplo importante: c-dlgebras de Borel

o Toda intersecciéon de G-dlgebras es una c-dlgebra
e Para § C P(Q), existe la 6-4lgebra engendrada por §

e Q espacio topoldgico con topologia T: la c-dlgebra de Borel de Q es la
engendrada por 7. Sus elementos son los conjuntos de Borel en Q.
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Conjuntos medibles

0o QeAq

e Aeq = Q\AeAa

0 A, €A VneN = (JAea

n=1
o

Operaciones con conjuntos medibles
Toda c-algebra 4 C P(Q) verifica:
e 0ecA4a

n
° Al Ay, AneA = |JAeAa
=1

°A, €A VneN = (A €A

n=1

n

° Al Ay,...,Ay€A = (Akea
k=1

e A\ Be4 = A\Be 4
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1. Orden en [0,

[0,00] = {x R :x> 0} U {eo} = [0,0[ U {o}

@ Orden usual en [0,00]

0 x< oo Vxe|[0,00].

Propiedades del orden

o Orden total

e Todo subconjunto no vacio de [0,] tiene supremo e infimo
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2. Topologia de [0,

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Jo,B[={x€ [0, ;o <x <P} (o, B € [0,))
Jo,o0] = {x € [0,00] :x < x} (a0 € [0,00])
[0,B[={x€ [0, :x<B} (B €[0,0])

o Subbase numerable: {[0,B[: B € Q"T} U{]a, ] : € QT}

Propiedades topoldgicas

e Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]
o Compactacién por un punto de [0,co]
o Toda sucesién mondtona converge en [0,
o limsup x, = nh’m sup{xy : k> n}
seo —
° Hnnlifolfx” = nh_r}}o inf{x; : k> n}
0 X, <y, VneN = linrri)igfxn < h’nrgi‘gfyn, limsupx, < limsupy;,

n—oo n—oo

n<yVneN, {x,} —x, {m}—y = x<y
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Suma en [0, o]

e Suma usual en [0, o]

o x+4oo=ootx=oc0 Vx€ 000

Propiedades de la suma

e Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

o Cancelacion sélo en ciertos casos: x+y=x+z, x <o = y=zg
e Compatible con el orden: x| <yi, xp <y2 = x1+x <y +»n
o Continua: {x,} —x, {ya} =y = {xm+y}—x+y

oo n
o Tiene sentido la suma de cualquier serie: Z Xp = lim Z Xk
n—soo
n=1 k=1

s

(xn+yn) = an + Zy”
1 n=1 n=1

o Incondicional: Para a :Nx N — [0,0] y 6: N — N x N biyectiva, se tiene:

n

0 oo
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Producto en [0, o]

o Producto usual en [0,00]
@ xoo = cox = oo YV x€|0,0
] Ooo:oo (): O

dades del producto

e Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma
o Compatible con el orden: x| < yj, x3 <y2 = x1x <Y1
o Crecientemente continuo: {x,} x, {yu} "y = {xyn}—xy

° i ox, = o ix,,
n=1 n=1
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Concepto de Medida

u: A — [0,e0] verificando:
o u(0)=0

o u es c-aditiva:

A€ AVneN, A,NA,=0 (n#m) = ,u(OAn>:iy( )

n=1

Medidas de Borel

Medida de Borel en un espacio topoldgico Q = Medida definida en la
c-algebra de Borel de Q
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Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida p: 4 — [0,] es

o Finitamente aditiva:
n n
A Ay, A €A, ANAj =0 (k#j) = y(UAk> =Y w(Ar)

o Creciente: A,B€E 4, ACB = pu(A) < u(B)

n=1 n=1

o Subaditiva: A, € AYneN = u (U A,,> Y uAn)
o Crecientemente continuas:

Ap €A, ApCApp1 VREN = #(UAn) :nlimll’l( n)
n=1
o Decrecientemente continua donde es finitas:
Ap €A, Ay DAt VnEN, pu(Ay) <o = p m An> :r}f_l};lol"(An)
n=1
Sugestivamente: {A,} A = {u(Ay)} ~u(A)
Mientras que: {An} \ A, p(A;) <o = {u(An)} \ u(A)
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Primeros Ejemplos de medidas

Medidas discretas

Q # 0 arbitrario, m : Q — [0,e0] cualquier funcién y 4 = P(Q). Se define:

u(A) =Y m(x) = sup{z;m(x) :JCA, J finito} (A€ P(Q))
x€A x€

Medidas de Dirac
Fijado x € Q, para A € P(Q) se define:

1 sixeA
O.(A) =
“) {0 six¢A

Se obtiene con m(x) =1 y m(®w)=0 Vo e Q\{x}

Medida que cuenta (“counting measure”)

Para todo A € P(Q) se define u(A) como el nimero de elementos de A,
entendiéndose que p(A) = e cuando A es un conjunto infinito.
Se obtiene con m(x) =1 Vx € Q.
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Deﬁn1c1on de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados
N N
1=T[% = [T (supr® —in1®)

k=1 k=1
_— >

Medida exterior de Lebesgue

A P(RY) — [0,00]

A (E) :inf{im(ln): EC OI,,} (ECRY)
n=1

n=1

—
Medida de Lebesgue

o Conjuntos medibles-Lebesgue:

M:{EgRN : A*(A) = M"(ANE) +A*(A\E) VAET(RN)}
o Medida de Lebesgue: A =A%y,
MM —[0,0), ME)=M(E) VEe M
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

o M es una c-dlgebra y A: M — [0,0] es una medida

BS M S P(RV)

ECRN M(E)=0 = EeM

Mg (medida de Borel-Lebesgue) es la tinica medida de Borel en RN que
extiende a m

También A es la tinica medida definida en M que extiende a m
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia

A (E) :fnf{x(G) : EgG:G"gRN} (ECRV)

Equivalen:

e EeM

eVe>03G : ECG=G"CRY AM(G\E)<e

eVe>03F : F=FCE, M(E\F)<e¢

e E C B, conjunto de tipo Gz con A(B\E) =0

@ E DA, conjunto de tipo Fs con A(E\A) =0

EeM = ME)=inf{A(G) : G abierto, GDE}
= sup {A(K) : K compacto, K CE}
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria

o La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones:
M(E+x)=A"(E) (ECRN xcRV)

o La medida de Lebesgue es invariante por traslaciones:
EeM & E+xe M, en cuyo caso, AME +x) = A(E)

@ Salvo un factor de proporcionalidad, la medida de Borel-Lebesgue es la
tnica medida de Borel en RY, finita en compactos e invariante por
traslaciones.

o La hipdtesis “finita en compactos” se puede sustituir por la existencia
de un conjunto abierto no vacio con medida finita

o La medida de Lebesgue en RY es invariante por isometrias.
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Construcciéon de Medidas

Extension de Carathéodory-Hahn

Visién abstracta de la construccién de la medida de Lebesgue
o Construccién de medidas exteriores
o Teorema de Carathéodory
o Teorema de extensién de Hahn

Unicidad de la extensién de Hahn

o Completaciéon de una medida

o Teorema de Aproximacién

Otros ejemplos importantes
o Medidas de Lebesgue-Stieltjes
o Medidas de Haar

o Medidas de Hausdorff
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a Funciones medibles

© Integral



Funcio
@0000

nes medibles

(Q,4), (Y,B) espacios medibles, f:Q—Y

f medible < f'(B)yea VBeB

Integral
0000

Primeras propiedades

o La composicién de funciones medibles es medible

o Si B es la o-dlgebra engendrada por 7:

f medible «— fY(T)ea VTeT
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(Q,4) espacio medible, (Y,7) espacio topolégico, f: Q—Y

f medible < f(T)ea VT eT

Primeras propiedades

o Las funciones continuas son (Borel) medibles
@ Una funcién continua de una funcién medible es medible

e Si 7 tiene una subbase numerable S:

f medible < f1(S)ea vVSeS
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Funciones medibles
0000

00e00

Funciones medibles positivas

(Q,4) espacio medible, f: Q — [0,e]. Equivalen:
(i) f es medible
(i) xeQ:f(x) >0} eq VaeR"
(iii) {xeQ:fx)>a} e a4 YVaeR"
(iv) {xeQ:f(x)<P}ea VBeR"
(v) {xeQ:f(x)<Blea VBeR"

v

Consecuencias

{fn} medibles positivas. También son medibles:

o gi(x) =sup{fu(x) :neN} (xeQ)
o gr(x) =inf{f,(x):neN} (xeQ)

(x)
o g3(x) = hmsupf,,( ) (xeQ)
o ga(x) = liminff,(x) (r€Q)
Por tanto: {f,(x)} — f(x) Vx€Q = f medible
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Funcién simple positiva
(Q,4) espacio medible

Funcién simple positiva: s: Q — [0,c0[ medible con s(Q) finito
Descomposicién candénicas:

s(Q) ={oy,00,...,0,} con 0oy <0 <...<Oy<oo

A ={xeQ:s(x) =4} ea (k=1,2,...,n)

n n
Q= JAr, ANA;=0 (k#j), s= ) oxxa,
k=1 k=1

Reciprocamente:

m
Bi,....,Bn €4, Bi,....Pm €0, = t:ZBjXB,- simple positiva
j=1
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Teorema de aproximacion de Lebesgue

Toda funcion medible positiva es el limite puntual de una sucesién creciente
de funciones simples positivas

f:Q — [0,c0] medible, n € N

F,={xeQ:f(x) >n}c 4
Eqx {er k—\f() k}eﬂ (k=1,2,...,n2")
—1
Sn:];ITXEnk + nxr,

o $1(¥) <sup1(x) VxeQ
o {su(1)} = fx) VxeQ

o sup f(Q) < e convergencia uniforme

Consecuencia,

f,g medibles, a. € [0,0], pe RT = f+g, af, fg fP medibles
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Definicion de la Integral

(Q,4,u) espacio de medida, E € 4

Integral de de una funcién simple positiva

n n
s= Y O Xa, /Sd#= Y owu(AxNE)
k=1 E k=1

s,t simples, s(x) <t(x) Vx€E = /sd/.l< /td,u
E E

/sd,u = méx{/ tdu : t simple,r < s}
E E
—

Integral de una funcién medible positiva

f:Q — [0,o0] medible

/fd,u:sup{/ sd,u:ssimplesgf}
E E
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Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:Q — [0, medible = /Efd,u=/QfXEd,U (Eea)

o f:Q — [0,00] medible,a € [0,0] = /chd/.l:(x/ fdu
Q Q

o f,g:Q— [0, medibles, f < g = /Qfd,ug /dip

Teorema de la convergencia mondtona

Sea {f,} una sucesién creciente de funciones medibles positivas en Q y sea
f(x) = lim f,(x) Vxe€ Q. Entonces:
n—oo

[ fau= tim [ fudu
Q n—e JQ
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

A}(ﬂin) d#:;/gfndﬂ

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
9:A— [0 o) = [ fdu (E€)

¢ es una medida y, para g: Q — [0,e] medible:
| gdo= [ efau
Q Q

e Lema de Fatou: {f,} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

/ (liminf f,) < liminf / fodu
Q n—o0 n—o0 Q
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral
f:Q— [0,0] medible:

/Qfd,u:0 & p({xeQ:f(x)>0}) =0 (f=0cpd)

/Qfd,u<oo > u({xeQif()=w}) =0 (f<wcpd)

Desigualdades de Holder y Minkowski

f,8:Q — [0,00] medibles, 1 < p < co, %—}—— =1:

/Qfgdlu . (/prd’u) 1/p (/Qg”* d,u) 1/p
</Q(f+g)”dﬂ)l/p < </prdu)l/p + (/Qgpdu)l/p
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a Funciones medibles

@ Espacios L,

© Funciones integrables
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K=RoC, (2,4,u) espacio de medida

Lo(u) = {f €K® : f medible}  (Lo(u,R) o Lo(u,C))

Dos observaciones

@ Una funcién continua de una funcién medible es medible
o f:Q—R?  f(x)=(u(x),v(x)) Vx€ Q. Entonces:

f medible <= wu,v medibles
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Propiedades de las funciones medibles
o f:Q— C es medible <= Ref,Imf medibles.
o f,8€ Lol) => f+8 fg € Lo(k) (dlgebra sobre K)
o feLy(u), peRT = |f|P medible positiva
o feLo(u,R) = fT,f  medibles positivas
o fe L) = JacLy(y:

o) =1, f(x) = a() |[f(X)] (r€Q)
o {fu} C Lo(w), {/n(®)} = f(x) VxeQ — fe L
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Espacios L

(Q,4,u) espacio de medida, p € [0,00]:

p =0 Funciones medibles:

Lo(u) = {f €K : f medible}

0 < p <o Funciones p-integrables:

Lo = {f € Lo) : [ |fPdu <=}

p =-c Funciones esencialmente acotadas:

feLo(u), esssup|f|=min{M € [0, : |f| <M c.p.d.}

Loo(u) = {f € Lo(w) = ess sup|f] <o}
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1/p
vt = ([lnran) " (e L)

Lp(u) espacio vectorial sobre K, v, seminorma en £, (u)

Vp(f) =0 <= feNu):={f€Lo(u): f=0cp.d}CLyu)

1/p
Loti) = Lp/NGa., 1= ([ lrPau) (e Ly)

L, (u) espacio normado
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Veo(f) =esssup|f|  (f € Leo(w))

Loo(u) espacio vectorial sobre K, Vo, seminorma en Lo,(u)

Leo(pt) = Loo(pt) /N(u); [ lleo = ess sup|f|  (f € Lea(u))

Lo (1) espacio normado
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Caso 0< p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+b)P <da’+bP

L,(u) espacio vectorial sobre K

Vo) = [P (f € Ly(w)

Vv, es una pseudonorma en L, (u)

Lo = Lol)/NG), [£1p= [P du (f € L)

do(f,8) = [F=glp= [ IF—ldu (f.8 € Ly(w)

L, (u) espacio métrico
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H(Q) < oo

wolf) = [, (€ L)

Vo es una pseudonorma en Lo(u)

Lo(u) = Lo(u)/N(w) - [fTo=Vo(f) (f € Lo(w))

do(f:8) =[f—glo (/.8 €Lolu))

Lo(u) espacio métrico
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Primeras propiedades de los espacios L,(u) (0

o feLy(u) = |fl€Lpy)
o feLlow), IfleLyl) = [feLp(u)
o Reduccién al caso real: L,(u,C) = L,(u,R) ® iL,(u,R)

o L,(u,R) reticulo vectorial:

f<g — p{reQ:f)>gW}) =0 (f<g cpd)

[8€Lp(m) = [fVg fAgELpu)
Vg =5(f+s+If—g), frz=3(f+g~Ifs)
[fVegl(x) = max{f(x),g(x)}, [fAg](x)=min{f(x),g(x)} cpd
feLymR) = f' f~ €Lyu)

Fr=fVos fT==(fA0) f=fr—f Ifl=F +1
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Convergencia en L (u)

0 0<p<e: {fy}—=fenL,(u) < {/Q|f,,—f\pd,u}—>0
o {fu} — fen Lu(u) < {fn} — f uniformemente en Q\ E con u(E) =0
o u(Q) < oo

Ub—Fen Lo > limu({reQ:|fi—f]>e}) =0 Ve >0

Implicaciones (¢ finita)

o {fut=f enLp(y) = {ful—f enLo(n)
o {fi} = fepd = {fu}—=f enLo(u)
° {fn}_’f en Lo(u) = {fc(n)}ﬂf c.p.d.

Teorema de Riesz-Fisher

o L,(u) es un espacio de Banach (1 < p < =)

@ L,(u) es un espacio métrico completo (0 < p < 1)
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Para f € Lj(u):

| rdu = [ ®Repytd

Bastarfa con tener / |f]du < oo
E

Espacios Lp Funciones integrables
0000000 @00

/Q(Ref)‘du+i/g(lmf)wu—i/g(lmf)—dp

Jrau= [ rredn (Ec)

Propiedades

I:Li(u) — K,

@ Lineal

o Continuo:

e Positivo:

1(f) =

/Q Fdu (f € Ly(w)

ni=| [ora] < [ vrau=1si

feLiwR), 120 = [ fau>0
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {f,} una sucesién de funciones medibles de Q en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € L;(u) tal que:

|fu(x)| < gx) VxeQ, VneN

{/Qlfnffldﬂ}HO

En particular, f € £;(u) y

{/ﬂfndﬂ}ﬁ/gfdu

Si hubiéramos supuesto que g € L,(u), con 0 < p < eo, hubiéramos obtenido:

{/ Ifn—fl”dﬂ} —0
Q

Entonces, se verifica que:

y en particular f € Ly,(u).
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(u):=Lin{xg :E € A, u(E) <o} CLp(u) (0 p< o)

e Para 0 < p <o, S(u) es denso en Ly (u)

ip =7
Funciones simples:
S(u) :=Lin{yg : E € 4}

o S(u) es denso en Lo(u)
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© Producto de medidas
@ Producto de espacios medibles
o Medida producto
o Caso de R”

© Teorema de Fubini
@ Para funciones positivas
o Aplicaciones
o Para funciones integrables



Teorema de Fubini
000000

Producto de medidas
®00000

Producto de c-dlgebras

(X,A4), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: Ax B={AxB:Ac 4,B¢c B}
c-algebra producto: A® B = o-dlgebra engendrada por 4 x B

Ejemplos
o B, o-dlgebra de Borel de R": B, ® By = B, 1«
o M, o-slgebra de Lebesgue en R": M, @ M, ; Mk
o X numerable = PX)®P(Y)=P(XxY)
o PX)RP(X)=P(XxX) — cardX <cardR

| A\
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Propiedades de la c-algebra producto

X.,Y,Z conjuntos, ECX XY, f:XxXY—Z

@ Seccibn de E porunxe€X: E,={yeY:(x,y) €E}
@ Seccibn de E poruny€Y: EY={xe€X:(x,y) €E}
e Seccibn de fporunxeX: fi:Y—=Z, fi(y)=f(xy) (y€Y)
@ Seccibnde fporunyeY: f:X—Z, f’(x)=f(xy) (xeX) )

Propiedades de la c-algebra producto
(X,A4), (Y,B),(Z,C) espacios medibles
(X xXY,A® B) espacio medible producto
ECXxY, f:XxY—Z

e EEARB — E,€B Vxe€X, EX€4 VyeY
Las secciones de conjuntos medibles son medibles
o f medible = f; medible Vx€ X, f7 medible VyeY

Las funciones medibles son separadamente medibles
”
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Producto de medidas

Existencia de medidas producto

(X,4,u), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas @:4® B — [0,00] verificando que
@(AxB)=u(A)v(B) YAeA4,VBeB

(X,A4,u) espacio de medida o-finita cuando:
X=U;_1Ax con A,€ A, u(A,)<e VneN

Existencia y unicidad de la medida producto

(X,4,u), (Y,B,v) espacios de medida c-finita
Existe una dnica medida y®v:A4® B — [0,0| verificando que
[u®V](AxB) =u(A)v(B) YA€ A4,VBcB
u®Vv medida producto, (X XY, A® B,u®V) espacio de medida producto
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Completacién de una medida

(Q,4,u) espacio de medida completo cuando:
BeA, uB)=0, NCB = NecA4

Se dice también que la medida u es completa

Completacién de una medida

(Q,4,u) espacio de medida (no completo). Definimos:

A={AUN:A€ 4, NCBec A, u(B)=0}
H(AUN) =pu(A) (AUN € 4)

@ 4 es una c-dlgebray 4 C 4

o [ estd bien definida, es una medida y extiende a u
o El espacio de medida (Q,4,7) es completo

e Si (Q,ﬁ“ﬂ) es un espacio de medida completo,

ACA, fil,=n = ACA, flz=n0

(Q,4,1) es la completacién de (Q,4,u), y & la completacién de la medida
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Medidas de Lebesgue y de Borel-Lebesgue

Relacion entre ambas medidas

M, o-dlgebra de los conjuntos medibles-Lebesgue en R"
A : My — [0,00] medida de Lebesgue en R”
B, o©-algebra de Borel de R", B, C M,
Bn= 7“”‘93”’ medida de Borel-Lebesgue en R”

(R", My, \,) es la completacién del espacio de medida (R”, B,,B,).

La medida de Lebesgue es la completacién de la medida de Borel-Lebesgue

La medida producto no suele ser completa

(X,A4,u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita. Suponemos:
0 dJA€A4:A#0, u(A)=0
eJECY:E¢B

Entonces la medida producto u®Vv no es completa
An ® A no es completa
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Medidas producto en R”

Medidas producto en R”

o La medida de Borel-Lebesgue se comporta bien para productos:

Bi@B = Burk ¥ Bn®Pr = Bryk

o Para la de Lebesgue se tiene:

Bork G My @My G Mk

o Ademds, A,y extiende a A, ®NA;, que a su vez extiende a B,y
@ De hecho:

(R, M4, M k) = (R X R, M, @ My, Ay ® M)
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Teorema de Fubini para funciones medibles positivas

(X,A4,u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X xY, A2 B,u®V) espacio de medida producto

Teorema

Para f:X xY — [0,00] medible, definimos:
0:X =0, 0 = [ fdv= [ flxy)avi) Vxex
V¥ = [0l y0) = [ Pdu= [ fery)dut) Vyey
Entonces ¢ y y son medibles y se verifica que:

o fawsv) = [ edu= [ wav

Con notacién més sugerente:

/X fduev) = //fxydv du(x) //fxyd,u dv(y)
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Calculo de la medida producto

(X,A4,u), (Y,B,Vv) espacios de medida o-finita
(X xY, A2 B,u®V) espacio de medida producto

Calculo de la medida producto

Para E € 4® B, definimos:

0:X —[0,00], 0(x)=V(Ey) VxeX
VY — 0,00, W(y)=u(E’) VyeY

Entonces ¢,y son medibles y se tiene
pVI(E) = [ odu—= [ wav
X Y

Con notacién més sugerente:

@V)(E) = /X V(Ey) du(x) = /Y u(EY)dv(y)
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La integral como medida

La integral como medida

(X,4,u) espacio de medida o-finita

(R, B,B) medida de Borel-Lebesgue
Para f:X — [0,00] , definimos

S(f)={(x1) eXxR:0<t< f(x)}

Entonces, f es medible si, y sélo si, S(f) € A® B, en cuyo caso,

[ Fau= e BI(s()
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Teorema de Hobson-Tonelli

(X,A4,u), (Y,B,Vv) espacios de medida o-finita
(X xY,A® B,u®V) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X xY — K medible, son equivalentes:
(1) feLi(ugv)
@ [ [ Urenlave) dut) <=

(3) /Y /X 1£(69) | dux) dv(y) < o
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Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A4,u), (Y,B,V) espacios de medida c-finita y f € L;(u®V)
Existen conjuntos A € 4 y B € B tales que:

u(X\A)=0, freLi(v) VxeA

V(Y\B)=0, f'€Li(u) VyeB
Ademads, definiendo

=/fodv=/yf(x,y)dv(y) VxeA, 6(x)=0 VxeX\A
y(y) =/Xfydﬂ:/xf(x,y)du(X) VyeB, y(y)=0 VyeY\B

se tiene que ¢ € L1 (u), W€ L1(V) y

| fawsv) = [ edu= [ vav

Todo ello se resume de nuevo en la expresién:

/X fduev) = //fxydv du(x) //fxyd,u dv(y)
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Teorema de Fubini para la completacién de la medida producto

Sean (X, 4,u), (Y,B,V) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £; (u®V), se tiene:

fx € L1(v) para [u]-casi todo x € X
¥ € Li(u) para [v]-casi todo y €Y

Ademss, las funciones ¢ y y definidas c.p.d. mediante:
= /fodv = /Yf(x,y) dv(y) para [u]-casi todo x € X
y) = /Xfyd,u = /Xf(x,y) du(x) para [v]-casi todo y €Y
verifican que 0 € Ly (u), W€ L1(V) y

fa@ov) = [ odu= [ wav

XxY

Podemos de nuevo escribir:

/X fd,u®v //fxydv du(x) //fxydp dv(y)
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27 de abril, 3 y 6 de mayo de 2010



@ TRN para medidas positivas

© Medidas reales o complejas

© TRN para medidas reales o complejas
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Integral indefinida de una funcién medible positiva

(Q,4,)) espacio de medida, f:Q — [0,e] medible
Integral indefinida de f:

04— 0,0], <P(E)=/Efd?» (E € a)

¢ es una medida y, para g:Q — [0,c0] medible,
[ gdo= [ gran
Q Q

do = fd\

Escribimos:

Relacién entre A y u:
EcAa, ME)=0 = ¢@(E)=0

Decimos que @ es absolutamente continua con respecto a A: @ < A
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La pregunta natural

(,4,1) espacio de medida, u: 4 — [0,c0] otra medida
[ Existe una funcién medible f:Q — [0,o0] tal que du = fdA?
Condicién obviamente necesaria: u << A ; Es suficiente?

En general NO: Q =R, 4 conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, y medida de Lebesgue

Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas

Sea (Q,4,\) un espacio de medida o-finita y u: 4 — [0,] una medida
absolutamente continua con respecto a A:

E€A, ME)=0 = p(E)=0

Entonces existe una funcién medible f:Q — [0,00] tal que dy = fd\:

H(E):/Efdx VEe A
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Integral indefinida de una funcién integrable

(Q,4,)) espacio de medida, f € Lj(A). Integral indefinida de f:

44K, y(E):/Efd?» (E € )

u es o-aditiva:

oo 1

An€EAVREN, AxNAn=0 (n#m) = p(|JAr) =Y u(An)

n=1 n=1

1 es combinacién lineal de medidas (positivas):

u(E) = /E(Ref)+dx—/E(Ref)—dx+i/E(Imf)+dx—i/E(Imf)—dx
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(Q,4) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién u: 4 — K que es c-aditiva:

o

A €AVREN, AyNAR=0(n#m) = u(|JAn) =) u(An)
n=1 n=1
Observaciones: u(0) =0 y, mds importante, Y [u(A,)| < oo
n=1

Notacién: M(A4) medidas reales o complejas definidas en 4, espacio vectorial.
M*(4) medidas positivas y finitas

M*(4) CM(4,R) CM(4,C) = M(4,R) ©iM(A4,R)

M(A4,R) espacio vectorial ordenado: w <po & wp—u € MT(4)

(Es M(A4,R) un reticulo vectorial?
;{Podemos definir coherentemente el valor absoluto de una medida real o
incluso el médulo de una medida compleja?
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4 € M(A) medida real o compleja. Para E € 4 escribimos:

I(E) = {{An} : E= OAn, An€AVYNEN, AyNAp =0 (n#m)}

n=1

Entonces:

=)

ul(E) = sup{ } |u(4n)| : {An} €TI(E)} (E € A)

n=1

|t] : A — [0,00] es la variacién de la medida u

Teorema (la propiedad clave de la variacién)

La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y finita:

HEM(A) = |y eM(A)
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Propiedades de reticulo

o SiueM(A)yv:A4— [0, medida positiva,

W(E) < V(E) VE€eA — u/(E)<V(E)VEeA
o Equivalentemente, caso K= C: |u| = sup{Re (¢®u) : 6 € R}
o Caso K=R: |u| =sup{u, —u}

o M(A,R) es un reticulo vectorial:

1 1
HVV=S(utvtle=vl); pAv=Zu+v—lu=—v)

@ Descomposicion de Jordan de una medida real:

(|l +p) =pVO

T =3
= 3 (|l —u) = —(uA0)

neMA,R) =
u
Propiedades:

s eMt (), u=pt—p, lul=p" 4y
p=pi—pm con p,uw eMT(A) = pt<u, u <m
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Norma de una medida
(Q,4) espacio medible. Definiendo

lall = lul(Q),  (neM(A))

se obtiene una norma en M(A4), “Variacién total”

Otra norma natural:
lulleo = sup{|u(E)[: E € A} (n€M(A))
Ambas normas son equivalentes
Itlleo < [l < 4l (M€ M(2))

Y ambas son completas. M(A4) espacio de Banach con la norma de la
variacién total
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(Q,4,)) espacio de medida, u€ M(A4). u< A cuando:
EcAa, ME)=0 = pu(E)=0
Equivalentemente:
Ve>0 36>0: E€A, ME)<d = |u(E)| <€

Observacién: u <A <= |yl <A

Teorema de Radon-Nikodym

Sea (Q,4,\) un espacio de medida o-finita y € M(4) una medida
absolutamente continua con respecto a A:

Eca, ME)=0 = u(E)=0

Entonces existe una unica f € Lj(A) tal que p es la integral indefinida de f,
es decir,

y(E):/Efdx VEc 4
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Unicidad

(Q,4,)) espacio de medida o-finita, f € Li(A),
R(f)—{i/fdx-Eez 0<ME) < }
T \ME) JEe ’ ’

Entonces A({xeQ: f(x) ¢R(f)}) =0 (f(x) €ER(f) p.ct. x€Q)

Descomposicién polar

(Q,4) espacio medible, u€ M(4). Existe h:Q — K medible, tal que

b =1 VxeQ vy ,u(E):/Ehd|,u| VEec 4

h estd determinada |u|-c.p.d. “Descomposicién polar”

Integral asociada a una medida real o compleja:

[ fau= [ rhdil (reLillu).E € )

Simbdlicamente: du = hd|u|
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Descomposiciéon de Hahn de una medida real

(Q,4) espacio medible, u € M(4,R), descomposicién polar du= hd|u|
h(x) e {-1,1} Vx€Q, (signo de una medida real). Definimos:
AT ={xecQ:h(x)=1}; A" ={xeQ:h(kx) =-1}

El par (AT,A7) es una descomposicién de Hahn de la medida real u
e Q=ATUA™, ATNA~ =0,

o u(E)=|ul(ENAT) —|ul(ENAT) (E€A)
o |ul(E) =u(ENAT)—u(ENAT) (E€A)
o u"(E)=p(ENAT), p (E)=-u(ENA") (E€A)

e Unicidad: si (BT,B™) es otra descomposicién de Hahn,

W [AT\BT)UBT\AT)] = [u[(A"\B7)U(B"\A7)] =0
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Revisiéon de la integral indefinida

(Q,4,1) espacio de medida, f€Lj(A), u(E)= /Ede (EeAa)
e ueM(A), u<h
(E) = [ Iflan VE € a
E
lluell = 1l () = I £l

@ Descomposicién polar: tomando h:Q — K medible, tal que |h(x)| =1
y f(x) =h(x)|f(x)| para casi todo x € Q, se tiene du= hd|u|

o Integral asociada a u:

/Egd#:/ngdl (geLi(lul),E € a)

De hecho, Ly (ul) = {g € Lo(x) : 2f € Li(1)}
Si feL(uR):

Jordan: yt(E) = [pftd\, w (E)=[pf d. VEE€A
Hahn: AT ={x€Q:f(x) >0}, A~ ={xeQ: f(x) <0}
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(Q,4) espacio medible, u medida en 4 (positiva, real o compleja), A € 4:
u concentrada en A <= u(E)=u(ENA) YVEc A4

Equivalentemente:

{u(Q\A)=0 si >0
lul(Q\A) =0 si ueM(A)

U1y M son ortogonales (o mutuamente singulares) cuando estédn concen-
tradas en conjuntos disjuntos:

Ll & JA,AeA4: AjNAy =0, y concentrada en Ay, k=1,2

Descomposiciéon de Lebesgue

Sea (©,4,\) un espacio de medida o-finita y € M(A4). Entonces u admite
una Unica descomposicién de la forma u =y, +pys; donde uy KA y yglA
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Resumen

Sea (Q,4) un espacio medible, M(4) el espacio vectorial de las medidas

reales o complejas en Ay M1 (2)={ueM(2):u(E)>0VE € 4}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: peM(A) = |y eMT(2)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
llull = |ul(Q) (ue M(A). La convergencia es la uniforme en 4

(3) M(A4,R), con el orden natural, es también un reticulo vectorial
Fijada ahora una medida o-finita A: 4 — [0,c0| consideramos dos

subespacios de M(4): My(A)={ueM(A) : u< A} vy
My(0) = (€ M(A) : 1A}

4) Se verifica que M(4) = M,(\) & M;(A), suma topoldgico-directa, ya que
g y
-V = [la] + V]| para cualesquiera s € Ma(h) y v € My(A)

(5) Para fe€Lj(A) sea T(f) su integral indefinida:
T(NE) = [ rar (Eea)

Entonces T es una biyeccién lineal isométrica de Lj(A) sobre My(A). En
el caso K=R, T es también un isomorfismo de reticulos

o’




Tema 6: Teorema de Representacion de
Riesz

10 y 13 de mayo de 2010



© Funcionales lineales positivos

© Regularidad de medidas de Borel

@ Funcionales lineales continuos
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Funciones continuas de soporte compacto

L espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto

Coo(L): funciones de L en K, continuas, de soporte compacto

sopf={reL:f(t)#0}

Medidas de Borel localmente finitas
B: o-dlgebra de Borel de L

Las funciones continuas de L en K son medibles

1B — [0,00] medida de Borel finita en compactos:
KCL, K compacto = u(K) <o
Equivalentemente, u es localmente finita

Coo(L) C Ly(u)

Funcionales lineales positivos

Quf) = [ fdu (€ Coolt)
®,: Coo(L) — K funcional lineal positivo:
fe€Cu(L), f20 = du(f) =20

iEl reciproco también es cierto!: Todo funcional lineal positivo es una integral
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Teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales positivos

Teorema

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto y
@ : Cyo(L) — K un funcional lineal positivo:

feCp(l), f(t)=20 VieL = ®(f)=>0

Entonces existe una tnica medida de Borel u: B — [0,00] verificando:

(1) p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU CL} (E€B)

(2) w(U)=sup{u(K): K compacto, K CU} (UCL, U abierto)
(3) u es localmente finita

() ®() = [ fdu (7 €Co))
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X Hausdorff, B c-dlgebra de Borel, u: B — [0,o0] medida de Borel, E € B,
o E regular exterior para p:  u(E)=inf{u(U): U abierto, ECU C L}
o E regular interior para u: u(E) = sup{u(K) : K compacto, K CE}
o u regular exterior: todo E € B es regular exterior para u
e u regular interior: todo E € B es regular interior para u
e regular = regular exterior e interior

o Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular
exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella

Algunas observaciones

@ Si p es una medida de Radon, todo conjunto de Borel E € B que
verifique u(E) < oo es regular interior para u. Por tanto, toda medida
de Radon finita es regular

o Si X es 6-compacto, toda medida de Borel positiva en X, regular
exterior y localmente finita es regular

@ Si X es localmente compacto y todo abierto de X es unién numerable
de compactos, entonces toda medida de Borel positiva y localmente
finita en X es regular
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Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ®
un funcional lineal positivo en Cyo(L). Entonces existe una tnica medida de
Radon u en L que verifica

/K Fdu=(f) (f€Coo(L))

TRR, caso c-compacto

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y
G-compacto, y sea @ un funcional lineal positivo en Cyo(L). Entonces
existe una tnica medida de Borel u en L, regular exterior y localmente
finita, que verifica

[ fdu=() (< Cml0))

De hecho, u es regular
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topoldgico compacto de Hausdorff y sea @ un funcional
lineal positivo en C(K). Entonces existe una tnica medida de Borel u en
K, regular exterior y finita, que verifica

/K fdu=(f) (f€Coo(L))

De hecho p es regular

Teorema de representacion de Riesz, caso localmente 6-compacto

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y tal que
todo subconjunto abierto de L puede obtenerse como unién numerable de
compactos, y sea @ un funcional lineal positivo en Cyo(L). Entonces existe
una dnica medida de Borel localmente finita 4 en L que verifica

/K fdu=®(f) (f€Cul(L))

De hecho u es regular
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin

Sea u una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff
localmente compacto L y sea f:L— K una funcién medible verificando:

p({reL:f(t)#0}) <o

Entonces, para cada € >0 puede encontrarse g € Coo(L) verificando:

u{rel:fx)#g(0)}) <&y lglle < sup{lf()]:r€L}

Corolario importante

Si u es una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorft
localmente compacto L, entonces Cpo(L) es denso en L,(u) para 0 < p < oo

<
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

[ £llee = max{|f(e)| :t €L} (f € Coo(L))

A € M(B) medida de Borel real o compleja
A serd regular cuando lo sea su variacién:
K compacto, U abierto
KCECUCLy [u(U\K)<e
Medidas de Borel reales o complejas regulares:

M(L) = {h € M(‘B) : X regular}

Subespacio cerrado de M(B), luego espacio de Banach con la norma

I = M@) (2 eM(L))

EeB,e>0 = JK,U : {

AeM(L) = Coo(L) C Li(|A|) y podemos definir @) : Coo(L) — K por

@, (f) = /L far  (f €ColL)

@, es lineal, puede no ser positivo, pero es continuo: ®, € Coo(L)*
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, By = {x€ X : ||x|| <1}, T : X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM>0:||Tx| < M|x||, Vx€X

(3) T estd acotado en By

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.

|IT|| = min{M > 0: | Tx| < M|x||, Vx € X} = sup{ ||H ”H <40}

= sup{||Tul| : [|lul| = 1} = sup{|[Tx| : x € Bx}

Norma de operadores. L(X,Y) espacio normado, espacio de operadores
Convergencia en L(X,Y) = Convergencia uniforme en By
Y completo = L(X,Y) completo
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, By = {x€ X : ||x|| < 1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo

(2) IM>0: |f(x)| <M]x]|, VxeX

(3) f estd acotado en By

(4)

4) kerf es cerrado en X

X espacio normado, X* funcionales lineales continuos en X, espacio de Ba-
nach.

£l = min{M > 0: | £(x)] < Mlx|,, Vx € X} = sup{|f(x)] : x € Bx}

Norma dual. X* espacio dual de X
Para espacios X concretos, es 1til tener descripciones concretas de X*
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Teorema de representacion de Riesz

Sea L un espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto. Entonces,
Coo(L)" = M(L)

M4s concretamente, un isomorfismo isométrico ¥ de M(L) sobre Coo(L)*
viene dado por:

PO = [ far  (f€Co(D)heMD)
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Ejemplo

Fijada g € L1[0,1], para f € C[0,1] se define
1
o) = |, F0et)ar
Es claro que ¢ € C[0,1]*. De hecho tenemos

1
loll = [ 1e(@)1de = lgl
Obsérvese que estamos viendo

L1[0,1] € M[0,1] = C[0,1]*




Tema 7: Espacios Vectoriales Topologicos J
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© EVT: Ideas bésicas
@ Preliminares algebraicos
e Concepto de EVT
@ Construccién de EVT

© Nociones uniformes
o Continuidad uniforme
o Complitud
@ Precompacidad

© Acotacién
o Conjuntos acotados
@ Operadores lineales acotados

@ Construcciones con EVT
o Topologias iniciales
e Cocientes
e Homomorfismos
@ Sumas topoldgico-directas
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Preliminares algebraicos

Notacién

X espacio vectorial (sobre K=R o C)
ACK, a€K, A BCX, x€X,

AA={ha:reAacA}, Ax={Ax:AeA}, oAd={aa:acA}
A+B={a+b:acAbeB}, x+B={x+b:becB}
Por ejemplo,

o A subespaciode X <= KA+A CA
e A convexo <= (l—p)A+pACA Vpel0,]]

Conjuntos absorbentes y equilibrados

@ A C X es absorbente cuando X =RTA

@ B C X es equilibrado cuando DB =B, donde D={AcK:|A| <1}
Para A C X, DDA es la envolvente equilibrada de A
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Concepto de Espacio Vectorial Topolégico

Topologia Vectorial:
Topologia en un espacio vectorial X que hace continuas
o Lasuma: XxX—X, (x,y)—x+y (x,yeX)
o El producto por escalares: KxX —X, (Ax)—Ax AeK xeX)

La topologia trivial es vectorial, la discreta no (salvo X = {0})
EVT = espacio vectorial dotado de una topologia vectorial

Propiedad inmediata: homogeneidad

X EVT, Ap € K con A9 #0 y xo € X. La aplicacién x +— Agx+xp es un
homeomorfismo de X.
Las traslaciones, giros y homotecias son homeomorfismos

B base de entornos de cero en X

4
{x+B:B¢€ B} base de entornos de cada x € X

La topologia de X queda determinada por B
;,Coémo son las bases de entornos de cero para una topologia vectorial?
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Construccién de topologias vectoriales

Entornos de cero
X EVT, U=/{entornos de cero en X}
e UcU = X=RTU. Todo entorno de cero es absorbente

eUelU = JVeU:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUcU = IVveU:vV+VcCU

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
(a) VUVEB IWeB:-WCUNV
(b) Ue B = U absorbente
(c) Ue B = U equilibrado
(d)VUeB IVeB:V+VCU

Entonces existe una (tinica) topologia vectorial en X para la cual B es base
de entornos de cero

v
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v: X — R pseudonorma cuando:
(1) vir+y) SV +v(y) VxyeX
(2) A eD = v(Ax)<Vv(x) VxeX
(3) lim v (f) =0 VxeX.
n—oo n
Una seminorma verifica (1) y v(Ax) = |A|v(x) VA€K, VxeX,
luego toda seminorma es una pseudonorma

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,

Us={xeX:v(x)<e}
La familia {Ug:€>0} es base de entornos de cero para una (tnica)
topologia vectorial en X, la topologia asociada a la pseudonorma v, con la
que X es un EVT pseudonormable (seminormable cuando Vv es una
seminorma)
Definiendo 8(x,y) =Vv(x—y) para x,y € X, se obtiene una semidistancia
que genera la misma topologia.

Seminormable — Pseudonormable — Semimetrizable
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

o Cierre de un conjunto A C X:

{U : U € B} base de entornos de cero cerrados
@ X es un espacio topoldgico regular

o Los axiomas de separacién Ty, Ty, Ty y T3 son equivalentes para X.
EVT separado

e X separado < {0} cerrado

@ Un espacio pseudonormable es separado cuando su pseudonorma Vv es
total: xe€X, v(x)=0 = x=0

seminorma total = norma




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacién Construcciones con EVT
00000 @000 [e]e] 000000

X,Y EVT,ACX, f:A—Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en ¥
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—beU = f(a)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

(i) T es uniformemente continuo en X

(ii) T es continuo en X

(iii) T es continuo en 0

L(X,Y) operadores lineales continuos
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Conjunto dirigido: A # 0 con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

VAL A €A INEA A <A A <A

Ejemplos: cualquier conjunto con una relaciéon de orden total, N, R.
Los entornos de un punto en un espacio topolégico ordenados por
“contencién”

@ Red en un conjunto X: Aplicacién ¢ : A — X, con A dirigido. Notacién:
x. =0(A), 9= {x)}. Ejemplo: sucesién
e Red convergente: X espacio topoldgico, {x)} red en X, x € X:

{mt—x <= YUeUlx) FIeA: {xm:Ap<ACU

Las redes convergentes caracterizan la topologia:

x€A < 3I{a} : ap €A VAEA, {3} —x

Ejemplo: En todo EVT, el cierre de un subespacio es un subespacio
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Complitud

o En un espacio métrico: Ve >0 g : Aj,Ap > Ay = d(xxl,xx2) <e
o Enun EVT: VU € U(0) Fho: A, Ao >N = xp, —xy, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud

o E completo, F=FNE = F completo
e X separado, X D E completo = E=E
o Todo EVT se puede completar

o Extensién de funciones: X,¥Y EVT, Y separado y completo, M C X
subespacio denso, T € L(M,Y). Existe tnica extensién T € L(X,Y). Por
tanto L(M,Y) = L(X,Y)
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, ACUp_;B(x,¢)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito : ACF+U

Propiedades de los conjuntos precompactos

o Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas
e A precompacto =—> A precompacto

@ A precompacto, f uniformemente continua = f(A) precompacto

Caracterizacion de la compacidad
X EVT, ACX,

A compacto <= A precompacto y completo

Por tanto, si X es completo,

A precompacto <= A relativamente compacto
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Conjuntos acotados

X EVT,ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, 3pcRT:ACpU
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma Vv:
A acotado = sup{v(a):a €A} <oo

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

Propiedades de los conjuntos acotados

o Precompacto =— Acotado
o A acotado <= [{an:neN}CA = {L;"}HO]

o Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A acotado = A acotado
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Acotacién de operadores lineales

X, Y EVT, T:X —7Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

ACX, A acotado = T(A) acotado en Y

Siempre: (a) = (b) = (¢) = (d)

En general, ninguna reversible

Si X tiene un entorno de cero acotado, todas son equivalentes

e Si Y tiene un entorno de cero acotado, (b) = (a)
@ Si X es semimetrizable, (d) = (b)
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,'T):i€l} espacios topolédgicos, fi:X—X; (i€l).

Topologfa inicial para {f;:i € I'}: Minima que las hace a todas continuas

Hechos generales

o Base de la topologia inicial:

N f'(Gi) : JC I, J finito, G,-e‘I,-VieJ}
ieJ
o Convergencia en la topologia inicial:

ot —x = {filw)}— filkx) Viel
Criterio de continuidad: Y espacio topoldgico, f:Y — X,

f continua <= fiof continua Viel
o Ejemplos: inducida, producto, supremo

o Teorema de Tichonoff: Un producto arbitrario de espacios topolégicos
compactos es compacto
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

e X espacio vectorial, {X;:i€ [} familia de EVT y para cada i €[,
fi : X — X; lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

Base de entornos de cero en X:

B=<(f'(U) JCI,Jﬁnito,UiGB,-VieJ}
ieJ

Ejemplos: Subespacios, Producto de EVT, Supremo

@ Separacion: Si X; es separado para todo i € I,
X separado <= [ kerf; = {0}
il
o Acotacién y Precompacidad: A C X,

— fi(A) {awtado Viel

precompacto

tad
A{acoao

precompacto

Complitud: HX,- completo <= X; completo Viel
icl
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m:X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 !(G) abierto en X

Hechos basicos

@ T es continua y abierta
® X/M es un EVT
e X/M separado <= M=M
@ Y espacio topoldgico, f: X/M — Y,
f continua <= fom continua

@ Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma Vv, definiendo:
V(x+M) = inf{v(x+m):me M},

V es una pseudonorma en X /M que genera la topologfa cociente. Si v
es una seminorma, igual le ocurre a v
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Homomorfismos de EVT

uniformes Acotacién Construcciones con EVT
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X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T:X —Y
tal que T y T-! son continuos

Factorizacién candnica de un operador lineal

X/kerT —— T(X)

X eY EVT. Homomorfismo de X en Y: Operador lineal continuo 7:X —7Y
tal que T : X — T'(X) es una aplicacién abierta

Inyectivo = Monomorfismo; Sobreyectivo = Epimorfismo

Todo homomorfismo (7) es composicién de un epimorfismo (%), un isomor-
fismo (T) y un monomorfismo (1)

4
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Suma topolégico-directa

Suma directa algebraica de dos subespacios

X espacio vectorial, Y subespacio de X. Complemento algebraico de Y en X:
subespacio Z de X tal que X=Y+Z, YNZ={0}, es decir X =Y &Z, suma
directa
o ®:YXZ—X, ®(y,z) =y+z biyeccién lineal
o & !(x) = (Px,x—Px). P:X — X proyeccién lineal:
P2=P, P(X)=Y, ketP=2Z
o W:Z—X/Y, W(z)=z+Y biyeccién lineal

X EVT, X=Y®Z, &y ¥ siempre son continuas. Son equivalentes:
(1) @~ ! es continua (® es un isomorfismo)
(2) P es continua

(3) ¥~! es continua (¥ es un isomorfismo)

Suma topoldgico-directa
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Subespacios complementados

Ejemplos sencillos

o X EVT separado, X =Y @ Z,
suma topoldgico directa = Y,Z cerrados
o X EVT, X = {0} ®Z suma topolégico-directa
Z EVT separado, isomorfo a X/{0}

X EVT, Y subespacio de X

Y complementado: 3Z : X =Y @®Z suma topoldgico-directa
Equivalentemente: 3P:X — X proyeccién lineal continua, P(X) =Y
Z =kerP complemento topolégico de Y en X, isomorfo a X /Y

X EVT separado, Y subespacio complementado de X = Y cerrado




Tema 8: Tipos de EVT

27 y 31 de mayo, 7 de junio de 2010



@ EVT de dimensién finita
@ Teorema de Tychonoff
@ Teorema de Riesz
@ Ejemplos

© EVT normables
@ Funcional de Minkowski
@ Criterio de normabilidad

© Espacios localmente acotados
@ Espacios localmente convexos

© EVT metrizables
@ Metrizabilidad
@ F-espacios
@ Espacios de Fréchet
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i Cuantos hay?

Teorema de Tychonoff (1935)

Toda biyeccidn lineal entre dos espacios vectoriales topolégicos separados de
dimensién finita es un isomorfismo

Consecuencias

o (Hausdorff, 1932) En un espacio vectorial de dimensién finita, todas las
normas son equivalentes

@ Todo subespacio finito-dimensional de un EVT separado es cerrado

@ Todo operador lineal de un EVT separado de dimensién finita en cualquier
otro EVT es continuo
@ Un operador lineal con valores en un EVT separado de dimension finita es

(a) Continuo <= su nicleo es cerrado
(b) Abierto <= es sobreyectivo

@ En un EVT separado, todo subespacio cerrado de codimensién finita
esta complementado
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i Cémo son?

Teorema clasico de Riesz (1918)

Para un espacio normado X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Todo subconjunto cerrado y acotado de X es compacto
(b) X es localmente compacto
(c) La bola cerrada unidad de X es compacta
)

(d) X tiene dimensién finita

V.

Teorema de Riesz generalizado

Para un EVT separado X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es localmente compacto
(2) Existe en X un entorno de cero precompacto

(3) X tiene dimensién finita

A
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Espacios localmente acotados
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Espacios localmente convexos EVT metrizables
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Espacios L,, de dimensién finita

Los espacios l;,v

Espacio de medida: Q2 =1{1,2,..

N}, A=P(Q), » = ndmero de elementos

N
/wdu S at) L) = Lp(w) =KV (0<p< 00)
k=1

Como EVT son todos isomorfos: KV
lN

con la topologia producto
N
K™ [ llp) A<p<oo)

1/p
lellp = <Z|x(k>|’)> (zeKN,1<p < o0)
k=1

zlloo = méx{|z(k)|: 1< k< N} (zeKV)
Desigualdad de Hoélder:

ivjkc(k ) y(k (Zx )W (f}y(knp*) "

k=1 k=1
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, £ C X, FE absorbente.
Funcional de Minkowski de E':

vp: X —[0,00] vg(z)=imf{p>0:z€pE} (zeX)

V.

Propiedades

o EC{zeX :vg(x)<1}

@ Positivamente homogéneo: vg(rz) =rvg(z) (z€X, r>0)

@ FE equilibrado o convexo — {z€ X :vp(z)<1}CE
E equilibrado = vg(Az)=|\rg(z) (z€X, AeK)
e E convexo — vg(z+y)<ve(@)+vp(ly) (xyeX)

@ F absolutamente convexo
VE seminorma

{reX:vp(x) <1} CEC{re X :vg(z) <1}
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X espacio vectorial, F¥C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkxk :neN, z1,...,zn €E, p1,...,0n =0, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E. Descripcién:

n n
|co| E = Z)\k:ck : neEN, 21,...,2n €E, M,..., n €K, Z|/\k|<1
k=1 k=1

Criterio de normabilidad (Kolmogorov, 1934)

Un EVT es seminormable si, y sélo si, contiene un entorno de cero convexo y
acotado. Por tanto, un EVT es normable si, y sélo si, es separado y contiene
un entorno de cero convexo y acotado
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EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (MNeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve, y € X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando Us = {z € X : v(z) < &},

la familia {Us : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )

@ Localmente acotado = Casinormable

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales,

HXi localmente acotado <=
i€l

X; localmente acotado Vie [
I finito
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes

@ Topologia asociada a una familia de pseudonormas: X espacio vectorial,
® familia de pseudonormas en X. Cada v € ® genera una topologia
vectorial 7,,. Topologia (vectorial) asociada a ®:

T = sup{7, : ve P}
Si ® es una familia de seminormas, 73 es localmente convexa

@ Reciprocamente: la topologia de cualquier ELC es la asociada a una
familia de seminormas.

@ Todo ELC separado es isomorfo a un subespacio de un producto de
espacios normados
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Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

| A\

Consecuencias

@ Todo EVT localmente acotado es pseudonormable

Toda topologia vectorial es la asociada a una familia de pseudonormas

Todo EVT separado es isomorfo a un subespacio de un producto de EVT
metrizables

@ Todo EVT es completamente regular
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EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

Hle semimetrizable <=

{Xi semimetrizable Vi€ I
el

I numerable

B = 1 wlz(n) x(n))
= L o)

F-espacio = EVT completo metrizable
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v, X es un F-espacio cuando

o0
zn € X VneN, Zy(a:n) <oo = Zazn converge
n=1 n>1

(Toda serie absolutamente convergente es convergente)
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Estabilidad y completacion

o X EVT metrizable, M C X subespacio, M =M:
X F—espacio < M y X/M F —espacios

@ Todo producto numerable de F-espacios es un F-espacio

@ Todo EVT metrizable es isomorfo a un subespacio denso de un (dnico)
F-espacio

@ Todo EVT separado es isomorfo a un subespacio denso de un ((inico) EVT
separado y completo
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Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable

v

Hechos basicos

@ Un ELC es semimetrizable cuando su topologia es la asociada a una
familia numerable {v, : n € N} de seminormas

=3 o)

2" 1+ vy (x(n))

n=1

@ La clase de los espacios de Fréchet es estable por subespacios cerrados,
cocientes separados y productos numerables




Tema 9: Ejemplos de EVT
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@ Espacios de sucesiones

© Familias sumables

© Espacios de familias sumables

© Espacios de Hilbert
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Espacio de medida: Q@ =N, A="P(N), p = ndmero de elementos

x:N—[0,00] /Nwduzz:z(n)
=l

Lp(p) = Lp(p) = {z e K" : Z|mn)|p<oo} I, (0<p< o)

o

rely, = /Na;d/.tznzglw(n)
Loo(p) = Loo(p) = {weK : sup{|m(n)|:n€N}<oo} =

Lo() = Lo(u) =K" =w
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lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}
Espacio de Banach con la norma
[zlloo = sup{lz(n)| : n €N} (7 €loo)
Convergencia uniforme en N: zy, €lc VREN, z €l

|lzn —z|lcc =0 <= lim zn(k) =x(k) uniformemente en k € N
n—oo

Subespacio denso:
lo = Lin{xp : ECN}

loo no es separable: E,FCN, E#F = |xg—XxFlleo=1
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Vectores unidad:  {en, : n € N} CKYN | en(n) =1, en(k)=0Vk#n
N

coo = Lin{en:nEN} = {ZAkek : NeN, )\1,...,)\N€K}
k=1

co = {:UEKN ¢ lim m(n):O}

n—oo
@ = {xEKN : 3 lim x(n)} = co ® Ku (u(n)lenGN)
n—oo

y

Observaciones

@ ¢ y c son espacios de Banach (subespacios cerrados de lxo)
o0

@ cpp esdensoency: x€Ecg = T = E z(n)en

n=1
Serie incondicionalmente convergente en cp. Los vectores unidad forman
una base de Schauder, de hecho una base incondicional, de ¢g
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Espacios [, con 0 <p < 00

Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < oo, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

oo
lzllp = [ D lem)P (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, lp tiene la topologia asociada a:
o0
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio
n=1

o0 l/p
@ O mejor, la casinorma: ||z||p = Z |z (n)|P que le convierte en

n=1
un espacio casi-Banach

i1
lz+yllp <277 (lzllp +lyllp) (2,9 €lp,0<p<1)

Para 0 <p <1, lp no es localmente convexo
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Espacios [, con 0 <p <

@ cpp es un subespacio denso en [p:

[ee]
zEl = a::Zm(n)en
n=1

serie (incondicionalmente) convergente en . Los vectores unidad forman
una base (incondicional) de I,

@ Dependencia de p:
0<p<g<oo,z€lpy = z€lg, |zllq<lzlp

La inclusién I C lg es estricta y el operador Id: 1, — lq es lineal continuo
e inyectivo, pero no es un monomorfismo
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o w=KY Ia topologia producto es la asociada a la pseudonorma

w1 jz(n)
[9310—;2—nm (x€Q)

o La convergencia en w es la puntual:

[2n—2]o — 0 < lim zn(k)=xz(k) VkeEN

n—oo

w es un espacio de Fréchet no normable
@ oo es denso en w y w es separable

@ Para 0 < p < g < co, como espacios vectoriales:

co0 Clp ClgCcpCcCleo Cw
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A#0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
X EVT separado, {z) : A€ A} C X
Red de sumas finitas:

Sy=> z\ (JEFN))

AEJ

{zx : A€ A} sumable <= {S;} convergente

ZmA =z < {S;}—=z
AEA
YU eU(0) 3JgeF(A) : JEF(A), JDJy = Z""A —z €U
AeJ
Condicién de Cauchy:

YU €U(0) FJoe F(A) : KeF(A), KnJo=0 = Y z)\€U
AEK
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Z(aw\ +Bby) = aZaA + QZb,\

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Z:L')\ =T < ng(i) =

AEA i€l
@ Operadores: X,Y EVT separados, T' € L(X,Y),
x—Za:A en X = T(z ZT.CE)\ en Y
AEA AEA

o Consecuencias de la condicién de Cauchy:
(1) Subfamilias:  Ag CA = {zx:A€Ap} Cauchy
2) UeU(0) = {reA:x)¢U} finito
(3) Si X es metrizable: {A€ A:z) #0} es numerable
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Relacién con las series

@ X EVT separado, A numerable. Para {z) : A € A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) o0:N— A biyectiva = Z:cg(n) converge.
n>1

Si se cumplen (a) y (b): Zxk = Zxa(n)
n=1

AEA
@ X EVT metrizable. Para {x) : A\ € A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) A1 ={X€A :z)#0} es numerable y para cualquier
biyeccién ¢ :N— Aq la serie Z Ty(n) CONVerge
n>1




Espacios de Hilbert
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Espacios de familias sumables

000000

Espacios de sucesiones Familias sumables

000000 [e]e]e] ]

Familias de niimeros positivos:

{px:A€AICI0,000 D px = sup{ D pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— Z‘O)‘ < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): A €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < oo
AEA

v

Sumabilidad y sumabilidad absoluta

o X F-espacio <= toda familia absolutamente sumable es sumable

@ En dimensidn finita toda familia sumable es absolutamente sumable

@ Teorema de Dvoretsky-Rogers (1950): En todo espacio de Banach de
dimensién infinita existe una serie incondicionalmente convergente que no
es absolutamente convergente, equivalentemente una familia sumable que
no es absolutamente sumable |




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Espacios de Hilbert

000000 0000 @00000 00000

Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nimero de elementos

z: A —[0,00] /mdu Z

AEA

Lo(p) = Lp(u) = {z € K* : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA

rell = /mdu Z

AEA

Loo(p) = Loo(p) = {xEK : sup{lz(V)] : )\EA}<oo} =

Lo(p) = Lo(p) = K"




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Espacios de Hilbert
000000 0000 0O@0000 00000

B = {a: ek? . sup{lz(A)|: A€ A} < oo}
Espacio de Banach con la norma
lzloo = sup{lz(V)] : A€ A} (€ lx)
Convergencia uniforme en A:  zy, € lé\o VneN, xe lé\o

|lzn —z||lcc =0 <= lim zn(A\) =2(A) uniformemente en A € A
n—oo

Subespacio denso:
B = Lin{xg : ECA}

A infinito = lé\o no es separable: looglé\o
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Vectores unidad: {ey : A€ A} C KA, ex(A\) =1, ex(0)=0VdeA\{)\}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) <= Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} € F(A)
Familias convergentes:

c(A) = co(A) ®Ku (u(X) =1VAeA)

v

Observaciones

o co(A) y ¢(A) son espacios de Banach (subespacios cerrados de I4,)

@ coo(A) es denso en cp(A):  zE€cp(A) = z= Zx()\) ex
AEA

Los vectores unidad forman una base, de co(A)
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Espacios l;} con 0 <p<oo

Ip={zek": > (VP <o} (0<p<o0)
AEA

Para 1 < p < oo, l;} es un espacio de Banach con la norma:

1/p

Izl = { Y le()P (welp)

AEA

Para0<p<1, lI/,\ tiene la topologia asociada a:

@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(X\)[P que le convierte en un F-espacio
AEA
1/p
@ O la casinorma: ||z||p = Z |z(A)[P que le convierte en un

AEA
espacio casi-Banach

Si A esinfinitoy 0<p<1, lé,\ no es localmente convexo
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Espacios l}? con 0<p<oo

@ coo(A) es un subespacio denso en lf,\:

xelﬁ = o= Zw()\)e)\
AEA

Los vectores unidad forman una base de l;,\

@ Dependencia de p:
A A
0<p<g<oo,z€l, = zcly, ||zq<zlp

Si A es infinito, la inclusién lf,\ - lé\ es estricta y el operador
1d: l;} — l? es lineal continuo e inyectivo, pero no es un monomorfismo

v
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e En K" es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K" no es metrizable

o Convergencia puntual: {x;} red en KA, z e KA
{r;i} >z <= {z:(N)}—>z()) VAEA

coo(A) es denso en KA

ek = ac:Zx()\)eA
AEA

o KM tiene la propiedad de Heine-Borel: todo subconjunto cerrado y
acotado de KA es compacto

Para 0 < p < g < co, como espacios vectoriales:

coo(A) C Iy Clg Ceo(A) € e(A) € 1 K
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay + z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sexquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (x|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano
le| = (2l2)'/?  (z€X)
Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

||y < [l lyll

Espacio de Hilbert cuando la norma es completa

Polarizacién:  Re(zly) = 1 (llz+yl* —llz—yl*); Tm(zly) = Re(aliy)

<
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yll” = 2[l=]” + 2[ly]I” Vz,yeX

Ejemplos

(©,A, 1) espacio de medida no trivial:
JABeA: ANB=0, 0< pu(A) <oo, 0< u(B) < oo

Entonces:
Ly(p) Espacio de Hilbert <— p=2

Producto escalar en La(p):

(flg) = /Q f9du (foelaw)i  (aly) = 3oy (zyeid)

AEA
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién éptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

te€H = 3! Po(z) €C: ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

Pc(x) se caracteriza por:  Re(z— Po(z)|ly— Po(x)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pys(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}

H=M®M™* suma topolégico-directa:

lzl* = |1 Pas @)II* + e = P (@)II* (@ € X)

@ Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert estd complementado

Teorema de Lindenstrauss-Tzafriri (1971)

Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, todo
subespacio cerrado de X estd complementado en X.
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X espacio pre-hilbertiano, F = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#8); el =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademds, X = Lin (E)

y

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.

@ Desigualdad de Bessel: Z (zlex)|* < |||
AEA

@ Proyeccién ortogonal sobre M: Pys(z) = Z(w|e)\)e>\
AEA

o llz]? = 3" I(alex)® + 1z — Par(a)]?

AEA
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: [z = |(zlex)]* (z € H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e)\)(e>\|y) (z,y € H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e)\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HEZQ

v

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal

@ Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal: dimensién hilbertiana.

@ Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si, y sélo si, tienen
la misma dimensién hilbertiana

@ Salvo isomorfismos isométricos, los (nicos espacios de Hilbert separables
son lév con NeNylp

A\




Tema 10: Teorema de Hahn-Banach
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@ Versién analitica
@ Enunciado del teorema
@ Dual topolégico
@ Teoremas de extensidon
@ Duales de subespacios y cocientes
@ Limites de Banach

© Versién geométrica
@ Separacién de convexos
@ Teoremas Generales de Separacién
@ Hiperplanos de soporte
@ Separacion fuerte
o La integral de Pettis
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Enunciado del Teorema

Teorema de Hahn-Banach, versién analitica

X espacio vectorial, v: X — R funcional sublineal:
viz+y) <v(e) +vly) (zyeX)
v(rz) = rv(@) (z€X, r>0)

M subespacio vectorial de X, g : M — K lineal, verificando:
Re g(m) < v(m) YVme M

Entonces existe f: X — K lineal
que extiende a g:
f(m) = g(m) ¥meM
y verifica:
Ref(z) < v(z) Vo e X
Si v es una seminorma, se tiene de hecho
f(@)] < vl@) VoeX
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Dual topolégico de un EVT

X EVT. Dual topolégico de X:
X* ={f:X—>K: f lineal y continuo }
iX* #{0}?
i X" separa los puntos de X7: j z€ X\ {0} = JfeX": f(x)#07?

v
Construccién de funcionales lineales

X espacio vectorial, X D U absorbente y convexo, zg € X \U

Existe f: X — K lineal, tal que:
Re f(z) <1 Yz eU, Re f(zo)>1

<

Abundancia de funcionales lineales continuos

X EVT

e X* #{0} si, y sélo si, X contiene un entorno de cero convexo U # X

@ X" separa puntos si, y sélo si, la interseccién de los entornos de cero
convexos en X es {0}

@ X ELC separado =— X" separa puntos

N




Versién analitica Versién geométrica
00@000 000000

Extension de funcionales lineales continuos

Teorema de extensién en ELC

X ELC, M subespacio vectorial de X, g € M™*:
IfeX*: f(m)=g(m) Yme M

Extension equinérmica en espacios normados

X espacio normado, M subespacio vectorial de X, g € M™*:
IfeEXT: f(m)=g(m) YmeM vy |fl=lgll

Una consecuencia interesante

En un ELC separado, todo subespacio de dimensién finita estd complementado
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Duales de subespacios y cocientes

Versién geométrica

000000

Dual de un subespacio
X ELC, M subespacio de X, Moz{fEX* :f(M):{O}}
Como espacios vectoriales: M* = X*/M°

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Dual de un cociente

|| A\

X EVT, M subespacio vectorial de X. Como espacios vectoriales:
(X/M)* = M°

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Caracterizacién dual del cierre de un subespacio
X ELC, M subespacio de X

M={zcX: f(2)=0VfeM}= () kerf
fEMP°

| A

En particularr M =X <= M°=/{0}

A\
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Limites generalizados
K =R, lso espacio de Banach: ||z]/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)

n—oo

g€ec*, |lgll=1. Portanto: 3hels :|h||=1, h(y)= lim y(n) Vyec
n—oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| \

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):neN} Vzecly
3) f(z™) = f(z) Yz €loo, VkEN, donde

e®(n) =x(n+k) (neN)
Como consecuencia se tiene que f €l [|fll=1y

liminfz(n) < f(z) < limsupz(n) Vo € lso
n—oo n— 00

En particular f(y) = lim y(n) Vy € c. Se dice que f es un limite de Banach
n—oo

4
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(\):Ae A} < f(z) < sup{z(\): A€ A} Vzell
3) f(x('Y)) =f(z) Vzell, Vye A donde

N =z(A+7) (AeA)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas

Existe una funcién p : P(R) — [0,1]
(a) Es finitamente aditiva:

A BCR, AnNB=0 = p(AUB) = u(A) + u(B)
(b) Es invariante por traslaciones:

que verifica las siguientes condiciones:

ACR,zeR = p(A+z) = p(4)
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Separacién de conjuntos convexos

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y v €R tales que
Ref(a) < vy < Ref(b) Ya€ A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Vac€ A, Vbe B

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(x) = también separa Ay B

| \

Contraejemplo

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:
X =cpo, {en :n € N} vectores unidad, B = {0},
A= {Zg=10‘kek :NEN, ay,...,any €R, ay >0}

A 'y B son subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de cgg pero
ficoo—R lineal, f#0 = f(A)=R
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Teoremas de Separacion

Separacion en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€R
tales que

Ref(a) < v < Ref(b) Yac A, VbEB

Separacién en EVT

| A\

X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
Supongamos que int A# (), que B#D yque (intA)NB=0.

Entonces existen f€ X* y y€R tales que
Ref(a) < v < Ref(b) Yac A VbeRB

De hecho, se tiene

Ref(z) <y VzcintA
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Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#£0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}

| A\

Version geométrica del THB

X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.

Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =0

Separacién en dimensién finita

| A\

A 'y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de KY.
Existen f: KN - K lineal, f#0,y v€R tales que:
Ref(a) < ¥ < Ref(b) YVae A, VbEB
Equivalentemente, existen u € K™ \ {0} y v € R tales que
Re(a|u) <7< Re(b|u) Yac A, VbeB

A
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Separacién fuerte

Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,8 € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) Vac A, VbeB

| \

Separacion fuerte en espacios normados

X espacio normado, A, B subconjuntos no vacios, convexos.
Supongamos que A y B estin a distancia positiva: d(A4,B) = p > 0.
Entonces, existen f € X*, con ||f||=1, y v €R tales que:

Ref(a) < v <~v+p<Ref(b) Vae A, VbeB
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Integral de Pettis

(Q, A, 1) espacio de medida, X ELC separado, ¢: Q — X.
@ ¢ débilmente medible <= foy medible Vfe X*
@ ¢ débilmente integrable <= fop€e Li(n) Vfe X"

@ ¢ es integrable en el sentido de Pettis cuando es débilmente integrable y
existe x € X tal que

f(z) :/Q(foso)du VfieX”

El vector x es Unico, se le llama integral de Pettis de ¢ con respecto a u:

ar:/sodu
Q
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Integral de Pettis

Existencia de la integral

X ELC separado y completo

K espacio topolégico compacto de Hausdorff
1 medida de Borel positiva y finita en K

Toda funcién continua de K en X es integrable en el sentido de Pettis.

Suponiendo, sin perder generalidad, p(K) =1, para toda funcién continua
p: K — X se tiene:

/ pdp € cop(K)
K
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Teorema de la Aplicacion Abierta
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Categoria y espacios de Baire

Teorema de la Gréfica Cerrada

(e}

E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

AC | J Pn donde Fo=TF, CE, intFp=0, ¥neN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A\

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:

(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoria en E

(2) A de 1¢ categoriaen E — intA=10

(3) Fu=FnCEVneN, int (Uy2; Fn) #0 = ImeN:intFp £0
(4) Gn=intGn, Gn=E YneN — ﬂ 1Gn=FE

Se dice que E es un espacio de Baire cuando las verifica. En particular, un
espacio de Baire es de segunda categoria en si mismo
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

| A

Ejemplos
o La categoria es relativa: R es de 2% categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en E; = Adel®en Ey
@ Una unién numerable de conjuntos de 1¢ categoria es de 1% categoria
o Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo

o R\ Q es de 2% categoria en R (luego R\ Q no es numerable)

Aplicaciones

| A

@ “Abundan” las funciones continuas no derivables asi como las de clase
C*®° no analiticas

@ La dimensién de un F-espacio (en particular, de un espacio de Banach) es
finita o no numerable

A\
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

A

Primer paso (categoria)
X,Y EVT, T: X — Y lineal
T(X) de 2% categoriaen Y — T casi-abierta

Segundo paso (aproximaciones sucesivas)

X F-espacio, Y EVT metrizable, T' € L(X,Y)
T casi-abierta == T abierta, T'(X)=Y, Y F-espacio
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores

X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicacién Abierta, Banach-Schauder

X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

Teorema de los Isomorfismos de Banach
X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T biyectiva = T~ ' continua

v
Teorema del Homomorfismo de Banach

X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T(X)=T(X) = T homomorfismo

N
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fe€Li=Li[—m, 7]

T
Coeficientes de Fourier: f(n) = %/ f(s)e"ds (nez)
—T

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’

i Qué series trigonométricas son series de Fourier?

o~

Para a:Z—C ;j3fely: f=a?

~

o Lema de Riemann-Lebesgue:  lim f(n) =0 (fe CO(Z))
n—=+o0

o Teorema de unicidad: f,g€ L1, f=9 = f=g (c.p.d.)
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=F

T es lineal, continuo e inyectivo
Ly y ¢o(Z) no son isomorfos
Luego T' no es sobreyectivo

Luego T'(L1) es de 1% categoria en cy(Z
g

Entre las series trigonométricas con coeficientes tendiendo a cero las series
de Fourier son “atipicas”. El lema de Riemann-Lebesgue esta muy lejos de
caracterizar las series de Fourier.
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] — R continuas
Datos del problema: f:[a,b] = R continua, a,3 €R

(ED): woZ +yiz+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién (nica

Tratamiento funcional

| A

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
Y = Cla,b] x R? espacio de Banach: ||(f,a,8)|| = || fllco + || + |6
Operador de X en Y: T(z) = (yoj + 12+ y22,z(a), :v(b))

@ T es lineal y continuo

o Problema bien planteado <= T biyectivo

@ Teorema de los isomorfismos de Banach: si el problema estd bien
planteado, la solucién depende de manera continua de los datos
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relacién entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :xeX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

o f escontinua cuando: {zn} —2 = {f(zn)}— f(x)

o Grf escerrada cuando: {zn}—z, {f(zn)} >y = f(z)=y

Teorema de la Gréfica Cerrada

| A\

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal, GrT cerrada = T continuo

Por tanto, para asegurar que 7' es continuo basta probar:
{en} =0, {Tan} -y = y=0
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, J:Y — FE inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

Caso particular
X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

| \

| A

Ejemplos
oY =1[, 0<p<o0), ={fn:neN}, fu(y)=y(n) VyeyY, VneN
o Y =1,[0,1 (0<p< ), E=Lol0,1], Jy=yVyeyY
o Y=C[0,1],E=K®U Jy=yvyey

N
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Principio de Acotacién Uniforme

X #0, ECRX familia de funciones de X en R
o E acotada en xg € X: sup{|f(xo)|:f€E} < oo
o E puntualmente acotada: sup{|f(x)|:f€E} <o VxeX
o E uniformemente acotada en BC X: sup{|f(x)|: f€E, x€EB} < o

Principio de acotacién uniforme

X espacio topolégico de 2¢ categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

¢

F uniformemente acotada en un abierto no vacio B C X
Basta considerar: F,={xeX : |f(x)|<n Vf€E} (neN)

Lema de Baire: = Como X se puede tomar cualquier subconjunto
abierto de un espacio métrico completo
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
o E acotada en xg € X: sup{||Txp|:7T €E} < oo
o E puntualmente acotada: sup{||Tx||:T €E} < VxeX
o E uniformemente acotada en BC X: sup{|f(x)|: f€E, x€B} < o

o E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||:T € E} <

Teorema de Banach-Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {xeX :sup{||Tx||: T € E} <eo}. Son equivalentes:

(a) A es de 2% categorfa en X

(b) A=X, es decir, E estd puntualmente acotada:
sup{||Tx||: T €E} <o VxeX

(c) E estd acotada en norma:
sup{||IT|| : TEE} <
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {7} : n € N} C L(X,Y) sucesién de
operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X :
{Thx} - Tx VxeX

Entonces T € L(X,Y)

Caracterizacién dual de la acotacion

X espacio normado, E C X
E acotado <= f(E) acotado VfeX*

Explicitamente:

sup{||lx|| : xEE} < o <= sup{|f(x)]:xEE} < VfeX*
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Funciones en la circunferencia y funciones periédicas
T={z€C:lz=1} = {e" :t€R}
Funcién definida en la circunferencia g:T — C

f)y=g(e") U M gz) = f(Argz)

Funcién 2n-periédica fR — C

Medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia

0:]—mm =T o) =e’ Vi€]—m,mn biyectiva
E CT medible <= ¢ !(E) medible-Lebesgue en R

1.
7 Mo Y(E))

Lp(T) = Lp(m) (1< p<=)

m(E) :=
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o L,(T) (1< p<o) “Funciones” medibles g:T — C tales que

|mu:(ANgawdm@01”<iw

o bien, “funciones” medibles 2n-periddicas f: R — C tales que

1 & 1/p
= (25 [1s0par) <=

o L.(T). “Funciones” medibles y esencialmente acotadas g: T — C, o
bien, “funciones” medibles, 2n-peridédicas y esencialmente acotadas
fR—-C.

llglle = esssup [g] = esssup |f] = [[fll (8= f € Leo(T))

o C(T). Funciones continuas g: T — C, o bien, funciones continuas y
2n-periédicas f:R — C con

llglls = méx {|g(z)] : z€ T} = max {|f(t)| :t €R} (g=f€C(T))
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < g < « se tiene
C(T) C Loo(T) C Ly(T) C Lp(T) C Li(T)
El operador Id : Ly,(T) — L,(T) es lineal y continuo, de hecho

lellp < llglly Vg € Lg(T)

pero no es un monomorfismo:

Lusin = C(T) =L,(T) (1< p<)

f=g€Li(T). Coeficientes de Fourier de f:

-~

o = o [ sy mar= [ ¢
Serie de Fourier de f: Z fln)e™ = Z f(n)?

nez nez

(2)z7"dm(z) (neZ)
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Convergencia de series de Fourier

f€Li(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n .
Su(fit) = Y fln)e® (teR, n=0,12,...)
k=—n

Problema: { {S,(f,")} — f7  ;Cuéndo y en qué sentido podemos decir que

la serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?
v

Convergencia en norma

Riesz: 1 <p<oo, fELY(T) = {Su(f,")} = f en L,(T):
tim [ [8,(7.0 = S0 dr = 0

Para f € C(T) tiene sentido preguntar:
i{Sa(fi0)} — f(t) VieR?

La respuesta es negativa (DuBois-Reymond) pero no es ficil dar ejemplos
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Punto de vista “funcional”

Para ne NU{0} fijo, tenemos:

Su(f,0) = i flk) = %/jcf(,) ( i eikt) dt

k=—n

_ i/:;f(t)Dn(I)dt = 9u(f)

Recordemos: Li(T) ¢ M(T) = C(T)*
Luego @, € C(T)" con |[|@al| = [|Dall1

Ahora un poco de célculo:

D,(1) = i e~k — sen(s(:rzz(# (0< |t <) Dp(0)=2n+1

k=—n

y se comprueba sin mucha dificultad que {||Dy||1} — +oo
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Aplicacion a las series de Fourier

El conjunto de las funciones f € C(T) tales que la sucesién {S,(f,0)}
estd acotada es de 17 categorfa en C(T). As{ pues, la convergencia puntual
de la serie de Fourier de una funcién continua es “atipica”
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