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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 18/06,/2004.

1. (Valor total del ejercicio 4 puntos.) Considérese la ecuacién de Laplace
Au(z) =0 (1)
y sea £ € R" dado.

(a) (1 punto) Demuéstrese que si u € C*(R"\ {¢}) es solucién de (1) de la forma
u(z) = v(||z — £]|), con v : (0,+00) — R una funcién de clase C?(0,+o0),
entonces v verifica la e.d.o.

n—1

v (r) + V'(r) =0, Vre(0,+0) (2)

r

Reciprocamente, si v € C?(0,400) verifica (2) entonces u(z) = v(|jz — £]|)
verifica (1) en R™ \ {¢}.

(b) (0.5 puntos) Para cadan € IN, n > 2, encontrar una férmula que proporcione
todas las soluciones de (2).

(c¢) (0.5 puntos) Escribase la solucién fundamental, ®(z, s), para (1). Enunciado
de la primera y segunda féormulas de Green.

(d) (1 punto) Enunciado de la férmula fundamental integral de Green. De-
mostracion detallada de la misma para el caso n = 2.

(e) (1 punto) Considérese el problema de Dirichlet
Au(z) =0, x € Q= Bgn(0;1), u(x)= f(z), x € 09 (3)

Demuéstrese que si f : R" — R es un polinomio, entonces la tinica solucion de
(3) es un polinomio del mismo grado que f.



2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Considérese el problema de tipo mixto
para la ecuacion del calor

2
Fulz,t) _ dulz,t) 0<z<m 0<t<T,

Oz ot
Ou(0,t) _ Ou(mt) _ 0. 0<t<T (C2)
Ox Ox
u(z,0) = f(z), 0<z<m,

donde T'> 0y f € C[0, 7] son dados.

(a)

(0.5 puntos) Para cada funcién h € L*(0,7), escribase el desarrollo en se-
rie de Fourier de h respecto de la base {(7)~'/2,(2/7)"?cos n(.), n € IN}.
Dar condiciones suficientes que permitan asegurar que si h,, n € IN son los
coeficientes de Fourier de h respecto de esta base, entonces la serie Y |h,| es
convergente.

(1 punto) Definase con precision el concepto de solucién de (C2) y demuéstrese
que (C2) puede tener, a lo sumo, una solucién. Sugerencia: Considérese la
funcién energia

I(t) = ;/OW u?(z,t) dr + /Ot /Ow(um(azf,s))2 dx ds

(2 puntos) Pruébese que si f € C*[0, 7], entonces la tinica solucién de (C2)
viene dada por la férmula:

by &

20 .y _
u(a,t) =4 2 +nz::1bn cos(nzx) exp(—n-t), si t >0,
f(z), si t=0
donde .
by, = */ f(z) cos(nz) dx, ¥Yn € INU {0}.
m™J0o

3. (Valor total del ejercicio 2.5 puntos) Considérese la ecuacion casilineal de orden

uno,

en dos variables independientes

a(xayau)u:c + b(a?,y,U)Uy = C([lf,y,U) (4)

donde a, b, ¢ son funciones de clase C' en un dominio 2 de R3.

(a)

(1 punto) Formiilese con precisién el concepto de problema de Cauchy para
(4), asi como el concepto de solucién del mismo. Entdnciese un teorema de
existencia y unicidad de soluciones del citado problema de Cauchy.



(b) (1.5 puntos) Calcilese la tunica solucién del problema de Cauchy
Uy + yuu, = —zy, vy =1l,u=>5, x € [a,b], a>0 (5)

Sugerencia: Si (z(t,s),y(t,s),u(t,s)) es la tnica solucién del sistema carac-
teristico asociado a (5), demuéstrese que para cualquier s € [a,b] fijo se tiene
('T(ta S)y(ta S))t + (U(t, S) + %U2<t, S))t =0.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 16/09/2004.

1. (Valor total del ejercicio 3 puntos.)

(a) (0.5 puntos) Enunciado de la propiedad del valor medio para funciones armoénicas,
tanto en el caso de bolas como de esferas. ;Caracteriza esta propiedad a las
funciones armonicas? Razdnese la respuesta.

(b) (0.5 puntos) Enunciado del principio del maximo-minimo para funciones
armonicas.

(c¢) (2 puntos) Usando los dos apartados anteriores, demuéstrese rigurosamente
el llamado Teorema de Harnack (para funciones arménicas):
Sea Q un dominio acotado de R™ y {u,} una sucesion de funciones reales, cada
una de las cuales es armdnica en Q0 y continua en 2. Si la sucesion {u,} es
uniformemente convergente en OS2, entonces {u,} converge uniformemente en
Q a una funcién u, que es armonica en Q y continua en €.

2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Considérese el problema de tipo mixto
para la ecuacién del calor
OPu(x,t)  du(x,t)
or2 Ot

0<ze<m 0<t<T,

w(0,8) = u(m,t) =0, 0 <t < T, (1)
u(z,0) = f(x), 0 <z <m,
donde T'> 0y f € C[0, 7] son dados.

(a) (1 punto) Para cada funcién h € L*(0, ), escribase el desarrollo en serie de
Fourier de h respecto de la base {(2/7)"/?sen n(-), n € IN}. Dar condiciones
suficientes sobre la funcion h que permitan asegurar que si h,, n € IN son los
coeficientes de Fourier de h respecto de esta base, entonces la serie Y |h,| es
convergente.



(b) (0.5 puntos) Definase con precision el concepto de solucién de (1). Entinciese
el principio del maximo minimo para la ecuacién del calor. Usando este prin-
cipio, demuéstrese que (1) puede tener, a lo sumo, una solucién.

(c) (2 puntos) Pruébese que si f € C'[0,7] y f(0) = f(r) = 0, entonces la tinica
solucién de (1) viene dada por la férmula:

oo L '
ez, t) = nzz:lansen(n:l:)exp( nt), si t >0,
f(I), Si t - 0
donde .
ap = */ f(z)sen(nz) dz, Yn € IN U {0}.
7 Jo

3. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos.)

(a) (1.5 puntos) Considérese la ecuacién de ondas unidimensional
Uge (2, 1) = uy(z,t), (z,t) € R? (2)

Demuéstrese que si se realiza el cambio de variables independientes { = x +
t, u = x —t, la ecuacién anterior se transforma en wug, (&, 1) = 0, (&, 1) € R?,
Usando esto, calcular el conjunto de soluciones u € C%(R?) de (2). ;Es dicho
conjunto un espacio vectorial real de dimension finita?

(b) (2 puntos) Considérese el problema u(x,t) = f(x,t), u(x,0) = a(x), u(z,0) =
B(x), (z,t) € R? con f continua en R? o € C?(R), # € C'(R). Demuéstrese
que tiene solucién u € C?(R?) si y solamente si se verifica la relacién ' (z) =
f(z,0), ¥z € Ry que, en este caso, la solucién no es tnica.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 26,/04,/2005.

1. (Valor total del ejercicio 2 puntos.) Considérese la e.d.p. lineal de segundo

orden
Uy (2, y) + @ uy(z,y) =0, (z,y) € R? (1)

donde a es una constante real.
(a) (0.5 puntos) Demuéstrese que el conjunto de soluciones (v € C*(R? R)) de
) es un espacio vectorial real de dimensién infinita.

(1
(b) (1.5 puntos) Encuéntrese una férmula que proporcione todas las soluciones
de

(1).

2. (Valor total del ejercicio 4 puntos) Se considera el problema de tipo mixto para la

ecuacion de ondas no homogénea

Ou(z,t) B OPu(z,t)
ot? Ox?

= f(x,1), 0<z<m 0<t,

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t, (ONH)

u(z,0) = u(x,0) = 0, 0<z<m,
donde fy f, son continuas en [0, 7] x [0,00) v f(0,¢) = f(7,t) =0, V¢ >0.

(a) (1.5 puntos) Demuéstrese que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucién u €
C?([0, 7] x [0,00)).

(b) (2.5 puntos) Si F(z,t) es la extensiéon impar y 27— periédica de f, respecto
de z, pruébese que la funciéon

x+t— T
(e, t) / / 7) dib dr
2 r—t+T1

es la unica solucién de (ONH).



3. (Valor total del ejercicio 4 puntos.) Considérese el problema de tipo mixto
para la ecuacion del calor

0?u(x,t) Ou(x,t)

Oz? ot ’

w0, = 24D g ooy (¢2)
Ox

u(z,0) = f(z), 0<z<m,

donde T'> 0y f € C[0, 7] son dados.

(a) (1 punto) Definase con precisién el concepto de solucién de (C2) y demuéstrese
que (C2) puede tener, a lo sumo, una solucién. Sugerencia: Considérese la
funcién energia

I(t) = ;/OW u?(z,t) dr + /Ot /Oﬂ(um(x,s))2 dr ds

(b) (1 punto) Apliquese el método de separacién de variables para encontrar solu-
ciones elementales de (C2).

(¢) (2 puntos) Usando el apartado anterior, propéngase una férmula que pro-
porcione la tnica solucién de (C2), dando condiciones suficientes sobre f que
permitan probar, rigurosamente, que la formula propuesta es vélida.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 25/06/2005. Primera parte

1. (Valor total del ejercicio 1.5 puntos.) Considérese la e.d.p. lineal de segundo
orden
Uay (2,Y) + @ Uy (2, y) + buy(2,y) + abu(z,y) = 0, (z,y) € R? (1)

donde a y b son constantes reales y u € C?(R? R).
(a) (1 punto) Mediante el cambio de variable u(x,y) = v(z, y)e~ ¥~ encuéntrese
una férmula que proporcione todas las soluciones de (1).
(b) (0.5 puntos) Demuéstrese que el conjunto de soluciones de (1) es un espacio

vectorial real de dimensién infinita.

2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Se considera el problema de tipo mixto para
la ecuacion de ondas no homogénea

Ou(x,t) B Du(x,t)
ot? 0z?

uw(0,t) = w(mt)=0, 0<t, (ONH)

u(z,0) = u(x,0) = 0, 0<z<m,

donde fy f, son continuas en [0, 7] x [0,00) v f(0,¢) = f(7,t) =0, V> 0.

(a) (1 punto) Demuéstrese que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucién u € C?([0, 7] x
[0,00)).

(2.5 puntos) Si F(z,t) es la extensién impar y 27— periédica de f, respecto
de z, pruébese que la funcién

T+t— T
u(x,t) / / T) dip dt
2 rx—t+T

es la tnica solucién de (ONH).

(b)



ECUACIONES EN DERIVADAS P:ARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 25/06/2005. Segunda parte

1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos.) Considérese el problema de Dirichlet

Au(z) = g(z), © € Q,
(@) = (), x € 09 (1)

donde Q es un dominio acotado de R", g € C(Q), f € C(99) y u € C*(Q) N C(Q).

(a) (0.5) puntos) Entunciese con precision el principio del maximo minimo para
funciones arménicas, y usando este principio pruébese que (1) puede tener, a
lo sumo, una solucién.

(b) Si Q= Bgrn(0;1) y g =0, pruébese que la tnica solucién de (1) es

1 1— |z
— ~ f(s) ds, z €,
u(z) = Wn /|S|=1 |s — x| (2)

f(z), z € 09.

mediante los siguientes apartados:

i. (1.5 puntos) u € C*(Q2) y Au(z) =0, V x € Q (sugerencia para probar

12
que u es armoénica en § : \15—|§|‘n = —8;12”53 Ve Q Vsed, donde G

es la funcién de Green).
1 — 2
ii. (1.5 puntos) u € C(99) (sugerencia: 1 = i/ il ds,

“n Jisl=1 |s — x|
VaeQ)

2. (Valor total del ejercicio 1.5 puntos) Pruébese que la ecuacién
Au(e,y) =0, (2,y) € 2= {(z.y) € R? 12> +y? < 1}, (3)
se transforma en

1 0(p3Y) 1 92
p (g;”’>+22¢2 0,0<p<l1, ¢€R, (4)

mediante el cambio a coordenadas polares x = pcos ¢, y = pseng.




Departamento de Analisis Matematico, Universidad de Granada
Ecuaciones en Derivadas Parciales
Licenciatura en Matemaéticas. Cuarto curso, 22/09/2005, Primera parte

. (2 puntos) Pruébese que la ecuacién
Au(z,y,2z) =0 (1)

se transforma en 5
1 0(pg;) 1 2*u  B%u
= — o+
p Op  p*0¢* Os?

mediante el cambio a coordenadas cilindricas x = pcos ¢, y = p seng, z = s.

=0, 2)

. (Valor total del ejercicio 3 puntos) Se considera el problema de tipo mixto para la
ecuacién de ondas no homogénea

0u(z,t) 3 0?u(z,t)
ot? 0z

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t, (ONH)

u(a:,()) = h(l’), ut(;v,()) = g(x), 0<z<m,
donde f es continua en [0, 7] x [0,00), h € C?[0, 7], g € C*[0,n].

(a) (1 punto) Demuéstrese que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucién u € C?([0, 7] x
[0,00)).

(b) (2 puntos) Calciilese la tinica solucién del problema

O*u(z,t)  O*u(w,t)
ox2 0Ot

ou(z,0)

,0<x <, t>0

u(z,0) = senz, =sen’z, 0<z<n

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,



Departamento de Analisis Matematico, Universidad de Granada
Ecuaciones en Derivadas Parciales
Licenciatura en Matemaéticas. Cuarto curso, 22/09/2005, Segunda parte

1. (Valor total del ejercicio 2.5 puntos)

(a) (1.5 puntos) Entnciese y demuéstrese el principio del méximo-minimo para la
ecuacién del calor n—dimensional.

(b) (1 punto) Calcular la tinica solucién del problema de tipo mixto

2 t t
agg’) = augi’), 0<z<m 0<t<T,

u(0,t) = w(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) = f(x), 0<z<m,
donde -
0,si0<x< 3
xTr) =
fle) sen(4z), si g <z<m

2. (2.5 puntos) Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema

de contorno

Upz T Uyy =0, 0 <2 <1, O<y <,
u(0,y) =0, u(l,y) = f(y), w(z,0) =0, u(z,7) =0

imponiendo hipétesis adecuadas a la funcion f.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 25/04,/2006.

1. (Valor total del ejercicio 1.5 puntos) Sea €2 un abierto no vacio de R", n > 2.
Estudiese rigurosamente la dimension del espacio vectorial formado por todas las
soluciones de la ecuacién de Laplace Au(z) =0, = € Q.

2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Se considera el problema de tipo mixto
para la ecuacion de ondas no homogénea
Pu(x,t)  O*u(x,t)
ot? 0x?

= f(x,1), 0<z<m 0<t,

u(0,t) = w(mt)=0, 0<t¢, (ONH)

u(z,0) = uy(x,0) = 0, 0<z<m,
donde fy f, son continuas en [0, 7] x [0,00) v f(0,¢) = f(7,t) =0, V¢ >0.
(a) (2 puntos) Si F(x,t) es la extensién impar y 2r— periddica de f, respecto de

x, pruébese que la funcion

1 t rxt+t—7
u(x,t)zQ/O/xJr F(,7) dy dr

—t+T

es solucién de (ONH).

(b) (1.5 puntos) Calcilese la tinica solucién del problema

Pu(x,t)  Pu(z,t)
ot? 0z?

= sen(3x), 0<z<m 0<t,

uw(0,t) = w(mt)=0, 0<t,

u(z,0) = —senz, uy(x,0) = 8sen(bx), 0<az<m,



3. (Valor total del ejercicio 5 puntos.) Considérese el problema de tipo mixto
para la ecuacion del calor

2
Qﬂﬂﬂzzawﬂw, 0<z<m 0<t<T,

Ox? ot

ou0.8) _ u(m,t) =0, 0<t<T, (©2)
Ox

u(z,0) = f(x), 0<z<m,

donde T'> 0y f € C[0, 7] son dados.

(a)

(1 punto) Definase con precisién el concepto de solucién de (C2) y demuéstrese
que (C2) puede tener, a lo sumo, una solucién. Sugerencia: Considérese la
funcién energia

I(t) = ;/OW u?(z,t) dr + /Ot /Oﬂ(um(x,s))2 dr ds

(1 punto) Demuéstrese rigurosamente que las funciones propias de (C2) son
2n —1
z), n e N

las funciones cos(

(1 punto) Usando el hecho de que las funciones {cos(nz), n € INU{0}}
constituyen una base ortogonal de L?(0,7), demuéstrese que las funciones

2n —1
{cos( 1

(2 puntos) Usando el apartado anterior, propéngase una férmula que pro-
porcione la tnica solucién de (C2), dando condiciones suficientes sobre f que
permitan probar, rigurosamente, que la férmula propuesta es vélida.

x), n € IN} también forman una base ortogonal de L?(0, ).



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 28,/06,/2006.

1. (Valor total del ejercicio 4 puntos) Considérese el problema de Cauchy para la
ecuacion de ondas no homogénea

g (2, 1) — g (2, t) = f(2, ), 2 €R, t >0,
u(z,0) = a(x), z €R, (1)
u(x,0) = B(z), v € R.

(a) (2 puntos) Sea (z¢,ty) € R?, tal que t, > 0 y T su tridngulo caracteristico.
Pruébese que si v es cualquier funcién real perteneciente a C?(T), se tiene

1
U(l’o,to) = 5 [’U(l’o + to,O) + 'U(l'o — to,O) ] +
1 rzot+to
+= v(s,0) ds + (2)
2 xo—to

+;/T(vtt — Uge) (&, T) dEdT.

Sugerencia: la férmula de Green en el plano nos dice que si P,Q € CY(T,R),
entonces [p(Qz(x,t) — Py(x,t)) dx dt = [4p(P dz + Q dt).

(b) (0.5 puntos) Definase con precisién el concepto de solucién de (1) y usando
la férmula anterior, pruébese que (1) puede tener, a lo sumo, una solucién.
Propdéngase, ademas, la férmula que puede proporcionar la tnica soluciéon de

(1).

(c¢) (1.5 puntos) Impdnganse hipdtesis apropiadas a las funciones f,ay [y
demuéstrese que la formula propuesta en el apartado anterior define la tnica
solucién de (1).



2. (Valor total del ejercicio 3 puntos)

(a) (0.5 puntos) Entunciese la propiedad del valor medio para funciones arménicas,
tanto para bolas como para esferas.

(b) (1.5 puntos) Usando la propiedad anterior, entinciese y demuéstrese el prin-
cipio del méaximo-minimo para funciones armonicas.

(¢) (1 punto) Considésere el problema de Dirichlet
Au(z) =0, x € Q, u(z) = f(z), x € 00 (3)

donde €2 es un dominio acotado de R". Supongamos la hipétesis siguiente:
(H): la tnica solucién de (3) se puede calcular explicitamente siempre que la
funcion f es un polinomio.

Sea ahora la funcién f; : R" — R, definida como fo(z) = €™, V2 € R" y
uy, la tnica solucién de (3) con dato frontera f;. Usando la hipdtesis (H) y el
principio del maximo-minimo, demuéstrese que existe una sucesién de funciones
{un}, que se puede calcular explicitamente, tal que {u,,} — uy, uniformemente

en 2.
3. (Valor total del ejercicio 3 puntos)
(a) (0.5 puntos) Entnciese con precisién el principio del maximo-minimo para la
ecuacién del calor n—dimensional.

(b) Considérese el problema de tipo mixto

2
O*u(z,t) _ 8u(x,t)’ 0<i<nm 0<t<T

Ox? ot
u(0,t) = u(mt)=0, 0<t<T, (4)
u(z,0) = f(x), 0<z<m,

Si f =0, la tnica solucién de (4) es u = 0. Si f(x) = sen(2x), la inica solucién
de (4) es u(z,t) = sen(2z)e .

Si .
) 0,s10< < 5
f =
( sen(2x), si g <z<m
i. (1 punto) ;Es la funcién

0,si0<z< E,

u(z,t) = 2
sen(2x)e 4, si B <z<m

solucién de (4)? Si la respuesta es negativa, razénese adecuadamente cuél
(o cudles) de las condiciones en (4) no se cumplen.

ii. (1.5 puntos) Calctlese la tinica solucién de (4).



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 20/09/2006.

1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Considérese el problema de tipo mixto

Pu(x,t)  Pu(z,t)
ot? Ox?

=0,0<z<m, 0<t,

wp(0,8) = up(m,t) = 0, 0 < ¢, (ONH)

u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), 0<z<n7

(a) (0.5 puntos) Interprétese (ONH) desde el punto de vista de la Fisica.

(b) (1.5 puntos) Definase con precisién el concepto de solucién de (ONH) y
pruébese que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucién (sugerencia: método de
la energia).

(c¢) (0.5 puntos) Si f y g son funciones de la forma

f(z) = ian cos(nz), g(x)= z:bn cos(nz),

siendo a,, 0 <n <m, b,, 0 <n < p, nimeros reales dados, jcudl es la tinica
solucién de (ONH)?

(d) (1 punto) Entnciese un teorema general de existencia de soluciones de (ONH),
proporcionando la férmula de la tnica solucion.

2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1.5 puntos) Usando la propiedad del valor medio para funciones arménicas,
entnciese y demuéstrese el principio del maximo-minimo para esta clase de
funciones.

(b) (2 puntos) Apliquese el método de separaciéon de variables para resolver el

problema de contorno

Ugy T Uy =0, 0 <z <1, 0<y <,
uy(2,0) =0, uy(z,7) =0, u(0,y) = cosy, u(l,y) = sen?y.



3. (Valor total del ejercicio 3 puntos)

(a) (1.5 puntos) Enunciado y demostracién del principio del maximo-minimo para
la ecuacion del calor n—dimensional.

(b) (1.5 puntos) Célculese la tinica solucién del problema

2
8u(.r,t):au($7t>. 0<zx<m 0<t<T

2 ot "’
ou(0,t)  Ou(m,t)
Ox Ox 0 O<tsT

u(z,0) =sen®(z); 0<z <~

3

(Sugerencia: demuéstrese previamente que sen®(z) = Zsen(m) — Zsen(?)x) .Yz € R).



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 2/05/2007.

(1) (Valor del ejercicio: 2 puntos) Sea {2 un abierto no vacio de R", n > 2.
Demuéstrese rigurosamente que el espacio vectorial formado por todas las solu-
ciones de la ecuacién de Laplace Au(z) =0, x € Q, tiene dimensién infinita.

(2) (Valor total del ejercicio: 3.5 puntos) Considérese el problema de tipo mixto
Pu(z,t)  Pu(z,t)
ot? dz?

=0,0<z<m 0<t,

1y (0,8) = up(m,t) = 0, 0 <t, (ONH)

u(@,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<n
(a) (0.5 puntos) Interprétese (ONH) desde el punto de vista de la Fisica.

(b) (1.5 puntos) Definase con precisién el concepto de solucién de (ONH) y
pruébese que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucién.

(¢) (1 punto) Si f y ¢ son funciones de la forma

flz)=ap+ Zan cos(nz), g(r)=bo+ an cos(nzx),

n=1 n=1
siendo a,, 0 <n < m, b,, 0 <n < p, numeros reales dados, jcudl es la tinica
soluciéon de (ONH)?

(d) (0.5 puntos) Entnciese un teorema general de existencia de soluciones de
(ONH), proporcionando la férmula de la tnica solucién.



(3) (Valor total del ejercicio: 4.5 puntos)

(a) (0.5 puntos) Sea {a, } una sucesién de nimeros reales acotada. Demuéstrese
rigurosamente que la serie

> on — 1 e
(1) > ansen(Zo—a)e (I = (o, )
n=1

es convergente para t > 0.

(b) (2 puntos) Si v,(z,t) es una sucesién de funciones de dos variables, definidas
en subconjunto w de R? y (zg,%y) € w, establézcanse condiciones precisas que
permitan afirmar que

0 - o = 6vn(x0, to)

n=1

Usando dichas condiciones, pruébese rigurosamente que la funciéon u definida
en (1), es C°°(2) donde Q = {(z,t) € R? : t > 0}.

(¢) (1 punto) Si, ademés, la serie Y >~ n?la,| es convergente, demuéstrese que
la funcién u definida en (1) es de clase C* en .

(d) (1 punto) Bajo las hipétesis del apartado anterior, para cada T" > 0 dado
escribase con precision, el problema de tipo mixto que verifica la funcién u en
[0, 7] x [0,T], incluyendo las condiciones de contorno y las condiciones en el
tiempo inicial t = 0.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 15/06,/2007

(1) (valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1.5 puntos) Demuéstrese, usando el método de la energia, que el problema

0u(z,t) 0?u(z,t)
= <zx< >
922 92 +h(x,t), 0<zx<m t>0
u(w,0) = f() o<a<e P00y 0casn
u(0,t) = n(t), u(m,t) = m(t), t>0.

tiene, a lo sumo, una solucién u € C?([0, 7] x [0, +00)).
(b) (2 puntos) Calctlese la tnica solucién de

0? t 0? t
gi;’ ) = 1;(;’ ) —cosx+senz, 0<zxz<mt>0
u(xz,0) = senz, 0<zxz<nm
ou(z,0) _ 0 O<z<n
ot
u(0,t) = wu(mt)=0, t>0.

(2) (valor total del ejercicio 3.5 puntos) Considérese la ecuacién de Laplace n-dimensional
(1) Au(z) =0
(a) (1.5 puntos) Demuéstrese que si u € C2(R™\ {0}) es solucién de (1) de la forma
u(x) = v(||z|)), con v : (0,+00) — R una funcién de clase C2(0, +0o0), entonces v
verifica la e.d.o.

(2) o (r) +

1
v'(r) =0, Vr e (0,+00).

Reciprocamente, si v verifica (2) entonces u(z) = v(||x||) verifica (1) en R™\ {0}.
(b) (2 puntos) Teniendo en cuenta esto, calciilese la tinica solucién del problema

Au(z,y) = 22 + 92, 1 < 2? +9% < 4,

u(x,y) =1, st 22+y>=1; w(z,y)=2, s 22 +y>=4



(3) (valor total del ejercicio 3 puntos) Sea f : [a,b] — R continua. Si § > 0 es fijo,
considérese el problema de Cauchy

Ut = Ugy, T ER, >0, u(z,0) =¢(x), x €R,

donde ¢ : R — R es cualquier funcién continua tal que ¢(x) = 0siz < a—d, p(z) = f(z)

sia<z<bye(x)=f(b)sixz>b+).

(a) (0.5 puntos) Escribir la férmula que da la dnica solucién acotada, u(x,t) de este
problema de Cauchy.

(b) (0.5 puntos) Pruébese que lim; g+ u(z,t) = f(x), uniformemente en [a, b].

(c¢) (2 puntos) Utilicese el desarrollo en serie de potencias del nicleo de la ecuacién
del calor para probar que para cualquier ntimero real positivo €, existe algtin poli-

nomio p. tal que |f(z) —p:(z)| < e, Vz € [a,b]. (Teorema de Aproximacién de
Weierstrass).



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Cuarto curso, 14/09/2007

(1) (Valor total del ejercicio 3.5 puntos.)
(a) (1.5 puntos) Considérese la ecuacién de ondas unidimensional

(1) Uge (2,1) = uge(2,1), (2,t) € R?

Demuéstrese que si se realiza el cambio de variables independientes £ = x + ¢, pu =
x —t, la ecuacién anterior se transforma en ug, (&, 1) =0, (§, 1) € R?. Usando esto,
calcular el conjunto de soluciones u € C%(R?) de (1). Pruébese que dicho conjunto
es un espacio vectorial real de dimensién infinita.

(b) (2 puntos) Considérese el problema uz(x,t) = f(x,t), u(x,0) = a(z), ut(x,0) =
B(x), (z,t) € R2, con f continua en R?, o € C*(R), # € C'(R). Demuéstrese
que tiene solucién u € C2(R?) si y solamente si se verifica la relacién 3'(z) =
f(x,0), ¥V € Ry que, en este caso, la solucién no es tnica.

(2) (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)
(a) (2.5 puntos) Entnciese y demuéstrese el principio del méximo-minimo para la
ecuacion del calor n—dimensional.
(b) (1 punto) Calcular la tinica solucién del problema de tipo mixto
0?u(z,t) ou(z,t)

= ., 0<z<m0<t<T,
022 ot =T=7

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) = f(x), 0<z<m,
donde



(3) (Valor total del ejercicio 3 puntos.) Usando la propiedad del valor medio, que
caracteriza a las funciones armoénicas, y el principio del maximo-minimo, pruébese rig-
urosamente el llamado Teorema de Harnack:

Sea Q un dominio acotado de R"™ y {un} una sucesion de funciones reales, cada una
de las cuales es armdnica en Q2 y continua en Q. Si la sucesion {u,} es uniformemente

convergente en 08, entonces {u,} converge uniformemente en Q a una funcion u, que
es armonica en €2 y continua en Q.



