Examenes de Fisica Matematica
Ecuaciones en Derivadas Parciales e

Integrales)

Licenciatura en Fisica

Antonio Canada Villar

Departamento de Analisis Matematico

Universidad de Granada



FISICA MATEMATICA (EDP y EI)
LICENCIATURA EN FiSICA
Segundo curso, 11,/06,/2008.

Nota. Los alumnos que se presentan para subir nota sélo deben realizar los
ejercicios 2 y 3, siendo la puntuacién de cada uno de ellos 5 puntos.

1. (Valor total del ejercicio: 3 puntos) Considérese el problema de tipo mixto

Ou(z, 1) B DPu(z, 1)
ot? dz?

=0,0<z<m 0<t,

wp(0,8) = wp(m,8) = 0, 0 < ¢, (ONH)

u(,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<n
(a) (0.5 puntos) Interprétese (ONH) desde el punto de vista de la Fisica.

(b) (1 punto) Definase con precision el concepto de solucién de (ONH) y pruébese
que (ONH) tiene, a lo sumo, una solucion.

(¢) (1 punto) Si f y g son funciones de la forma
m p
f(x) =ao+ > a,cos(nz), g(z)=by+ Y b,cos(nz),
n=1 n=1

siendo a,, 0 <n <m, b,, 0 <n < p, nameros reales dados, jcual es la inica
solucién de (ONH)?

(d) (0.5 puntos) Entinciese un teorema general de existencia de soluciones de
(ONH), proporcionando la férmula de la tunica solucién.
2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1 punto) Enunciese con precisién el principio del méximo-minimo para la
ecuacion del calor n—dimensional.



(b) Considérese el problema de tipo mixto

2
O*u(z,t) _ ou(zx,t) 0<i<nm 0<t<T

Ox? ot
u(0,t) = u(mt)=0, 0<t<T, (1)
u(z,0) = f(x), 0<z<m,

Si f =0, la dnica solucién de (1) es u = 0. Si f(x) = sen(2z), la dnica solucién
de (1) es u(z,t) = sen(2z)e .

Si .
(@) O,si0<x§§, @

flz) = 2

sen(2z), si g <z <
i. (1 punto) ;Es la funcién

0,si0<z< E,

U(;U, ) = 2 s
sen(2z)e™4, si B <zx<m

solucion de (1)? Si la respuesta es negativa, razénese adecuadamente cudl
(o cudles) de las condiciones en (1) no se cumplen.

ii. (1.5 puntos) Calcilese la unica solucién de (1) para la funcién f dada en
(2).

3. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1.5 puntos) Enunciese y demuéstrese el principio del maximo-minimo para
funciones armonicas.

(b) (2 puntos) Apliquese el método de separaciéon de variables para resolver el
problema de contorno

Ugy T Uy =0, 0 <2 <1, O<y <,
uy(2,0) =0, uy(z,7) =0, u(0,y) = cosy, u(l,y) = sen’y.



FISICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FiISICA
Segundo curso, primer examen parcial, 31/03/2009.

1. Considérese el problema

OPu(x,t)  u(z,t)
or2 Ot

u(x,0) = f(z), a<w <b; —g@), a<ae<b (1)

u(a,t) =n(t), u(b,t)=m(t), t>0.

(a) (3 puntos) Definase la energia de la onda u(z,t) y pruébese rigurosamente
que si h = 0,n(t) = 0y m(t) = 0, dicha energfa es una constante k. ;Cuanto
vale la constante k7

(b) (1 punto) Usando el apartado anterior, pruébese que cuando los datos h, f, g,n
y m son generales, (1) tiene, a lo sumo, una solucién u € C?([a, b] x [0, +00)).

(c¢) (4 puntos) Calciilese la tinica solucion de

Du(z,t) Ou(z,t)

2 = T—cosx%—senx, 0<z<mt>0
2
u(zr,0) = senz —3sen(bzr) +cosz+—x—1, 0<z <7
7r
ou(z,0) _ 0, O<z<n
ot
u(0,t) = wu(mt) =0, t>0.

2. Considérese el problema de Cauchy (o de valores iniciales)
Ugi (2, 1) = f(z,1), u(r,0) = (), u(r,0) = B(x), (z,t) € R?, (2)
con f € C(R?), a € C*(R), B € C*(R).
(a) (0.5 puntos) Demuéstrese que si (2) tiene solucién u € C2?(R?), entonces
B'(z) = f(x,0), VxeR.

(b) (1.5 puntos). Pruébese que si f'(x) = f(z,0), V x € R, entonces (2) tiene
infinitas soluciones.



FiSICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FiISICA
Segundo curso, segundo examen parcial, 02/06/2009.

1. (3.5 puntos) Calctilese la tunica solucién de

2
0*u(z,t) _ ou(x,t) 0<o<m 0<t<T

Ox? ot
u(0,t) = wu(m,t)=0, 0<t<T,
u(x,0) = 2sen3z — Tsenz, 0<ux <,

2. (3.5 puntos) Apliquese el método de separacién de variables para resolver el prob-

lema de contorno
Upy + Uy = 0, 22 +1y% < 1

u(r,y) = =322 + 2y, 22+ =1

1. (1 punto) Sea {a, } una sucesion de nimeros reales acotada. Demuéstrese rigurosa-
mente que la serie

s 2 - ]. n—1
> ay, sen( n2 x)e’(%)% = u(x,t) (1)
n=1

es convergente para t > (.

2. (1 punto) Si, ademds, la serie 32, n?|a,| es convergente, demuéstrese que la

funcién v definida en (1) es de clase C' en Q, donde Q = {(x,t) € R? : t > 0}.

3. (1 punto) Bajo las hipétesis del apartado anterior, para cada T" > 0 dado escribase
con precisién, el problema de tipo mixto que verifica la funcién u en [0, 7] x [0, 7],
incluyendo las condiciones de contorno y las condiciones en el tiempo inicial ¢t = 0.



FISICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FiSICA
Segundo curso, examen final, 01/07/2009.

1. Considérese la ecuacion de ondas unidimensional
Upz (2, 1) = uge (2, 1), (2,1) € R? (1)

(a) Demuéstrese que si se realiza el cambio de variables independientes £ =z + ¢, p =2 —t, la
ecuacién anterior se transforma en

u&u(£7/~j’) = 07 (f’:u’) € R2 (2)
(b) Usando esto, calcular el conjunto de soluciones u € C?(R?) de (2) y usando el cambio de
variable indicado, calctilese el conjunto de soluciones de (1).

(c) Demuéstrese que el conjunto de soluciones de (1) y de (2) es un espacio vectorial real de
dimensién infinita (se pueden encontrar infinitas soluciones linealmente independientes).

(d) Considérese la e.d.p. lineal de segundo orden
Uy (7, Y) + @ ug(z,y) + buy(z,y) + abu(z,y) = 0, (z,y) € R? (3)
donde a y b son constantes reales y v € C2(R?,R). Mediante el cambio de variable u(z,y) =
v(z,y)e” ¥ encuéntrese una férmula que proporcione todas las soluciones de (3).
2. (a) Escribase de manera precisa la formulacién de problema de Cauchy para la ecuacién del
calor n—dimensional, asi como el concepto de solucién del mismo.

(b) Entnciese un teorema de existencia y unicidad de soluciones del problema de Cauchy anterior,
proporcionando ademas la férmula que da la tinica solucién.

(¢) Calciilese la tnica solucién acotada del problema de Cauchy

up(x,t) = ugy(x,t), v €R, t >0,

u(x,0) = exp(—5z?), x € R. (4)
3. Considérese el problema de Dirichlet
0?u  0%u 9 9 o
@4‘@:0’ (z,y) € Q={(z,y) ER" 12" +y~ <1}, (5)

u(z,y) = f(z,y), (z,y) € 0N

Demuéstrese que mediante un cambio a coordenadas polares x = pcos ¢, y = pseng, el problema
anterior se transforma en

Ap5e) 1 0%
+—= =—=0,0<p<1, ¢€R,
dp p? 0¢? P ¢ (6)
u(l,¢) =g(¢), ¢ €R,
donde g : R — R esta definida como ¢(¢) = f(cos¢, send).

=

Alumnos que tienen que examinarse de los capitulos I, II, IIT y IV: ejercicio 1, apartados a) y b).
Ejercicios 2 y 8 completos.

Alumnos que tienen que examinarse sdlo de los capitulos I y II: ejercicio 1 completo (apartados a),
b), ¢c)yd))

Alumnos que tienen que examinarse solo de los capitulos III y IV: Ejercicios 2 y 8 completos.

Alumnos que quieran subir nota: ejercicios 1 y 2 completos. Ejercicio complementario.



Ejercicio complementario (para subir nota). Grupo B Sea u : Q@ — R una funcién C*°, donde
Q es un abierto de RY. Sea z € Q fijo, y r > 0 tal que B(z,r) C Q. Definimos:

N

WN JB(0,1)

f:[0,r) =R, f(t)= u(z + tz) dz,

donde B(0,1) es la bola unidad en RY y wy es la medida de la esfera unidad (N — 1)-dimensional (por
ejemplo, wy = 27, w3 = 47).
a) ;Cémo interpretas la funcién f(¢)? ;Cudnto vale f(0)?

b) Demostrar que:

"t) = t— Au(z +t2)(1 —|2]?) d=.
PO =tos | o @t (1= 1)

Si u es una funcién arménica, jqué consecuencia obtenemos?

¢) Calcular f”(0) e interpretar el resultado.



Ejercicio complementario (para subir nota). Grupo A

1. Considérese el problema de Cauchy para la ecuaciéon de ondas no homogénea
ug (2, 1) — uge(x,t) = f(z,t), z€R, t >0,

u(z,0) = alz), z € R, (7)
u(z,0) = B(z), z € R.

(a) Sea (xg,ty) € R?, tal que tyg > 0 y T su tridngulo caracteristico. Pruébese que si v es cualquier
funcién real perteneciente a C%(T), se tiene

[’U({EO +t0,0) + U(xO - to,O) } +

N =

U(l’o,to) =

1 zo+to
—|—f/ ve(s,0) ds + (8)

2 o—to

1

+5 /T (Ve — Ve ) (&, 7) dédr.

Sugerencia: la formula de Green en el plano nos dice que si P,Q € CY(T,R), entonces
J7(Qa(x,t) — Pi(x,t) do dt = faT(P dx + Q dt).
(b) Definase con precisién el concepto de solucién de (7) y usando la férmula anterior, pruébese

que (7) puede tener, a lo sumo, una solucién. Propdngase, ademds, la férmula que puede
proporcionar la dnica solucién de (7).

(¢) Impénganse hipétesis apropiadas a las funciones f,« y § y demuéstrese que la férmula prop-
uesta en el apartado anterior define la tnica solucién de (7).



FISICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FISICA
Segundo curso, examen parcial, 20/04/2010.

1. ( 2 puntos)

Escribanse de manera precisa: la ecuaciéon de ondas n—dimensional, la ecuacién del calor
n—dimensional y la ecuacion del potencial n—dimensional. Para cada una de las ecuaciones
mencionadas, describase brevemente algin problema concreto de la Fisica donde tales
ecuaciones desempenen un papel importante.

2. (3 puntos)

Sea ¢ € R3, dado. Considérese la funcién v : R?\ {¢} — R, dada por v(zx) = ||z — &||",
donde n es un niimero entero negativo. Calcilense los valores de n para los que la funcién
v es arménica en R\ {¢}.

3. (5 puntos)

Apliquese de manera razonada el método de separacién de variables para encontrar la
férmula que proporcionaria la tinica solucién del problema

0?u(z,t) 0?u(z,t)
= <zx<
952 EIEa 0<xz<mt>0
u(z,0) = f(x), 0<z<m
Dule.0) (1)
u(z, 0
A <z<

u(0,t) = wug(m,t)=0, t>0.



FISICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FISICA
Segundo curso, examen parcial, 07/06/2010.

1. (3 puntos)
Sea w = {(z,y) € R?: 22 + y?> < 1} y T > 0 dado. Definamos

Q={(z,y,t) eR3: (z,y) cw, 0<t<T}

(a) (1 punto) Definase adecuadamente 02, la frontera parabdlica de €.

(b) (2 puntos) Demuéstrese que para cualquier funcién u € C?(Q2) N C(Q) que verifique
Ut(flf,y,t) - A(z,y) U(x,y,t) > 07 v (.T, y7t) € Qu

se tiene
min v = min u.
Q hQ

2. (4 puntos)
Apliquese de manera razonada el método de separacién de variables, para encontrar la
férmula que proporcionaria la tinica solucién del problema de contorno

Upe (T,Y) + uyy(z,y) =0, 0 <z <7, 0<y<m,
u(xz,0) =0, u(z,7) =z(r —z), © <0<, (1)
u(0,y) =0, =u(m,y) =0, 0<y <

3. A elegir uno de los dos apartados siguientes:

(a) (2 puntos) Calcilese la unica solucién acotada del problema de valores iniciales

ug(,t) = Uge(z,t), Ve € R,V >0,
u(z,0) = 6*59”2, vV x € R.

(b) (3 puntos) Calcilese la tnica solucién acotada del problema de valores iniciales

ug(,t) = Uge(,t), Ve € R,V E >0,
u(z,0) = e~5eHhT o € R,

donde p es un numero real dado.



FISICA MATEMATICA (EDP y EI), LICENCIATURA EN FISICA
Segundo curso, examen final, 14/06/2010.

1. (a) (2 puntos) Si f € C'(R% R), demuéstrese que la funcién

= ([ rwom)

Vit (2, 1) — Uge (2, 1) = f(z,t) , V(z,t) € R? (1)

verifica

(b) (1 punto) Teniendo en cuenta el resultado anterior, encontrar una férmula que pro-
porcione todas las soluciones de (1).

2. Considérese el problema de tipo mixto para la ecuacién del calor

2
0*u(x,t) _ ou(x,t) 0<z<m 0<t<T,

Ox? ot

w(0,t) = wumt) o og<t<T (€2)
oz

u(z,0) = f(x), 0<z<m,

donde T'> 0y f € C[0,n] son dados.

(a) (1.5 puntos) Definase con precisién el concepto de solucién de (C2) y demuéstrese
que (C2) puede tener, a lo sumo, una solucién. Sugerencia: Considérese la funcién

energia
1 (™ t
I(t) = */ u?(x,t) d$+/ / (ug(z,5))? dx ds
2 .Jo 0 Jo

(b) (1.5 puntos) Apliquese el método de separacién de variables para encontrar soluciones
elementales de (C2).

(¢) (1 punto) Usando el apartado anterior, propéngase una férmula que proporcione la
tnica solucién de (C2).



3. Considérese la ecuacion de Laplace n—dimensional
Au(xz) =0 (2)
y sea £ € R™ dado.

(a) (1.5 puntos) Demuéstrese que si u € C?(R™ \ {£¢}) es solucién de (2) de la forma
u(z) = v(||x — €||), con v : (0,+00) — R una funcién de clase C2(0, +00), entonces v
verifica la e.d.o.

-1
V' (r) + == o/ (r) = 0, ¥ r € (0, +00) (3)
Reciprocamente, si v € C2(0, +00) verifica (3) entonces u(z) = v(||x — £||) verifica (2)
en R™\ {¢}.
(b) (1.5 puntos) Teniendo en cuenta el apartado anterior, calciilese la tinica solucién del
problema,

Au(z,y) =1, b < 2?2 + % < d?,
u(z,y) =0, si 2 +y*>=0% 6 2>+ y* =d?



