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1.1

NUMEROS REALES EL CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES

Numeros reales

1.1 El conjuntos de los numeros reales 3 1.2 Naturales, enteros, racionales e irracio-
nales 5 1.3 Valor absoluto 7 1.4 El principio de inducciéon 7 1.5 Intervalos y
conjuntos destacados 10 1.6 Ejercicios 11

Existen diferentes formas de formalizar el conjunto de los niimeros reales aunque se pueden
agrupar en dos variantes: constructivos y axiomaticos. Los primeros son demasiado laboriosos
para un curso de Calculo y, por este motivo, hemos preferido dejarlos de lado. En su lugar, hemos
asumido que el conjunto de los nimeros reales es conocido por el lector y elegimos la definicion
axiomatica de este conjunto.

El conjuntos de los numeros reales

Vamos a definir el conjunto de los ntmeros reales, R, en términos de qué sabemos hacer con
sus elementos. Es dificil que si alguien nos pregunta seamos capaces de dar una respuesta clara
de qué es un numero pero si somos capaces de decir qué cosas podemos hacer con ellos.

En el conjunto de los numeros reales tenemos definidas varias operaciones. La primera que
todos aprendemos es la suma.

Suma de niumeros reales

Las suma verifica, entre otras, las siguientes propiedades. Sean a, b y ¢ nimeros reales cuales-
quiera.
1) Propiedad asociativa: a + (b + c) = (a + b) + c.
2) Propiedad conmutativa: a + b = b + a.
3) Existencia de elemento neutro: a + 0 = a.
4) Existencia de elemento opuesto: a + (—a) = 0.
Estas cuatro propiedades se resumen diciendo que (R, +) es un grupo abeliano o conmutativo.

Producto de numeros reales

Ademas de la suma también sabemos multiplicar niimeros reales. Por el mismo motivo, se
supone que sabemos dividir. Mucho cuidado con esta afirmacién. No estamos hablando de como
se dividen numeros sino de que, supuesto conocido el producto de numeros, la division es la
operacion inversa. Ocurre lo mismo con la suma: no hemos dicho como se restan nimeros reales
pero, en teoria restar una cantidad es simplemente sumar la cantidad cambiada de signo. Con el
producto, dividir por un niimero a es multiplicar por 1/a.

Sean a, b y ¢ nimeros reales distintos de cero. Entonces se verifican las siguientes propiedades.
5) Propiedad asociativa: a(bc) = (ab)c.

6) Propiedad conmutativa: ab = ba.
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EL CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES NUMEROS REALES

7) Existencia de elemento neutro: al = la.
8) Existencia de elemento inverso: a% =1 (a = 0).

Observacion 1.1. El elemento opuesto en el caso de la suma y el elemento inverso para el
producto son unicos. En el caso de la suma la notacion es siempre la misma: el opuesto de a es
—a. Para el producto usaremos indistintamente la notaciéon % oal.

Una vez que tenemos la suma y el producto, seria conveniente que estas dos operaciones se
relacionen de alguna manera:

9) propiedad distributiva: a(b + c) = ab + ac.

Orden

Las propiedades que hemos comentado hasta ahora no determinan de manera tnica el conjunto
de los nameros reales. El conjunto de los nimero racionales también las verifica como se puede
comprobar facilmente. ;Cuaal es la diferencia entre ambos conjuntos? ;Qué sabemos hacer en R
que no podamos hacer en Q7 Siempre que se hace esta pregunta en clase las respuestas suelen ser
del tipo: raices cuadradas, logaritmos, senos o cosenos, etc. Aunque se podria intentar seguir por
ahi, ese camino puede tener mas dificultades a posteriori que el que vamos a elegir.

El orden en el conjunto de los nimeros reales también es algo conocido por el lector. Lo podemos
ver de varias formas: sabemos cuando un niumero es positivo o somos capaces de decidir cual de
dos nimeros es el mayor. Hagamos un breve resumen de sus propiedades.

10) Propiedad reflexiva: a < a.

11) Propiedad antisimétrica: sia < b y b < a, entonces a = b.

12) Propiedad transitiva: sia < by b < ¢, entonces a < c.

13) El orden es total: dado a € R, se cumple que a > 0 o que a < 0 0o, lo que es lo mismo, dados
a,beR,secumplequea<boqueb <a.

Las siguientes propiedades relacionan la suma y el producto con el orden que acabamos de
presentar.

14) Sia < b, entoncesa +c < b +c.
15) Sia < by c = 0, entonces ac < bc.

El dltimo axioma

Tanto R como Q verifican todas las propiedades que hemos expuesto. Necesitamos, por tanto,
alguna propiedad mas para diferenciarlos. Esta ultima propiedad estda muy relacionada con el
orden, pero antes de presentarla necesitamos definir algunos conceptos.

Definicion 1.2.

a) Sea A C R, diremos que M € R es una cota superior o mayorante (resp. inferior o minorante)
de A si a < M para cualquier a € A (resp. a > M).

b) Sea A un subconjunto de R. Diremos que ag € A es el maximo absoluto (resp. minimo
absoluto) de A si verifica que a < ag (resp. a > ag) para cualquier a € A.

Veamos algunos ejemplos de estos conceptos.

Ejemplo 1.3.

a) El conjunto de los ntimeros naturales no es un conjunto acotado. Mas concretamente, no es
un conjunto acotado superiormente pero si esta acotado inferiormente. Como no esta acotado
superiormente no tiene maximo. Si tiene minimo: 1 < n para cualquier natural n
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NUMEROS REALES NATURALES, ENTEROS, RACIONALES E IRRACIONALES

b) El conjunto {% Tne N} esta acotado superior e inferiormente: 0 < % < 1 para cualquier natural
n. Tiene maximo: el 1, pero no tiene minimo. El minimo podria ser el cero pero no pertenece al

conjunto.<

A la vista de los ejemplos, la existencia de maximo implica que el conjunto esta acotado pero
el reciproco no es cierto. Hay conjuntos acotados y que no tienen ni maximo ni minimo: piensa en
el intervalo ]0, 1[. Sin embargo, aunque ni el O ni el 1 sean ni maximo ni minimo, si parece claro
que tienen un papel destacado. De alguna forma son los extremos del conjunto, pertenezcan o no
a dicho conjunto. El supremo y el infimo van a ser una forma de reconocer este tipo de puntos.

Definicion 1.4. Sea A un subconjunto acotado superiormente de R. El supremo del conjunto
A, sup(A), es la menor de sus cotas superiores. Analogamente se define el infimo de un
conjunto acotado inferiormente como la mayor de sus cotas inferiores y lo notaremos inf(A).

Con esta definiciéon ya podemos anadir la tlltima propiedad que nos falta para definir el conjunto
de los nimeros reales:

Axioma del supremo: todo conjunto acotado superiormente tiene supremo.

Este axioma es equivalente al “axioma del infimo”. S6lo hay que darse cuenta de que si cambia-
mos el signo las desigualdades también cambian.

Ejemplo 1.5. Los extremos de un intervalo acotado son el supremo e infimo de dicho intervalo
independientemente de si pertenecen o no al intervalo. En el caso particular de que alguno de ellos
esté en dicho intervalo seran, ademas maximo o minimo (lo que corresponda). <

Proposicion 1.6. Sea A un conjunto acotado superiormente y sea x el supremo de A.
a) Six ¢ A, entonces A no tiene mdximo.
b) Six € A, entonces A tiene madximo y, de hecho, x = max(A).

La siguiente proposicion sera util en la demostracion de algunos resultados posteriores.

Proposicion 1.7. Sea A C R un subconjunto acotado superiormente y sea x € R. Entonces

i)a < x, paratodoa € A
X =Sup(A) =1
ii) dado € > 0, 3a € A tal que x — ¢ < a.

Naturales, enteros, racionales e irracionales

Numeros naturales

El conjunto de los nimeros naturales, al que denotaremos N, es
N={1,2,3,...}

La inclusion del cero como nimero natural es una convenciéon. En algunos textos aparece como
natural y en otros no. Nosotros no lo vamos a incluir para simplificar algunas notaciones. Por
ejemplo, para poder hablar de In(n) o de % sin necesidad de estar recordando constantemente
que 7 no puede ser cero.

Supremo

infimo
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Numero tras-
cendente

NATURALES, ENTEROS, RACIONALES E IRRACIONALES NUMEROS REALES

Numeros enteros

El conjunto de los nimeros enteros, Z, es
z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

La operacion suma en Z es una operacion interna: la suma (y la resta) de enteros es un entero. No
ocurre lo mismo con el producto. El inverso de un nimero entero no nulo es un numero racional.

Numeros racionales e irracionales

Los numeros racionales son aquellos que se pueden expresar como cociente de un entero y un
natural:

p
=4=: Z, Nt .
Q {q vesqe }

Los numeros irracionales, R \ Q, son aquellos que no son racionales. Probablemente estas mas
acostumbrado a tratar con la representacion decimal de los niimeros reales. Los racionales tienen
una cantidad finita de decimales o infinita periddica. Los irracionales, por tanto, tienen una cantidad
infinita de decimales no periédicos.

Observacion 1.8. El conjunto de los niimeros irracionales no es, ni siquiera, un espacio vectorial
como lo es el conjunto de los nimeros racionales. El elemento neutro para la suma o el producto, 0
y 1, no son irracionales. Es muy facil encontrar ejemplos de que la sumay el producto de nimeros
21
= 2.

irracionales no es necesariamente un numero irracional: o

Dentro de los niimeros reales podemos distinguir entre nimeros algebraicos y nimeros tras-
cendentes. Un niimero es algebraico si es solucion de un polinomio con coeficientes enteros. Por
ejemplo, cualquier racional o /2 son numeros algebraicos. Si no se puede expresar como raiz de
un polinomio con coeficientes enteros diremos que es un numero trascendente.

No es facil buscar las raices irracionales de un polinomio, pero si podemos buscar las posibles
raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros.

Observacion 1.9. Dadala ecuaciéon apx™ + an—1x" 1 +...+ a1x + ag = 0, donde ag, ai,,...an
son numeros enteros y apa, * 0, si la ecuacion tiene una raiz racional p/q (con p y q primos
entre si), entonces p divide a ag y g divide a ay,.

El conocimiento de las raices racionales nos puede servir para comprobar que un nimero no es
racional.

Ejemplo 1.10. Las unicas posibles raices racionales del polinomio x2 — 2 = 0 son +1, +2. C6mo
ninguna de ellas es solucion del polinomio, /2 no puede ser un nimero racional.

La otra demostracion usual de que /2 no es un numero racional utiliza la descomposiciéon en
primos de un numero y la reduccion al absurdo: supongamos que /2 fuera racional. Eso quiere
decir que podria escribirse de la forma /2 = %, donde % es una fraccion irreducible. Si elevamos
al cuadrado obtenemos que 2g2 = p? y, en consecuencia, p2 es un nimero par. Pero para que
el cuadrado de un numero sea par, necesariamente dicho nimero debe ser par. Luego p = 2a
para conveniente a. Sustituyendo, g2 = 2a? y, por tanto, g también es par. Hemos obtenido una
contradiccion: la fraccion p/q no puede ser irreducible y, a la vez, que numerador y denominador
sean pares. Por tanto, +/2 no puede ser racional.

Comprueba td mismo que con las mismas ideas puedes comprobar que la raiz cuadrada de un

natural es otro natural o un nimero irracional. <
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1.4

NUMEROS REALES VALOR ABSOLUTO

Representacion decimal

FALTA

Valor absoluto

La distancia entre dos nimeros reales se mide calculando la diferencia entre el mayor y el menor
de ellos. La funcion que mide la distancia al cero es la funcién valor absoluto.

Definicion 1.11. Se define el valor absoluto de un nimero real x como

X, six =0
x| = i
-x, Six<O0

Proposicion 1.12. Dados x,y € R, se verifican las siguientes afirmaciones.
a) x| =0,y|lx|=0 = x=0,

b) |Ix|<y & -y<x<=<y,

o |x+y| <Ixl+ |y,

ad [lxl=|y[] = |x-xl,

e si|xy|=Ixl|y].

Para demostrar cualquiera de estas desigualdades o, en general, para trabajar con expresiones en
las que intervienen valores absolutos tenemos varias posibilidades. La primera de ellas es discutir
los distintos casos que se pueden presentar. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.13. ;Cuando es cierta la desigualdad |x — 3| < |x — 1|?

Lo que vamos a hacer es eliminar el valor absoluto (una funcién definida a trozos) discutiendo

todas las posibilidades:

a)six<1l|x-3|<|x-1] & —-(x-3)<—-(x-1) < -3 > -1 lo que, claramente, no es
cierto,

b)sil<x<3,|x-3|<|x-1] & —-(x-3)<(x—-1) < 2 < x,ypor ultimo

0)six=23,|x-3|l<|x-1 & (x-3)<(x-1) & -3<-1.

Resumiendo, la desigualdad es cierta si, y s6lo si, x > 2. <

También podemos aprovechar el hecho de que elevar al cuadrado conserva el orden en los reales
positivos: 0 < a < b < a? < b?. Vamos a utilizar esto para demostrar la desigualdad triangular:

Ix+y] <lxl+|y| < [x+»|*=(xl+]|»])°
= x> +y2+2xy < x>+ 2 +2|xy]
= xy =< |xy|,
lo cual, evidentemente, es cierto. Observa que, de regalo, hemos probado que la igualdad en la

desigualdad triangular es cierta si, y solo si, xy = |x¥| o, 1o que es lo mismo, si x e y tienen el
mismo signo. Prueba ti a demostrar el resto de afirmaciones de la proposicion anterior.

El principio de induccion

La definicion del conjunto de los nimeros naturales puede hacerse como la definicién que hemos
dado del conjunto de los ntmeros reales mediante una serie de propiedades que lo caractericen
en lugar de especificar cuales son sus elementos. Si el axioma del supremo es la propiedad clave

Desigualdad triangu-
lar



Conjunto inductivo

Principio de
induccion

1.4.1

EL PRINCIPIO DE INDUCCION NUMEROS REALES

que nos ha permitido definir los nimeros reales, en el caso de los naturales dicha propiedad es la
de ser inductivo.

Definicion 1.14. Un subconjunto A de los ntmeros reales diremos que es inductivo si verifica
las siguientes dos propiedades:

a) 1 €A,

b) sia € A, entonces a + 1 € A.

Ejemplo 1.15.
a) R, Q, Z, N, R* son conjuntos inductivos.
b) Ningun conjunto acotado puede ser un conjunto inductivo.<

Definicion 1.16. El conjunto de los nimeros naturales es el menor conjunto inductivo o, lo
que es lo mismo, la interseccion de todos los conjuntos inductivos.

Proposicion 1.17. Sea A un subconjunto de los niimeros reales verificando que
a) A es inductivo,

b) AcCN.

Entonces A = N.

En otras palabras, para demostrar que un subconjunto del conjunto de los nimeros naturales,
A C N, es, en realidad, el conjunto de los naturales es suficiente con comprobar que
a) 1 € A yque
b) sin € A, entonces n + 1 € A.

La principal utilidad de este principio es demostrar que una propiedad indicada en el conjunto
de los naturales es cierta. Por ejemplo, la propiedad “todos los nimeros de la forma n3 + 5n son
divisibles por 6” son en realidad muchas (tantas como naturales) afirmaciones. No es dificil fijar un
natural y comprobar que para ese concreto la propiedad es cierta. Pero, ;como podemos hacerlo
para todos a la vez? En este tipo de demostraciones, el principio de induccién nos proporciona una
ventaja. Para demostrar que se cumple para un natural puede suponerse que la propiedad es cierta
para el natural anterior (hipo6tesis de induccién). Esto puede ser muy util en algunas ocasiones.

Ejemplo 1.18. Demostrar que 1 + 3 +5+...+ (2n — 1) = n?, para cualquier n € N.
Lo demostramos usando el método de induccion. Tenemos que comprobar que el conjunto

A={neN;1+3+5+...+(2n—1)=n2}

coincide con N. Para ello es suficiente con demostrar que A es un conjunto inductivo, o sea,

tenemos que comprobar que

a) la propiedad es cierta para n = 1, y que

b) si la propiedad es cierta para un numero natural, también es cierta para el siguiente nimero
natural.

Vamos alla.

a) Es inmediato comprobar que la propiedad se cumple la propiedad paran = 1.

b) Supongamos que se cumple para un natural fijo m y comprobemos que se cumple para m + 1:

1+3+5+...+2m-1D+Cm+1)=m?2+02m+1)=(m+1)=2.

Por tanto, A = N y la propiedad se cumple para todos los naturales. <

Una aplicacion del principio de induccidn: el binomio de Newton

;Cuantas posibilidades tienes de que aciertes la loteria primitiva? Tienes que escoger 6 nimeros
de entre 47 sin importar el orden. El nimero de combinaciones posibles es (467).
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Las combinaciones sin repeticion de n elementos tomados de p en p se definen como las
distintas agrupaciones formadas con p elementos distintos, eligiéndolos de entre los n elementos
de que disponemos, considerando una variacion distinta a otra solo si difieren en algiin elemento,
y sin tener en cuenta el orden de colocacién de sus elementos. El nimero de combinaciones que
se pueden construir de esta forma es

ny n!
14 p'(n - p)!
n

Alos numeros de la forma ( p), “n sobre p” se les suele llamar nameros combinatorios. Recordemos
que el factorial de un niimero natural »n es

n=1-2-3---n

y que 0! = 1.
Las siguientes propiedades de los nimeros combinatorios son faciles de comprobar y nos seran

muy utiles.
a) (g) = (z) = 1, para cualquier n € N.
b) (’f) + (it‘l) = ("lfl), para cualesquiera i < n naturales.
Proposicion 1.19. Dados a,b € R yn € N, se cumple que

n n i

(a+b)"=> <i)a"‘1b‘
i=0

Demostracion. Vamos a probarlo usando el método de induccion. Es claro que la propiedad es
cierta para n = 1. Supongamos que es cierta para un natural fijo n y comprobemos que se cumple
paran + 1:

(a+b)"1 =(@a+b)a+b)"

n
(a+b)> (:L) a" ipt

i=0

(7:) at-itlpi 4 i (T) al-ipi+l

i=0

-1
g)arul + < <7Z)an+1—ibi+nz (?)an—ibiﬂ + <”>bn+1
=1

i=0 n

1 L o(n IR %) i n+1
an+l + a"+1 ipt 4 Z a’ sz—l + bn+1
e i = i n+1

Il
M=

Q

n n
n+1 NY n+1-ipi n n+l-ji,j n+1 n+1
+Z<i)a b+jzl<j_1>a b +<n+1 b

ny )| grrtipiog (L) pnn
i i—-1 n+1

n
atly Y <”+ 1>an+1ibi N <”+ l)bn+1
: i

n+1

Numeros combinato-
rios

Binomio de Newton
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INTERVALOS Y CONJUNTOS DESTACADOS NUMEROS REALES

La utilidad del binomio de Newton estriba en que no es necesario calcular el desarrollo completo
de (x + 3)15 si s6lo nos interesa el coeficiente de x# que, por cierto, es (145) 311,
Los coeficientes del desarrollo de (a + b)" también se pueden encontrar usando el llamado
Triangulo de Pas-  triangulo de Pascal (o de Tartaglia). Este consiste en lo siguiente: comenzamos con un 1, en cada
cal o de Tartaglia  ]jnea nueva afladimos unos en los extremos y bajo cada par de nimeros colocamos su suma. El
resultado que se obtiene nos da los coeficientes del binomio de Newton.

n triangulo de Pascal n° combinatorio (a+b)2

0 ) (o)

1 11 @) () a+b

2 1 2 1 G & 6 a? + 2ab + b?

3 1 3 3 1 G & 6 6 a’ +3a°b + 3ab® + b3

Tabla 1.1 Triangulo de Pascal o Tartaglia

1.5 Intervalos y conjuntos destacados
Los conjuntos que van a jugar un papel mas destacado son los intervalos.

Intervalo Definicion 1.20. Un subconjunto I de R es un intervalo si para cualesquiera x, y € I se
cumple que [x,y]={teR: x <t <y} CL

Ya conoces cuales son los distintos intervalos: abiertos, semiabiertos, cerrados, acotados o no:

[a,b] = {xeR: a<x<b}
la,b] = {x eR: a<x <Db}
[a,b[= {x €eR: a<x<Db}
la,b[= {x eR: a<x < Db}
[a,+o[= {xER: a=<x}
la,+o[= {x €eR: a<x}
]-o,b]= {xeR: x < b}
]—o0,b[= {x €R: x < b}
Definicion 1.21. Sea A un subconjunto de R.
Punto interior a) Diremos que a € A es un punto jnteerior si existe € > 0 tal que Ja — ¢,a + €[C I.
b) El interior de A es el conjunto, A = {a € A: a es un punto interior}. Diremos que el

conjunto A es abierto si coincide con su interior.
Punto adherente c) Diremos que x € R es un punto adherente si para cualquier & > 0 se tiene que

la—¢€,a+ &[NA = Q.

d) El cierre o adherencia del conjunto A es A = {x € R: x es un punto adherente de A}.
Diremos que el conjunto A es cerrado si coincide con su adherencia.

Punto de acu- e) Diremos que x € R esun punto de acumulacion de A si para cualquier » positivo se cumple
mulacion que

la-r,a+rin(A\{a}) = <.
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1.6

NUMEROS REALES EJERCICIOS

Notaremos A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacion de A.
f) Diremos que x € R es un punto aislado del conjunto A si existe v > 0 tal que

la-7r,a+7r[nA = {a}.
g) La fronterade A es Fr(A) = A\ A.

Ejemplo 1.22.

a) Los intervalos abiertos, ya sean acotados o no, son conjuntos abiertos. De la misma forma los
intervalos cerrados son conjuntos cerrados.

b) El conjunto de los naturales N es cerrado y tiene interior vacio al igual que Z. Ademas todos
sus puntos son aislados.

1

¢) El conjunto A = {ﬁ T me N} tiene interior vacio, todos sus puntos son aislados y su cierre es

A U {0}. Mas concretamente, 0 es un punto de acumulacién de A.<
Proposicion 1.23. Sea A un subconjunto de R. Se verifican las siguientes afirmaciones.
a) ACACA,
b) A es abierto si, y solo si, R \ A es cerrado.

Ejercicios

. .. 2x-3 1
Ejercicio 1.1. =~ < 3-

Soluciéon 1.1. Para quitar denominadores tenemos que multiplicar por x + 2.

a) Six>—2,entoncesx+2>0y2)§‘+23<3 = 6x-9<x+2 = x<151
b) Six < -2, entoncesx+2<0y x+23 <§ = 6x-9>x+2 = x>f,quenoseveriﬁca.

2x-3
X+2

11
<3 = -2<x< =

Resumiendo

Ejercicio 1.2. Encontrar aquellos valores de x que verifican que:

a)%+ﬁ>0, d) x% <x,
b) x2-5x+9 > x, e)x3<x,
0) x3(x-2)(x+3)2<0, f) x2—(a+b)x+ab <0.

Solucion 1.2.

)0<l+ﬁ:ﬁ=>0<x(l—x)=>0<x<l.
b)x275x+9>x<=>x2 6x+9>0 = (x-3)2>0 < x = 3.

0 x3(x-2)(x+3)?2<0 = x3(x-2)<0 = 0<x<2.

d x2<x = x?-x<0 = x(x-1)<0 = x€[0,1].

e) x3<x &= x(x-1)(x+1)<0 & ]—0c,-1]U[0,1].

) 0>x2—-(a+b)x+ab=(x-a)(x —b) < x €lmin{a, b}, max{a,b}[.

Ejercicio 1.3. Discutir para qué valores de x se verifica que:
a) |x—-1]|x+2| =3, o Ilx—-1l+|x+1] <1,
b) |x2 - x| > 1, d) Ix+1] <l|x +3].

Solucion 1.3.
A3=Ix-1lx+2l=(x-1)(x-2) = (x-1)(x-2)=+3 = x=3(-1=21).

b) Vamos a discutir dos casos por separado,

2 2

i) Sixe[0,1],1< ‘xZ—x) =X —-Xx° < x°-x+1<0loque no ocurre nunca.

i) Six @ [0,1,1<|x2-x|=x?-x = x2-x-1>0 = x¢ |55 155].

-11 -
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EJERCICIOS NUMEROS REALES

¢) Nunca se verifica la desigualdad.
d) Vamos a usar que, para ntimeros positivos, 0 < x <y << x2 < yz.

Ix+1l<|x+3] & |x+11°<|x+3]° &= (x+1)2<(x+3)2

= x242x+1<x%+6x+9 = -2<x.

Ejercicio 1.4. Resolver las siguientes inecuaciones:
a) |x -5 <|x+1|, b) |x — 3| <0.

Solucion 1.4.
a) Vamos a discutir las diferentes posibilidades.
i) Si x < —1, la desigualdad se traduce en —(x + 5) < —(x + 1) lo que no se cumple nunca.
ii) Si—-1<x <5,tenemosque - x +5<x—-1 < x> 2.
iii) Si x = 5, la desigualdad x — 5 < x + 1 es cierta.
Resumiendo, |x - 5| < [x + 1] < x > 2.
b) Nunca. El valor absoluto siempre es mayor o igual que cero.

Ejercicio 1.5. ;Para qué valores de x se cumple la desigualdad x2 — 3x — 2 < 10 — 2x?
Solucion 1.5. Operando obtenemos que

2

x2-3x-2<10-2x < x2-x-12<0 < (x—-4)(x+3)<0,

con lo que la desigualdad se cumple cuando los dos factores tienen signos distintos, esto es,
cuando x €] — 3,4[.

Ejercicio 1.6. Calcular, si existen, el supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes con-

juntos
a) A=[0,1]u[2,3],
b) A={2n: n e N},

1
C) A= {xe[R: ‘x2+2x+1) <§},
d) A=1[0,+[NQ.

Solucion 1.6.

a) min(A) = inf(A) = 0, sup(A) = 3, no tiene maximo.
b) min(A) = inf(A) = 2, no tiene supremo ni maximo.
¢) Si quitamos el valor absoluto

1
1 1 1 X% +2x + 5 <0
x%+2x+1 <E<:>—§<x2+2x+1<5<:> g
X% +2x + 5>0
La segunda desigualdad se cumple siempre. Para estudiar la primera desigualdad, calculamos

las raices del polinomio:

x2+2x+;=(x

_Z—ﬂ _2+ﬁ <0 o xc 2-V2 2+.2
2 X 2 X 2 2 |-

d) inf(A) = min(A) = 0, no tiene supremo ni maximo.

1.6.1 Principio de induccion

Ejercicio 1.7. Demostrar que 1 + 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2" = 2*1 para cualquier n € N.

-12 -



1.6.2

NUMEROS REALES EJERCICIOS

Soluciéon 1.7. Lo demostramos usando el método de induccion. Es inmediato que se cumple la
propiedad para n = 1. Supongamos que se cumple para un natural fijo n y comprobemos que se
cumple para n + 1:

1+20 428 422 4. 42 4 2n¥l = pnil g ol _ pnez,

Ejercicio 1.8. Demostrar que % + % + % + ...+ 5nt < 1 para cualquier natural mayor o igual que
dos.

Solucion 1.8. Lo demostramos usando el método de induccion. Es inmediato que se cumple la
propiedad para n = 1. Supongamos que se cumple para un natural fijo n y comprobemos que se
cumple para n + 1:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1+

1
§+Z+§+'”+2”*1+27”=§ g“r“rw)ﬁg(l"rl):l

Ejercicio 1.9. Probar quela suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos es divisible
por 9.

Solucién 1.9. Tenemos que demostrar que 13+ (n+1)3 + (n+2)3 es divisible por 9 para cualquier
natural ». Es facil comprobar que se cumple para n = 1. Supongamos que es cierto para un natura
fijo n y veamos si es cierto para n + 1:

M+1)3+Mm+2P3+Mm+3°3=n+13+m+2)3+ 0> +9n%+27n+27)
=3+ m+ 13+ mn+2)%) + (% +27n +27).
Para acabar s6lo hay que recordar que la suma de dos niimeros divisibles por 9, es divisible por 9.

Ejercicio 1.10. Demostrar por induccionque 1 +2 +3 +...+n = w, para cualquier n € N.

Solucion 1.10. Para n = 1 la igualdad es inmediata. Supongamos que se cumple para un natural
1y veamos que también es cierta para n + 1:

2
1+2+3+...+n+(n+1)=7n(n2+1) +(n+1)=n +n;3n+2 = (n+1)2(n+2)_

2 _ nn+1)2n+1
- 6

Ejercicio 1.11. Demostrar que 12 +22 +32 + ... +n ) para cualquier n € N.

Soluciéon 1.11. Para n = 1 la igualdad es inmediata. Supongamos que se cumple para un natural
"y veamos que también es cierta para n + 1:

12+224+32+ ... +n°+(n+1)° = n(n+1)6(2n+1) +(n+1)%= (n+1)(ng2)(n+3)'

3 _ n?(n+1)?
- 4

Ejercicio 1.12. Demostrar que 13 +23 +33 +...+n ,paran € N.

Solucion 1.12. Similar al Ejercicio 1.11.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 1.1. Demostrar por induccién que todos los nimeros de la forma n3 + 5n son divisibles
por 6.

Ejercicio 1.2. Demostrar por induccién que todos los nimeros de la forma 32" — 1 son divisibles
por 8.

_13_



EJERCICIOS

Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio

Ejercicio

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

NUMEROS REALES

Pruébese que para todo natural n > 2 se verifica que 3 no divide a n3 —n + 1.
Pruébese que para todo natural n > 2 se verifica que: 5 divide a n° — n.
Demostrar que (1 +x)">1+nx,VneN,n>1l.parax € R\ {0}, x > —1.

Demostrar que x"+1 + xi” > x"+ x% para cualquier natural n y cualquier real x

positivo distinto de uno.

Ejercicio 1.7. Probar que si x € R\ {1}, entonces se verifica que

X1/L+1_1
S Xt ——
x -1

1+x+x%+x , Vn e N.

Ejercicio 1.8. Demostrar que, dado un natural n, /7 es natural o irracional.

Ejercicio 1.9. Demostrar que /2 + /3 es irracional.

-14 -



2.1

NUMEROS COMPLEJOS INTRODUCCION

Numeros complejos

2

2.1 Introduccion 15 2.2 Forma bindémica de un nimero complejo 17 2.3 Repre-
sentacion grafica. Conjugado y moédulo de un niimero complejo 18 2.4 Forma polar
y argumento de un numero complejo 20 2.5 Funciones elementales 22 2.6 Ejerci-
cios 26

Introduccion

Los numeros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de polémicas
y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas recientes. Nada
hay de extrafio en ello si pensamos que los nimeros negativos no fueron plenamente aceptados
hasta finales del siglo XVIL

Los numeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de Cardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1572) relacionados con el calculo de las raices de la ctibica o ecuacion
de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmo que “ciertas ecuaciones algebraicas
soOlo tienen solucidén en nuestra imaginacion” y acuno el calificativo imaginarias para referirse a
ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nimeros complejos o imaginarios son
usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la solucién de un problema resulta
ser un numero complejo esto se interpreta como que el problema no tiene solucion.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los numeros reales responden al problema
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los nimeros complejos. Mientras
los matematicos necesitaron interpretar en términos fisicos sus objetos de estudio, no se avanzo
mucho en la comprension de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nimeros complejos se debi6 a que ellos no se preocupa-
ron de la naturaleza de los mismos; no se preguntaron ;qué es un niumero complejo?, sino que se
dijeron ;para qué sirven?, ;qué puede hacerse con ellos? Es Gauss quien definitivamente concede
a los nameros complejos un lugar privilegiado dentro de las matematicas al probar en 1799 el
conocido como Teorema Fundamental del algebra que afirma que toda ecuacién polinémica de
grado n con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como su orden, n
raices que también son niimeros complejos. Algunas de sus implicaciones las podemos comentar
directamente. Fijate en cada una de las ecuaciones:

Xx+3=0, 2x+3=0, x2-2=0, x2+42x+2=0,

cuyas soluciones x = -3, x = 3/2, x = =/2 y x = 1 + i tienen sentido cuando x es, respectiva-
mente, un namero entero, racional, real o complejo. Podria ocurrir que este proceso de ampliacién
del campo numérico continuara. ;Qué ocurrira si ahora consideramos ecuaciones polinémicas con
coeficientes complejos? Por ejemplo:

X+ (1-i)x*+(1/5-ivV2)x2—8x+3—-i/J/3=0.

;Como seran sus soluciones? jApareceran también nuevos tipos de numeros? El teorema funda-
mental del algebra nos dice que esa ecuacion tiene soluciones que también son nimeros complejos
y, por tanto, que no apareceran ya por este procedimiento nuevos tipos de niimeros.

_15_



INTRODUCCION NUMEROS COMPLEJOS

El término, hoy usado de “ntimeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo popular
la letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. En 1806 Argand interpreta los
numeros complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento
de la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica en dicho afio la Memoria sobre la
Integracion Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

En estas notas vamos a dar solamente unos breves conceptos de distintas formas de expresar los
numeros complejos y como se trabaja con ellos. Pero antes de empezar una advertencia: aunque
historicamente (y vulgarmente) se llama i a la raiz cuadrada de —1 esta expresion no es totalmente
cierta. Si asi fuera obtendriamos la siguiente cadena de igualdades que no es posible,...;verdad?

1=V1=y(-D(-1) =vV-1V/-1=ii=1i*=-1.

Suma de numeros complejos

Recordemos que para dotar a un conjunto, en este caso R X R,
de estructura de cuerpo se necesita una suma y un producto
que verifiquen ciertas propiedades. La suma no es nada nuevo,
es la suma de R? como espacio vectorial, es decir, si (a,b),
(c,d) son dos elementos de R2, definimos su suma como

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+4a).

Es evidente (por otra parte nosotros ya lo sabiamos del es-
tudio de espacios vectoriales) que esta suma cumple las pro-
piedades que tiene que cumplir:

1) Asociativa.

2) Conmutativa.

3) Existencia de neutro ((0, 0)).

4) Existencia de inverso (—(a,b) = (—a, —b)).

La representacion grafica de la suma es conocida. Dos nu-
meros complejos z = a +ib y w = ¢ + id determinan un
paralelogramo cuya diagonal (ver figura 2.1) es z + w.

\

Figura 2.1 La suma de numeros comple-
jos es la suma usual de vectores en el
plano

Producto de numeros complejos

El producto si es nuevo. Dados (a, b), (c,d) € R?, definimos su producto como
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Tampoco es dificil comprobar que este producto es adecuado, en el sentido de que verifica las
propiedades
5) Asociativa,
6) Conmutativa,
7) Existencia de elemento neutro (el neutro para el producto es (1,0), compruaebalo).
8) Si (a,b) = (0,0) entonces su inverso es

-1 _ a -b )
(a.b)y = (a2+b2’a2+b2 '

Comprueba también que (a,b)(a,b)~! = (1,0).
9) Distributiva: (a, b)((c,d) + (e, f)) = (a,b)(c,d) + (a,b) (e, f).

-16 -



2.2

NUMEROS COMPLEJOS FORMA BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO

Asi, por ejemplo, gi; = (2,3) (%, E—g) = (%, 21—5> Pues bien, los nimeros complejos son

justamente el cuerpo (R?, +, -). Es decir cada nimero complejo es una pareja (a,b) donde a y b
son numeros reales, y la suma y el producto de complejos son los que hemos descrito antes. A
esta forma de representar los nimeros complejos se la suele llamar forma cartesiana. Esta forma
es muy comoda para trabajar con sumas de niimeros complejos pero no lo es tanto para trabajar
con el producto: prueba a calcular (1, —1)%.

En la siguiente definicién recogemos toda la informacién anterior.

Definicién 2.1. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y producto
definidas por

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Ademas, (—a, —b)
es el opuesto de (a, b), y todo (a, b) + (0,0) tiene inverso

a -b
a?+b?’ a?+b?

(a,b) ( )= a0

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (RZ,+,-) (léase “el conjunto R? con las
operaciones suma y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbolicamente por
C y sus elementos se llaman nimeros complejos.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene dos
estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras estan armoniosamente relacionadas.
Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay
ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos que
< es una relacion de orden en C compatible con su estructura algebraica, como i # 0 habria
de ser 0 < i2 = —1 (esto todavia no es contradictorio porque pudiera ocurrir que la relacién <
no respetara el orden de R). Pero también 0 < 12 =1, luego 0 < 1+ (—-1) = 0 y eso si que es
contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma que la suma
y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define en C ningiin orden. Asi
que ya sabes: jmucho cuidado con escribir desigualdades entre nimeros complejos! Naturalmente,
puedes escribir desigualdades entre las partes reales o imaginarias de nameros complejos, porque
tanto la parte real como la parte imaginaria de un nimero complejo son nameros reales.

Forma bindmica de un numero complejo

Dentro de R? podemos distinguir el subconjunto formado por los elementos que tienen la
segunda componente 0, {(a,0), a € R}. Restringidos la suma y el producto a este subconjunto
tenemos una propiedad curiosa y es que nos seguimos quedando en el subconjunto. Es inmediato
observar que

(a1,0) + (a2,0) =(a1 + a»,0), Vai, a» € R,
(a1,0)(a2,0) =(ar1a2,0), Vai, a» € R.

_17_
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Forma binémica

Parte real e
imaginaria

2.3

Plano complejo

REPRESENTACION GRAFICA. CONJUGADO Y MODULO DE UN NUMERO COMPLEJO NUMEROS COMPLEJOS

Esto hace que el conjunto {(a,0); a € R}, con la suma y el producto definidos antes sea también
un cuerpo, pero este cuerpo se puede identificar con los nimeros reales mediante la aplicaciéon

R — {(a,0); a € R}

a — (a,0)

De ahora en adelante siempre usaremos esta identificacion; es decir, para nosotros van a ser indis-
tinguibles el complejo (a, 0) y el nimero real a. Como consecuencia, cualquier nimero complejo
(a, b) se puede escribir de la forma

(a,b) = (a,0) +(0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) =a + b(0,1).

Si ahora llamamos (0,1) = i, obtenemos que el nimero complejo z = (a, b) (se le suele llamar a
los nameros complejos con letras como z, u, v,...) se puede poner como z = a + ib. Esto es lo
que se llama la forma binémica de un nimero complejo. Al nimero real a se le llama la parte
real del complejo y al numero b se le llama la parte imaginaria. A i también se le llama la unidad
imaginaria. Es claro que i no es ningin numero real (no es un par con la segunda componente 0)
y cumple una propiedad que nos sera util y que, seguramente, ya conocias

i =ii=(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1,

es decir, el cuadrado de i es —1. Esto nos permite que las formulas para la suma y el producto
de numeros complejos, cuando estan puestos en forma bin6mica, sean faciles de recordar, ya
que, formalmente, los vamos a sumar y multiplicar como si fueran niimeros reales y simplemente
tendremos en cuenta que i2 = —1. Nos referimos a lo siguiente: antes hemos definido la suma
de dos niimeros complejos (puestos como pares) de la forma (a,b) + (c,d) = (a + c,b + d). Esta
misma operacion, puesta en forma binémica, quedariaa +ib +c+id =a+c+i(b + d), que es la
suma formal de las parejas a + ib y ¢ + id, sacando al final factor comun el i.

4 ) Para el producto sucede igual. Si multiplicamos dos complejos en
br---- 72_ .Z =a+bi forma de pares (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc). Esto puesto en
|z| E forma binémica seria (a +ib)(c +id) = ac —bd +i(ad + bc). Pero
! este resultado es lo que se obtiene multiplicando formalmente
¥ : a + ib por ¢ + id y tenemos en cuenta que i’ = —1.
RN a (a +ib)(c +id) = ac + ibc + iad + i®bd = ac — bd + i(ad + bc).
\\\ ;
N |
N \
\ I
Sl
—bf-------- M7= a-bi

Figura 2.2 Representacion
de un nimero complejo

Representacion grafica. Conjugado y médulo de un nimero com-
plejo

Segun hemos definido, el nimero complejo a + ib no es mas que el elemento (a, b) del plano
R? y, en ese sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y
el eje vertical recibe el nombre de eje imaginario.
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NUMEROS COMPLEJOS REPRESENTACION GRAFICA. CONJUGADO Y MODULO DE UN NUMERO COMPLEJO

Definicion 2.2. Siz = a+ib es un numero complejo (con a y b reales), entonces el conjugado
de z se define como Z = a — ib y el modulo o valor absoluto de z, se define como: |z| =

va? + b2.

Observa que va?2 + b2 esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del niimero real no
negativo a® + b2.

Geométricamente, Z es la reflexion de z respecto al eje real, mientras que |z| es la distancia del
punto (a,b) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (a, b) (ver figura 2.2). La
distancia entre dos numeros complejos z y w se define como |z — w|.

Larepresentacion grafica de la suma es conocida. Dos nimeros complejos z = a+ibyw = c+id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver Figura 2.1) es z + w.

Proposicion 2.3. Sean z, w € C. Entonces
a)z=z,

b)zZvw=Z+w,

czw=zw.

d) |1z)? = zz,

e) max {|[Re(z)[, [Im(z)[} < |z| < [Re(2)] + [Im(2)],
flzw| = |z| lw],

g) lz+w| < |z| +|w]|.

Demostracion. La comprobacion de estas afirmaciones es inmediata. Por ejemplo, para comprobar

que la propiedad f) se verifica, basta observar que |[zw| y |z| |[w| son nimeros positivos cuyos
cuadrados coinciden, pues

Izwl2 =ZWZW = ZWZW = ZZWW = |z|2 le2 = (|z] lw])?.

Para demostrar la ultima afirmacién es suficiente probar que |z + w |2 < (|z] + |lw|)2. En efecto:

z+wlP=Cz+w)z+w)=(z+w)Z+W) =2Z+WW + zW + Zw
=z + |w|® +2Re (zw) < |z|° + |lw|? + 2 |Re (zW)|
<izP+|wl?+2zw| = 1z1* + lw? +2z| lw]| = |z1? + lw]? + 2 |z| [w]
= (lz] + lwh%. O

Observacion 2.4. De la demostracion de la ultima afirmacion se deduce que |z + w| = |z| + |w|
si, y solo si, Re(zw) = |zw], esto es, si zw € [R{a, o lo que es lo mismo zw = p donde p € [R{{;. Esta
igualdad, puede escribirse de forma equivalente multiplicando por w como z |w 12 = pw, esto es,
z = Aw para algun A € Rj lo que quiere decir que z y w estan en una misma semirrecta a partir
del origen.

Ejemplo 2.5. La division de numeros complejos es facil teniendo en cuenta que el producto de
un complejo y su conjugado da como resultado el moédulo al cuadrado de dicho nimero complejo.
1+i 1+i2+1 1+3i
2—-i 2-i2+i 5

La division o el producto de dos niumeros complejos no es dificil, pero si que puede ser aburrido
calcular (1 + )19, ¢Existe algo como el binomio de Newton para numeros reales? Compruébalo ta
mismo. Lo que si es muy facil es su modulo:

[+ 010 =11+ = v2'% = 25.
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2.4 Forma polar y argumento de un numero complejo

Hay otras formas de representar los nimeros complejos. Una de ellas es la forma polar. Supon-
gamos que tenemos un numero complejo z = a + ib * 0. Este complejo se corresponde con la
pareja de numeros reales (a, b) que podemos representar en el plano.

A los dos ejes del plano (en este caso se suele llamar el plano complejo) se les denota por el

eje real (donde se representa la primera componente) y el eje imaginario (donde se representa la
segunda).
Alavista del dibujo esta claro que el nimero z (o el par
(a,b), al finy al cabo para nosotros son la misma cosa)
queda totalmente determinado por dos magnitudes: la
longitud del vector y su “direccion”. ;Como medimos
la direccion? Si normalizamos el nimero complejo z

a . b
z=|z| (—-H—).
|z 4

| Como (% + i‘%) es un vector de modulo uno (per-
RN 1 tenece a la circunferencia centrada en el origen y de

sen (6) angulo de 0 radianes

cos(6) radio uno), se tiene que poder escribir de la forma
Figura 2.3 Argumento a b
(55121 = (cos(0),sen(0))

para conveniente 6 € R. En otras palabras, z = |z| (cos(9) + isen(0) ).

Argumento Definicion 2.6. Dado z € C, z # 0, hay infinitos niumeros t € R que verifican la igualdad
z = |z| (cos(t) +isen(t)) cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto
de todos los argumentos de un nimero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) ={0 e R: z=|z|(cos(0) +isen(O))}

De entre todos los argumentos de un numero complejo z # 0 hay un Gnico argumento que se
Argumento principal encuentra en el intervalo ] — 7r, 7r]. A dicho argumento se le llama argumento principal de z
y se representa por arg(z).

Forma polar Al ntmero complejo de modulo p y argumento € se le suele representar pg y las férmulas que
hemos visto son la forma de pasar de la forma binémica a la forma polar de un complejo.

Observacion 2.7.

a) Observa que el argumento principal no es mas que el angulo que forma el vector con la parte
positiva del eje real.

b) Si 01 y 02 son dos argumentos del mismo niimero complejo, entonces

cos(01) = cos(0>2)

01,02 € Arg(z) < «i } < 01 = 02 + 2kt paraalgun k € 7.

sen(01) = sen(0»)

Dicho de otra manera, si 8 es un argumento de z, podemos obtener el conjunto de todos argu-
mentos anadiendo multiplos enteros de 27, esto es, Arg(z) = {0 + 2kmr; k € Z}. En particular,

Arg(z) = {arg(z) + 2km; k € 7} .

Calculo del argumento principal

Para calcular el argumento principal de un nimero complejo hay varias formulas, pero la mas
intuitiva es la siguiente: si z = a + ib # 0 su argumento principal 0 es

- 20 -



24.1

NUMEROS COMPLEJOS FORMA POLAR Y ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO

arctan(%), sia >0,

L sia=0yb>0,
0=1-75, sia=0yb<0

arctan(%)+n sia<0yb>0,

arctan(%)—rr sia<0yb<O.

También se puede calcular el argumento de un nimero complejo mediante la férmula

Im(2) . _
arg(z) = {Zarctan (m) , siz¢R™,
W sizeR™.

Ejemplo 2.8. Sitenemos el complejo z = —2 + 2+/31, entonces su modulo serd |z| = V4 + 12 =
+/16 = 4, mientras que el argumento se calcula de la siguiente forma. Como la parte real es negativa
y la parte imaginaria es positiva, el argumento es

0 = arctan (2\/5) + 1T = arctan(—x@) + 71T = —g + 1T = 2?"

Asi =2 +2./3i = 4%".4

Para pasar de la forma polar de un complejo a la forma binémica es ain mas facil. Utilizando las
férmulas de la trigonometria se tiene que si z = pg su forma binémica sera z = p cos(9) +ip sen(0).
Realmente la férmula p(cos(0) + isen(8)) se llama la forma o expresion trigonométrica del
complejo z.

Ejemplo 2.9. El complejo 5-3= escrito en forma binémica es
4

-3m V2 V2
) = —57 - 157.4

5-3r = 5C0S (—n) +i53en(
1 4

Formula de De Moivre. Interpretacion geomeétrica del producto

Si tenemos dos numeros complejos no nulos
z = |z| (cos(01) +isen(01)), w = |w]| (cos(02) +isen(Or)).

y los multiplicamos, obtenemos que
zw = |z| |lw| (cos(01) + isen(01)) (cos(02) + isen(0>))
= |zw| (cos(01) cos(02) — sen(01) sen(H2) + i(sen(O1) cos(O2) + cos(01) sen(02)))
= |zw]| (cos (01 + 02) +isen (071 + 02)).

Figura 2.4 Interpretacion
geométrica del producto

- 21 -
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2.5

2.5.1

FUNCIONES ELEMENTALES NUMEROS COMPLEJOS

Es decir: para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus modulos y se suman sus
argumentos. Por ejemplo, para calcular (1 + i)4 como |1 +i| = V2 yarg(l +1i) = 11/4, se sigue que
(1+1)%=—4.

Obsérvese que aunque los dos argumentos sean argumentos principales la suma no tiene por
qué ser argumento principal.

Asi pues, el producto de dos numeros complejos es geométricamente un giro (pues se suman los
argumentos de los nimeros que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el producto
de los modulos de ambos numeros).

Como consecuencia, es facil demostrar mediante induccion la siguiente formula que sera de
gran utilidad.

Proposicion 2.10. Siz es un complejo no nulo, 0 es un argumento de z y n es un numero entero,
se verifica que z" = |z|"™ (cos(nf) + isen(n0)), y, en particular, n0 € Arg(z").

Ejemplo 2.11. Aunque ya es conocido, veamos como podemos aplicar la formula de De Moivre
para calcular cos(2x), con x real. Utilizando que cos(x) + isen(x) es un numero complejo de
modulo uno, la férmula de De Moivre nos dice que

cos(2x) + isen(2x) = (cos(x) + isen(x))?

= cos?(x) + (isen(x))2 + 2icos(x) sen(x)

(COSZ(X) - senz(x)) + 2icos(x) sen(x).
Igualando parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria obtenemos que

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) y que sen(2x) = 2 cos(x) sen(x).<
Funciones elementales

Raices de un numero complejo

Aplicando la formula de De Moivre vamos a obtener las raices n-ésimas de un nimero complejo.
Para empezar por el caso mas facil vamos a suponer como complejo el nimero real 1. Vamos a
llamar raices n-ésimas de la unidad a aquellos nimeros complejos z que verifiquen que z" = 1.
Trabajando con la forma trigonométrica de z = |z| (cos(0) + isen(60) y teniendo en cuenta que el
modulo de 1 es 1 y su argumento principal es 0, obtenemos que

z" = |z|" (cos(nB) + isen(nd)) =1 = 1(cos(0) + isen(0)),

de donde |z|™ = 1 y por tanto |z| = 1. Por otra parte igualando los argumentos tenemos que
n6 = 0. Se podria pensar que de aqui se puede obtener inicamente que 6 = 0 pero eso seria si
consideraramos solamente argumentos principales. Realmente cualquier multiplo entero de 21T es
un argumento de 1 y entonces lo que obtenemos es que n = 2kt para k € Z y entonces 0 = ZkT",
para k € Z. Dandole valores a k y numerando las correspondientes soluciones, obtenemos para
los enteros comprendidos entre k =0y k=n -1
0p=0, 01 = Zj, 0> = 41, ee. Onq =M.
n n n

Obviamente hay mas numeros enteros pero no es dificil ver que cualquier otro entero nos da un
angulo que difiere en un multiplo entero de 27t de los que hemos obtenido y produce, por tanto,
el mismo argumento. Concluyendo, las raices n-ésimas de 1 son n numeros complejos distintos,
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NUMEROS COMPLEJOS FUNCIONES ELEMENTALES

Z0,21,-.-,2Zn-1 todos con modulo 1 y el argumento (no necesariamente el principal) de zy es Zk"

parake {0,1,...,n—1}.
Ejemplo 2.12. Las raices cubicas de la unidad son los nimeros

Complejos zo = lo, z1 = 1211 y zp = 141‘(. Es decir zg = 1, z1 =

f 1 f
— 7 +i%57,y22 = —5-i%5.5Si las representamos en el plano complejo . -
quedan las tres en la ClrcunferenC1a unidad pero es que ademas .
forman un triangulo equilatero uno de cuyos vértices esta en el 1. ,
De igual forma las raices cuartas de la unidad seran zg = 1g, z1 =

lm Zo = ].411 yz3 = lsn,esdearzo =1,z1=1,z2=-1yz3 =—1i. N

En este caso al igual que antes, todas las raices se distribuyen en la \
circunferencia unidad (todas tienen médulo 1) pero ahora seran los N
vértices de un cuadrado, siendo uno de ellos (el que corresponde a \
Zp) el nimero 1. < N o --

Esta propiedad puede generalizarse a cualquier natural: dadon € i3
N las raices n-ésimas de la unidad son los vértices de un poligono
regular de n lados inscrito en la circunferencia unidad, estando uno
de dichos vértices en el punto 1.

Finalmente si lo que queremos es hacer las raices n-ésimas de un niumero complejo, haciendo
pequeiias modificaciones en el proceso anterior, obtendremos las raices que se recogen en el
siguiente resultado.

Proposicion 2.13. Sea n un numero natural. Las raices n-ésimas del niimero complejo z vienen
dadas por

Zy = |z|1/m [cos (mTZkTF) +isen<9+72kn)] , k=0,1,2,....,n—-1,

donde 0 es un argumento de z.

Esto también tiene una interpretacién geométrica clara. Las »n raices n-ésimas de un nimero
complejo z = |z|g se distribuyen todas en la circunferencia centrada en el origen y radio %/|z|
formando los vértices de un poligono regular de n lados, uno de los cuales esta en el complejo

Yiz| (cos (%) +isen (%))

La funcion exponencial

Definimos la exponencial compleja como

e? = exp(z) = eR¢® (cos(Im(z)) + isen(Im(z))).

Observa que |e?]| = eRe(@) Im(z) € Arg(e?). En particular, obtenemos la llamada férmula de

Euler

et = cos(t) + isen(t) (t eR)

que establece unarelacién entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. Haciendo
t = 11 tenemos la singular igualdad '™ + 1 = 0 en la que intervienen los niimeros mas importantes
de las matematicas. De la féormula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

eit + e*it eit _ e*it

5 , sen(t) = oF (t € R).

cos(t) =

_23_
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2.5.3

Logaritmo

Logaritmo principal

FUNCIONES ELEMENTALES NUMEROS COMPLEJOS

Se prueba facilmente que e?*% = e?e%¥ para todos z, w € C. Se deduce que para todo z € Cy
todo k € Z es e? = eZ+2kTi [ o que nos dice que la exponencial compleja es una funcién periodica
con periodo 27ri. Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es
una funcién inyectiva. Observa que la exponencial no se anula nunca pues |e?| = eRe(@) > (.

Justificacion

¢Por qué hemos definido la funcién exponencial de esta forma? En un principio s6lo tenemos
la restriccion de que su valor coincida con el de la funcién exponencial que ya conocemos en los
numeros reales. Si queremos que se siga cumpliendo que e*eY = ¢X™Y, podemos avanzar algo. Si
z € C, deberia cumplirse que

z Re(z)+ilm(z) _ eRe(z) eilm(z)_

e~ =e

Por tanto, so6lo nos hace falta definir e con t real. ;Por que hemos elegido cémo definicion
elt = cos(t) + isen(t)? Una posible justificacion es que la definicion esta hecha asi para que las
derivadas vayan bien: si

(e“)’ = ie'l = i(cos(t) +isen(t)) = —sen(t) + icos(t),

entonces coincide con

(cos(t) +isen(t))” = —sen(t) +icos(t).

El segundo motivo necesita conocer el desarrollo de Taylor de la las funciones exponencial, seno
y coseno. En la Seccion 8.6.1 tienes los detalles.

Logaritmos complejos

El comportamiento peridédico de la exponencial compleja se va a traducir, como vamos a ver
enseguida, en que la ecuacién e = z, donde z es un nimero complejo no cero, va a tener infinitas
soluciones w € C. Como

e¥ = eReW) (cos(Im(w)) + isen(Im(w))).

Para que eV = z es necesario y suficiente que:

a) |e¥| = |z, esto es, eRe¢W) = |z|, es decir, Re(w) = log |z| (logaritmo natural del nimero real
positivo |z]).

b) Arg (e¥) = Arg (z), estoes,Im(w) € Arg(z) y esto se cumple si, y sélo silm(w) = arg(w)+ 2k,

conk e 7.

Hemos probado que {w € C:e% = z} = {log|z| + i(arg(z) + 2km), k € Z}. Por tanto, existen
infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacion e¥ = z. Cualquiera de ellos se llama un
logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Log(z). De entre todos ellos
elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

log(z) =log|z| + iarg(z),

para todo z € C*. Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2kT para
algun entero k.

Observacion 2.14. Es importante que nos demos cuenta de que la igualdad log(zw) = log(z) +
log(w), que es valida para numeros reales positivos, no es siempre cierta cierta para niumeros
complejos. Por ejemplo:
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log(-1+ iv3) = log ‘—1 + 1«/§‘ +iarg(—1+ iv3)

=log(2) + i (arctan(—3) + 1) =log(2) + i%"

log(—v3 + 1) = log | /3 + i| + iarg(—3 + 1)

=log(2) +1 (arctan(—l/\/g) + ‘IT) =log(2) + i%{

log ((=1+ i¥3)(~V3 + 1)) = log(~4i) = log(4) i}

+log(~1 + iv3) +log(—3 + i) = log(4) + i%".

Lo que si esta claro es que el numero log(z) + log(w) € Log(zw), es decir, log(z) + log(w) es un
logaritmo de zw pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

Como la funcién z — arg(z) es continua' en C \ R; y discontinua en R;, se deduce que el
logaritmo principal es discontinuo en Ry y continuo en C \ R;.

Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros reales a > 0y b € R, la potencia de base a y exponente b se
define como a? = ¢?108(@) Ahora, dados a, b € C, con a = 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
de a, todos ellos son de la forma log(a) + i2km, con k € Z. Por ello, cualquier niimero complejo
de la forma ebU0gl@)+i2km) donde k € Z, es una potencia de base a y exponente b. De todas ellas
se destaca una:

al = eblog(a)

y dicho numero se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si
b =1/n donde n € N, el numero

1
1/n _
a exp (n log(a))

—exp (10g1;a) N iar%ia))

=|z|1/m (cos (%md + isen (%@l)))

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por %/a. Esta defini-
cion da lugar a las funciones exponenciales complejas de base a, z — aZ?, definidas por a® =
exp(zlog(a)). También permite definir la funcién potencia compleja de exponente b, z — z?
como z? = exp(blog(z)).

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad a**¥ = a? + a%¥ pero las
funciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la propiedad
(zw)? = zPw? . Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blog(z) + blog(w))
0, puesto que la funcion exponencial es periédica de periodo 27ri, cuando se verifique que

blog(zw) = blog(z) + blog(w) + 2ktri, paraalgunk € Z.

No hemos hablado todavia de funciones continuas, mucho menos de continuidad de funciones complejas, pero la idea intuitiva
de que cuando z se acerca a zg, el argumento principal de z se acerca al argumento principal de z( sigue siendo valida.
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2.6

EJERCICIOS NUMEROS COMPLEJOS

Como caso particular, cuando z y w pertenecen al primer cuadrante laigualdad log(zw) = log(z) +
log(w) es cierta con lo cual lo anterior se cumple para k = 0. Por los mismos motivos la igualdad
(zb)¢ = zP€ no es cierta en general.

Ejercicios
Ejercicio 2.1. Efectuar las operaciones indicadas:

2-3i i4+i9+i16
Q) G d) 7 5o
p) 2+DG-20)(1+20)

(1-1)2
o) (21—1)2( =)

Solucion 2.1.

2-3i _ 11 _ 10; it 4+9+416 .
Q) 357 =17 17t d) s=psgoo =2 +1
(2+1)(3-21) (1+2i 15 .
b) —)((1 e ) = — S +5i

0 (2i-1)2 (% + 55) = -5 (11 + 231)

Ejercicio 2.2. Siz| =1-1i,2zp = -2 +4i,y z3 = /3 — 21, calcular las siguientes expresiones:

a) z2+2z1 -3 e)'%

b) 12z — 32112 f) 122 + 22212 + 232 — Z3|2
0 (z3-23)°

d) |z122 + z2Z1|

Solucion 2.2.
a) 22 +2z1 -3 =—-1-4i e) ’LZH -3

> Z1—2Z2+1 5

b) 12z2 —3z1]= =170 f) 122 +22212 +123% — 2312 = 461 + (16 + 4./3)?
0 (z3—23)° = —1024i

d) |z1z2 + z2Z1| =12

Ejercicio 2.3. Calcular el médulo y el argumento de los nimeros complejos:
a) 1 d) —i

b) i e) g + 1‘2F

c) —1

Soluciéon 2.3.

a) |1] =1, arg(1) = 0. ) |—i| =1, arg(—i) = - 7.
)Ill—larg(l)—% ’2+L{’—1 arg(§+i§):%.

) |-1| =1, arg(-1) = m.

Ejercicio 2.4. Expresa en forma polar los nimeros complejos:

a) 3+3i c) -1

) =1 ++/3i d) -1-3i

Solucion 2.4.

a) V1 T
b) 2n

3
o) 1n
d) 2 2

Ejercicio 2.5. Calcula
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Byt (1) d) (~160)1/4
a) (\/§+i> (17:) e; 22/3 l)
b) V23 - 2i

c) (=4 + 4i)l/5

Solucion 2.5.
a) Desarrollamos la expresion

ﬁ—i4<1+i)5_ 13\ s
B+i) u=i) “\27 24t

Il
/N
0
=]
w»
/-~
|
w|g
SN~——
J’_
-~
7]
@
=
/
|
SN———
N———
S
-
vl

) Como 23 —2i = \/7—1 \/4 co ( E + 1sen(—%)), para terminar s6lo tenemos

6
que calcular las raices de cos (—g) + lsen( %) Dichas raices son cos ( 12) + Lsen( 12) y

Cos(H") + Lsen(lf;)

c) Las raices de orden cinco de —4 + 4i son

2k 34 2k
<|ﬁ |:COS <4+5Tr) +isen (42”)] c k= 0,1,2,3,4]».

d) Simplificamos un poco: 3/—16i = 2 /—i. Las raices cuartas de —i son

-5 + 2kt ) - + 2kt
cos — + isen — :k=0,1,2,3¢.

e) Las raices cubicas de —1 son

™+ 2k . ™+ 2k | 1 3. 1 V3.
{cos (f) + Lsen<f) 1 k=0, 1,2} = {2 + 71, -1, 5~ 21}
Ejercicio 2.6. Encuentra todas las soluciones de las ecuaciones:
A xt—-1=0 b) 2x%—3x3 - 7x2-8x+6=0

Solucion 2.6.
a x=1,1,-1, -1
b) Es facil comprobar que % y 3 son soluciones del polinomio y que

2x% —3x3 - 7x2 - 8x+6=0=2(x-3) (x—%) (x2+2x+2).
Para terminar, las raices de x2 + 2x + 2 son —1 =+ i.

Ejercicio 2.7. Resolver las ecuaciones
a) z4 - 81 =0, 0 (z+1)3=1.
b) z6 +1 = V31,

Solucion 2.7.

a) x =3,3i, -3, -3i
b) Las raices sextas de —1 + /31 = ZzTn son
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21T 21
= + 2k = + 2k
{%{cos(?’(sn) +sen(36n)}: k=0,1,...,5]>.

¢) Se trata de buscar los nimeros complejos z de forma que z + i sea una raiz cubica de la unidad.
Vamos a calcular entonces las raices cubicas de 1 y después despejaremos z. Como el modulo
de 1 es 1 y el argumento es 0, los tres numeros complejos z; que vamos buscando son

Z1+i= 3\ﬁ(cos(O) +isen(0)) =1,

.3 0+ 2 . 0+ 21 21T . 21T
Zo+i= ﬁ(cos (7) +1sen( )) = cos (—) +1sen(—)
3 3 3 3
1 .3
- Tt
z34+1= iﬁ(cos(0+4n) +isen(0+4n)> = cos (4—"> +isen(4—n>
3 3 3 3
R
B 2 2

y obtenemos que

) 1 .(/3-2 1 . (V/3+2
z1=1-1, 22=—§+l 5 y23:—5—1 .

Ejercicio 2.8. Resolver la ecuaciéon (1 + i)z3-2i=0.

Solucion 2.8. Como (1+i)z3-2i=0 < 23 = 214 i, las soluciones son las raices ctibicas

1+i —
del+1i:
; 42k T2k
{\i/\/z[cos (4+3Tr> + sen <4+37Tﬂ c k= 0,1,2}.

Ejercicio 2.9. Resolver la ecuacion z° = Z

Solucion 2.9.
a) En primer lugar, tomando médulos ‘25‘ = |z|5 y |Z] = |z|, con lo que |Z|5 = |z|. De aqui
obtenemos que |z| =00 |z| = 1.
Si |z| = 0, entonces z = 0. Supongamos ahora que |z| = 1 y notemos 0 = arg(z),
5

z°> =Z < cos(50) +isen(50) = cos(—0) + isen(—0)
<~ 50-(-0)=2km, ke < Q:k?n, keZ.

Por tanto las soluciones son 0 y {COS (%") + isen (%") ke Z}. En realidad, lo que hemos

escrito son las raices sextas de la unidad y es suficiente considerar k =0, 1, 2, 3,4y 5.

b) Otra forma posible de resolver la ecuacion es trabajar directamente en lugar de igualar médulos
y argumentos a ambos lados de la igualdad. Concretamente, sabemos que |z| =00 |z] = 1. En
este segundo caso, se tiene que

5 6

=27 = =2z = 5=12? = =1

de donde obtenemos que z = 0 0 es una de las raices sextas de la unidad.
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Ejercicio 2.10. Expresalos 8 nimeros +1 +1i, ++/3 =i enla forma rei?®.
Solucion 2.10.

1= eiO‘ -1 = eiTr‘ i= eiTr/Z, —i= ei31‘r/2’\/§i i= Zeii"/ﬁ,—\/g"‘ i= Ze,lSn/G
Ejercicio 2.11. Calculalog(z) y Log(z) cuando z es uno de los numeros siguientes

i, —i,e73, e 4, —5¢, 1 +i.
Solucion 2.11. Sabemos que el logaritmo principal de un nimero complejo z es log(z) =
log |z| + iarg(z). El conjunto de todos los logaritmos se obtiene directamente cambiando argu-
mento principal por el conjunto Arg(z). Solo indicamos el primero.
a) log(i) =log|i| + iarg(i) = i%.
b) log(—i) = log|—i| + iarg(—i) = —i%.
c) log(e=3) = log ‘e*3‘ +iarg(e3) = -3

e) log(4) =log |4| + iarg(4) = log(4).
f) log(—5e) =log|-5e| + iarg(—5e) = log(5e) + iTr.

)
)
)
d) log(e®!) =log ‘eSi’ +iarg(ed) =1+ 1i(5 - 2m).
)
)
g) log(1 +1i) =log|1 +i| +iarg(l +1i) =log(~/2) + i%.

Ejercicio 2.12. Calcula log(3i) +log(—1 + i+/3) y log (3i(—1 + i/3)).

Solucion 2.12.

a) log(3i) =1og(3) +i% ylog(—-1 + +/3i) =log(2) + 1 3 )

b) log (3i(~1 + iv/3)) = log(-3v/3 — 3i) = log(6) — i2T T

En consecuencia, el logaritmo de un producto no es igual a la suma de los logaritmos si hablamos
de logaritmos principales.

Fjercicio 2.13. Calculalog(—1 —1i) —log(i) y log(_ll_l

Solucion 2.13.
a) log(— 1—1)—10g1) log(\f)—l4—i2 logf)—14.
b) log( ) =log(-1+1) = log(v2) — i3F T

Ejercicio 2.14. Calcula (—4)%, i3t %, 121 31-1 ((=i)i)i, (1 + i)1*1,

Solucion 2.14.

a) (_4)1’ _ eilog(—4) _ ei(log(4)+i1T) _ e—rr+ilog(4) —e T (cos(log(4)) + isen(log(4))).
b
C

;=31 = p—3ilog(i) = e*3i(i%) = e37n.
il = eilog(i) — pi(iF) _ o= 7

12i = p2ilog(l) — ,0 — 1,

31-i _ o1~ log(3) _ plog( 3)(cos( log(3))+isen(*10g(3))) = 3(cos(—log(3))+isen(—1log(3))).
(-

)l_ellog( D)= o~ ii% —62Y (ez)l_e 2

—- D &

) i
)
)
)
)
)

g
(1+ )1 —exp (1 + 1) log(1 + 1)) = exp ((1 +i)(log(v2) + i%))
= exp <log(x/§) - % +1i (% + log(ﬁ)»
—elos(v2)- % (cos (% + log(ﬁ)) + isen <% + log(ﬁ)>)
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@ Ejercicio 2.15. Demuestra que
a) cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sen?(x),y
b) sen(3x) = 3 cos?(x) sen(x) — sen3 (x).

Solucion 2.15. Vamos a resolver los dos apartados al mismo tiempo. Observa que, usando la
féormula de De Moivre, se tiene que

(cos(x) + isen(x))3 = cos(3x) + isen(3x).

Si desarrollamos el cubo de la izquierda

cos(3x) +isen(3x) = (cos(x) + isen(x))3

cos3(x) + icos?(x) sen(x) — 3 cos(x) sen?(x) — i sen3(x).

Para terminar el ejercicio so6lo hace falta igualar parte real con parte real y parte imaginaria con
parte imaginaria.

Ejercicio 2.16. Calcula (1 —i)3/2.
Solucion 2.16. Calculamos el valor principal usando que 1 — i = +/2_z/4,
(1 _ i)3/2 — e%log(l—i)

- (o2

o a2 ()
8 8
23/4 (COS (—%) +isen (—%T)) )

@ Ejercicio 2.17. Comprueba que la funcién f(z) = e? transforma el conjunto

{z=x+iyeCGO0=<x,0=<y=<T11}
en el conjunto {w € C; |lw| =1, Im(w) > 0}.
Solucién 2.17. Sabemos que |e?| = eR¢(2) Por tanto,

‘ex”yjzele = x=>0.

Para terminar, Im (e"”y) =eXsen(y) <0siy e[0,].

2.6.1 Ejercicios complementarios
Ejercicio 2.1. Calcula las raices de la ecuacion z* + iz = 0.
@ Ejercicio 2.2. Estudia para qué valores de n € N se cumple que (1 + )" = (1 —i)™.
Ejercicio 2.3. Representar graficamente el subconjunto de R? definido por la desigualdad

|z| +Re(z) <1, zeC
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3.1

SUCESIONES DE NUMEROS REALES DEFINICION Y PROPIEDADES.

Sucesiones de numeros reales

3

3.1 Definicion y propiedades. 31 3.2 Sucesiones parciales 33 3.3 Monotonia 34
3.4 Sucesiones divergentes 35 3.5 Criterios de convergencia 37 3.6 Ejercicios 38

El concepto de limite es basico en Calculo y, de entre las diversas posibilidades, hemos elegido
que haga su aparicion asociado a sucesiones de numeros reales. La idea intuitiva de sucesion es
sencilla: una sucesion es una lista ordenada.

Definicion y propiedades.

Definicion 3.1. Una sucesion de nimeros reales es una aplicacion del conjunto de los nime- Sucesion
ros naturales en el conjunto de los nimeros reales, esto es,

N - R,

n — Xn.

Llamaremos término general a x, y, usualmente, no mencionaremos la funciéon sino s6lo la  Término general
imagen de la funcion. Dicho de otra manera, hablaremos de sucesion con término general x, y la
notaremos {Xyu}nen 0 (Xn)nen-

Ejemplo 3.2. Hay dos formas usuales de definir una sucesiéon: mediante una férmula general
que nos permita obtener todos los términos de la sucesion o, por recurrencia, o sea obtenemos
cada término en funcién de los anteriores. Por ejemplo, la sucesion {ﬁ}neN es la sucesion 1,
3, 5, 7,... Como puedes ver, sabemos todos los términos de la sucesion. El que ocupa el lugar 53
es llﬁ. En cambio, la sucesion definida como x1 = 0, x2 = 1 y Xn+2 = Xn+1 + Xn conocida como
sucesion de Fibonacci esta definida por recurrencia. Para calcular un término tenemos que conocer
previamente el valor de los dos anteriores. No importa. Puesto que sabemos los dos primeros,
podemos calcular el tercero y asi sucesivamente: 0,1,2,3,5,8,13,21,... <

Definicion 3.3. Diremos que la sucesion {xy }nen €S convergente si existe x € R verificando Sucesion convergen-

que para cada € > 0 existe ng € N tal que |x; — x| < &, para cualquier n > ng. En ese caso te
escribiremos que %im Xn=Xx0{xn} - x.
— 00

Es facil observar que limy, .« X;; = x si, y solo si, limy, .« |x, — x| = 0.

A
Xn °
L]

L =

o o O . . . o

X

D i

1 2 3 n

Figura 3.1 Limite de una sucesion
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DEFINICION Y PROPIEDADES. SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Ejemplo 3.4.

a) La sucesion constantes son convergentes y su limite es dicha constante.

1

b) La sucesion {f} es convergente a cero.
N )lneN

)
¢) La sucesion {n},ecn no es convergente.
d) La sucesiéon {(—1)"},,en NO es convergente. <

3.1.1 Sucesiones y acotacion

Definicion 3.5. Diremos que la sucesiéon {x,}nen €sta acotada superiormente (respectiva-
mente inferiormente) si existe M € R verificando que x; < M para todo n € N (respectiva-
mente x, > M).

Sucesién acotada Diremos que la sucesion esta acotada silo esta superior e inferiormente o, lo que es 1o mismo,
si existe M € R tal que |x;| < M, para cualquier natural n.

Proposicion 3.6. Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion. Aplicamos la definicion de convergencia para € = 1. Entonces existe un natural
no tal que |xy — x| < 1 para n = ng. En particular, el conjunto {x;,: n > ng} esta acotado
superiormente por x + 1 e inferiormente por x — 1. El resto de los términos de la sucesion también
esta acotado por ser un conjunto finito. Por tanto, la uniéon de ambos esta acotado. O

Observacion 3.7. El reciproco no es cierto. La sucesion {(—1)"},en estd acotada pero no es
convergente.

3.1.2 Algebra de limites

Proposicion 3.8. Sean {xy} e {yn} dos sucesiones convergentes. Entonces
a) lim (xn + yn) = lim xp + lim yp,
b) lim (xn - yn) = (%glgoxn) : (%grgoyn),
. . X limy e X
c) si lim y, # 0, se tiene que lim =% = — =2 ~"
n—oo n—e yy  limp_« yn
Proposicion 3.9. Sea {xy} una sucesion convergente a cero e {y,} una sucesion acotada. Entonces
{xnyn} es convergente a cero.

1 lcular 1 In (3n* —2n + 7)
Ej .10. ' :
Jjemplo 3.10. Vamos a calcular Alm In(2n2 + 2n - 1)

i DGR -2me ) In(n*G -2+ 5)
n-ew In(2n2 +2n—1) n-= |n (n2(2+2_%))
+

n
In(n*) +1n (3 -5 + )
= lim 5 T
=% Inn2) +1n (2+ 2 - )
4In(n) + In (3 — % + %)
= lim 5 T
n= 2ln(n) +In (2 + 5= W)

dividimos por In(n) numerador y denominador
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3.1.3

3.2

SUCESIONES DE NUMEROS REALES SUCESIONES PARCIALES

Convergencia y orden

Proposicion 3.11. Sean {xn} e {yn} dos sucesiones convergentes. Supongamos que el conjunto
{n e N: xy < yn} es infinito. Entonces %111010 Xn < rlllg}o Y.

Proposicion 3.12. Sean {xy}, {yn} ¥y {zn} sucesiones de ntimeros reales verificando que
@) Jim, xn = lin zn ¥ que

b) xn < yu < zn, para cualquier n natural.

Entonces {yn} es convergente y%l_l:l;lo Xn = ylllzrgo YVn = ,PP}O Zn.

Ejemplo 3.13. Vamos a calcular el limite

lim;+i+ +
n—-on2./m  n2/m nz/mn’

Acotamos superior e inferiormente:
n 1 < 1 + 2 + + LI n "
n2/mn - n2/mn n?/n n2/m - n2/n’
Como nuestra sucesion esta encajada entre dos sucesiones que tienden a cero, se tiene que

lim#+ 2 + + 2
n-on2/m  n2/n n2yn

Vn e N.

=0.«

Sucesiones parciales

Si una sucesion es una “lista” de numeros, podemos construir una lista nueva escogiendo al-
gunos de estos, por ejemplo los que ocupan un lugar par o impar. A este tipo de sucesiones las
Ilamaremos parciales de la sucesion original.

Definicion 3.14. Sea {x;} una sucesion de numeros reales. Diremos que {y;} es una sucesion
parcial de {xy} si existe una aplicacion estrictamente creciente o : N — N tal que Y, = X5 n)
para cualquier natural n.

Ejemplo 3.15.

a) El primer ejemplo de sucesion parcial de una sucesion dada es simple: eliminemos una cantidad
finita de términos al inicio de la sucesion. Por ejemplo, eliminar los tres primeros términos se
consigue con la aplicacion o (n) = n + 3. La sucesion {x,+3}nen €s 1o que se llama una cola de
la sucesion {xu}nen-

En general, si p es un nimero natural, las sucesion parcial {xy+p}nen €s una cola de la sucesion
{xn}nen. La convergencia de una sucesion y de sus colas es equivalente: la sucesion converge
si, y solo si, lo hacen todas o alguna de sus colas.

b) Quedarnos so6lo con los términos que ocupan una posiciéon par o impar consiste en considerar
las parciales {x2n}nen 0 {X2n-1}neNn.<

Proposicion 3.16. Sea {x,} una sucesion de niimeros reales convergente. Entonces cualquier
parcial es convergente y con el mismo limite.

Este resultado se suele usar para demostrar que una sucesion no es convergente: si existe alguna
parcial no convergente o existen parciales distintas convergentes a limites distintos, la sucesion
original no es convergente.

Ejemplo 3.17. Lasucesion {(—1)"} no es convergente puesto que la parcial de los pares converge
a 1 mientras que la de los impares lo hace a —1. <
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MONOTONIA SUCESIONES DE NUMEROS REALES

3.3 Monotonia
La definicion de monotonia para funciones cualesquiera se puede enunciar para sucesiones.

Sucesion creciente Definicion 3.18. Una sucesion {x,}ncn €S creciente si cumple que x,; < Xy+1 para todo
natural n. Dicho de otra forma, cuando avanzamos en la lista los términos son mayores:

Analogamente, diremos que {x,}nen €S decrecientesi cumple que x, > Xxn+1 para todo
natural n o, lo que es lo mismo, n < m = xun = Xm.

Evidentemente no todas las sucesiones son monotonas al igual que no todas las funciones son
monotonas. Por ejemplo, la sucesion {cos(n)},en NO es mondtona ni tampoco lo es la sucesion

{(=D"}.

|
—

—

(e}
N +

o

(@)}
oo

4=

—

N

—

=~

=

()}

L]

—

(o]

N

(e}

Figura 3.2 La sucesion {cos(n)},en NO €s monotona
Eso si, de cualquier sucesion siempre podemos elegir términos cada vez mayores o cada vez
menores. En otras palabras, siempre podemos elegir una sucesién parcial monétona.
Proposicion 3.19. Toda sucesion tiene una parcial mondtona.

¢Cual es el interés de las sucesiones monotonas? Son mas faciles de estudiar. Por ejemplo, la
convergencia de las sucesiones monotonas se reduce al estudio de su acotacion.

Proposicion 3.20. Una sucesion mondtona es convergente si, y solo si, esta acotada. De hecho, si

{xn}neN es una sucesion creciente y acotada se tiene que

%illgoxn:sup{xn: n e N}.

El hecho de que las sucesiones mono6tonas y acotadas sean convergentes nos permite demostrar
que una sucesion es convergente sin, teéricamente, conocer su limite.

Ejemplo 3.21. Vamos a estudiar la convergencia de la sucesion

X1 =1, Xp+1 =/xXn+1, Vn > 1.

Para demostrar que esta sucesion es convergente vamos a comprobar que es una sucesion mono-
tona y acotada.
a) Observa que x2 = /2 > x1 = 1. Vamos a demostrar por induccion que la sucesion es creciente.
i) El primer paso ya lo tenemos dado: x» = V2 > x1 = 1.
ii) Si ahora suponemos que x; < Xy+1, Veamos que Xu+2 > Xn+1:

Xn+2 = \/xn+1 +1> \/Xn +1=xn+1.

Luego la sucesion es monotona creciente.

b) Veamos que también esta mayorada, concretamente que x5, < 2, Vn € N. De nuevo lo com-
probamos por induccion.
i) Es inmediato para n = 1.
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ii) Si x5 < 2, veamos que para x+1 también se verifica:
Xnil=+Xn+1<V/2+1=+3<2.

Por tanto, existe x = limy- X Y lo calculamos haciendo uso de la férmula de recurrencia.
Tomando limites

1++/5
x,2,L+1:xn+1 = x?-x-1=0 = x:T\F.
Como {x,} es creciente y el primer término es 1, la inica posibilidad que cabe es que x = 1+2¢§_ <
@ Ejemplo 3.22. Consideremos la sucesion {xy}nen definida por recurrencia como x; = —% y

3xXp+1 =2+ x% para cualquier natural n. Estudia si {x,}nen es convergente y, caso de que lo sea,
calcula su limite.
a) Si calculas algunos términos de la sucesion, parece que la sucesion es creciente. Vamos a
comprobarlo por induccion.
i) x1 =—%SX2=—%.
ii) Supongamos que x;, < Xy+1 para un natural n, entonces

2+ x5 - 2+x3,,

Xn+1 = = = Xn+2
3 3

ya que la funcién f(x) = x3 es creciente.
Acabamos de demostrar que el conjunto {n € N: x, < xn+1} es inductivo y que, por tanto, la
sucesion es creciente.

b) ;Esta acotada la sucesién? Por ser una sucesion creciente, esta acotada inferiormente. Sélo nos
falta encontrar una cota superior. De hecho, la sucesion sera convergente si, y solo si, esta
acotada superiormente. Si la sucesién fuera convergente a un namero L, como limy_. Xy =
limy, .o Xn41 = L, se tiene que cumplir que 3L = 2 + L3. Las soluciones de este polinomio son
1y —2 (compruébalo por ejemplo por el método de Ruffini). Dado que la sucesion es creciente
y su primer término es —%, queda descartado que el limite sea —2. Vamos a comprobar por
induccién que 1 es una cota superior.

i) Es evidente que x1 = —% <1.
ii) Supongamos que x;, < 1 para un natural »n, entonces

3
2+xnﬁ2+1
3 3

Xn+] = < 1

En resumen, la sucesion es creciente y mayorada y, por lo visto anteriormente, su limite es 1. <

Uniendo los dos resultados anteriores: toda sucesion acotada tiene una parcial mondtona y que,
por ser parcial, sigue siendo acotada y, por tanto, convergente.

Teorema 3.23 (teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene una parcial Teorema de Bolzano-
convergente. Weierstrass

Aunque lo usaremos poco en los ejemplos practicos, este teorema es la clave que permite probar
la existencia de maximo y minimo de funciones continuas en intervalos cerrados y acotados.
3.4 Sucesiones divergentes

La sucesion {n}yen NO es convergente, pero tiene un comportamiento muy particular. Los
términos de esta sucesion toman valores tan grandes como se desee siempre que dicho términos
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sean lo suficientemente avazandos. A esto nos solemos referir como que la sucesion {n},cn tiende
a +oo,

Definicion 3.24.

a) Sea {xyn}nen unasucesion de numeros reales. Diremos que {xy,}nen diverge positivamente
o tiende a +co si para cualquier M € R existe un natural ng tal que x;,, = M para cualquier
n = no. En ese caso escribiremos ylllg}o Xn = +oo.

b) De manera similar, diremos que {xy}nen diverge negativamente o que tiende a —co si para
cualquier K € R existe un natural ng tal que x; < K para cualquier n > ng. En ese caso
escribiremos lim x; = —oo.

Nn— oo

¢) En general, diremos que una sucesion es divergente si diverge positiva o negativamente.

De la definicién se deduce directamente que las
sucesiones divergentes no estan acotadas: las su-
cesiones divergentes positivamente no estan aco-
tadas superiormente y las que divergen negativa-
mente no estan acotadas inferiormente.

4 N

Sucesiones
Acotadas

Convergentes Observacion 3.25. Un error muy comun es de-

cir que una sucesion tiende a +o si “sus términos

son cada vez mas grandes” o “si hay términos tan

grandes como se quiera”. Compruébalo en los si-

guientes ejemplos:

a) Lasucesion 1, 1, 2,4, 3,9,...,n, n
ciente pero es divergente.

b) La sucesiéon 1, 1, 2, 1, 3, 1,...,n, 1,... tiene tér-
minos tan grandes como se quiera pero no es
divergente.

Monétonas

2 ..10 es cre-

\o /
Figura 3.3 Distintos tipos de sucesiones

Proposicion 3.26. Sean {xyn}nen Y {¥n}neN Sucesiones de nuimeros reales.

a) Si 1/1115130 Xn = +o0 y {yn} estd acotada inferiormente, entonces TILIEI(}O Xn + Yn = +00.

b) lim |xy| = +oo si, y solo si, lim L =0.
Nn—oo n—o xXpn

c) Si 71115{}0 Xn = +00 y existe un natural ng y un ntimero positivo k tal que vy, > k para n > ng,
entonces limy,—.co XnYn = +00.

Ejemplo 3.27. Vamos a probar que

lim x" =

n—oo

{+oo, six > 1,
0, si|x| < 1.

Comencemos con el caso x > 1. Vamos a demostrar que la sucesion {x"}, que claramente es
creciente, no esta acotada. Por reduccion al absurdo, supongamos que si esta acotada. En ese caso,
la sucesion es convergente al supremo de sus elementos por ser creciente. Notemos L a dicho
supremo. Se tiene que x™ < L, Vn € N. En particular,

L
x"l <1 vneN = x" <= <,

®

lo que contradice que L sea el supremo.
Six < 1, entonces % > 1y podemos aplicar el apartado anterior para obtener que limy — « % = +o00
y, por tanto, limy,—. x™ = 0. <
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Criterios de convergencia

El primer criterio que vamos a ver, el criterio de Stolz, permite resolver indeterminaciones de la
forma “%" o) En cierta manera juega un papel similar a la regla de L’Hopital para cocientes de

“w 0y
o -

funciones.

Proposicion 3.28. Sean {xn}nen e {¥Vn}neN dos sucesiones de numeros reales. Supongamos que  Criterio de Stolz
se verifica alguna de las siguientes condiciones:

a) {ynlnen es creciente y diverge positivamente, o bien

b) %gr(}o Xn = %Lngo yn =0 e {yntnen es mondtona.

Entonces se verifica que:

L TXpg1 - X X

a) Si lim 2= ~" — [ € R, entonces lim =% = L.
n—=° Yut1 —VYn n—=o0 ypn
. Xpi1—X X

b) Si lim ~ML =T _ L entonces lim ~% = +co.
N=° Ypt1 —Vn n=c yn
. Xpel1—X X

¢) Si lim 2% 2" — _ o, entonces lim =% = —o0
N=° Yp+1 —Vn = Yn

Veamos un ejemplo de su uso.

Ejemplo 3.29. Vamos a calcular

124224324412
lim 3 .
N— 00 n

Aplicando el criterio de Stolz, tenemos que estudiar

lim (12+22+ - +n2+m+ D3 -(12+22+ .- +n?) m+1)2 1
n—o (n+1)3-n3 T n-o3n2+3n+1 3°
2.92.72 .. 12
Por tanto, limy;— e M# = % <
Proposicion 3.30. Sea {xy}nen Una sucesion de nuimeros reales positivos. Se verifica que: Criterio de la raiz
. X .
a) Si lim ntl _p e R, entonces lim %/xy = L.
n—o xXpn Nn—co
b) Si lim Xntl _ +o0 , entonces lim %/x;, = +o.
n—-o xn ’ Nn— oo
Ejemplo 3.31. Aplicando el criterio de la raiz, limy,_. %% =1 ya que lim;,— "T“ =1.«
Proposicion 3.32. Sea {xn}nen una sucesion de numeros reales convergente a uno, y sea Regla del nimero e
{¥Yn}tneN una sucesion cualquiera. Entonces se verifica que:
: _ — : Yn _ ,L
a)rlllg}oyn(xn 1) LER@%@(}Oxn e-.
b) lim yp(xp —1) = +00 < lim xp" = +oo.
c) lim yu(xp—1) = -0 < lim x3" =
Nn—oo n—o0o
. A 2_n+3 n+3
Ejemplo 3.33. Calcular limy—« (%)
2 n+3 2
n-—-n+3 n-—-n+3
Iim (| ———= =el =& lIimm+3)| ——m=-1] =1L.
Nn—oo <n2+2n_2> nﬁoo( ) n2+2n-2

Para terminar, resolvemos el segundo limite

2 _
yllilr(}o(”+3)(n n+3 _1)

n2 +2n -2 n2+2n-2 mn2+2n-2
— lim (m+3)(-3n+5)
S new n242n-2

2 2 _
:71115{,10("+3)<n n+3 n2+2n 2)

=-3.d
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- e n . . ’ .
Ejemplo 3.34. La sucesion {(1 + %) } es creciente y tiene limite e.
Para comprobar que, en efecto, es creciente vamos a escribir el término n-ésimo utilizando el
binomio de Newton

()= 2 (1)

k=0

+n(n—l) _LJrn(n—l)(n—Z)_

1 1
n 2! n? 3! n3 n! nn
=1+1+<1 l)l4r<1—l><1—g)(l—i>l+---
nj 2! n n n/ 3!
...+(1_l)(1_g)<1_§>...(1_n7_1>i_
n n n n n!
Te puedes imaginar cual es el término siguiente:
1\"H! 1 \1 1 2
(1+E> _1+1+<1_n+1>5+<1_n+1>(1_n+1)(1_n
1 2 3 n
”-+<1_n+1)(1_n+1)(1_n+1>-”(1_n+
1 2 n-1
”'+<1_n+1)(1_n+1)'”<1_n+1)(1 n+1

Observa los dos términos que acabamos de escribir. Hay dos diferencias:

a) Este ultimo tiene un sumando mas que el término 7-ésimo. Dicho término de mas, el tltimo, es
positivo. En realidad, todos los sumandos son positivos.

b) Si nos fijamos en el resto de sumandos y vamos comparando uno a uno

l1+n

|
S ~
—

<1,

o1
n+1’

1 2
< (1- 1-
( n+ 1) ( n+ 1) ’
y asi sucesivamente.

Uniendo estos dos apartados, obtenemos la desigualdad que estabamos buscando, esto es, que
1 n 1 n+1
(1-7) = (1 -71)

n+l
El calculo del limite es facil utilizando la Proposicion 3.32 (la regla del nimero e):

. 1\" I . 1
Iim(1+—) =e¢" < limn(l+—-1)=1L,
Nn—oo n n—oo n

y este segundo limite es inmediato comprobar que vale uno.

Ejemplo 3.35. Foérmula de Stirling
nle”

lim ———=1.
nLoo n"2mn

FALTA «

3.6 Ejercicios

3.6.1 Sucesiones

2

Ejercicio 3.1. Prueba que si |[x| < 1, entonces Tllim l+x+x“+...+x""=——.
— 00
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Xn,+l_1

Solucién 3.1. Sabemosque 1+x+x2+...+x" = o]

y, usando que Tllglgo x™ = 0, se obtiene lo pedido.

(es la suma de una progresion geométrica)

Ejercicio 3.2. Sea a un numero real positivo y definamos x1 = a, xn+1 = l’f—;‘cn para n € N.
Probar que la sucesion {x;}nen converge a cero.

Solucion 3.2. Usando la definicion de la sucesion, se puede comprobar que

_a
T 1+2a

X1 =4, X2 = y X3

1+a

y que, en general, x, = ﬁ con lo que es inmediato concluir que limy .« xn = 0.

Ejercicio 3.3. Demostrar que la sucesion x1 = 1, xn+1 = +/3Xn, V1 > 1 es convergente y calcular
su limite.

Solucion 3.3.
a) Veamos por induccion que la sucesion es creciente. Es inmediato comprobar que x1 < x2. Si
Xn < Xn+1 tenemos que comprobar que Xu+1 < Xp+2:

Xn+1 = 14/3Xn <3Xn+1 = Xn+2.

b) Ademas es una sucesion acotada, ya que por induccion otra vez tenemos que x5, < 3, Vn € N.
Para n = 1 es inmediato, y si x, < 3, comprobémoslo para x, 1. En efecto,

Xn+1:\3x11§\/3'3:3.

Por tanto, la sucesion es creciente y mayorada, luego existe su limite x, que estara comprendido
entre 1 < x < 3. Para calcular su valor vamos a tomar limites en la férmula de recurrencia, esto es
x,21+1 =3x, = x2=3x = x(x-3)=0delo que se deduce que limy .. x5, = x = 3.

. . . . . .. .. 245
Ejercicio 3.4. Estudiar la convergencia de la sucesion definida como a; = 2y xXp+1 = X"T, para
n=1.

Soluciéon 3.4. En este caso se trata de estudiar la convergencia de una sucesion que viene definida
de forma recurrente. Sabemos que si demostramos que la sucesion es monétonay acotada entonces
es convergente (el reciproco no es en general cierto; si es convergente si que es acotada pero
no tiene por qué ser monotona). Veamos si es monoétona. Si hay algiun tipo de monotonia esa
monotonia se intuird en los primeros términos. Teniendo en cuenta que a; = 2 obtenemos que
ar = zzg > — % < 2 = a1. Aun no hemos demostrado nada, bueno hemos demostrado que en caso
de ser monotona sera decreciente. Veamos que si lo es. Razonando por inducciéon tendremos que
demostrar que a; < ai (eso es justamente lo que acabamos de hacer) y que si, para un n € N,
se tiene que xp+1 < Xp entonces xn+2 < Xpn+1. Bueno, pues supongamos que para un natural

2 2
2 2 Xy t5 Xpt5 .
n+1 < Xy Y por tanto 7”*(; < 6, es decir

n se tiene ciertamente que xn+1 < Xn, entonces x
Xn+2 < Xn+1, que era lo que queriamos demostrar.
Algunos comentarios: realmente hemos demostrado que la sucesion es estrictamente decreciente.
No era necesario demostrarlo pero es que es asi. Otro comentario es que el anterior razonamiento
no esta justificado del todo. En un momento hemos dicho que si x,+1 < Xy, entonces xfl 1 < x2.
Esto no es cierto en general pero si los dos niimeros son mayores o iguales a 0 entonces si que
lo es. Pero, claramente, es muy facil observar que x;, > 0, para cualquier natural n. Se tiene que
a1 =2>0yxp41 = x,3,6+5 > 0. Pero el hecho de que x;, > 0, para todo n € N ya nos da también la
acotacion ya que al ser la sucesion decreciente para demostrar que esta acotada solo necesitamos
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demostrar que esta minorada y lo acabamos de hacer ya que hemos demostrado que O es una cota
inferior de los términos de la sucesion.
Entonces la sucesion es convergente y todas sus parciales convergen al mismo limite que ella, al
que le vamos a llamar L. Es decir
Climpex2+5  L2+5

6 6 ’

2
. . Xy +5
L=hmxn+1=hm( n )
N— 0 N— 00 6
2
y se tiene que el limite L cumple la ecuacion L = % = L2 - 6L +5 = 0 que tiene como soluciones
L =5yL=1.Pero como la sucesion es decreciente y el primer término vale 2 la tinica posibilidad

para el limite es L = 1.

Ejercicio 3.5. Se define la sucesion {x;} por recurrencia como x1 = 1, xp+1 = /1 +2x,n — 1.

Calcula limy— o Xy v limy— o x):i] .

Solucion 3.5.
a) Vamos a comprobar que la sucesion {x;} es monétona y acotada.
i) Veamos, en primer lugar, que la sucesion {x;} es decreciente. Utilizaremos el principio de
induccion.
1) Es inmediato comprobar que x1 =1 > x» = /3 — 1.
2) Supongamos que X, > Xn+1, entonces

2xXpn+1>2xp41+1 = 1 4+2xpn—1>+/1 +2xpn+1 — 1,

0, lo que es lo mismo, x5 +1 > Xn+2-
ii) Comprobemos que todos los términos son positivos de nuevo por induccion:
1) Es evidente que que x1 > 0y,
2) sixy > 0,41+ 2xy, > 1 0,lo que eslo mismo, x,4+1 > 0.
Resumiendo, {x,} es decreciente y esta acotada inferiormente y, por tanto, es convergente. Si
llamamos L al limite, se cumple que L = +/1 + 2L — 1 de donde se deduce que L = 0.
b) Para calcular el limite de la sucesion { Xn } multiplicamos y dividimos por 1+ 2x, + 1y

Xn+1

obtenemos

lim Xn Xn VI+2xpn+1 lim 1

= . = V1+2 +1)=1.
n—o Xpi1 VI4+2xp, -1 J1+2xp+1 na&Z( xn

Ejercicio 3.6. Estudia la convergencia de la sucesién definida por recurrencia como a; = 1,
an+l = % para cualquier natural n.

Solucion 3.6. Al ser una sucesion definida por recurrencia lo usual es intentar demostrar que es
monotona y acotada para poder concluir que es convergente.

Si calculamos a» = 2a6?+1 = % <1 = a1,y ahora, si suponemos que, para un natural n, se verifica
que an+1 < an, vamos a intentar demostrar que an+2 < an+1- Se tiene que

An+1 an
2an+1 + 1 2an + 1

an+2 < an+l <

<= (2an +1)an+1 < an(2an+1 +1)
= 2anpan+1 + an+1 < 2anan+1 + an

= an+1 < dn-

Como antes hemos supuesto que an+1 < an Se tiene lo que se pretendia. Hay que tener en cuenta
que las operaciones que hemos hecho aqui son posibles si los elementos 2a, + 1 son positivos
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para cualquier natural n. Podemos demostrarlo también por induccion. a; = 1 > 0 y, supuesto
que an > 0 entonces 2ay +1 >0y an+1 = 3 a’i’ll > 0, con lo que las operaciones anteriores son
validas. Ademas hemos demostrado que la sucesion esta minorada por 0 y por tanto convergente.

Si llamamos

. . . an L
L= 1limay = lima =11m( >=
oo T e ML T 20n+1 2L+1
de donde 2L2 + L = Ly, por tanto, L = 0.
Hay otras formas de demostrar que la sucesion es convergente. Para ver que es decreciente otra
forma de hacerlo es ver que
an 2 2
Antl < an = -— < an < ap <2ay +an <= 0<2a;,

2an +1
para cualquier natural 7. Por supuesto teniendo en cuenta que a, > 0, esto es cierto.
Otra forma de demostrar el decrecimiento es la siguiente, también por induccién. Si

1

1 1 1 1 1
an > an+1 = — < > —+2< +2:1 > — ,
an  an+1 an an+1 — +2 +2
. a Aan+1
pero operando se obtiene que
1 1 an —a
T .o Ti2an ~ 2g,+1 "M
an T 2 an an
y andlogamente a,+» = ﬁ, con lo que la sucesion es decreciente.

an+1

Por ultimo hay otra forma, esta mas directa, de demostrar la convergencia. Si calculamos a, = %
y Si seguimos as = %, ay = % parece ser que a, = 271%1’ Vn € N. Intentemos demostrarlo por
) . 1 : _ 1
induccion: claramente a; = 1 = 3=7. Supongamos que, para un natural n se tiene que an = 5, -7;

entonces 1

Anii = an _ 2n—1 _ 1 _ 1
T 2an +1 2, 41 2n+l 2m+1) -1

que era lo que queriamos demostrar. Ahora es claro que (ay) — 0.

Ejercicio 3.7. Sea {xy}nen la sucesion definida por recurrencia como x1 = %y Xn+1 = x% + %.

a) Demuestra que % < XxXp < % para cualquier natural n.
b) Demuestra que {x,}nen €s decreciente.
c) Calcula su limite.

Solucion 3.7.

a) Lo demostramos por induccion. Es claro que % < X1 = % < %. Supongamos que % < xp < %,
entonces
xn+1=x%+i> (1)2+i:1, y
25 5 25 5
xn+1:xﬁ+i< (é)2+i=é.
25 5 25 5

b) De nuevo comprobamos que la sucesion es decreciente por induccion. En primer lugar, es
evidente que x1 = % > 1%—10 = x72. Supongamos ahora que x, > Xy +1, entonces

Xnsz = X2+ 2 X242
n+2 n+1 25 = n 25 n+1,
ya que la funcion “elevar al cuadrado” conserva el orden en los positivos.
¢) De los dos apartados anteriores se deduce que la sucesion es monétona y acotada y, por tanto,

convergente. Si L es su limite, debe verificar que
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~1=41-32

4 1
_2 —_— = —-———=
L=L +25(:>L > 5,0

o}

N
(SN

Puesto que la sucesion es decreciente, el limite no puede ser % y, se tiene que L = %

Ejercicio 3.8. Seaa € R, a > 1.Estudiar el comportamiento de la sucesiéon x1 = a, xn+1 = x"2+a

para todon € N.

Solucion 3.8. En primer lugar, probamos que la sucesion es decreciente. Se tiene que x» =
2 ) .
a 2“‘ <a=x1 (< a>1).Sisuponemos que xn+1 < Xn veamos que también x,+2 < Xp+1. En

efecto, como x2,, < x2, entonces

Xn+2 = < Xn+1 =
Ademas la sucesién esta acotada, yaque 1 < x, < a, Vn € N (jpruébese por induccion!), por
tanto la sucesion tiene limite x que verifica la ecuacion siguiente:

» x’+a
2

2

= x‘=a = x=+a.

Ejercicio 3.9. Sea a < 1. Estudia la convergencia de la sucesion definida por recurrencia como

X1 =a,Xn+1 =1—+1—Xxn.

Solucion 3.9.

Para empezar, echemos un vistazo a los primeros términos de la sucesion.
;Cual es mayor x7 0 x2? Vamos a verlo en general

x<l-+Vl-x <= Jl1-x<1-x

= 1l-x21 < x<0, (3.1)

0 0.5 ., . . )
usando la relacion que hay entre un niimero y su raiz cuadrada: /x < x si

x =1y .x =xsi0 < x < 1. Por lo tanto, al menos tenemos que distinguir dos casos: a <0y

O<ac=<l.

a) Supongamos que 0 < a < 1. Vamos a demostrar que 0 < x;, < 1 para todo natural n. Lo
hacemos por induccién. Para n = 1 es obviamente cierto. En segundo lugar, si 0 < x,, < 1,

entonces
0<1-xp<1 =0=<41-xp<1 = 0<1-41—-Xxpn=xXxn+1 <1.

En consecuencia, si 0 < x,, < 1, aplicamos la formula 3.1 y obtenemos que x, > Xn+1. Hemos
probado que la sucesion es decreciente y minorada y, por tanto, convergente.

b) Supongamos que a < 0. Vamos a demostrar que x, < 0 para cualquier natural n. Lo demos-
tramos por induccion. Obviamente, x; = a es menor o igual que cero. Supongamos ahora que
xn < 0, entonces

l-xp=21 = J1-xp=21 = 1—-+/1-xun=xXns1 <0.

En consecuencia, si x, < 0, de nuevo la formula 3.1 nos dice que se cumple que X, < Xp+1-
Hemos demostrado que la sucesion es creciente y mayorada y, por tanto, convergente.
En cualquiera de los dos casos, la sucesion es convergente. Llamemos L a su limite. Entonces debe
cumplirse que L = 1 — /T — L y, resolviendo la ecuacion, obtenemos que el tnico valor que tiene
sentido es L = 0.
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Ejercicio 3.10. Estudia la convergencia de la sucesion definida por recurrencia como x; = 2,
_ 1
Xn+1 = 2 + Xn"

Soluciéon 3.10. Al tratarse de una sucesion definida por recurrencia lo usual es intentar demos-
trar, por induccion, que es monoétona y acotada. Veamos que no es tan inmediato. Si intentamos
demostrar inductivamente algtn tipo de crecimiento lo primero es ver qué ocurre con los primeros
términos de la sucesion. Como x; = 2 obtenemos que x» = % que es mayor que 2. Parece que
la sucesién es creciente. Sin embargo si ahora suponemos que para un natural n se verifica que
Xn < Xn+1 €ntonces x17 > anH y2+ x% >2+ Xjﬂ . Es decir, x;+1 = xXn+2. Justamente lo contrario
de lo que pretendiamos demostrar. Aqui hay que notar que lo que ha ocurrido no es que no haya-
mos sido capaces de deducir que si x;, < xy+1 entonces Xu+1 < Xn+2 Sino que hemos deducido
que si xp < Xp41 €Ntonces Xp+1 = Xn+2.

Volvamos a los primeros términos. Es facil comprobar con la formula de la recurrencia que x3 = %
X4 = %, X5 = %. Podriamos seguir algin término mas, pero no parece necesario. Si ordenamos

los términos de la sucesion que hemos calculado obtenemos

X1 = X3 < X5 <X4 < X>2.

Esta relacion sugiere que, de existir algun patron de crecimiento deberia ser algo parecido a que
la parcial de los impares es creciente y la de los pares decreciente. Vamos a demostrar que eso es
asi. Realmente vamos a demostrar para cualquier natural n se verifica

X2n-1 = X2n+1 < X2n+2 < X2n,

y esto lo demostraremos por induccion.
Para n = 1 ya hemos comprobado que se verifica x1 < x3 < x4 < x2. Supongamos ahora que para
un natural 7 se verifica que x2;-1 < X2n+1 < Xon+2 < X2n. Inviertiendo se obtiene que L

Xon-1
xziﬂ > XZLZ > % Si ahora sumamos 2 en todos los términos de la cadena de desigualdades se

. 1 1
>
tiene 2 + X = 2 + Xon T

>

22+le

> 2+ i, es decir
n+2 Xon

X2n = X2n+2 = X3n+3 = X2n+1-
Volviendo a hacer las mismas operaciones, invertir y sumar 2, se obtiene finalmente que
X2n+1 = X2n+3 =< X2n+4 < X2n+2,

que era lo que pretendiamos demostrar. Si analizamos lo demostrado nos damos cuenta de que
nos ha salido a la vez que la parcial de los impares es creciente y la de los pares decreciente
pero es que ademas tenemos la las acotaciones necesarias para concluir que las dos parciales son
convergentes: se tiene que la parcial de los impares estd mayorada por cualquier término de la
parcial de los pares, por ejemplo por x = % y la parcial de los pares esta minorada por x; = 2.
Asi que ambas son convergentes.
Para concluir que la sucesion x{,} es convergente aun nos queda un detalle y es ver que el limite
da sucesion parcial de los pares y el limite de la parcial de los impares son el mismo. Si lamamos
L =1limy_o X2n—1 Y M = limy, . X25 por la definicién de la sucesioén tenemos las relaciones
M=2+%yL=2+$.
Si sustituimos la expresion de L de la segunda ecuacién en la primera se tiene la ecuacion
1

M=2+ I
2+M
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que al resolverla nos da dos soluciones, M = 1 + /2. Evidentemente el limite es M = 1 + /2. Si
ahora obtenemos L resulta que también L = 1 + /2. Por tanto la sucesion es convergente y su
limites es 1 + /2.

Criterios de convergencia

Ejercicio 3.11. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones y calcular su limite cuando
exista:

a) {1+24+34+---+n4 0) {1+1/2+1/3+---+1/n}
ns ) n ’
1421431447l 14+3+5+---+(2n-1) 2n+1
b) {#n}’ d){ n+1 T2 }
Solucion 3.11.
Xn+1=Xn _ ("+1)4

a) Aplicamos el criterio de Stolz y nos queda I Ty = nr ) ons Si desarrollamos el denomina-
dor tenemos un polinomio de grado 4 y con coeficiente principal 4, ya que queda de la forma
(n+1)°> —n® =5n% + ... + 1. Por tanto el limite es 1/5.

b) Aplicando el criterio de Stolz tenemos que

Xn+l — Xn . (n+1)! ] (n+1)! . o n+1

lim =~~~ - Jim —————— = lim = =1.
n—o yyi1—yy n-omn+1)l-n n-onl((n+1)-1) n-o n
o . Xnel—Xn _ 1 1/(n+1) _
c) Por el criterio de Stolz, lim;, - « yﬁ—y: =limy - D n =0
d) Escribimos la sucesion de la forma % = 2+6+10+'"+2(22(213_(2"+1)("+1) y aplicamos el criterio

de Stolz

Xn+1—Xn _ 2@2n+1)-(2n+3)n+2)-(2n+1)(n+1)) _ _§

Yn+1 — Yn 2m+2)-2n+1) 2"
Por tanto el limite es —%.

Ejercicio 3.12. Estudia la posible convergencia de las siguientes sucesiones y calcula su limite

cuando exista:

n’/mn
a) { 1+2\/§+3\/§+...+n\/ﬁ}’

b) {=}

o 13

Soluciéon 3.12.
a) Aplicamos el criterio de Stolz y nos queda:

. Xn+l — Xn L m+ D2 m+1-n2yn
lim —————— = lim
n=0Ypt1 —IYn N—=® n+1)vn+1

multiplicamos y dividimos por (n + 1)2vn + 1 + n2y/n

- lim m+D*n+1)-n*n
Tt (n+1D)vn+1L((n+1)2Vn+ 1 +n2n)
_ lim (n+1)°-n°
n-o (n+1)*+n2(n+1)ynn+1)
. s5nt+ -+ 1 5
= lim =

o (m+ D4 +n2m+ Dvnm+1) 2°
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b) Aplicamos el criterio de la raiz:

X . n! . 1
lim = — lim ———— = lim =
n—0o Xpn n-eo (m+1) n-eon+1

y, por tanto, lim,— « "%/W - 0.

EJERCICIOS

¢) El término general lo podemos escribir de la forma x;, = Y (2n)! y aplicamos el criterio de la

nn!
raiz:
(2n+2)!
 Xnil . D™ (maD! . @2n+2)@2n+1) ( n \"
lim —— = lim 2 Sy 1 =
noe Xy o M- (2n)! =00 (n+1)2 n+1

nnn!

Ejercicio 3.13. Calcular el limite de las siguientes sucesiones.

I+3+..+1
Q) 1w [

In(n+1)!
b) {ln(n+l)"}’

n2+5

n2—5n+6\ n+2

<) {(112+2n+1) }

d) {1+In(n+1)-1In(n)"}.

Solucion 3.13.
a) Por el criterio de Stolz se tiene que

1

. Xn+l —Xn . n+1l . 1
Iim ————— = lim = lim
ne® Ypel = yn meelnm+ 1) —In(m) - nme (4 1) In ()
= lim 1 N = 1
n=® (n + l)ln(l + ﬁ>
b) Por el criterio de Stolz se tiene que
. Xn+l— Xn . In(n +2)!—1In(n + 1)!
lim ————— =1
"15% Yn+l — Vn nlzgo Mm+1)In(n+2) —nln(n+1)
. In(n + 2)
= lim >
n=% pln (%) +In(n + 2)
m Ly
=% [ (144)"]
oy T 1
c) Aplicamos la regla del niimero e y estudiamos
g 5 (nP-5nk6 L\ L -7l
n—o n+2 \n2+2n+1 Tnce pd4...

Por tanto, la sucesién tiende a e 7.
d) Escribimos el término general de la forma x;, = (1 +1In (
e:

n+1

+
n

N— 00 n N— 00

n

n—oo

Entonces limy—o (1 + In(n + 1) —In(n))" = e.

- 415 -

4
=

) )n y aplicamos laregla del nimero

n
limn<1+ln<n+1)—l) = limnln<n+1> = lim1n<l+%) =1In(e) = 1.
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Ejercicio 3.14. Calcular el limite de las siguientes sucesiones.
a) § (5l )n‘ﬁ 9 {cos(— mZ;l)ln(n)}

n2+n+5
b) {sen (%)}

Solucion 3.14.
a) Sillamamos xj al término general de la sucesion propuesta, vamos a estudiar In(xy,), es decir

. s 1 )
Jim In(ep) = lim s (Inm+1) -In(n? +n+53))
 Inn+1)-2In(n) —In(1 + 1/n + 5/n?)
= lim
n—oo 1+1In(n)
In(n+1) 2 _ In(1+1/n+5/n?)
- i In(n) In(n) _
= lim I =-1.
" In(n) +1

Entonces, limy,—.. x5 = e L.

b) Utilizando la continuidad de la funcién seno en el cero se tiene que

n—oo

lim sen <l> =sen(0) = 0.
n

c) El limite es

11151010 Cos (\/n2 + 1) In(n) =0,

n

donde hemos utilizado que es el producto de una sucesiéon acotada, cos <\/n2 + 1), por una

convergente a cero, %

Ejercicio 3.15. Calcula los siguientes limites
1 \nP+56m+5
n2+1 )
. log(n!)
b) limy -« N N T

n!
(21’1)"*1

a) limy - (1 +

c) limy—o ¥

Solucion 3.15.

n2+56n+5
a) Consideramos la sucesion x, = (1 + ﬁ) . Como la base converge a 1 y es siempre

distinta de uno aplicamos la regla del namero e. Concretamente,

. 1 . n2+56m+5
lim (n? + 56n +5) <1+27—1) = lim ——>——— — 1,
N— 00 nc +1 Nn—oo ne+1
y, por tanto, limy— . xn = el.
i6 _ __ lognh) ; -
b) Para la sucesion x,;, = NAESY; aplicamos el criterio de Stolz. Notemos que en este caso
el denominador es una sucesién de niimeros positivos estrictamente creciente y no mayorada.

Aplicando Stolz tenemos que

- log((n + 1)1 — log(n!) Clog (") 1ogn+ 1)
n—o JI+2+...+ /m+n+1-V1-V2—-...—yn  Jn+1  n+1

Finalmente aplicamos de nuevo el criterio de Stolz a este ultimo cociente:

log(n+1+1)—log(n+1) log(%f) 3 10g(%f)
n+l+l-vn+1 Vn+2-Jn+1 \/m(l_vzg) ’
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lo que nos asegura que limy;—.. x5, = 0.
¢) Aplicamos el criterio de la raiz y, si x,, = % estudiamos el limite

(n+1)!
. Xnil g Gz (m+1)@n)ntL
71111’1;10 - }llr{}o n! R (2 2)n+2
Xn T n+
L ( 2n )”“
n—o 21 + 2 2n+2

Ahora estudiamos cada uno de los factores por separado: el primero de ellos es un cociente de
polinomios de mismo grado que tiene limite %; el segundo presenta una indeterminacion de la
forma “1*°”. La resolvemos:

, 2n \"tt , 2n
711111010(211+2> -e (:)71111130(”+1)<2n+2_1>7L'

Es muy facil comprobar que L = —1 vy, por tanto,

. n! -1 1
A @yt =4 = g

Ejercicio 3.16. Calcula el siguiente limite

tn (14100 (32204 1))
N S\ 3nZ+5n '

Soluciéon 3.16. Esta claro que el cociente de polinomios al que afecta el logaritmo, al ser polino-
mios del mismo grado, converge a 1 que es el cociente de los coeficientes lideres. Como logaritmo
neperiano es continuo en 1 y vale 0 tenemos que la base del término general converge a 1 mientras
que el exponente es claro que diverge positivamente. En conclusion: estamos ante una indetermi-
nacion de la forma “1%°”.

Utilizando la regla del numero e tenemos que

2 4n+1 2
lim (1 +log ntt+on+1 —el = lim@“n+1)(1+1log n“+ontl -1| =1L,
n—oco 3n2 +5n n—oco n

pero

3n2+2n+1>)

71L1£1;10(4n +1) <log ( % 1 5n = rllggo log (

Ahora hacemos

. <3n2+2n+1
li _—

(41’l+1) 2
32+ 5n ) =t = %%“”‘”(M‘l)

3n? +5n

n—oo

y

3n2+2n+1_

=4
3n2 4+ 5n ’

_ 1972 _
%%(411“)( 3n+1)_%%< 12n2 + 7n 1)

1) :71111130(4n+1)<3n2+5n 3n2 +5n
y el limite buscado resulta

3n2 + 2n + 1))4"“ 1
—e = .
e4

¥£(1+bg<:yﬁ+sn
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Ejercicio 3.17. Calcula el siguiente limite

cos(1) + cos (%) + -+ 4 CoS (%1) -n

A, log (n3 +1)

Solucion 3.17. FALTA
Ejercicio 3.18. Sean a, b € R*; estudiar el caracter de la sucesion {(a” + b")l/"}.

Solucion 3.18. Aplicando el criterio de la raiz, tendriamos que estudiar el limite
an+1 + bn+1
rltlllgo am + pn

Para ello es mas comodo distinguir varios casos.
a) Sia > b, dividimos numerador y denominador por a” y nos queda que

an+l pn+l Q n
. gnhtl 4 pn+l ] i+ g oa+t b (a
lim —————— = lim 57— — = lim ———5~ =a,
N g + pn Nnooo a n—oo b
ar T oan 1+ (E)

usando que limy_ x™ = 0 siempre que |x| < 1.
b) Si b > a, las mismas cuentas del apartado anterior nos dan que

anh+l 4 pn+l
lim ————— =D.
n—« qh+pn

¢) Por ultimo, si a = b entonces no es necesario utilizar ningun criterio y
lim (a” + b" Y™ = 1im (2a™)Y" = 1.
n— oo n—oo

1/n

En cualquiera de los casos, llegamos a la conclusion de que limy,—.« (a™ + b™ ) = max{a, b}.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 3.1. Sea {xj,}nen una sucesion de numeros reales y x un numero real. Probar que si
im0 X2 = X V1imy—. 00 X2n+1 = X, entonces limy, .. xn = X.

Ejercicio 3.2. Sea A un conjunto no vacio de numeros reales y sea x un mayorante de A. Probar
que x = sup(A) si, y solo si, existe una sucesion de elementos de A convergente a x.

Ejercicio 3.3. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:
2 {3,

b) {5221

Ejercicio 3.4. Sea a € R' y consideremos la siguiente sucesion: x1 = a, xp+1 = % (xn + %)
para cualquier n € N. Pruébese que {x,}nen €S convergente y que su limite, x, verifica x2 =a.

Ejercicio 3.5. Calcula el limite lim 202" ")
n—oo nln(n)

Ejercicio 3.6. Calcula los siguientes limites.

3 n
a) lim 14++/2+ \/2§+\/ﬁ
Nn—oo n
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b) %grgo% YBn+1)Bn+2)--- Bn+n).

Ejercicio 3.7. Calcular, si existe, el limite de las siguientes sucesiones:
1/n 1/m\Nn
a) {(%) }\ cona,b > 0.

n n n\n
b) {(M) }»Cona,b,c>0.

n n n n
) {(M> }conp,q,reﬂ%,p+q+r¢0.

p+q+vr

Ejercicio 3.8. Sea {ay} una sucesion de numeros reales positivos convergente. Estudiar la con-

vergencia de la sucesion
ar+ % +...+5
In(n) ’

el +e®2/24  yeinin_n
In(n+1)

Ejercicio 3.9. Calcular el limite de la sucesion {
convergente de niimeros reales positivos.

}, donde {a,} es una sucesion

Ejercicio 3.10. Estudiar la convergencia de { ”2\/011 . a% . ag .- -a%"’l} donde limy, .o an = a,

an € RT,Vn e N.

4, 4 4\
Ejercicio 3.11. Calcular el limite de la siguiente sucesion de niimeros reales SL (M) }

nd

Ejercicio 3.12. Razonar silas siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si {xn} — x, entonces {|xu|} — |x]|.

b) Si {Ixnl} — a con a > 0, entonces {xu} — a 6 {xn} - —a.

¢) Toda sucesiéon mondtona es convergente.

d) Toda sucesiéon monoétona, que admita una parcial convergente, es convergente.

e) Sea {xyn} una sucesion de numeros reales de forma que {x2n} vy {X2n+1} son convergentes.
Entonces {x5} es convergente.
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4.1

LIMITES Y CONTINUIDAD LIMITE FUNCIONAL

Limites y continuidad

4

4.1 Limite funcional 51 4.2 Limites infinitos y en el infinito 52 4.3 Calculo de
limites 55 4.4 Continuidad 56 4.5 Teorema del valor intermedio 58 4.6 Monoto-
nia 60 4.7 Ejercicios 61

La definiciéon usual de funcién continua involucra el concepto de limite: cuando x “tiende a” a,
f(x) “tiende a” f(a). Esto es una definicion perfecta de la continuidad siempre que definamos
qué es “tender a”.

Limite funcional

Existen varias formas de definir el limite de una funcién en un punto. Nosotros vamos a utilizar
sucesiones en la definicion y asi aprovechar todas las propiedades que hemos visto en el tema
anterior. La definicion de limite de una funcién con sucesiones va a tener siempre un aspecto
similar al siguiente:

lim f(x)=b < [ si lim xy, = a, entonces lim f(xy) = b].
xX—-a n—oo n—oo

Para que esto valga como definicion de limite, s6lo tenemos que garantizarnos que existan suce-
siones convergentes al punto donde tomamos limite. Recordemos que A’ denota al conjunto de
puntos de acumulacién del conjunto A. Con todos estos ingredientes ya podemos dar la definicién
de limite de una funcién en un punto.

Definicion 4.1. Sea A un subconjunto de Ry f : A — R una funcion. Diremos que f tiene
limite en xoy € A’ y que vale L si para cualquier sucesion {x;} de elementos de A distintos de
X0 que tienda a xo se cumple que {f(xy)} tiende a L.

Caso de ser asi, escribiremos Xllg}o f(x)=L.

En algunas ocasiones puede ser mas util reescribir la definicion de la forma siguiente.

Proposicion 4.2. Sea f:Ac R — R yxg € A’. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) lim f(x)=1L.
X—X0

b) Para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que si0 < |x — xg| < 6 y x € A, entonces |f(x) — L| < E.

Algebra de limites

Dado que la definicion de limite se puede ver en términos de sucesiones, podemos aplicar
los resultados sobre limites de sucesiones que conocemos. Obtenemos el resultado analogo a la
Proposicion 3.8 sobre el comportamiento de limite con respecto a sumas, productos y cocientes.

Proposicion 4.3. Sean f,g: A — Ryxg € A’. Entonces,
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4.2

LIMITES INFINITOS Y EN EL INFINITO LIMITES Y CONTINUIDAD

a) im (f +g)(x) = lim f(x) + lim g(x),
b Jim (fg)(x) = (Jim fo0) (Jim 900)),
f) (X) _ hmx~xo f(X)

E hmx—»XO g(x) ’

Proposicion 4.4. Sean f,g : A - Ry xg € A’. Si thg f(x) = 0 y g estd acotada, entonces
—X0

)}Ln)}()(fg)(x) =0.

c) si )}Lrgclog(x) + 0, se cumple que XILIECIO (

Limites laterales

Intuitivamente, para calcular limy_ x, f (x) tomamos valores cercanos a xo, calculamos su ima-
gen por la aplicacién f y vemos si se acercan a alguin valor. Si nos acercamos a Xxo por valores
mayores que xo, hablaremos de limite por la derecha. Si nos acercamos por valores menores
hablaremos de limite por la izquierda. Formalizemos estos conceptos.

Definicion 4.5. Sea A un subconjunto de R, f: A — R una funciéony xo € A’.

a) Si xg es un punto de acumulaciéon de A~ = {x € A: x < X}, se define el limite por la
izquierda de f en xo como lim f(x):= lim fj4- (x).
X—X{ =24

b) Si xg es un punto de acumulacion de At = {x € A: x > xg}, se define el limite por la

derecha de f en xo como lim f(x):= lim fja+(x).
X—X( X—=Xo

En principio no tienen porqué tener sentido ambos limites laterales. Por ejemplo, si xo es el
extremo de un intervalo so6lo se puede estudiar uno de los dos limites laterales. Lo que si es cierto
es que si se puede estudiar el limite, al menos uno de los limites laterales tiene que tener sentido.
Ademas, una funcion tiene limite en xg si, y solo si, existen todos los limites laterales que tengan
sentido y coinciden.

Proposicion 4.6. Sea f:A—-Ryxpe A'.
a) Sixg € (AT) yxo & (A7), entonces Elxlirgcl f(x)=L < 3 lim f(x)=1L.
—X0

4
XX

b) Sixoe (A7) yxo & (AM)’, entonces Elxlin; f(x)=L < 3 lim f(x)=L.
—X0

X—xq

c) Sixg € (AY) n (A7), entonces 3 lim f(x) =L < 3 lim f(x)= lim f(x) = L.
X—Xo X—Xxg X=Xy

Limites infinitos y en el infinito

Asintotas verticales

Como ya hemos comentado en la seccion anterior, la definicion de limite de una funciéon con
sucesiones siempre tiene el mismo aspecto:

lim f(x)=b = [hm Xnp=a = lim f(x,) = b]-
xX—-a n—oo n—oo

Hasta ahora hemos tomado a y b como el punto donde tomamos limite y como el valor del limite.
Si admitimos que a y/o b sean +oo, obtenemos la definicion de limite infinito o en el infinito.
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Definicion 4.7. Sea f: A — Ry xo € A'. Diremos que el limite de f en x( vale + si para
cualquier sucesion {x;,} de elementos de A que tienda a xo se cumple que {f(x,)} tiende a
+00, O Sea,

)}Ln;of(x) =400 <= [Vi{xp} —x0 = {f(xn)} — +x]

También podemos reformular de manera equivalente la definicion de limite sin utilizar sucesio-
nes.

Proposicion 4.8. Sea f: A — R yxg € A'. Son equivalentes
a) lim f(x) = +oo.
X—X0

b) Dado M € R existe 5 > 0 tal que si |x — xg| < 6 y x € A, entonces f(x) > M.
En otras palabras,

: _ lx = x0l <6
)}Ln)}()f(x)—+m = [VMG[R{, 36 > 0 tal que xeA } = f(x)>M}

Esta situacion seguramente ya se te ha presentado y te has referido a ella como que la funcién
tiene una asintota vertical en x.

fx)=

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
32 -1 o1 2 3 4 5 6
|

;
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
I
I 2 5 6
|
|
|
|
|

1

La funcion f(x) = ﬁ tiene La funcion f(x) = =5 también

una asintota verticalen x = 1 tiene una asintota vertical en x = 1

Figura 4.1 Asintotas verticales

Eso si, tienes que tener cuidado con la afirmaciéon anterior: la funcion 1% también tiene una

X
asintota vertical en x = 1 pero su limite no es +c ni —oc. Su valor depende de si calculamos el

limite por la izquierda o por la derecha.

Asintotas horizontales

La ultima posibilidad que nos queda es definir limites en +o 0 —c0. De nuevo empezamos con
sucesiones.

Definicion 4.9. Sea A C R un subconjunto no acotado superiormente y sea f : A — R.

a) Diremos que f tiene limite en + o y que vale L si para cualquier sucesion {x;} de elementos
de A que tienda a +o se cumple que {f(xy)} tiende a L.

b) De forma similar, diremos que el limite de f en +o es + oo si para cualquier sucesion {x}
de elementos de A que tienda a +o se cumple que {f(x;)} tiende a +oo.

Y también tenemos las reformulaciones equivalentes sin usar sucesiones.
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Proposicion 4.10. Sea A C R un subconjunto no acotado superiormente y sea f : A — R.

a) Xlil}lmf(x) = L si, y solo si, dado € > 0 existe M € R tal que si x > M y x € A entonces
|f(x)-L| <e.

b) XEIPWf(x) = +oo si, y solo si, dado M € R existe N tal que si x > N, entonces f(x) > M.

De forma completamente analoga se pueden definir los limites en —co 0 que valgan —oo.

Ejemplo 4.11. Las funciones periodicas no constantes no tienen limite en infinito.

Para demostrar que una funcién no tiene limite en +c usando la caracterizaciéon por sucesiones
tenemos que encontrar una sucesiéon {x,} que tienda a + y tal que {f(x5,)} no sea convergente
o dos sucesiones de manera que sus imagenes tienden a limites distintos. Veamos que este ultimo
método nos viene bien.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, (xo+T,fxo+T)) -~ (X0+2T, f(x0+2T)) 4=~
v AN

| / | »

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr @ el
(70)) (vo+T,f(yo+T) (Vo + 2T, f(yo +2RY)

Figura 4.2 Las funciones periédicas no triviales no tienen limite en infinito

La funcion no es constante: toma al menos dos valores distintos. Sean xg, Yo tales que f(xg) #
f(30).Si T es un periodo de la funcién f, las sucesiones {xg + nT} e {yo + nT} tienden a + oo y

f(xo) = rlliir.}of(xo +nT) + %i{rgof(yo +nT) = f(yo).<

Cuando una funcion tiene limite en +c0 0 —c0 solemos decir que la funcién tiene una asintota
horizontal. Por ejemplo, como
. 2x + 3sen(x
lim 2X*T3sentx) _,
X—+00 b
la funcion f(x) = w tiene una asintota horizontal en 2. Observa que, a diferencia de las
asintotas verticales, la grafica de la funcién puede cruzar la recta que define la asintota (y = 2 en

este caso).

Figura 4.3 Asintota horizontal

4.2.1 Indeterminaciones

Existen limites que no se pueden resolver utilizando las operaciones elementales, ledse por
ejemplo el limite de una suma es la suma de los limites. A estas situaciones las llamamos indeter-
minaciones y son
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4.3

LIMITES Y CONTINUIDAD CALCULO DE LIMITES

[o¢]
y 0 + 00, 001 OOO) 100'
[o¢]
Ya conoces algunas formas de eliminar indeterminaciones. Por ejemplo, cuando nos encontramos
con un cociente de polinomios con una indeterminacion del tipo 8, eso significa que numerador y
denominador tienen una solucion comun. Si simplificamos dicha raiz, eliminamos la indetermina-
cion.

2 _
Ejemplo 4.12. Calculemos lim x -1
x-1 x—1
2 _ _
limu: limw: Iimx+1=2.4
x—1 x—1 x—1 x -1 x—1

Calculo de limites

Proposicion 4.13. Sean f,g:A—-Ryxge€ A’
a) Si thg{l f(x) =+ y g estd minorada, entonces thgcl (f +9)(x) = +00.
—X0 —X0

b) Si th}g f(x) =+ yexiste K > 0 tal g(x) > K para todo x, entonces thg f(x)g(x) = +o0.
—X0 —X0

El siguiente resultado permite resolver algunas indeterminaciones del tipo “1%°”.
Proposicion 4.14. Sean f,g: A — R ya € A’. Supongamos que ,lcifl}f(x) = 1. Entonces
; gx) _ ,L ; _ _
a) lim f(x) et = limg(x) (f(x) - 1) =L,
i g(x) _ ; _ - _
b) )lcgr&llf(x) 0 < lim g(x) (f(x)-1) 0, y

c) )lci_rgtllf(x)g(X) =+ = Qlcilrcllg(x) (f(x)—1) = +oo.

x242x 41\
Ejemplo 4.15. Calcula xlim () .

+oo \ X2 —x+3

lim

X—+00

(x2+2x+1

Xl x2+2x +1
5 =el &= lim (x-3) —1>—L.
xXc—-x+3 X—+00

x2—-x+3

Resolvamos este segundo limite:

lim (x-3)(3x—-2)

=3.
x—to  x2-x+3

lim (x—3)(

X—+oo

x2+2x+1_1 B
x2-x+3 B

x242x+1\X73 3
x2—-x+3 ) =e’. d

Por tanto, limy 4 « (

Proposicion 4.16. Sea a € R*, entonces

lim In(x) _ im Xt lim é—0
X—+0 XA  XZ¥eo eX  x—+oo xX
Ejemplo 4.17. Vamos a comprobar que lim xUx =1,
Tomando logaritmos,
In(x
lim x!/¥ =el < lim () =1,
X—+00 X—400 X

y este tltimo limite vale 0 por lo que el limite original es ¢ = 1. <
Es posible intercambiar los papeles de +o y 0 en un limite.

Proposicion 4.18. Sea f una funcion definida en un intervalo no acotado superiormente. Entonces
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4.4

Funcién continua

Discontinui-
dad evitable

CONTINUIDAD LIMITES Y CONTINUIDAD

. . 1
Jim f0 =1 = i f (1) =1

Ejemplo 4.19. El cambio de variable anterior nos permite resolver algunos limites de forma
sencilla. Por ejemplo, el limite

—x?

lim 3
x—-0t X
involucra exponenciales y polinomios, pero no se encuentra en las condiciones necesarias para
poder aplicar la escala de infinitos. Un cambio de variable de la forma y = % nos resuelve la
situacion:
2 3
e ¥ i
lim = lim y—z =0,
x—0t X3 y—twe¥

usando, ya si, la escala de infinitos. <

Continuidad
Ya que tenemos la definicion de limite, podemos hablar de continuidad.

Definicion 4.20. Sea f: A C R — R. La funcion f es continua en a € A si )lciylllf(x) = f(a),

Podemos expresar la continuidad utilizando sucesiones de manera similar a lo que hemos hecho
con limites o de la forma “e — §”.

Proposicion 4.21. Sea f : A — R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f es continua en a € A.
b) Dado € > 0, existe § > 0 tal que six € Ay |x —al| < §, entonces | f(x) — f(a)| < e.

Si te fijas, la definicion de funcién continua se parece mucho a la definicién de limite. Compa-
randolas, la primera diferencia salta a la vista: hemos cambiado el valor del limite por f(a). La
segunda es un poco mas sutil: en la definicién de limite partimos de un punto de acumulacién.
Como vemos en la siguiente proposicion, es importante distinguir entre puntos aislados y puntos
de acumulacion a la hora de estudiar la continuidad de una funcién.

Proposicion 4.22. Sea f:A — R.

a) Sia es un punto de acumulacion de A, f es continua en a si'y solo si existe )ICII% f(x) = f(a).

b) Sia es un punto aislado de A, f es continua en a.

Observacion 4.23. La distincion entre puntos aislados y puntos de acumulacion carece de im-
portancia en el caso de funciones definidas en intervalos ya que todos los puntos son de acumu-

lacion. Por tanto, si I es un intervalo, una funciéon f : I — R es continua en a € I si y solo si

lim f(x) = f(a).

Discontinuidades

:Qué puede fallar para que que una funcién no sea continua? Para que si lo sea, debe existir el
limite en dicho punto y coincidir con el valor de funcion. Por tanto, las discontinuidades se deben
a alguno de estas dos causas:

a) El limite )1(111111 f(x) existe pero no vale f(a). En este caso decimos que la funciéon presenta una

discontinuidad evitable en a. El motivo es que si cambiamos el valor de la funcién en a por el
del limite obtenemos una funcién continua.
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b) La segunda posibilidad es que no exista el )lclzr{ll f(x). Esto puede deberse a varios factores.

i) Existen los limites laterales pero no coinciden. En este caso diremos que f presenta una
discontinuidad de salto en a.
ii) Algun limite lateral no existe: diremos que f tiene una discontinuidad esencial en a.

Algebra de funciones continuas

Como sabemos el comportamiento de los limites con respecto a sumas, productos o cocientes,
es facil obtener un resultado similar para funciones continuas.

Proposicion 4.24. Sean f,g: A — R continuas en a € A. Entonces,
a) f + g es continua en a,
b) fg es continua en a, y

c)sig(a) =0, g es continua en a.
Proposicion 4.25. La composicion de funciones continuas es una funcion continua.
Fjemplo 4.26. La funcion valor absoluto es continua. En consecuencia si f es continua | f|

también lo es. Es facil encontrar ejemplos de que el reciproco no es cierto. La funcién

f(X)={

1, six >0
-1, six <0

es discontinua en el origen y | f| es la funcién constantemente igual a uno que si es continua. <

Caracter local de la continuidad

La continuidad de una funciéon en un punto sélo depende del comportamiento de dicha fun-
cioén “cerca” del punto. Este hecho lo aplicamos sin darnos cuenta cada vez que estudiamos la
continuidad de una funcion definida a trozos. Por ejemplo, cuando decimos que la funcién

f(x):{xz’ six >0,

sen(x), six <0,

es continua en R* so6lo nos estamos fijando en x2 que, evidentemente, es una funcion continua.
En otras palabras, la continuidad de f en el punto x = 0.5 no depende del comportamiento de
dicha funcién en R™.

Figura 4.4 Caracter local de la continuidad

El siguiente resultado nos dice que la restriccion de una funcién continua sigue siendo una funcién
continua.
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TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO LIMITES Y CONTINUIDAD

Proposicion 4.27. Sea f : A C R — R una funcion continua ena € Ay sea B C A con a € B.
Entonces f|p es continua en a.

Si nos quedamos con un dominio mas pequefo, la continuidad no se resiente. ;Qué ocurre con
el reciproco? Si una funcién es continua en un dominio, ;qué ocurre si la extendemos a un dominio
mayor? En general no se mantiene la continuidad: piensa, por ejemplo en una funcién definida en
los [0, +[. ;Se puede extender a R manteniendo la continuidad en el origen? La respuesta ya la
conoces: soOlo si el limite por la izquierda coincide con el valor de la funcion en 0. Ahora bien, en
otros puntos la situacion es distinta. Por ejemplo, si la funcion era continua en 1, también lo sigue
siendo la extension.

Proposicion 4.28. Sea f: A — R ya € A. Son equivalentes:
a) f es continua en a.

b) Para cualquier v > 0, flanja—r,a+r[ €S continua en a.

c) Exister > 0O tal que fianja—r,a+r[ €S continua en a.

Teorema del valor intermedio
El teorema del valor intermedio o su version equivalente el teorema de los ceros de Bolzano es
el resultado mas importante de este tema. Su demostracion

Lema 4.29. Sea f:Ac R — R continua ena € A con f(a) = 0. Entonces existe 6 > 0 verificando
que f(x)f(a) > 0, para todo x €]la — 6,a + 6[NA.

Demostracion. Aplicamos la definicién de continuidad tomando € = |f (a) | y encontramos 6 < 0
tal que

Ix —al <o
xeA } |f(x) - fla)| <e.
Esto es equivalente a que
fla)-|fa)] < f(x)<fla)+|f(a)]. (4.1)

Discutimos ahora las dos signos posibles:
a) Si f(a) > 0, la primera desigualdad de la ecuacion (4.1) nos da que f(x) > 0.
b) Si f(a) < 0, la segunda parte de la ecuacioén (4.1) nos dice que f(x) también es negativo. O

Teorema 4.30. Sea f : [a,b] — R continua y verificando f(a)f(b) < 0. Entonces existe
c €la, bl tal que f(c) = 0.

a /\ c
N >

(a, f(a)) b

Figura 4.5 Teorema de los ceros de Bolzano

El teorema de los ceros de Bolzano es un resultado de existencia: s6lo afirma que hay un punto
donde la funcion vale cero. No dice nada sobre cuantos puntos de este tipo hay ni sobre como
podemos encontrarlos.
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Ejemplo 4.31. Una de las utilidades mas importantes del teorema de los ceros de Bolzano es
garantizar que una ecuacién tiene solucién. Por ejemplo, para comprobar que la ecuacion e* +
In(x) = 0 tiene solucion, estudiamos la funcion f(x) = eX + In(x): es continua en R* y se puede
comprobar que f(e~19) < 0y 0 < f(el9). Por tanto, la ecuacién eX + In(x) = 0 tiene al menos una
solucién entre e 10 y 10, En particular, tiene solucién en R*. <

El teorema del valor intermedio es similar al teorema de los ceros de Bolzano. Si este ultimo
afirma que en cuanto una funcién continua tome valores positivos y negativos, tiene que anularse,
el teorema del valor intermedio traslada esta afirmaciéon a cualquier nimero real: en cuanto una
funcion continua tome dos valores distintos, también tiene que alcanzar los valores intermedios.
Todo esto es cierto inicamente cuando el dominio es un intervalo.

Teorema 4.32. Sea I un intervalo, f : I — R una funcion continua. Entonces f(I) es un
intervalo.

Demostracion. Tenemos que demostrar que sic, d € f(I), entonces [c,d] C f(I). Puesto que c 'y
d pertenecen a la imagen de la funcion, existen a y b en I tales que f(a) = cy f(b) = d. Puesto
que I es un intervalo [a, b] C I. Tengase en cuenta que no sabemos si a es menor o mayor que b
y que cuando escribimos [a, b] nos estamos refiriendo al intervalo [a, b] o al [b,a], depende del
orden que corresponda.

Sea z €]c, d[. Consideremos la funcion g : [a, b] — R definida como g(x) = f(x) — z. Es claro
que g es una funciéon continua. Ademas, g(a) = f(a) —z=c-z<0<d-z=f(b) —z=g(b)
y, por tanto, g verifica las hipo6tesis del teorema de los ceros de Bolzano. En consecuencia, existe
xo € [a, b] tal que g(xp) = 0 o, equivalente, f(xg) = z. O
Si el teorema de los ceros de Bolzano nos garantiza que una ecuacion
vale cero o, lo que es lo mismo, que una funciéon se anula, el teorema
del valor intermedio nos permite conocer todos los valores de una fun-
cion: su imagen. S6lo nos queda una dificultad que superar. Imagina por
un momento que sabes los valores de una funciéon en dos puntos. Por
ejemplo, supongamos que una funcién f : [a,b] — R continua verifica
que f(a) = 0y que f(b) = 1. ;Qué podemos decir sobre su imagen?
El teorema del valor intermedio nos dice que la funcion toma todos los
valores entre 0 y 1. En otras palabras [0,1] C f([a, b]), pero ;se da la
igualdad? En la Figura 4.6 puedes ver que la imagen puede ser un con-
junto mayor. El ingrediente que falta para resolver este problema es la
monotonia de la funcion.

Figura 4.6

Propiedad de compacidad

El siguiente teorema y sus versiones para funciones de varias variables es una herramienta
fundamental en el estudio de los extremos absolutos de una funcién y responde a la pregunta de
qué se puede decir sobre como son los intervalos en el teorema del valor intermedio. Ningiin otro
resultado nos va a garantizar a tanta generalidad la existencia de extremos.

Teorema 4.33. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f([a,b]) es un intervalo
cerrado y acotado. En particular, la funcion f tiene mdximo y minimo absolutos.
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Monotonia

;Como podemos calcular los extremos absolutos de una funciéon? ;Hay algiin punto destacado
donde buscar? En un intervalo, los inicos puntos destacados son los extremos pero es muy facil
encontrar funciones que no alcanzan su maximo o su minimo en ninguno de los extremos del
intervalo. Por ejemplo, consideremos la funcién sen : [0, 27r] — R. Sabemos su valor en los extre-
mos: cero. ;Nos da eso alguna informacion sobre el maximo o el minimo de la funcién? La verdad
es que no demasiada. La informacion adicional que necesitamos sobre la funcion es la monotonia.

Definicion 4.34.
a) Una funciéon f : A € R — R es creciente (resp. decreciente) si

x<y = f(x)=<f(y) (resp.f(x) = f(»)).

b) Una funciéon f: A € R — R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) si

x <y = f(x) < f(y) (resp.f(x).> f(»))

En general, diremos que una funcién es monaotona si es creciente o decreciente y diremos que
es estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Observacion 4.35. Hay veces que los nombres nos pueden inducir a error y este es uno de esos
casos. La idea intuitiva que tenemos todos es que una funcion creciente es aquella que tiene una
grafica ascendente. En realidad eso es una funcién estrictamente creciente. Una funcién constante
es creciente (y decreciente). La expresion correcta deberia ser que una funciéon creciente es aquella
cuya grafica “no baja”.

Imagen de una funcién

Una vez que tenemos todos los ingredientes: funcion definida en un intervalo, continua y mono-
tona, ya podemos calcular la imagen de dicha funcién. Enunciamos el resultado s6lo para funciones
crecientes. Ya te puedes imaginar cudl es para funciones decrecientes.

Corolario 4.36.
a) Sea f : [a,b] — R una funcion continua y creciente. Entonces la imagen de f es f([a,b]) =
[f(a), f(b)].

b) Sea f :la,b[— R una funcion continua y estrictamente creciente. Entonces la imagen de f es

fQa,bD = | lim £, lim £x) |

Ejemplo 4.37. Sea f:[0,1] — R la funcién definida por f(x) = ﬁ para cualquier x € [0, 1].
a) El dominio de la funcién es un intervalo.

b) La funcion es continua por ser cocientes de funciones continuas, polinomios en este caso.

¢) Vamos a comprobar que es creciente: si x, y € [0,1],

fx)<f(y) < lfx < I-J:y = x(1+y)<y(l+x) & X+XY<Y+Xy < X <).

Por tanto, f([0,1]) = [f(0), f(1)] =[0,%]. <

El estudio de la monotonia de una funciéon puede complicarse. En algunas ocasiones, se puede
sustituir por la condicién, mas débil, de inyectividad aunque tendremos que esperar hasta el
siguiente tema, derivabilidad, para encontrar una condicién verdaderamente 1util: el signo de la
derivada. Volveremos a esta cuestion al final del siguiente tema.
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Monotonia e inyectividad

La definicion de funcion estrictamente mon6tona nos dice que puntos del domi-
nio distintos tienen imagenes distintas. En particular, las funciones estrictamente
mondotonas son inyectivas. El reciproco no es cierto en general. Hay funciones in-
yectivas que no son monotonas. Por ejemplo, la funcion f : [0,3] — R definida
como

si0<x <2,
5—-x, si2<x <3,

foo =47

no es creciente ni decreciente. Tampoco es dificil conseguir un ejemplo con funcio-
nes continuas: eliminemos los puntos de discontinuidad de la funcién f. Considera
la funciéon g : [0,1] U [2,3] — R definida como

g(x) = {

X, si0=<x <1,
5-x, si2=<x<3,

Como puedes ver, para la inyectividad no es una condicion suficiente para pro-

bar monotonia si consideramos funciones que no sean continuas o que no estén
definidas en intervalos. En otro caso, el resultado es cierto.

Proposicion 4.38. Sea I un intervalo y f : 1 — R continua. Entonces f es estricta-
mente mondétona si, y solo si, f es inyectiva.

Ejercicios

Ejercicios conocidos

Ejercicio 4.1. Calcular los siguientes limites

B X
a) hl’l’lx—.oo 7x+4
: 5x+3
b) limy - 2x2+1
—4

d) limy_p- X +24

)
0) limy_» = X
)

Solucion 4.1.

| =

- X
a) liMx—eo 757 = 7

. 5x 13
b) limy e 2553 = 0
2_ . — .
0) limy_» 3= 24 = limy_> (X?# =limy_ox+2=4
d) limy_p+ 2 +24 = 400

Ejercicio 4.2. Calcular los siguientes limites.
11 1
@) limys (5 - 1) (+5),

4
x
b) limx-.o 3x3+2x2+x

)
o) limy 1 257,
)

d) limy_1 |¢X> 11‘,

Solucion 4.2.
o timeea (3~ 1) () =

b) limx—o gererrs = O-

- 01 -
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. JX-1
¢) limy_1 |Xxﬁ = + 00,

d) No existe limy_1 % ya que los limites laterales no coinciden. Mas concretamente,

i VX g VX1 VXL x - 1

i = = lim . ,
x=-1|x-1] x-1]x-1] J/x+1 «x-1|x-1] 1+ x

que, dependiendo de por dénde nos acerquemos a 1 tiende a % 0 —%.
Ejercicio 4.3. Si f(x) = 1/xy g(x) = 1//x, icudles son los dominios naturales de f, g, f + g,
S+ g ydelas composiciones fogygo f?

Solucion 4.3.

a) El dominio de f es R*.

b) El dominio de g es R*.

¢) El dominio de f + g es R™.
d) El dominio de f o g es R.
e) El dominio de g o f es R™.

Ejercicio 4.4. Calcular el dominio las funciones:

a) y =22 Ay =\

b) ¥ =In (X2—5x+6)

x2+4x+6

Soluciéon 4.4.

a) Fl dominio es ] — o0, 2[U[2, +oo].
b) El dominio es R\ [2,3].

¢) El dominio es ] — o, —1[U[0, 1].

Ejercicio 4.5. Probar que si f(x) = ﬁ entonces f o fo f(x) = x.

Solucion 4.5.

x—l)_ 1 —x
- x-1 — 7
X 1=

(fefo )= of) (1) =f<1_11) - £(
1-x

Ejercicio 4.6. Estudiar si son pares o impares las siguientes funciones:

a) f(x)=Ix+1]-Ix-1|, o flx)=eX+e ¥
b) f(x) =In (1) d) f(x) =eX —e*

Solucion 4.6.

a) f(x)=|x+1|—-|x—1| esimpar.
b) f(x)=In (if—;) es impar.

©) f(x) =eX +e X espar.

d) f(x) =eX —e ™ es impar.

Ejercicio 4.7. Calcular la inversa de las siguientes funciones

Q) f(x) = 15+, b) f(x) = 31 -3

Solucion 4.7.
a)
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eX
Y= {oex = (1+e¥)y=¢e*
= y=e(1-y)
(:ex—%
— x=1In (y) =In(y) - In(1 — y).
1-y

Por tanto, f~1(y) = In(y) —In(1 — y).
by y=V1-x3 = 1-x3=93 < 1-93=x3 < x=3/1-y3. Portanto f = fL.

Ejercicio 4.8. Calcular los siguientes limites

) N ; 2x+3
a) limy .o 2= o) limy o Votrx_3
b) limy—o Y12 d) limy— 40 VX + VX — VX
Solucion 4.8.
a) Multiplicamos y dividmos por el conjugado,
. JI+x -1 -x . l+x-vVvl-x V1+x++/1—-x 2x
lim = lim . =1.
x—0 X x—0 X T+x+V/1-x xox( T+x+ x)

b) Multiplicamos por los conjugados de numerador y denominador,

hmmfl_hm\/brxfl VI+x+1 \/17x+1_hm_\/lfx+1_
x~0vI—-x-1 x-0/1-x-1 JVi+x+1 VI-x+1 x-0 JI+x+1

-1.

_2x+3 _ 3
326+x-3  3/26-3"
d) Multiplicamos y dividimos por el conjugado,

VX + X+ VX ) NEd 1
hm AX +Vx - Vx = hm AX + Vx = VX - \/X+7+\/7 xg@m—erﬁ—z.

¢) No hay ninguna indeterminacién: limy_g

Ejercicio 4.9. Calcular los siguientes limites

. . 1
a) limy_o xlzﬁlx d) limx-o 557
. 2_ . 1
b) limy_1 % e) limx—o ;a7
i 2
0) limy_p X5¥50
Solucion 4.9.
a) Estudiamos los limites laterales.
| x| .
m — = lim ——— = lim =1,
x—0* X2+ x x-0"x(x+1) x-0"x+1
. X ) -X . -1
th:hm7: =-1.

lim
x—0-x24+x x-0-x(x+1) x-0-x+1

b) Calculamos los limites por la derecha y por la izquierda.

2 _ _
l'mx 1 —(X 1)(XJrl)—hmx+1: ,
x—1+ |x — 1| x~1+ -1 x—1+
2 _ _
lim X~ =L _ jim M_ Hm —(x + 1) = —2.
x—1-|x -1 «x-1- 1- x—1*
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¢) El limite por la izquierda vale — y el limite por la derecha + co.

d) limy—o+ 5317 = 0y limx—0- 5317 = 3.
e) limy_q+ =0y limy_o- =1.

_1 _1
el/x+1 el/x+1

4.7.2 Limites y continuidad

Ejercicio 4.10. Sean f,g:R — R las funciones definidas por

a)
1 .
Trel/xs six+0
flx) =
0, six=0
b)
%, six <0
g(x) =1 x, si0<x <1

Ux, six=1

Estudiar la continuidad de f y g v la existencia de limites de f y g en +oc0 y —c0.

Solucion 4.10.
a) En primer lugar estudiemos la continuidad de

f(x): m, six+0

0, six=0
El caracter local de la continuidad nos da que f es continua en R*. Veamos qué ocurre en el

origen. Para ello estudiamos los limites laterales en 0:

lim ————= =0, lim ——— =
x—0+ 1 + el/x YoM T elix
Por tanto f no es continua en el origen. Por ultimo

1

VR T T

S, T elx = o
b) La funcién

ex ;
< six<O0

g(x) =1 x, si0<x <1
Vx, six=1
es continua en R\ {0, 1} por el caracter local. Veamos los limites laterales en 0 y 1:
eX
lim — = -
x-0- X

y, por tanto, g no puede ser continua en 0. Como
lim x=1= lil’Ill Yx=1=g(),
x—1+

x—1-

g es continua en 1. Por ultimo, los limites en infinito valen
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. . eX
Xlgffloof(X) = xlgrpoo = 0,y

lim f(x)= lim 3x = +o.
X400 X—+o0

1
Ejercicio 4.11. Sea f: R™ — R la funcién definida por f(x) = x®m®-1, para todo x € R™ \ {e}.
Estudiar el comportamiento de f en 0, e, + .

Solucion 4.11.
a) Veamos en primer lugar el comportamiento en O: limy_gln(x) = —0o = limx_g ﬁ =0,
por tanto tenemos una indeterminacion del tipo 0°. Tomemos logaritmos para resolverla:

1 1 1
lim In (xln(xH> = lim ﬂ =1 = limxmo71 =el =¢.
x—0 x-01In(x) -1 x—0

b) En e vamos a estudiar los limites laterales:

1 . =t "
lim xhx-T ="e~®" = (, y lim xhto-1 = eT®" = +oo,
xX—e- x—et

¢) Por ultimo, en +c de nuevo tomamos logaritmos para resolver la indeterminacion:

1 1 1
lim In (X‘“‘XH) = lim _nGo 1 = lim xmw1 =el =g,
X—+00 x—+o In(x) — 1 X — 00

(x)
Ejercicio 4.12. Sea f : ]0, %[ — R la funcion definida por f(x) = (ﬁ)sen ™ Probar que f
tiene limite en los puntos 0 y g y calcular dichos limites.

Solucién 4.12. En primer lugar, veamos el limite en O:

= lim
x—0

)Sen(") (COS(X) )Sen(X) . cos(x)sen(x) 1

lim ( = =2 S o,
x—0 \tan(x) sen(x) x—0 sen(x)sen(x) 1

ya que limy_q sen(x)se"X) = 1, usando que limy_q+ x* = 1.
TT
En PE
' ( 1 >sen(x) COS(X)Sen(X) 0
T

- = lim X T _ Y,
tan(x) xinlg sen(x)sen(x) ]

Ejercicio 4.13. Sea f: ]0, %[ — R la funcién definida por f(x) = (1 + sen(x))cetanx) Estudiar
la continuidad de f y su comportamiento en 0y 17/2.

Solucién 4.13. La funcién f es continua en ]0, Z[ ya que 1 + sen(x) es una funcién continua y
2

positiva en dicho intervalo y, cotan(x) también es una funciéon continua en este intervalo.

Veamos el comportamiento en %: limxag (1 + sen(x))cotan(x) = mp+oonm — 4 o

En 0, limy o (1 + sen(x))cotan(x) —«1©» copn Jo que aplicamos la regla del nimero e para resolverlo:

lim cotan(x)(1 + sen(x) — 1) = lim cos(x) = 1 = lim (1 + sen(x))@nx) = o
x—-0 x-0 x—-0

Ejercicio 4.14.

a) Da un ejemplo de una funcién continua cuya imagen no sea un intervalo.

b) Da un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo y que no
sea continua.

¢) Daun ejemplo de una funcion continua en todo R, no constante y cuya imagen sea un conjunto
(obligatoriamente un intervalo) acotado.
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d) Da un ejemplo de una funcién continua en [0, 1[ tal que f ([0, 1[) no sea acotado.
e) Da un ejemplo de una funcion continua definida en un intervalo abierto acotado y cuya imagen
sea un intervalo cerrado y acotado.

Soluciéon 4.14.

a) Por el Teorema del valor intermedio, la funcion no puede estar definida en un intervalo. Como
ejemplo nos vale la funciéon f: [0,1] U [2,3] = R, f(x) = x.

b) f:R§ — R definida como f(x) = % six + 0y f(0) = 1. Claramente f no es continua en 0 y su
imagen es R™*.

¢) f(x) =sen(x).

d fx) = 5.

e) f:]0,1007[— R definida como f(x) = cos(x).

Ejercicio 4.15. Probar que existe un namero real positivo x tal que In(x) + /x = 0.

Solucion 4.15. Consideremos la funcion f : R™ — R definida como f(x) = In(x) + /x. La funcion
f es continua y esta definida en un intervalo. Ademas

Jm f(x) = 4oy )lclgr(l)f(x) = —o0.
Por tanto f cambia de signo y tiene que anularse en R™.

Ejercicio 4.16. Probar que la ecuacion tan(x) = x tiene infinitas soluciones.

Soluciéon 4.16. Dado un entero k, sea f : ]% +kmt, T+ (k+ 1)T([ — R, definida como f(x) =
tan(x) — x. f es una funcioén continua definida en un intervalo y

lim f(x)=-0o vy lim f(x) = +oo.
x— 5 +kirt x—5+(k+1)mT-

Dado que la funcién cambia de signo, f se anula al menos una vez en cada uno de dichos intervalos.

Ejercicio 4.17. Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo largo del ecuador,
pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas sobre el ecuador que se hallan
a la misma temperatura.

Solucion 4.17. Sea T : [0,2m] — R la funcién que nos indica la temperatura en un punto del
ecuador y que es continua por hipo6tesis. Buscamos un punto que cumpla que T(x) = T(x + 1),
por tanto definamos g : [0,7T] — R como g(x) = T(x) — T(x + ). La funciéon g es continua y
g(0) = —g(1r), por lo que debe anularse en algun punto.

Ejercicio 4.18. Un corredor recorre 6 kilbmetros en 30 minutos. Probar que existe un intervalo
de 5 minutos seguidos a lo largo del cual el corredor recorre exactamente 1 kilometro.

Solucion 4.18. Consideremos f :[0,30] — [0, 6] la funcién que nos indica en un momento dado
cuantos kilometros se han recorrido. Sabemos que f(0) = 0y f(30) = 6. Encontrar un intervalo de
5 minutos a lo largo del cual el corredor recorre 1 kilobmetro es lo mismo que encontrar una solucion
de la ecuacion f(x +5) — f(x) = 1, para ello consideremos la funciéon g(x) = f(x +5) — f(x) -1
con x € [0,25] y veamos que cambia de signo.

a) g(0) = f(5) — 1 puede ser positivo, negativo o cero. En este ultimo caso ya hemos encontrado

un cero de g. Vamos a discutir el primer caso (el segundo es similar).
b) g(5) = f(10) — f(5) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
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c) g(10) = f(15) — f(10) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
d) g(15) = f(20) — f(15) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
e) g(20) = f(25) — f(20) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
f) g(25) = f(30) — f(25) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g. Sumando las desigual-
dades
FGB)-f(0)>1
S(0) = f(5)
S(15) - f(10) > 1
Sf(20) - f(15)
f(25) - f(20) > 1
S(30) = f(25)

se obtiene que f(30) > 6 con lo que la tltima no puede ocurrir.

Ejercicio 4.19. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempo to. El reloj puede adelantar
o atrasar, pero cuenta con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasadas doce horas el reloj
marca un tiempo t o+ 12 horas. Demuéstrese que en algin momento dicho reloj mide con exactitud
una hora.

Soluciéon 4.19. Sea f : [0,12] — R la funcién definida por: f(t) = tiempo (medido en horas)
que marca el reloj en el tiempo t. Podemos admitir que f es continua. El incremento de f en el
intervalo [0,12] es igual a f(12) — f(0) = 12. Al igual que en el Ejercicio 4.18, podemos dividir
el intervalo [0,12] en doce intervalos de longitud 1. No es posible que el reloj marque en todos
ellos mas de una hora (o menos) si al final marca doce horas exactamente. Como hemos dicho el
desarrollo es similar al Ejercicio 4.18. Queremos encontrar t € [0,11] tal que f(t +1) — f(t) = 1.
Por tanto, estudiamos la funciéon g : [0,11] — R definida como

gt)y=ft+1)-f(t)-1.

Si g(0), g(1), g(2),..,g(10) son positivos, entonces g(11) tiene que ser negativo y viceversa. Por
ultimo, la aplicacién del Teorema de los ceros de Bolzano nos da el punto buscado.

Ejercicio 4.20. Un escalador comienza, desde su campamento base, a subir a una montafia el
sabado a las 7 horas, alcanzando la cima a las 8 de la tarde. A las 7 horas del domingo inicia el
descenso hacia el campamento base tardando el mismo tiempo que le costo la subida. Demostrar
que existe una determinada hora, a lo largo del domingo, en la que el escalador se encuentra
exactamente a la misma altura que a esa misma hora del sabado.

Solucion 4.20. Sea f :[7,20] — [0, h] la funcién que indica la altura del escalador en la subida
y g:[7,20] — [0, h] la que indica la altura bajando, donde h es la altura de la montafia. Por tanto
f(7)=g(20) =0y f(20) = g(7) = h. La ecuacién que queremos resolver es f(x) = g(x) o lo que
es lo mismo buscamos un cero de la funciéon h(x) = f(x) — g(x). Dado que h es continua, esta
definida en un intervalo y h(7) = —h < 0 < h(20) = h, el Teorema de los ceros de Bolzano nos
asegura la existencia de un punto donde se anula h.

Ejercicio 4.21. Determinar laimagen de la funcion f : R* — R definida por f(x) = arctan(In |x|).

Solucion 4.21. Como la funcién es par, f(x) = f(—x), se tiene que f(R*) = f(R"). En este
caso, f es la composicién de la funcién arcotangente y la funciéon logaritmo neperiano. Dado que
ambas son estrictamente crecientes, su composicién también lo es. Por tanto
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F®) = f®) = |lim £, Jim_reo = -5, 7]

Ejercicio 4.22. Probar que la ecuacién x + e* + arctan(x) = 0 tiene una sola raiz real. Da un
intervalo de longitud uno en el que se encuentre dicha raiz.

Soluciéon 4.22. Consideremos f(x) = x + eX + arctan(x), Vx € R. f es una funcién continua
definida en un intervalo, ademas f(—1) < 0 < f(0) y por tanto f se anula en el intervalo ] — 1, 0[.
Para comprobar que so6lo se anula en un punto basta observar que f es una funcién estrictamente
creciente, en particular inyectiva, por ser suma de tres funciones estrictamente crecientes.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 4.1. Pruébese que todo polinomio de grado impar admite al menos una raiz real.

Ejercicio 4.2. Sean f:]0,1[— Ry g:R — R definidas por

oy Six =0
fx)=x, Vx €]0,1[, g(x) =
= six<O.

Comprobar que f y g son continuas y acotadas pero no tienen maximo ni minimo absolutos.

Ejercicio 4.3. Sea f :[0,1] — [0,1] una funcién continua en [0, 1]. Pruébese que f tiene un
punto fijo: 3x € [0,1]: f(x) = x.

Ejercicio 4.4. Dado un numero real positivo a, pruébese que existe x € R* tal que x2 = a.

Ademas x es Unico.

Ejercicio 4.5. Sea f :[0,1] — R una funcién continua verificando f(0) = f(1) = 0. Probar que,
dado 1 € N, existe x € [0,1] tal que f(x) = f (x + %)

Ejercicio 4.6. Sea f:[-1,1] — R la funcién definida por f(x) = %,Vx € [-1,1]. Calcular su

imagen.

1

Ejercicio 4.7. Sea f : R — R la funcion definida por f(x) = e »?, Vx € R*, f(0) = 0. Probar
que f es continua en R, estrictamente decreciente en R~ y estrictamente creciente en R*. Calcular
la imagen de f.

Ejercicio 4.8. Demostrar que la aplicacién f :] — 1,1[— R definida por f(x) = ln< —) es
biyectiva. Determinese f~! y compruébese que es una funcién continua.

Ejercicio 4.9. Sea f:R — R la funcion definida como
Flx) = {sen(x) sen(%), six =0,
0, six =0.
Estudiar la continuidad de f y la existencia de limites en +oo y —co.
Ejercicio 4.10. Sea x € Ry f : Rj — R la funcion definida por f(x) = x%sen (%) Vx € RY,
f(0) = 0. Estudiar la continuidad de f segun los valores de c.

Ejercicio 4.11. Probar que para cada ntmero real a existe un iinico nimero positivo x verificando
x +In(x) = a.
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Ejercicio 4.12. Sean a, b dos numeros reales verificando b < 0 < a. Estudiar el comportamiento
en cero de las funciones f,g : R* — R definidas por

f(x) = arctan (%) — arctan (%) , 9(x) =xf(x).

Ejercicio 4.13. Sea f : R\ {1} — R la funcién definida por f(x) = arctan(“—x). Estudiar la

1-x
continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en + o0 y en —oo. Calcular la imagen de f.
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5.1

DERIVABILIDAD DEFINICION. RECTA TANGENTE.

Derivabilidad

5

5.1 Definicion. Recta tangente. 71 5.2 Reglas de derivaciéon 73 5.3 Teorema del valor
medio 74 5.4 Reglas de L’'HoOpital 76 5.5 Derivadas de orden superior 77 5.6 Po-
linomio de Taylor 78 5.7 Concavidad y convexidad 82 5.8 Algunas aplicaciones de
la derivada 83 5.9 Ejercicios 85

Definicion. Recta tangente.

Definicion 5.1. Una funcion f: A C R — R es derivableen a € An A’ si existe

lim f(x) - f(a)

xX—a xX—a

A dicho limite lo notaremos f’(a). A la funcién a — f’(a) la llamaremos funcién derivada de
f v lanotaremos f".

Observacion 5.2.
a) El cociente incremental W y la derivada se pueden ver también como un limite en cero
haciendo un cambio de variable:

@) = tim La 1) ~f@)

lim

h—0

b) La restriccion de que a sea un punto de acumulacion del dominio de la funcién (a € An A’) es
obligatoria si queremos que el cociente incremental tenga sentido y no estemos dividiendo por
cero. Recuerda que en el caso de que el conjunto A sea un intervalo se cumple que A’ = A con
lo que podemos estudiar la derivabilidad en cualquier punto del intervalo.

Ejemplo 5.3. Lafuncién f(x) = x?2 es derivable. Su derivada en un punto a es, segin la definicion,

- 2_ 2 B
f’(a):limM:limu:hmw:
X-a X -a Xx—-a x—-a Xx-—a x—a

2a.

Obtenemos asi la formula usual de la derivada de f(x) = x2, esto es, que f'(x) =2x. <
La condicién de ser derivable es mas fuerte que la de ser continua.
Proposicion 5.4. Sea f : A — R derivable en a € A, entonces f es continua en a.

El reciproco no es cierto. Hay funciones continuas que no son derivables.
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Recta tangente

5.1.2

DEFINICION. RECTA TANGENTE. DERIVABILIDAD

Ejemplo 5.5. Lafuncion valor absoluto, f(x) = |x|, es continua pero
no es derivable en el origen: no coinciden los limites laterales en 0.

lim S0 = f(O = lim Ix] = lim = = 1, y

x—0+ x -0 x—-0* X x—-0*t X

lim Sx) = J(0) = lim el _ lim —= = -1
0 x—0- x -0 x-0- X x-0- X

Figura 5.1 La funcion Por tanto, la funcion valor absoluto no es derivable en el origen. En

valor absoluto no es de- e] resto de puntos de la recta real, la funcion es o bien la identidad

rivable en el origen o bien la identidad cambiada de signo. En ambos casos, la funcion es
derivable. ;Por qué? Fijate que la definicién de derivabilidad esta hecha
usando limites y que, en particular, cuestiones como su caracter local
siguen siendo validas. <

Interpretacion geométrica de la derivada

Larecta que une los puntos (a, f(a))
y (x, f(x)) es una recta secan-
te a la grafica de la funcién f.
Puedes ver en la Figura 5.2 que
el cociente incremental es

f(x) - f(a)

= tan(0).
X—-a

Cuando hacemos tender x a a,
dicha recta se convierte en tan-
gente a la funcién f en el punto
(a, f(a)). Siel valor tan(6) nos
indica la pendiente de la recta
secante, la derivada, f'(a), nos
Figura 5.2 Recta tangente indica la pendiente de la recta
tangente que tiene como for-

mula

y = fla)+ f'(a)(x-a).

Derivadas laterales

Puesto que la derivada esta definida como un limite y sabemos la relacion entre limites laterales
y limite, podemos hablar de derivadas laterales. Aunque tiene sentido para un conjunto cualquiera,
vamos a enunciarlo iinicamente para funciones definidas en un intervalo I.

Definicion 5.6. Sea f:I — R ,a € I, de forma que {x € I : x < a} + <. Se dice que f es
derivable por la izquierda en el punto a si existe
lim f(x) - f(a)
xX—a- X —-a

=f'(a")
Este limite se llama derivada lateral izquierda de f en el punto a.

Si ahora el punto a es tal que {x € I : x > a} + &, se dice que f es derivable por la derecha
en el punto a si existe
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tim JXLZS@ g

x—at X

Este limite se llama derivada lateral derecha de f en el punto a.

Observacion 5.7. Larelacién que hay entre la derivabilidad y la derivabilidad lateral para fun-

ciones definidas en un intervalo I queda reflejada en las siguientes afirmaciones:

a) Si a = min(I), entonces f es derivable en a si, y solo si, f es derivable por la derecha a y
ademas, f'(a) = f'(a™).

b) Si a = max(I), entonces f es derivable en a si, y sélo si, f es derivable por la izquierda en a y
ademas, f'(a) = f'(a™).

c) Sia eI, entonces f es derivable en a si, y sélo si, f es derivable por la izquierda y por la
derecha en a y ambas derivadas coinciden. Ademas, en ese caso, f'(a) = f'(at) = f'(a™).
Resumiendo, para que una funcion sea derivable deben de existir todas las derivadas laterales que

tengan sentido y coincidir.

Reglas de derivacion

Proposicion 5.8. Sean f,g: A — R funciones derivables en a € A. Entonces

a) La suma de funciones derivables es una funcion derivable y su derivada es la suma de las
derivadas: (f + g)’'(a) = f'(a) + g’ (a).

b) Elproducto de funciones derivables es una funcion derivabley (fg)' (a) = f'(a)g(a)+f(a)g’ (a).

; o f ; Y _ fllag@-fla)g (a)
c) Sig(a) + 0, la funcion 5 es derivable y (5) (a) = G(@)? .

Usando el primer apartado podemos calcular la derivada de cualquier polinomio, siempre que
sepamos la derivada de x". Comencemos por eso.

Ejemplo 5.9. Es inmediato comprobar que la funcién identidad f(x) = x es derivable y que
f'(x) = 1. Usando la segunda propiedad se demuestra por induccién que cualquier potencia
también lo es y que la derivada de la funcion g(x) = x" es g'(x) = nx"~1 para cualquier natural
n, aunque dicha derivada también se puede calcular directamente:

. (a+h)"—a" . n _ n _ _
jim @ =at a™ !+ a"?h+---=na* .«
h—0 h h-0\1 2
Con esto tenemos resuelta la derivada de una funcioén racional. Veamos otro tipo de funciones.
Por ejemplo, ;cudl es la derivada de la funcién exponencial?

Ejemplo 5.10. Calculamos la derivada de la funcién exponencial. Si a € R,

. eX —ed . et (e 2 -1)
lim =lim ———~
X—a x-—a X—a xX—-a

Usando la regla que tenemos para resolver indeterminaciones del tipo “1*°” (Proposicion 4.14),

lim (ex—a)l/(xfa)

(e¥X*-1)=L < lim
X—ax —a x—a

=e=e".

PortantoL =1y

0, lo que es lo mismo, la derivada de la funcién exponencial es ella misma. <

No parece facil calcular la derivada de la funcién logaritmo tnicamente con la definicién, pero
el siguiente resultado nos dice como calcular la derivada de la inversa de cualquier funcion.
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Regla de la cadena

Teorema de de-
rivacion de la
funcion inversa

5.3

Maximo relativo

Minimo relativo

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DERIVABILIDAD

Proposicion 5.11. Sean f: A — R con f(A) C By g : B — R. Supongamos que f derivable en
a € Ay que g es derivable en f(a). Entonces, la funcion compuesta g o f es también derivable en
a con derivada

(gof)(a)=g'(f(a)) f'(a).

Teorema 5.12. Sea f: A — R una funcion inyectiva con inversa f=1 : f(A) — R. Seaa € A
y supongamos que f es derivable en a. Entonces son equivalentes:

a) f'(a) #0y f! es continua en f(a).

b) f~1 es derivable en f(a).

En caso de que se cumplan ambas afirmaciones se tiene que (f’l) (fla)) = L

fra-

Ejemplo 5.13. Usemos que la derivada de la funcion exponencial f(x) = e* es f'(x) = e* para
calcular la derivada de su inversa, f~1, la funcién logaritmo. Aplicando el teorema de derivacién
de la funcion inversa,

1

-1/ _ ’ -1 _
) (f(x) = (f(x)) o)

Siy = f(x), tenemos que (1) (») = 5. <

Teorema del valor medio

Definicion 5.14. Una funcion f : A — R tiene un maximo relativo en a € A si existe un
entorno de a, la —v,a + v[C A, donde se cumple que

f(x) < f(a), Vx €la—r,a+r|.

Si se cumple que f(x) = f(a), diremos que la funcion tiene un minimo relativo en a.
En general, nos referiremos a cualquiera de las dos situaciones diciendo que f tiene un extremo
relativo en a.

Observacion 5.15. En el caso particular de funciones definidas en intervalos, los extremos
relativos s6lo se pueden alcanzar en puntos del interior del intervalo, nunca en los extremos.

Al igual que la monotonia, la nocién de extremo relativo no tiene nada que ver la continuidad o
derivabilidad de la funcién en un principio. Sélo depende del valor de la funcién en un punto y en

los puntos cercanos.
A

2 B —

Ejemplo 5.16. La parte entera de un numero real x es
el tnico namero entero E(x) que verifica que E(x) < x <
E(x) + 1. La grafica de dicha funcion la puedes ver en la
Figura 5.3.

;Tiene maximo o minimos relativos? Si lo piensas un poco,

—2 1 1 2 descubriras que la funcion alcanza un maximo relativo en
todos los puntos y un minimo relativo en cualquier punto
que no sea entero.

En efecto, alrededor de un niimero no entero la funcion es
constante y, por tanto, tiene un maximo y un minimo re-
lativo. En cambio, si z es un numero entero, se tiene que
f(z) < f(x) para cualquier x € ]z - %,z + %[ <

Figura 5.3 Funcién parte entera
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En el caso de funciones derivables la busqueda de extremos relativos es un poco mas sencilla.
El siguiente resultado nos dice que solo tendremos que buscar puntos que anulen la derivada.

Proposicion 5.17. Sea f : A C R — R derivable en a € A. Si f tiene un extremo relativo en a,

entonces f'(a) = 0.

Usualmente llamaremos puntos criticos a aquellos en los que se anula la derivada.

Teorema 5.18. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b], derivable en ]a,b[ y

verificando que f(a) = f(b) = 0. Entonces existe c €la, b[ tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Usando la propiedad de compacidad, la
funciéon alcanza su maximo y su minimo absolutos en

[a,b]. Sean «, B € [a,b] tales que f(x) = max(f) y
S(B) = min(f).

a) Si x €]la,b[, x es un maximo relativo y, por tanto,

- — — — —

() = 0.
b) Si B €la,b[, B es un méaximo relativo y, por tanto, a b
f(B) =0. Figura 5.4 Teorema de Rolle

¢) Si «,B € {a,b}, entonces f es constante y, por tanto
f’(x) = 0 en todo el intervalo. O

Teorema 5.19. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y derivable en la,b|.

Entonces existe ¢ €la,b[ tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b —a).

Demostracion. La funcion g : [a,b] — R definida como g(x) = (f(b) — f(a))x — (b — a)f(x)
verifica las hipotesis del teorema de Rolle. Por tanto existe ¢ €]la,b[ tal que g’'(c¢) = 0 como

queriamos. O

Hay una version un poco mas general del teorema del valor medio que es util cuando queremos

aplicar este resultado a dos funciones al mismo tiempo.

Teorema 5.20. Sean f,g:[a,b] — R dos funciones continuas en [a, b] y derivables en la, b|.

Entonces existe c €]a, b| tal que

f(b) - fla) _ f'(c)
gb)—ga) g’

Consecuencias del teorema del valor medio

Proposicion 5.21. Sea I un intervalo, f : 1 — R derivable.

a) f es creciente si'y solo si f'(x) = 0 para cualquier x € I.

b) f es decreciente siy solo si f'(x) < 0 para cualquier x € I.

¢) f es constante siy solo si f'(x) = 0 para cualquier x € I.

d) Si f'(x) > 0 para todo x € I, entonces f es estrictamente creciente.
e) Si f'(x) <0 para todo x € I, entonces f es estrictamente decreciente.

Teorema 5.22. Seal unintervaloy f :I — R derivable. Entonces f' (I) es un intervalo.

Observacion 5.23. El teorema del valor intermedio para la derivada no es una consecuencia del
teorema del valor intermedio. Seria necesario que la funcion fuera de clase C! para garantizarnos la
continuidad de la derivada. Sin embargo, se pueden encontrar funciones derivables cuya derivada

no es una funciéon continua (vease el Ejemplo 5.29).
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5.4

12 regla de L’Hopital

Condicién suficien-
te de derivabilidad

REGLAS DE L’HOPITAL DERIVABILIDAD

La primera aplicacion del teorema del valor intermedio para la derivada es que el estudio de la
monotonia se simplifica sobremanera. Una vez que sabemos que la derivada no se anula (en un
intervalo), basta evaluar en un punto arbitrario para saber su signo.

Ejemplo 5.24. Estudiemos la monotonia de la funciéon f(x) =1+ /x — /1 + x para x > 0. Para
ello, veamos cuando se anula la derivada:
1 1
4
X)=——=-——F—7—==0 <= Jx=V1+x &< x=1+x
f0 2/x  2J1+x v
Por tanto, f' no se anula nunca. El teorema del valor intermedio para las derivadas nos asegura
que f es estrictamente monoétona en R*. En efecto, si la derivada cambiase de signo, tendria que
anularse, cosa que no ocurre.
Una vez que sabemos que f’ tiene el mismo signo en todo R*, podemos averiguar dicho signo
evaluando en cualquier punto. Por ejemplo f'(1) > 0, con lo que f es estrictamente creciente. <

Lo que hemos visto en el ejemplo anterior, lo podemos repetir con cualquier funcién cuya
derivada no se anule.

Corolario 5.25. Seal un intervaloy f : I — R una funcion derivable con f'(x) + 0, para todo
x € I. Entonces f es estrictamente monotona.

Teorema 5.26. Sea I un intervaloy f : I — R derivable en I con f’(x) + 0 para todo x € I.

Entonces f es estrictamente mondtona, f~! es derivable y (ffl) (f(a)) = f,%u).

Reglas de L’Hopital

Proposicion 5.27. Sea I un intervalo, a € 1, f,g : I\ {a} — R derivables. Supongamos que
lim f(x) = lim g(x) = 0. Entonces, si
xX—a X—a

. f(x)

lim =L, +00,—00 = lim=——-—+= =1L,+0,—o00.
xX—a g’(x) xX—a g(x)

Podemos aplicar este resultado al estudio de la derivabilidad de una funcion continua. Aplicando
la primera regla de L’'HoOpital al limite de la definicion de derivada se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 5.28. Seal un intervalo,a €1y f:1 — R una funcion continua y derivable enI \ {a}.
a) Si )lciy}lf' (x) = L, entonces f es derivableena y f'(a) = L.

b) Si ,yl%fl (x) = oo, entonces f no es derivable en a.

Ejemplo 5.29. Estudiemos la funcién f : R — R definida como

fix) = {x sen(%), six =0,
0, six =0.

2

Esta funcion es continua y derivable en R*. No es dificil comprobar que f es continua en 0. Usando
que el producto de una funcién acotada por otra que tiende a cero es cero, se tiene que

1
lim f(x) = limxzsen<—) =0 = f(0).
XHOf( ) x—0 X f( )
Sabemos que f’(x) = 2x sen (%) —Cos (%) si x # 0. Usando que la funcion coseno no tiene limite
en +o (recuerda que sabemos por el Ejemplo 4.11 que ninguna funcion periédica no trivial tiene

limite en infinito), concluimos que no existe limy_q f' (x).
Para estudiar la derivabilidad en el origen nos queda tinicamente la definicién
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5.5

DERIVABILIDAD DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

2 1

_ xcsen (< 1

lim fx) = J(0) = lim (X) = lim x sen (—) =0.
x—0 x-0 x—0 X x—0 X

Por tanto, f es derivable en 0y f'(0) = 0.

La funcién f es un ejemplo de una funcion derivable pero cuya derivada no es una funciéon continua

y, al mismo tiempo, un ejemplo de que la regla de L’HOpital no es una equivalencia.<

Proposicion 5.30. Sea I un intervalo, a € 1, f,g : I \ {a} — R derivables. Supongamos que
lim |g(x)| = +00. Entonces, si

X—-a

f(x)

fx) . B
o - = M =t

Derivadas de orden superior

Al igual que podemos estudiar la derivabilidad de una funcién, podemos repetir este proceso y
estudiar si la derivada es una funcion derivable. Si f : A — R es una funcion derivable, notaremos
f" ala primera derivada, f”’ a la segunda derivaday f™ ala derivada de orden n.

Definiciéon 5.31. Sea A C R, diremos que una funcién f : A — R es de clase C! si es derivable
y f’ es una funcion continua.

Si n es un nimero natural cualquiera, diremos que f es de clase C™ si f es n veces derivable
y la derivada n-ésima f™ es continua.

Por ultimo, si una funcion admite derivadas de cualquier orden diremos que es de clase C*.

Usaremos la siguiente notacion

C'(A) = {f:A—R: existe f' y es continua},
C%?(A) = {f:A - R: existe f” y es continua} ...

En general,

C"(A) = {f tA—R: existe f™ yes Continua}, y
C*(A) = {f :A — R: existe f™ para todo n natural}.

Se tiene la siguiente cadena de inclusiones:
C¥(A) ¢...C"(A) € C™(A) ¢...C3(A) < C1(A) € C(A),

donde C(A) denota al conjunto de las funciones continuas en A. Para comprobar que las inclu-
siones son estrictas, tenemos que encontrar funciones de clase n que no sean de clase n + 1.
¢/Como buscamos una funcién con estas propiedades? La respuesta es sencilla: consideremos la
funcion valor absoluto (o cualquiera otra con un pico) y, aunque todavia no hemos hablado de ello,
calculemos una primitiva. Dicha primitiva se puede derivar una vez (obtenemos la funciéon valor
absoluto) pero no se puede volver a derivar. Si queremos que se pueda derivar mas veces soélo
tenemos que integrar mas veces. Esto es lo que hacemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.32. La funcion f: R — R definida como

(x—a)™!, six=>a,
0, six <a,

f(x)={

es de clase C" pero no de clase C"*1. No es dificil comprobar que la derivada de orden n + 1 no
es continua en a:
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5.6

POLINOMIO DE TAYLOR DERIVABILIDAD

ooy ((m+D(x—-a)", six=a,
f(X)_{o, six <a,
_ n-1 i
f”(x):{(n+l)n(x a)y", s%xza,
0, six <a,

y, sucesivamente,

n+1)(x—a), six =>a,
0, six < a.

fM(x) = {

Esta funcién no es derivable en x = a porque las derivadas laterales existen y no coinciden.
1), six>a

(n+1) x) = {(n + y ’

f (%) 0, Si x < a.

Obsérvese que la funcion f no es de clase n + 1 porque no existe la derivada no porque no sea
continua. En este sentido, el Ejemplo 5.29 es “mejor”: la funcion era derivable pero la derivada no
era continua.<

Proposicion 5.33. Sea I un intervalo, a € I y n, un numero natural mayor o igual que 2. Sea
f I — R una funcion de clase n verificando

flla=f"(a=--=f"Ya =0, f¥a =o0.

a) Sim es impar, f no tiene un extremo relativo en a.
b) Sin es par:
i) si fM™(a) > 0, f tiene un minimo relativo en a,
ii) si f"™ (a) < 0, f tiene un mdximo relativo en a.

Ejemplo 5.34. Lafuncién f(x) = x* (2 + sen (%)) six + 0y f(0) = 0 tiene un minimo absoluto
en el origen pero no se puede encontrar un intervalo centrado en 0 donde la derivada tenga un
unico cambio de signo. <

Polinomio de Taylor

Si f:I — R es una funciéon derivable en a € I, la recta tangente
y=fla)+ f'(a)(x-a)

tiene cierto parecido con la funcion original. Mas concretamente, ambas pasan por el punto
(a, f(a)) y tienen la misma pendiente.

Si la funcion f se puede derivar mas veces podemos plantearnos encontrar un polinomio que
se ajuste con mas exactitud a dicha funcion. Para ello podemos escoger varios caminos pero,
en general, necesitamos imponer condicionales adicionales al polinomio. Por ejemplo: jexiste un
polinomio de grado 2 que coincida con la funcién, su derivada y la segunda derivada en un punto
a? Supongamos que el polinomio es p(x) = ag + a1(x — a) + a>(x — a)?. Si imponemos esas
condiciones, obtenemos que:

ao =f(a),
ar =f'(a),
2az =f"(a),
En general, si queremos que el polinomio coincida con la funcién y sus derivadas de orden n
(i)
obtenemos que a; = U i!(“), parai=1,2,...,n.
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DERIVABILIDAD POLINOMIO DE TAYLOR

Definicion 5.35. Sea f :I — R, n veces derivable en a € I. El polinomio de Taylor de orden Polinomio de Taylor
n centrado en a de la funciéon f es

rr (n)
Pn(x) = f(a) + f (a)(x —a) + f 2('61) (x—a)®+...+ %(x —a)™.
El polinomio de Mclaurin es el polinomio de Taylor en el caso particular a = 0. Polinomio de Mclau-

rin
Observacion 5.36. Se deduce inmediatamente de la definicién que el polinomio de Taylor

Ejemplo 5.37. Calcular el polinomio de Taylor de la funcién seno en centrado en el origen.
En primer lugar vamos a calcular las derivadas sucesivas de la funcion seno:

f(x) = sen(x),
Sf'(x) = cos(x),
f(x) = —sen(x),

Sf"'(x) = —cos(x), y
f(4)(x) = sen(x).

Las derivadas a partir de orden 5 se vuelven a repetir. Expresar la derivada n-ésima asi es, como
minimo, incomodo aunque tiene la ventaja de ser entenderse facilmente. De otra forma,

f(x) = sen(x),

f'(x) = cos(x) = sen (x + g)

f"(x) = cos (x + g) = sen (x + 2%)

f""(x) = cos (x + 2%) = sen (x + 3%) ,
y, por induccién, se tiene que

F™M(x) = sen (x + n%) .

Si sustituimos en el origen:
f(0) =0, f£/(0) =1, f7(0) =0, f(0) = -1, f#(0) =0,...

Se observa que todas las derivadas de orden par son nulas y las de orden impar van alternando
los valores 1y -1. El polinomio de Taylor de orden 2n — 1 nos queda

S ) 2 S70) 3

+ x° +

(2n-1)
Pon—1(x) =f(0) + f/(0)x + wxm—l

2! 3! 2n - 1)!
X3 xS nal XZn—l
_x,§+§+___+(,1) 7(271_1)!
-1
T (=D x2k+1
P 2k + 1)!

El siguiente resultado se conoce como formula infinitesimal del resto y permite calibrar el
parecido entre una funcién y su polinomio de Taylor cerca del punto donde estamos calculando el
desarrollo.

Proposicion 5.38.  Sea I un intervalo, f : I — R una funcion de clase C™ con n = 1 y P, el Formula infinitesimal
polinomio de Taylor de f en a € I. Entonces del resto
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Resto de Taylor

Teorema de Taylor

POLINOMIO DE TAYLOR DERIVABILIDAD

Coseno

27T _ 3™
2

Figura 5.5 La funcion coseno y su polinomio de Taylor

. f(x) = Pn(x)
lim ——— = 0.
XI—I% (x —a)n 0
A la diferencia entre la funcion y el correspondiente polinomio se le suele llamar resto de Taylor

de orden n de la funcion f en el punto a: Ry, (x) = f(x) — Pp(x).

Ejemplo 5.39. Calcular limy_q %(e -1+ x)%).
Sea f: R* — R la funcion definida como

f(x)=%(e—(1+x)§).

Consideremos la funcion g : IR{()r — R definida como g(x) = (1 + xX)* x>0y g(0) = e, funcion
que hemos estudiado en el Ejercicio 5.3 y obtuvimos que es derivable en cero y g’ (0) = —e/2.
Utilizando esta funcion y el teorema de Taylor, la funciéon f podemos escribirla asi:

g900)-gx) _-g'(0)x —Ri(x) e _ R1}((X) Vx>0

X X 2

flx)=

donde R;(x) representa el resto de Taylor de la funcion g en el cero, y de orden 1, por lo que

sabemos que limy_.q % = (. Entonces

lim f(x) = = .<

x—0

TR

Teorema 5.40. Sea I un intervalo y f : I — R una funcion n + 1 veces derivable. Sea Py,
el polinomio de Taylor de orden n en el punto a de la funcion f. Entonces, dado x € I existe
c €la, x| tal que

_ ()
S(x) = Pp(x) = Y

(X _ a)n+1.

La formula de Taylor permite dar una estimacion del error que cometemos. Dejando aparte
el valor de la derivada de orden n + 1 de la funcion, estamos dividiendo por (n + 1)! lo que
quiere decir que cuanto mas alto sea el grado del polinomio mejor. Al mismo tiempo estamos
multiplicando por (x —a)"*! lo cual quiere decir que cuanta mayor sea la distancia entre el punto
donde desarrollemos, a, y el punto donde evaluemos, x, peor.
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Ejemplo 5.41. La funcién coseno es uno de los ejemplos tipicos de funciéon que supuestamente
conocemos. Decimos supuestamente porque en la practica, salvo en unos cuantos valores des-
tacados, no sabemos calcularla. En cambio si que podemos evaluar su polinomio de Taylor, por
ejemplo, en el origen. Para ello usaremos las derivadas en el origen de f(x) = cos(x):

f(0) =1, £(0) =0, £7(0) = —1, f"(0) =0, y fP(0) = 1.
El polinomio de Taylor en el origen de orden uno, dicho de otra manera, la recta tangente en 0 es
Pi(x) =1.

Cerca del origen, el polinomio de Taylor y la funcién coseno no se diferencian demasiado, pero
este parecido desaparece rapidamente cuando nos alejamos. Aumentemos el grado del polinomio
de Taylor. La segunda derivada en el origen vale -1 y por tanto

2
X
p =1-=.
2(x) >
El polinomio de grado 4 es
2 4
X X
Pabo) =1-+ 75

que, como se puede ver la Figura 5.6, se diferencia ain menos de la funcién coseno.

AT _1| g\n AT _1| g\n e _1| g\rr
Orden 1 Orden 2 Orden 4

Figura 5.6 Polinomio de Taylor de la funcién coseno

A la vista de este ejemplo puede pensarse que si aumentamos el orden del polinomio de Taylor el
error que cometemos sera cada vez mas pequeno y veremos que para la funcién coseno de hecho
es asi. «

La funcion exponencial coincide con su derivada y, por tanto, con su derivada n-ésima. Su
polinomio de Taylor en el origen es

x  x° X & Xt
Pn(X):1+ﬂ+§+.”+W:.ZOT!-
i=

Por ejemplo, si queremos calcular el nimero e, el error sera
eC

m(l _ 0)n+1,

Rn(1) = f(1) = Pp(1) =
donde f(x) = e* y ¢ es un punto intermedio entre a = 0 y x = 1. No sabemos con exactitud
cuanto vale e, lo que si sabemos es que la exponencial es una funcion creciente y entre 0 y 1 esta
acotada por 3, por ejemplo. Por tanto
e‘ ’ 3

< .
(n+1)! (n+ 1)!

Rn(1)] = ]

Por tanto, utilizando dicha cota del error, tenemos
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CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DERIVABILIDAD

n Pn(1) error Ry (1)
0 1 3

1 2=1+1 3

2 25=1+1+7% %

3 26=1+1+%+g 3

4 ~ 2.708 0.025

Tabla 5.1 Aproximaciones
del nimero e

Para poder calcular este polinomio lo Unico que necesitamos es la existencia de derivadas de

cualquier orden en un punto a del dominio. En este ambiente, es natural plantearse preguntas

como

a) ;Cualquier funcion de clase C® es el limite en algiin sentido de su polinomio de Taylor cuando
el orden tiende a infinito?

b) ;Qué ocurre con funciones que presentan problemas de regularidad como, por ejemplo, la
existencia de puntos de discontinuidad o en los que no existan todas las derivadas?

¢) Si el polinomio de Taylor no se parece a la funcién original siempre, ;hay al menos algunos
puntos en los que si se parezca? Y, en ese caso, ;como de grande es dicho conjunto?, jes un
intervalo?, ;jes abierto, cerrado,...?

5.7 Concavidad y convexidad

Funcioén convexa Definicion 5.42. Sea I un intervalo de R. Diremos que una funciéon f : I — R es convexa si
verifica que

FA-Dx+Ay) <A -A)f(x)+Af(y),

para cualesquiera x, y € I.
Funcién céncava Diremos que la funcién es concava si se verifica la desigualdad opuesta, esto es,

FA-Dx+2dy) =21 -D)f(x)+Af(»).

Las definiciones de concavidad y convexidad son com-
pletamente independientes de que la funcién sea o no
continua, derivable o cualquier otra condicion de regu-
laridad. Dicho esto, como ocurre con la monotonia, la
derivada es una gran herramienta que nos va a permitir
simplificar el estudio de la concavidad y convexidad.

v, fFoN”

Observacion 5.43.
a) La convexidad (analogamente la concavidad) tiene una
Figura 5.7 Funcion convexa clara interpretacion geomeétrica. Debe verificarse que
el segmento que une los puntos (x, f(x)), (v, f(»))
quede por encima de la grafica de la funcién. Recuerda que dados dos puntos x,y € R", el
segmento que los une es el conjunto

[x,v]={Q1-Ax+Ay: Ae€[0,1]}.

b) No esta de mas recalcar que f es convexa si, y solo si, — f es concava.
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DERIVABILIDAD ALGUNAS APLICACIONES DE LA DERIVADA

Proposicion 5.44. Seal unintervaloy f : 1 — R dos veces derivable. Entonces
a) Si f"'(x) > 0 para cualquier x € I, entonces f convexa.
b) Si f" (x) < 0 para cualquier x € I, entonces f concava.

Definicion 5.45. Diremos que f : I — R tiene un punto de inflexion en a € I si en dicho Punto de inflexion
punto la funciéon cambia de céncava a convexa o viceversa.

Algunas aplicaciones de la derivada

Ejemplos de maximos, minimos, niumero de soluciones, desigualdades, estudio de una funcion,
etc.

Imagen de una funcion

El teorema del valor intermedio junto con la monotonia permiten calcular la imagen de una
funcion. Mas concretamente, se cumple que
a) si f:[a,b] — R es creciente entonces f([a,b]) =[f(a), f(b)],y
b) si f:]a,b[— R es estrictamente creciente entonces f(]a, b[) = Jlimyx_4 f(x),limy_p f(x)[.
Resultados similares se tienen para funciones decrecientes. Observa que necesitamos tres datos
de la funcién para poder aplicarlos: continuidad, monotonia y que el dominio sea un intervalo.
Observa que, hasta este momento, no ha aparecido la palabra derivada. Su papel es facilitarnos el
estudio de la monotonia. Nada mas.

Ejemplo 5.46.
Veamos un ejemplo: vamos a calcular la imagen de la funcion

£:10,5] — R definida como f(x) = x3 - 6x2 +9x — 1.En 20 /

este caso, la funcién es derivable en todo su dominio, esun 18 3 ) I

polinomio. ;Cuales son sus puntos criticos? 16 Jx) =27 = 6x°+9x -~ 1
fl(x)=3x>-12x+9=0 < x=1,3. 14 //

12+ f'(x)=3x2-12x+9

Por tanto f es estrictamente monoétona en [0,1], en [1,3]
y en [3,5]. Podemos evaluar la derivada en un punto de
cada uno de dichos intervalos para averiguar el caracter de
la monotonia:

intervalo x signo de f'(x) monotonia de f
[0,1] 0 + est. creciente
[1,3] 2 est. decreciente
[3,5] 4 + est. creciente

Con estos datos,
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S0,5]) = £([0,1D) v f([1,3]) U f([3,5])
LF(0), fF(DTULFB), f(DITULFB3),f(5)]

[-1,3]u[-1,3]u[-1,19] = [-1,19].

En particular, la funcién f tiene maximo y minimo absolutos y ya sabemos su valor: —1 y 19.
También sabemos donde se alcanzan: el minimo en 0 y en 3 y y el maximo en 5.<

Si en lugar del intervalo [0, 5], hubiésemos considerado la funcién f definida en todo R no seria
necesario estudiar la monotonia. Piénsalo un momento. Se cumple que

lim x3-6x%2+9x—-1= -0 yque Xlir{lwx3—6x2+9x—1:+w.

X ——00
Esto quiere decir que f(R) = R.

Ejemplo 5.47. ;Cudl eslaimagen de la funciéon f : R — R definida como

f(x) = arctan(x? — 2x* + sen3(2x — 3))?
Un vistazo a la derivada y te daras cuenta de que no parece facil decidir la monotonia de la funcion.
De nuevo, observa que

xg@wx9—2x4+sen3(2x—3) = - = lim f(x)= —g, y que

. . s
lim x?-2x*+sen3(2x -3) = + 0 = lim f(x) = —.
X—=—00 X—=—00 2

Por tanto, f(R) D ]—%, %[ ¢Podria ser la imagen un conjunto mayor? En este caso no, ya que
la funcion arcotangente no toma nuca valores fuera de dicho intervalo. En consecuencia f(R) =

-3.%[. «

Extremos absolutos

Acabamos de ver como el estudio de la imagen de una funcién nos da automaticamente, si
existen, los extremos absolutos. En el caso de que tengamos garantizado la existencia de dichos
extremos antes de estudiar monotonia, es posible ahorrar algunos calculos. Por ejemplo, la funcion
del Ejemplo 5.46 tiene maximo y minimo por la propiedad de compacidad: es una funcién continua
en un intervalo cerrado y acotado. Eso quiere decir que los extremos absolutos se tienen que
alcanzar en uno de los siguientes puntos:

a) puntos criticos,
b) extremos del intervalo, o
¢) puntos donde la funcién no sea continua o no sea derivable.

En este caso, los extremos de la funcién f : [0,5] — R, f(x) = x3 — 6x2 + 9x — 1 tienen que
estar entre los siguientes: 0, 1, 3 y 5. Hemos reducido el problema de averiguar el valor maximo
0 minimo en todo un intervalo a averiguar el maximo o el minimo de cuatro nimeros. S6lo hace
falta echar un vistazo para encontrarlos:

fQ0)=-1, f(1) =3, f(3) = -1,f(5) = 24.

Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en 5 y el minimoen O y en 1.

Desigualdades y ecuaciones

La demostracion de una desigualdad o el estudio de el nimero de soluciones de una ecuaciéon
son so6lo dos ejemplos que podemos resolver estudiando las funciones adecuadas. Por ejemplo, la
validez de la desigualdad
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5.9

5.9.1

DERIVABILIDAD EJERCICIOS

sen(x) <x, Vxe ]Og[

la podemos ver de varias formas: pasamos restando o dividiendo y comprobamos que
a) la imagen de la funcién f(x) = x — sen(x) con x € ]0, %[ esta contenida en R, o bien,
b) la imagen de la funcion g(x) = sen(x)/x con x € ]O, %[ esta contenida en 10, 1[.
Dependiendo del tipo de funciones involucradas en la desigualdad, sera mas conveniente utilizar
uno u otro método.
Calculemos cudl es la imagen de f(x) = x — sen(x) en el intervalo ] v [ Como f'(x
1 — cos(x) > 0 en dicho intervalo, f es estrictamente creciente y, en consecuencia,

(o 5) - [amseapmyreo] <Jo T

También podemos utilizar la monotonia para contar el nimero de soluciones de una ecuacion.
Para ello nos aprovecharemos de que una funcién continua y estrictamente monédtona en un
intervalo se anula (una unica vez) si, y solo si, cambia de signo en los extremos de dicho intervalo.
Mas concretamente,

sea f :]a,b[— R continua y estrictamente creciente. Se cumple que
a) si )l(i_r;}lf(x) >00 )lcirrll)f(x) <0, fnoseanulaen la,b[,y

b) si )lcin}lf(x) <0y lir% f(x) > 0, entonces f se anula una tinica vez en la, b[.
. o
Ejercicios

Ejercicios conocidos

Ejercicio 5.1. Calcular la tangente de las siguientes curvas en los puntos dados:
a) ¥ = y7.7 en el origen.

b) ¥ =x%+1en (3,10)

c) ¥y =cos(x) en (2 ,O)

d) y=|x|en (1,1)

Solucion 5.1.
a) ¥ (x) = g = ¥'(0) =1
b) ¥ (x) =2x = »'(3) =6.
Q) y'(x)=-sen(x) = ' (E) =—1.
d) ¥'(x) =1enR* vy, por tanto, y'(1) = 1.

Ejercicio 5.2. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
a) y = sen(x +3)

b) v = cos 2(x)
1

C) cos(x)

d) y =sec(x)

e) y = ij

f) y=3Ux2+1

Solucion 5.2.
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a) v'(x) = cos(x + 3).

b) ¥'(x) = 2 sen(x) cos(x).
)
)

0 ¥ (x) = G-
sen(x)

d yl(x) = cosZ(x) "

’ 1
) ¥'(X) =\ T

f) y'(x) = %x(x2 +1)72/3,

Ejercicio 5.3. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

Q) fo0) = (Vx- <) d) f(x) = x~.

- VX
b) f(x) = cos(cos(cos(x))). e) f(x) = \1/97 .
Q) f(x) = x*eXIn(x). f) f(x) = 3x1xl.

Solucién 5.3.
frx) = (Y% - 5;)7)4 (x=4/5 + x76/5).

a)

b) f'(x) = —sen(cos(cos(x))) sen(cos(x)) sen(x).
o) f'(x) =4x3eXIn(x) + x*eX In(x) + x3eX.

d) f'(x) = x*(In(x) + 1).

e) f(x) = yxV* (ﬁln(x) + ﬁ)

f) f'(x) = IxI.

Ejercicio 5.4. Comprobar que la funcién f : R — R,

2x, Six <O,
3x2, six>0.

Flx) = {

es continua pero no es derivable en el origen.
Solucion 5.4. Es inmediato comprobar que la funcién es continua y que

lim f'(x)=2=+0= lim f'(x).
x—-0- x—0*

Ejercicio 5.5. Calcular los puntos donde la recta tangente a la curva y = 2x3 — 3x2 — 12x + 40

es paralela al eje O X.

Solucion 5.5. Buscamos donde se anula la derivada:

, 1++v1
F(x)=6x2-6x-12=0 < x2-x-2=0 < x=%+8=2,—1.
Ejercicio 5.6. Dibuja las graficas de las siguientes funciones indicando los maximos, minimos y
puntos de inflexion.

a) y=6-2x—-x2 b) y = 3x* —4x3 0 y=(x-1)3

Solucion 5.6.

a) La funcién alcanza su maximo absoluto en x = —1 y no tiene puntos de inflexion.
b) La funcion alcanza su minimo en x = 1 y puntos de inflexion en x = 0y x = 24/36.
¢) No tiene extremos y tiene un punto de inflexion en x = 1.
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Ejercicio 5.7. Calcular dos nimeros positivos cuya suma sea 20 y su producto sea maximo.

Soluciéon 5.7. Sean x e y dichos nimeros. Entonces x + y = 20. Como y = 20 — x, tenemos que
buscar el maximo de la funcién f(x) = x(20 — x). Derivamos y calculamos sus puntos criticos:

f(x)=20-2x=0 < x =10.

Puesto que f"'(x) = —2, la funcion tiene su maximo en x = 10 y los dos nimeros que estabamos
buscando son 10 y 10.

Ejercicio 5.8. Calcular las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede inscribirse en
un semicirculo de radio ».

Solucion 5.8.
Salvo multiplicar por 4, podemos trabajar en el primer cuadran-
te. Tenemos que maximizar la funciéon f : [0,7] — R definida

como f(x) = xvr? — x2. Los puntos criticos son 2x
2
f’(x)zx/rz—xz—izx 2=0<=>1’2—2X2=0 y Y y
Y2 —x
— X = L X X
V2

Es inmediato comprobar que en dicho punto la funcién alcanza el maximo.

Ejercicio 5.9. Calcular los siguientes limites:

a) 111’1’1 -0 sen(3x)
2x—-T1
b) 1lmx_.'n'/2 COS(X)
Q) limy . 2553
d) limy_o 1

Solucion 5.9.

a) Aplicamos las reglas de L’Hopital limy_¢ M =3 = limy_o Sen;& =3.
b) Usamos las reglas de L’Hopital. hmxﬁg— —s%n(x) =-2 = limxﬁg— fg;z)’:) =2
¢) Usando la regla de L’'Hopital

2X
/52 _
lim 2YX2+5 _ 5 1 _1 :,thH:l_

x=2 2x by 2o/x2+5 6 x-2  x2—4 6

d) Aplicamos la regla de L’Hopital dos veces:

1 — cos(x) . sen(x) 1
2 - lim = lim = cos(x) = =

lim x—0 2x x=02 2

x—0

Definicion. Reglas de derivacion

Ejercicio 5.10. Sea f: ]—%, %[ — R definida por:

n(l —sen(x)) — 2In(cos(x))
sen(x)

f(X)=1

six = 0y f(0) = a. Estudia para qué valor de a la funcion f es continua en cero.
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Solucion 5.10. Calculamos el limite de f en el cero aplicando la regla de L’'Ho6pital y nos queda

—cos(x) T 2sen(x)
li 1-sen(x) cos(x) _ -1

x—0 cos(x)

Por tanto, f es continua en cero si, y sélo si, a = —1.

Ejercicio 5.11. Estudia la continuidad y derivabilidad de la funciéon f : R — R definida por

arctan (exp (;—})) , Six <0

fix) =4 55, si0<x<1
1+ 00 sil<x.

Calcula la imagen de la funcién.

Soluciéon 5.11. La funcion f es continua y derivable en R \ {0, 1}. Para estudiar la continuidad y
derivabilidad en 0 y 1, utilizamos limites laterales:

. . -1
thrglﬁf(x) = th%i arctan (exp (;)) =arctan(0) =0, vy

2x
li = li =
dm fo0 = lm e

Por tanto, f es continua en cero. Veamos en 1:

Ii = lim ——=1
xLIlil*f(X) xlﬂnllf x2+1 Y

lim f(x)= lim 1+
x—1* x—1*

En consecuencia, f es continua en toda la recta real.
La derivada, salvo en 0 y 1, vale

(X

on(-4)%

f(x) = (-5)

six <0,

si0<x <1,

sil < x.

Las derivadas laterales en 0 son

li / — i
xg{)l* f (X) xlj{)1+

942
lim f'(x) = lim 272952 =2,
x—0* x—0- (X2 + 1)

que no coinciden y, por tanto, f no es derivable en 0. En 1,

2 —2x2
i , T
Jim f(x) = lim 21 1) 0, y
. , . 1-In(x)
1 =1 — =1.
xlanil“f (X) xlan11+ x2

Por tanto f es derivable en R \ {0, 1}.
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Para terminar el problema vamos a calcular la imagen de f. Como
f(R) = f(]-00,0D) U f([0,1]) U f([1,+0eo]),

calculamos la imagen de cada una de estos tres intervalos por separado

a) En R, f'(x) < 0y, por tanto, f(] — «,0]) = [f(0),limyx—_w f(x)[= [O,%[.

b) En ]O, 1[, la derivada es positiva: f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,1].

¢) Porultimo, en [1, +o[, f'(x) =0 < x = e. Evaluando la derivada, es muy sencillo comprobar
que f es creciente en [1,e] y decreciente en [e, +o[. Por tanto,

FL 4D = [FQLF@1U | lim f00,Fe)] .

Uniendo todos los resultados anteriores, la imagen de f es f(R) = [O, 1+ %]

Teorema del valor medio

Ejercicio 5.12. Probar que arcsen(x) + arccos(x) = % paratodo x € [-1,1].

Solucion 5.12. Sea f : [-1,1] — R, f(x) = arcsen(x) + arccos(x). Como f es derivable en
]-1,1[ y ademas f'(x) = 0,Vx €] — 1,1[ tenemos que f es constante en el intervalo ] — 1, 1[.
Si evaluamos la funcién en el cero, obtenemos f(x) = % para todo x €] — 1,1[. Utilizando la
continuidad de f en todo [—1, 1], se deduce que f(x) = % en el intervalo cerrado.

X

Ejercicio 5.13. Demostrar que la desigualdad 17

<In(1 + x) < x se verifica para todo x > 0.

Soluciéon 5.13. Podemos resolver el ejercicio de varias formas.

a) En primer lugar vamos a demostrar las dos desigualdades como consecuencia directa del teo-
rema del valor medio. Para ello, definimos f : Rj — R, f(x) = In(1 + x). Si ahora restringimos
f al intervalo [0, x], siendo x > 0, por el teorema del valor medio, se asegura la existencia de
c €]0, x[ verificando

In(1 +x) = f(x) = f(0) =f (c)x =

X
l1+c¢
Por tanto

1 1

< <1
1+x 1+c

O<c<x = 1<l4+c<l+x =

X - X
1+x l1+c¢

=In(l1+x) <x, Vx> 0.

b) Otra posibilidad es demostrar una a una las desigualdades. Veamos como podemos demostrar
una de las dos. Por ejemplo, como

Inl+x)<x < x-In(1+x) >0,

vamos a calcular la imagen de la funciéon f : Rt — R definida como f(x) = x — In(1 + x)
y comprobar que su imagen esta contenida dentro de R*. Como la funciéon f es derivable,
estudiamos su monotonia:
, 1 1+x-1 X
x)=1- = =
fx) 1+x 1+x 1+x

>0, Vx> 0.

Por tanto, f es estrictamente creciente y
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£Q0,+00) = |1im £x), Jim_f(x)| .
Como limy—_¢ f(x) = 0, la funcién siempre es positiva como queriamos demostrar.

@ Ejercicio 5.14. Demuestra que

1522 < arctan(x) < x

para cualquier x positivo.
Soluciéon 5.14. FALTA
Ejercicio 5.15. Demostrar que |arctan(x) — arctan(y)| < |x — y |, para cualesquiera x,y € R.

Solucion 5.15. Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién f(t) = arctan(t) y tomamos
valores absolutos:
, 1
) = FO ] = 7@ 1x-y] = |

1+4c2

[Ix-yl<lx-7l.
@ Ejercicio 5.16. Calcula el nimero de soluciones de la ecuacion x2 = x sen(x) + cos(x).

Soluciéon 5.16. Vamos a estudiar la funcién f : R — R definida como f(x) = x2 — x sen(x) —
cos(x). Claramente es una funcion derivable. Su tinico punto critico es

f'(x) =2x —xcos(x) =x(2-cos(x)) =0 < x=0.

Examinando el signo de la derivada podemos conocer la monotonia de la funcion.

intervalo x signo de f’(x) monotonia de f
]—0,0] -1 - estrictamente decreciente
[0,+00][ 1 + estrictamente creciente
Como f(0) = -1y Xlirzloo fx) = Xlier f(x) = +o, la funciéon cambia de signo en los intervalos

[0, +0o[ y ] — 0, 0] y tiene, por tanto, dos soluciones.

Ejercicio 5.17. Calcular el nimero de ceros y la imagen de la funcién f : R — R definida por
f(x) =x8—-3x2+2.

Solucién 5.17. Consideramos la funciéon f : R — R, f(x) = x5 — 3x2 + 2. Calculamos los puntos
criticos de la funcion:

f(x)=6x>-6x=6x(x*-1)=0 < x=-1,0,1.

Ademas tenemos que en —1 y en 1 hay dos ceros de f (f(—1) = f(1) = 0). Si hubiera algiin cero
mas, por el teorema de Rolle habria mas de tres puntos criticos de la funcién. Por tanto, la funcién
f tiene solamente dos ceros.

@ Ejercicio 5.18. Sea f:R\ {-1} — R la funcién definida como
1-x
f(x) = arctan (m) + arctan(x).

Calcula su imagen.
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Soluciéon 5.18. La funcién a la que tenemos que calcularle la imagen es una funcién continua.
Si estuviera definida en un intervalo el teorema del valor intermedio nos diria que su imagen es
un intervalo; sin embargo R \ {—1} no es un intervalo. Si es cierto que esta formado por dos
intervalos, ]—oco, —1[ y ]—1, + o[, asi que la imagen de la funcion, restringida a cada uno de los
intervalos |—oco, —1[ y ]—1, + o[ tiene que ser un intervalo. Por otra parte la funcién, en cada uno
de los dos intervalos anteriores, es derivable asi que para calcular la imagen vamos a estudiar la
derivada. Esto sabemos que nos da informacion sobre crecimiento, extremos relativos, etc.

—(1+x)—(1-x)

/ (1+x)° 1 -2 1
= — +
fx) 1+(17x)2 14+4x2 (1+x)2+(1-x)2 1+x?
1+x
-2 1

= + =
2+2x2  1+x?

y la funcién es constante (en cada uno de los intervalos donde esta definida).

Para conocer las dos constantes basta entonces con evaluar en un punto de cada uno de los
intervalos. En el intervalo ]—1, + o[ no hay ningan problema ya que facilmente f(0) = arctan(1) +
arctan(0) = % +0 = %. En el otro intervalo no parece tan facil ya que no se ve un nimero en
]—o0,—1[ en el que sea facil evaluar la funcion. En este caso lo que podemos hacer es calcular el

limite de la funcioén, o bien en —o o0 bien en —1 por la izquierda. Por ejemplo en —o tenemos
1- x) T ™ 17 31

Xllrzloof(x) = XLHPOO arctan(1 T x + arctan(x) = arctan(—-1) — S =TT a1

Asi que la imagen es el conjunto {— 37" , % }

Ejercicio 5.19. Calculalaimagen de la funcion f : R — R definida por f(x) = e“f_lu para cualquier

x real.

Solucion 5.19. FALTA

Ejercicio 5.20. Sea f:R — R la funcion definida por f(x) = ax? + bx? + cx + d.

a) Encuentra las condiciones que deben verificar los parametros para que f alcance un maximo y
un minimo relativo.

b) Si se verifica el enunciado anterior, demuestra que en el punto medio del segmento que une los
puntos donde se alcanzan el maximo y el minimo relativo se alcanza un punto de inflexion.

Solucion 5.20.

a) La derivada de la funcion f es f’(x) = 3ax? + 2bx + c. Dicha derivada se anula en dos puntos
si, y so6lo si, 4b2 — 12ac > 0 y, efectivamente, estamos ante un polinomio de segundo grado,
esto es, a + 0.

b) Olvidemos por un momento el enunciado concreto del problema y pensemos lo que tenemos
y lo que queremos demostrar. La derivada de f es un polinomio de grado dos (una parabola);
el maximo y el minimo relativos de f se alcanzan en los puntos de corte de la parabola con
el eje OX, esto es, en los puntos que anulan a la derivada y queremos demostrar que en el
punto medio la segunda derivada de f vale cero. Para simplificar (esperemos) la notacion, sean
« vy B los puntos donde se alcanza dichos extremos. Entonces f’(x) = k(x — &) (x — B) para
conveniente constante k # 0. Para terminar es suficiente con calcular la segunda derivada en el
punto medio:

X+

2 ):0'

=

F0 = k(2% — (@ + B) — f(
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Ejercicio 5.21. Probar que Vx € R se verifica que

cos (arctan(x)) = \/ﬁ y sen(arctan(x)) = ﬁ

Soluciéon 5.21. Podemos escribir cualquier real x de la forma tan(y) para conveniente y €
]—%, = [ Usando este cambio x = tan(y) tenemos que

1 1 1
cos (arctan(x)) = ——— < cos(y) = -
V1 + x2 Y 1+ tan2(y) sec(y)
y analogamente
X tan(y) tan(y)
sen (arctan(x)) = —— < sen(y) = =
V1 + x2 Y 1 + tan2(y) sec(y)

Ambas igualdades son ahora evidentes.
Ejercicio 5.22. Calcular la imagen de la funcién f : R — R definida por f(x) = e X (x2 = 3).

Solucion 5.22. La funcion f es continua y derivable en toda la recta real. Para estudiar su
monotonia, calculamos la derivada y vemos cuando se anula

Fl(x) = 2xe™X" - (xz - 3) 2xe
— e X'2x (4 —xz) =0 = x=0,=+2.

Por tanto, f es estrictamente monotona en los intervalos ]—o0, —2], [-2,0], [0, 2], [2, +oo[. Para
averiguar qué tipo de monotonia tenemos podemos evaluar la derivada en un punto de cada uno
de dichos intervalos

intervalo x signo de f'(x) monotonia de f
]—0,0-2] -5 + estrictamente creciente
[-2,0] -1 - estrictamente decreciente
[0,2] 1 + estrictamente creciente

wi

[2,+00] estrictamente decreciente

De modo que su imagen es

FR) = £ (1= 0,-21) U £ ([=2,00) U £ ([0,2]) U f (12, +oo0)
= | gim_ £, £-2) | U LFO, FDTU L0, F@TU | Jim fx), £2)]

= ];jej] u [—3,(4] = [—3,ei4]

usando que limy_+e f(x) =0, que £(0) = =3y que f(2) = f(=2) = e~ 4.

Observacion: Podiamos habernos ahorrado algunos calculos utilizando que la funcion f es pary,
por tanto, f(R) = f(Rg).

Ejercicio 5.23. Sea f:R\ {1} — R definida por f(x) = arctan (%f—i)

a) Estudiar la continuidad de f y los limites en —oo y +c0.

b) Calcular la imagen de f.
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Soluciéon 5.23. La funciéon es derivable por ser composiciéon de funciones derivables. Vamos a
calcular los limites en + oo:

XliIme(X) = Xlirpmf(x) = arctan(-1) = —%.

Para calcular su imagen en primer lugar estudiamos la monotonia. Como la funcién arcotangente

es creciente, s6lo tenemos que fijarnos en i*’; y

1+x ) ! 2
= >0, Vx e R\ {1}.
(1 -x (1-x)2 Vi
Esto nos dice que f es estrictamente creciente si estamos en un intervalo. En otras palabras, f es

estrictamente creciente en ] — oo, 1[ y en ]1, +co[. Su imagen sera

F®R\ {1} = £ - o0, 10) U £(I1, +eo[) =]—%g[u]—g—%[=]—gg[\{%}

1/x

Ejercicio 5.24. Calcular laimagen de f:R* — R, f(x) =
Solucion 5.24. Esta funcion es continua y derivable en todo R*. Calculamos su derivada:

f(x) = Lytix-1_ %x”x In(x) = x'/X72(1 — In(x)).
X X

Por tanto f'(x) =0 < x = e. En este punto se tiene un punto de maximo relativo (la funcién

pasa de creciente en el intervalo ]0, e[ a ser decreciente en ]e, +o[). Calculando los limites en los

extremos del dominio (limy_o f(x) = 0, limx_ 1 f(x) = 1) se deduce que como f(e) = el/¢ > 1,

la imagen de la funcion es f(R*) =10, el/¢].

Ejercicio 5.25.
a) Sean f,g: R" — R definidas por

f(x)= E+

Estudia los extremos, los intervalos de monotonia, los cortes con los ejes y el comportamiento
en +o y 0 de ambas funciones. Haz un esbozo de sus graficas.
b) Sea a > 2. Se define la sucesion {x}:
xX1=a, X 2 + —, Vn e N.
1 ] n+l = Xn 2
Demuestra que {x5} es monotona y acotada y calcula su limite. (SUGERENCIA: usa las funciones
del apartado anterior).

Solucion 5.25.
a) Las funciones f y g son derivables en R*. Vamos paso a paso a estudiar ambas funciones.
i) Para estudiar los intervalos de monotonia, estudiamos el signo de la derivada.

, 2 1 —4+x?

fx)=- 7 3= Tox2 =0 = x=2, vy
, 2 1

g (x)= - ol §<0 Vx > 0.

En consecuencia, g es estrictamente decreciente y f es estrictamente monotona en los
intervalos ]0,2] y [2, +co[. Para saber el caracter de la monotonia en cada uno de dichos
intervalos, podemos evaluar en un punto de cada uno de ellos. Por ejemplo, como f'(1) < 0,
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f es estrictamente decreciente en ]0,2] y, como f'(10) > 0, f es estrictamente creciente en
[2,+oo].

ii) Los extremos de la funcion se obtienen como consecuencia de la monotonia. f tiene un
minimo absoluto en 2 y g no tiene extremos.

iii) Los limites en cero y en infinito valen

. .2 X . . 2 x
Imfo0) = lm o+ 5 =+ dm foe) = Hm 245 = e,
. .2 X . . 2 X
lmoto = lim s -g =ve Mmoo = lim Lo5 = e

iv) Los puntos de corte con los ejes son

2 x 4+x?
f(x)—;'i‘?— ox >0, Vx > 0,

2 x 4-x2
g(X)—;—E— 2y =0 < x=2

Con estos datos no deberias tener dificultad en hacer un esbozo de las graficas de ambas
funciones.

b) La sucesion {x,} esta definida de forma recurrente utilizando la funcién f. Observa que x,+1 =
f(xn), esto es, cada término se obtiene del anterior aplicando la funcién f.
i) Para hacernos una idea de la monotonia, veamos qué término es mayor x; 0 x2 = f(x1):

= a>-—"— < a’>4,
2a

a 4+a?
2

lo cual ocurre obviamente si a > 2, que es el caso. Acabamos de dar el primer paso para
demostrar por induccién que la sucesion es decreciente. Supongamos ahora que, para un

natural 7 fijo, se cumple que x5 > X,+1 Y tenemos que demostrar que Xp+1 > Xn+2. Como
Xn+1 = flxn) > f(Xnt1) = Xnt2,

tenemos que demostrar que x, > xXp+1 = f(xn) > f(xn+1). Esta implicacién es cierta
si los elementos de la sucesion pertenecen al intervalo donde la funcién f es estrictamente
creciente que, habiamos comprobado en el apartado anterior, es el intervalo [2, +o[. Para
ello vamos a ver que si x > 2, entonces f(x) > 2:
f(x)=§+%>2 = %>2 = x2-4x+4>0 = (x-2)2>0,
lo cual es claramente cierto. Resumiendo, siempre que apliquemos la funcién f a un nimero
mayor que dos, obtenemos de nuevo un niamero mayor que dos. En particular los términos
de la sucesion x, €]2, +o[ y la sucesion es decreciente.
ii) La sucesién esta acotada inferiormente por cero: sumando y dividiendo ntimeros positivos
siempre obtenemos niimeros positivos.
Una vez que sabemos que la sucesion es monétona y acotada, el limite tiene que verificar que
L= % + % y, despejando, obtenemos que {x;} tiende a 2.

Ejercicio 5.26. Sean a,b,c € R con a? < 3b. Probar que la ecuacion x3 + ax? + bx + ¢ = 0 tiene
una solucién real Unica.

Soluciéon 5.26. Definimos la funcién f: R — R, f(x) = x3 +ax? + bx +c. Se trata de una funcion
polinémica de grado impar luego, por el teorema de Bolzano, sabemos que al menos se anula en
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un punto de la recta real. Estudiamos la derivada para deducir la unicidad de la solucion de la
ecuacion f(x) = 0 utilizando el teorema de Rolle.

_ —2a++4a’-12b

f'(x)=3x°+2ax+b=0 = x-= 5

Teniendo en cuenta que a? < 3b = 4a?—-12b < 0; se tiene que la derivada no se anula en ningtin
punto real, por lo que la solucién de la ecuacion f(x) = 0 que teniamos es Unica ya que la funcién
es estrictamente creciente.

Ejercicio 5.27. Demostrar que, para cualquier a € R, la ecuacion x = —a + /2 sen (%) tiene
una unica solucion.

Solucién 5.27. Vamos a estudiar la funciéon continua f : R — R definida como

a—x
(x) =x+a—\/§sen(7).
f 72
Es muy facil ver que limy__« f(x) = —o0 y que limyx_+0 f(X) = +00. Por tanto, el teorema del
valor intermedio nos dice que su imagen es todo R vy, en particular, se anula en algin momento.
En particular, tenemos demostrado que la ecuacién tiene soluciéon. Vamos a estudiar la monotonia
de f.

a—Xx

f'(x)=1—ﬂcos<a\;§x);&l/:l+cos< 7 )20, Vx € R,

, a—x a—x
f(x)=0<:>cos(7>=—l<:> 7
conk € Z.Como f es creciente en R ya que su derivada es mayor o igual que ceroy es estrictamente
creciente en cualquier intervalo de la forma [a -2k + 1)m,a - /2(2k + 3)17], la continuidad
nos da que f es estrictamente creciente y, por tanto, la solucion de la ecuacion es tinica.
Otra posibilidad para comprobar que la funciéon no alcanza un extremo relativo en dichos puntos
es estudiar las derivadas superiores en los puntos criticos. Puedes comprobar facilmente que

=QRk+1)TT < x=a-v2Qk+ 1),

f" (a -2k + 1)1T> =0yque f"’ (a —V2(2k + 1)17) =0,
para cualquier k € Z, con lo que f tiene un punto de inflexiéon y no un extremo en dichos puntos.
Ejercicio 5.28. Sea f:R — R la funcion definida como

Flx) = {log (1 +x2) + 2arctan(%) , six =0,

T, six =0.

Estudia su continuidad, derivabilidad y calcula su imagen.

Solucion 5.28. FALTA

Reglas de L’Hopital

Ejercicio 5.29. Calcula los siguientes limites
cos(x) +3x—1

a) lim
x—0 2x
X -X _
b) lim eX +e 2 cos(x)
x—0 x sen(2x)

_95_



EJERCICIOS DERIVABILIDAD

. x%—qa*
Q) )lclzrollm,dondea>0ya¢ 1.
In(In(x))

d) x—+o In(x)

Solucién 5.29.
a) Aplicamos la primera regla de L’'Hopital:

-sen(x)+3 3 cos(x) +3x—-1 3

lim ——— == lim ————— = =,
xlzr(l) 2 2 = xlir(l) 2X 2
b) Sabemos que limy_q %(X) = 1, por tanto

eX +e X —2cos(x) eX +e ¥ —2cos(x)

,lci%  sen(2x) = )1(1{% x2 (aplicamos la regla de L’Hopital)
X _ ,—X
= lim & ™™ +2sen(x) (regla de L’Hopital de nuevo)
x—0 4x
. eX+e X+ 2cos(x)
= lim = 1.
x—0 4

c) Aplicamos la primera regla de L'Hopital:

lim ax?1-ag¥ln(a) 1 U S A S
xX—a a*In(a) " In(a) X—a aX — a2 In(a)

d) Usamos la segunda regla de L’Hopital:

1/x
me) 1 . In(In(x))
X—%0 1/x x—%oIn(x) 0= XEIPw In(x) =0

Ejercicio 5.30. Calcular los limites de las siguientes funciones en el punto indicado:

a) lim (cos(x) + asen(bx))%
x—-0*

b i x arctan(%)
xli% sen?(2x) cos(s%n())c))
) 1T\ ]tan =
o ()]

. (1 —cos(x))sen(4x)
d) lim

x=0  x3cos (% - x)
X + sen(x)
x—+0 X — C0oS(x)

e)

Solucion 5.30.
a) Utilizamos la regla del nimero e y estudiamos el siguiente limite

. cos(x)+asen(bx)—-1 O
lim = —.
x—0* X 0

Esta indeterminacion la resolvemos utilizando la primera regla de L’'Hopital:

lim = sen(x) + ab cos(bx) _
x—0* 1

ab,

1
con lo que limy_g+ (cos(x) + asen(bx))x = eab,
b) El limite que tenemos que calcular presenta una indeterminaciéon del tipo “8", pero si aplica-
mos la regla de L'Hopital directamente las derivadas se complican demasiado. Observa que

limy_.o cos(sen(x)) = 1y que
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2
Ii sen(x) =1 = lim Sen=iex) (sz) =1,
x=-0 X x-0 (2x)
con lo que
i xarctan(%) . xarctan (%) (2x)2 1 i arctan (%)
foai sen2(2x) cos(sen(x)) frai (2x)2 sen?(2x) cos(sen(x)) foa) 4x
Este ultimo limite lo resolvemos aplicando las reglas de L’'Hopital:
A
lim H(%)Z lim arctan(%) L
—_— == = _ " =,
x—0 4 8 x—0 4x 8
¢) Estamos ante una indeterminaciéon del tipo “1%°”. Por tanto
tan(Tf—X)
lim (tan (LX>> el < limtan (Lx> (tan (Lx> - 1) =1I.
x—-1 4 x—1 2 4
Calculemos el limite de la derecha:
TX X sen(%") sen("TX) - cos ("Tx)
lim tan (—) (tan (—) - 1) = lim .
x—1 2 4 x—1 cos(%") cos(—)
sen (%) sen (%) — cos (%)
= lim .
x—1 cos(%) cos( )
. X\ _ ; mx) _ A2
y, como limy_.1 sen( 5 ) =1vylimy_1 COS( i ) =5,
2 sen(%) —cos( )
= lim 7 . p .
x—1 cos (T)

Para resolver este ultimo limite aplicamos la primera regla de L’Hopital:

T X T X
lim 7 Cos (T) + zSEH(T) 3 ;1
x=1 -z sen(%) V2’

y por tanto

x—1

d) Usando que limy_q % =1y que limy_g cos (% - x) =

lim tan <E> (tan(ﬂ) — 1) = —l . i =-1 = lim (tan (Tr—
2 4 T2 2 x—1 4

Q, se tiene que

))tan(";‘) Y

. (1 —cos(x))sen(4x) . 4x(1 —cos(x)) sen(4x) 1
lim = lim 3 - :
x=0 x%os(%—x) x=0 x 4x cos (%—x)
. 44/2(1 - cos(x))
= lim 5 .
x—-0 X

Este ultimo limite se resuelve aplicando la primera regla de L’Hopital y se tiene que

lim (1 — cos(x)) sen(4x) _ 2./3.
x=0  x3cos (§ - x)
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1+cos(x)

e) Si aplicamos la regla de L’Hopital, llegamos al limite limy_ 4+ Tsen(x) due NO existe y, por

tanto, no podemos decir nada sobre el limite original. En cambio, dividiendo numerador y
denominador por x se resuelve facilmente:

x+sen(x) . 1+ %0 1
X=0 x — cos(x) T X 1-— cos(x) ~—
X
usando que limy .« Ser;(’” = limy— o COSX& =0.

Ejercicio 5.31. Estudiar el comportamiento de la funciéon f : A — R en el punto « en cada uno
de los siguientes casos:

a) A =12, +oof, flx) = VX “fj_vf “2 o2
b) A= R*\ {1} f(3) = s - e =
xX —x

O A=]L ol f(x) = T o

Soluciéon 5.31.
a) Aplicando la primera regla de L’H6pital tenemos

1

1
lim 2% T 2 g X -2+ VX)VXE -4
x—2 ;214 x—2 2x+x(x —2)

simplificando el factor vx — 2

a) f(x) =

im (\/x—2+\/§)\/x+2: 1

=i =.
x—2 2x./x 2
Por tanto limy_» f(x) = %
b) Como f(x) = m(lx) - ﬁ = %, si aplicamos L’Hopital nos queda
_1 x—1 x—1
im—*—=1lim—2%—=lim=—"—+—"——.
x—1In(x) + XT‘l x—1 % x-1 xIn(x)+x-1

Volviendo a aplicar L'Hopital, lim, 1 m = % Por tanto, limy_1 f(x) = %

¢) Aplicamos L’Hopital y nos queda limy_.1 %{ﬁ)*l = 0. Por tanto limy_1 f(x) = 0.

Ejercicio 5.32. Estudiar el comportamiento en + de las funciones f,g: R™ — R dadas por
In(2 + 3e%)
2+3x2 "’

b) g(x) = (a* + x)1/X, donde a € R*.

Solucion 5.32.

a) Para estudiar el limite de f en +co aplicamos la segunda regla de L’Hopital:

3e¥ V2+3x2 3

xiriloo 2 + 3eX 3x 3

Por tanto el limite de f es ?

b) Vamos a calcular ahora el limite en +c de la funcién g. Para ello, aplicamos logaritmos y

estudiamos la funcién h(x) = W Discutimos en funcién del parametro a:
i) Si a =1, entonces h(x) = ln(%’” y aplicando L’Hopital tenemos
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lim h(x)=0 — lim g(x)=1.
X —+00 X—+00

ii) Si a > 1, utilizando la regla de L’Ho6pital tenemos:

lim a* In(a) +1 In(a) +1/a*
x—+o  aX+x  x—+o 1+x/a¥

=In(a).

Por tanto, en este caso limy . ;o g(x) = e?@ = g,
iii) En el caso en que a < 1, repetimos los calculos del caso anterior, pero teniendo en cuenta
que XliIIl a* =0y portanto limy .1 h(x) =0 = liMy_ 400 g(x) =% = 1.
— + 00

Ejercicio 5.33. Estudiar el comportamiento en el punto cero de la funciéon f : A — R en los

siguientes casos:

. 1 -cos(x)
a)A—[R,f(x)—iﬁ )
b) A =10, 5[, f(x) = (sen(x) + cos(x))1/*

) A=10, %[, f(x) = (cos(x) + %)

Solucion 5.33.
a) Aplicamos L'H6pital y obtenemos

tim 52 _ i 2 sen(x) = 0
x—0 N x-0

b) Teniendo en cuenta la regla del ntimero e, limy_.g f(x) = e < lim._g w =1I.

Por tanto, y aplicando L’'Hopital a la tltima expresion,

lim(cos(x) —sen(x)) =1 = lim f(x) =e.
x—0 x—0

¢) Razonando igual que en el caso anterior

lim — sen(x) + x _ lim + 1
X=0 2x T x-0  2x 2

Luego limy .o f(x) = eY = 1.

Ejercicio 5.34. Estudiar el comportamiento en el punto cero de la funcion f : A — R en los
siguientes casos:
1
a) A=10,7[, f(x) =1 -tan(x))*,
b) A =R*, f(x) = xS,
Q) A=]0, 5[, f(x) = X2qanx)
Soluciéon 5.34.
a) Aplicando las reglas de L’'Hopital,

_ 2
lim —H@TO) L gim Fx) = o
x—0 2x x—0
sen(x)
b) Siescribimos la funcion f(x) = xSenX) — (xX)7x " ge obtiene facilmente que limy_q f(x) = 1.
¢) Utilizando la regla de L’'Hopital
- ez x? 1 1

)1(1_1}’(1) 3sen?(x) cos(x) - BE% sen?(x) 3cos(x)(1 + x?2) -3
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Por tanto, limy_o f(x) = %

Ejercicio 5.35. Calcula los siguientes limites:

T 1/x
a) lim (——arctan(x))
X—+o0 \ 2

In(e?* + sen(x))

b) lIim
e 3x2+1
¢) lim (a"‘l -X+ 1>ﬁ, (a > 0).
x—1

Solucion 5.35.
a) Tomando logaritmos

In (% - arctan(x))

T 1/x
lim (— - arctan(x)) =el = 1lim
X—+o00 \ 2 X—+00 X

Para resolver el limite de la derecha, aplicamos la regla de L’'Hopital y nos queda

_1
1+x2
mo_

lim ————*——
> —arctan(x)

X—+00

volviendo a aplicar la regla de L’Hopital nos queda

~ 2x
2)2
lim 7(“;( )~ lim 5 = 0,
X—+o00 _ o7 x—+o00 ] + X

1/
y, por tanto, limy . 4« (% — arctan(x)) . 1.
b) Aplicamos la segunda regla de L’Hopital:

2e** +cos(x)

lim ersencd _ 2 In(e** +sen(x)) _ 2
Xk DX 3 x=te \Bx24] V3

¢) Tenemos una indeterminacion del tipo “1*°”. Por tanto,

1
lim (a"’l - X+ 1)"'l =el = lim

lim Xalel(axil_erl_l):L'

Resolvemos el limite de la derecha aplicando la primera regla de L’Hopital:

x—1 _ 1
lim @@= o1 = lim (a1 —x+1)"" = @1 2 a4
x—1 1 x—1 e

3sin(x) — 3x cos(x) ) *

Ejercicio 5.36. Calcula lim ( 3
x—0 X

Soluciéon 5.36. Calculamos a qué tiende la base aplicando la primera regla de L’Hopital:

. 3cos(x) —3cos(x) + 3xsin(x) . sen(x)
lim = lim =

x—0 3x2 x-0 X

Dado que tenemos una indeterminacion del tipo “1%°”, se tiene que

lim

x—0

=L.

3sin(x) — 3x cos(x) * I .1 /3sin(x) — 3x cos(x)
( 3 ) =e¢" < lim — ( 3 — 1)
X x—0 X X

Entonces,
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3sin(x) — 3x cos(x) — x3

.1 (3sin(x) — 3x cos(x) .
lim — —1) = lim
x—0 X x3 x—0 x4
aplicando la 12 regla de L’'Hopital
— lim 3sin(x) — 3x
T Xx=0 4x2

aplicamos la primera regla de L’Hopital de nuevo

3cos(x) —3
m oo/ 79
x—0 8x

una ultima vez...

=3sin(x)
x—0 8

3sin(x) — 3x cos(x))i 0
=e’ =1.

con lo que lim (
q x—0 x3

Optimizacion

Ejercicio 5.37. Calcula las dimensiones del trapecio con mayor area que puede inscribirse en
una semicircunferencia de radio 1.

Solucion 5.37. Vamos a poner el area que queremos que sea maxima A

como una funcion de una variable. Hay varias posibilidades de hacerlo
aunque el resultado, evidentemente tiene que ser el mismo. ﬂé—_\
El area del trapecio sera la media aritmética de la base mayor M y la base 0.6 1 : . 7)
menor m multiplicado por la altura h; A = M erm h. Si llamamos (x,y) al 83 T '
vértice del trapecio que se aprecia en el dibujo tendremos que . 0 o
24 2x L o5 T o5 17
= o y=(0+x)y.

Si no se recuerda el area del trapecio siempre puede hacerse sumando el area del rectangulo
central y los dos tridngulos simétricos que quedan a los lados. Esta funcion anterior depende de
dos variables pero es claro que el punto (x,y) esta en la circunferencia de radio 1 y por tanto
x2+7y2 =1dedonde y = v1 — x2 con lo que la funcién a considerar es f : [0,1] — R definida por
f(x) = (1+x)/(1—-x2?).Esta funcién es continua en el intervalo de definicién y por tanto alcanza
maximo y minimo absoluto. Ademas es claro que el minimo se alcanza cuando x = 1, que el area
vale 0. Para calcular el maximo vamos a calcular los puntos criticos (obsérvese que la funcién no
es derivable en 0).

7 (—X) 1-X—2X2
(x) =v1-x2+(1+x) = , Vx €[0,1].
/ V1 - x2 V1 - x2
Yf(x)=0 = 2x2+x-1=0 < x = % 0 x = —1. Evidentemente el valor que nos interesa

es x = % Ademas si 0 < x < 1/2 se tiene que f'(x) >0ysil/2<x <1 f'(x) <0conloque f
alcanza maximo (relativo y absoluto) en x = 1/2 (entonces la altura serda y = @) y el area maxima
es f(1/2) = 3.
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Ejercicio 5.38. Calcular max{%/n: n € N}.

Soluciéon 5.38. Consideremos la funcién f : R* — R definida como f(x) = x/X. Los puntos
criticos son

S (x) = x1/x (% - ln,ﬁf)

>:0 = Inlx)=1 < x =e.

Como f"(e) < 0, la funcién f tiene un maximo relativo y absoluto en e. Pero a nosotros no nos
interesa el maximo de la funcion f sino su valor maximo en los niimeros naturales. Se tiene que

max | Y/n: neN} =max{ﬁ, i/§} = 3.

1 2 3 4
Ejercicio 5.39. Demostrar que la suma de un nimero positivo y su reciproco es al menos 2.

Solucion 5.39. Tenemos que demostrar que la funcion f : Rt — R definida como f(x) = x+% ve-

rifica que f(x) > 2, paratod Vx € R*. Calculemos su imagen. f es una funcion derivabley f' (x) =
2

1- % = xle. Por tanto f'(x) = 0 si, y s0lo si, x = 1. Como limy_¢ f(x) = limy— 4+ f(X) = +00,

f alcanza su minimo absoluto en x = 1, o lo que es lo mismo f(x) > f(1) = 2, Vx € R* como

queriamos demostrar.

Ejercicio 5.40. Calcula las dimensiones de la cruz simétrica
respecto de los ejes y con area maxima que se puede inscribir
en una circunferencia de radio 1.

T Solucion 5.40. FALTA

Ejercicio 5.41. Una caja abierta esta construida con un rec-
tangulo de cartén, quitando cuadrados iguales en cada esquina
y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la
caja de mayor volumen que puede construirse con ese procedi-
miento si el rectangulo tiene como lados

a) 10y 10,

b) 12y 18.

Solucion 5.41.

Sean a y b las longitudes de los lados de la lamina y x la longi-
tud del lado del cuadrado que se cortara en cada esquina. El volumen
de la caja resultante es f(x) = (a — 2x)(b — 2x)x. Definamos y =
a-—2x min{a/2,b/2}. Se trata de calcular el maximo absoluto de la funcion f
en el intervalo [0, y]. Derivando resulta f' (x) = 12x2—4(a+Db)x +ab.
Los ceros de la derivada son « = % (a +b—+a?+b? - ab), y B =
é(a+b+\/a2 + b2 —ab).

Fijate que, como a2 + b%2 —ab > 0, (esta desigualdad es consecuencia de que u v < %(u2 +v2)) las
raices de f’ son reales. Observa también que, al ser f(0) = f(y) = 0, en virtud del teorema de Rolle,
al menos una de ellas tiene que estar en el intervalo ]0, y[. Ademas, f tiene que alcanzar en un
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punto de [0, y] un maximo absoluto y como, evidentemente, dicho punto tiene que estar en ]0, y[,
deducimos que ese punto o bien es « o es . El criterio de la derivada segunda nos permite salir de
dudas. Tenemos que f”(x) = —4(a+b—6x).Conello, f”(x) = —4(a+b-6x) = —4/a? + b2 —ab,
f"(B) = —4(a+ Db -6B) =4Va? + b2 — ab. Por tanto, f(x) <0y f(B) > 0. Deducimos asi que el
punto « esta en el intervalo ]0, y[ y en él la funcion f alcanza su maximo absoluto en [0, y]. Con
unos sencillos calculos se obtiene

flex) = 51—4(—2513 +3ab + 3ab? - 2b3 + 2(a® — ab + b?)3/2),

Comentario. Este sencillo ejercicio es bastante instructivo y, a pesar de su apariencia, no es del
todo trivial. La dificultad esta en que, una vez calculados, &y 8 no es facil saber cual de ellos esta
en el intervalo [0, y]. Incluso, podria sospecharse que una veces esté «, otras 8, o que estén los
dos o que no esté ninguno. Todo ello, dependiendo de los valores de a y de b. El teorema de Rolle
nos dice que al menos uno de los nimeros «, B esta en ]0, y[ (pudieran estar los dos). El criterio
de la derivada segunda nos dice que el punto 8 es un minimo relativo de f por lo que no puede ser
el punto que buscamos. Dicho criterio también nos dice que f alcanza en & un maximo relativo. Si
a esto le anadimos que, en virtud del teorema de Weierstrass, sabemos que f alcanza un maximo
absoluto en [0, y], deducimos que es « el punto que buscamos. Como propina obtenemos que «
esta en ]0, y[ cualesquiera sean a y b.

Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primera derivada. Escribiendo f'(x) = 12(x —
o) (x — B), se sigue que f'(x) <0six €lo, Bly f'(x) >0six < xosix > B.Deducimos que
f es creciente en el intervalo ] — o, «], decreciente en el intervalo [, B] y creciente en [, +oo[.
Luego en « hay un maximo relativo. Para justificar que « esta en [0, y] y que es el punto donde f
alcanza su maximo absoluto en dicho intervalo, hay que razonar como antes.

Ejercicio 5.42. ;Cual es la longitud minima del segmento que tiene un extremo en el eje x, otro
extremo en el eje y, y pasa por el punto (8,1)?

Soluciéon 5.42. Consideramos el triangulo rectangulo formado por una recta que pase por (8,1) y
corte alos ejes OX y OY, y llamamos « al angulo que forma la hipotenusa con el eje O X. Haciendo
uso de las funciones coseno y seno tenemos que:

1 1
= — hy =
sen() h - ! sen(«)
8
= = ho =
cos(e) ho = 2 cos(x)
La funcién que queremos optimizar es f(«x) = h1 + hp = ﬁm) + %@«) ,con x €10, 1r/2[.

Vamos a calcular los puntos criticos de la funcion f:

_ cos(x)  8sen(x) _ 8sen3(x) — cos3(x)
sen?(x)  cos2(x)  sen2(x) cos2(x)

S () =

y esta funcién se anula siempre y cuando 8 sen3 () — cos3(x) = 0, es decir 8 sen3 () = cos3(x).
De aqui deducimos que

3 1 1 1
tan’ (x) = 3 < tan(x) = > < = arctan >

Por la monotonia creciente de la funciéon tangente podemos deducir que la derivada f'(x) < 0
cuando 0 < &« < arctan(%), v f'(«) > 0 cuando arctan(%) < « < % Por tanto, en el punto
arctan(%) tenemos que la funciéon alcanza un minimo relativo que, por ser el inico punto critico

es también el minimo absoluto. Entonces, el segmento de longitud minima que nos piden es:
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f (arctan(%)) = 8? ++/5 = 545,

donde hemos utilizado que

1 1 2
cos(x) = —————— = cos|arctan(=) | = —=
\J1 + tan? () ( 2 ) V5

tan(«x) 1 1
sen() = —————— = sen|arctan(=) | = —=.
1 + tan?(x) ( 2 ) V5

Ejercicio 5.43. A un espejo rectangular de medidas 80x90 cm. se le rompe (accidentalmente) por
una esquina un triangulo de lados 10x12 cm. como indica el dibujo. Calcula las medidas del espejo
de mayor area de forma rectangular que se puede obtener del la pieza restante.

Solucion 5.43. El area del trozo de espejo que queremos maximizar es (80— x) (90— ). Podemos

relacionar x e y la tangente del angulo 0: x 10

6
12—y 12 :y-lZ—gx

4 Por tanto, tenemos que buscar el maximo de la funcion
f(x) =(80-x) (78 + %x) con x € [0,10]. Calculamos los
puntos criticos:

12

/ 12 1
fl(x) = 778+§x+§(807x) =—-——x+18=0 < x = —5.

5 5 5 2
Como f” (12—5> = —% < 0, la funcion alcanza un maximo
relativo en dicho punto. El maximo absoluto se alcanza en
este punto, en x = 0 o en x = 10. Como

£(0) = 6240, f (%) — 6307.5 y £(10) = 6300

80
el maximo absoluto se alcanza en x = %

] - = . . ’ . 2 2
Ejercicio 5.44. Se inscribe un rectangulo en la elipse 4XT0 + 2% = 1 con sus lados paralelos a los
ejes. Hallar las dimensiones del rectangulo para que
a) el area sea maxima,
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b) el perimetro sea maximo.

Soluciéon 5.44.
En cualquiera de los dos casos, la simetria nos permite tra-

bajar en el primer cuadrante. En ambos casos usaremos que, 15
utilizando la notacién de la figura,
2 2 y
X y 15 / \
—+—=1 = —+/400 — x2,
400 "225 - Y720 X < .
20
a) El area que queremos maximizar es 4x7, por tanto vamos a
estudiar la funcién f : [0,20] — R, \_/
15
_ 2 52
f(x) 20x 400 — x?.

Si derivamos,

, 15 300 = x2 15 x2
= —V400 - x2 - —————
ST YT 20200 X2
Como f es una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado, f alcanza su maxi-
mo y minimo absolutos. Los posibles candidatos son 0, 20 y +/200. Es suficiente con comprobar
que f(1/200) > f(0), f(20) para asegurar que el maximo se alcanza en /200.
b) El perimetro es 4(x + ). La funciéon a maximizar es f : [0,20] — R definida como

fx)=x+ %\/400 - x2,

=0 < 400 =2x? < x =+/200.

0 sea, X + . Veamos cuando se anula la derivada
Flo)=1-2 X _go =20
-~ 20 4400 — x2 /400 + 225

Como f es una funcion continua definida en un intervalo cerrado y acotado, f alcanza su ma-

ximo y minimo absolutos. Los posibles candidatos son 0,20 y %. Es suficiente con com-

probar que f (\/%) > f(0), f(20) para asegurar que el maximo se alcanza en 7%45;004?225.

@ Ejercicio 5.45. Calcula el area maxima del rectangulo circunscrito a un rectangulo de lados a y
b.

Solucién 5.45. En funcion del angulo «, la funcion a maximizar es f : [0, %] — R, definida como

f(x) = (acos(x) + bsen(x))(asen(x) + b cos(x))

= (a® + b?) sen(x) cos(x) + ab = (a® + bz)% + ab.
Los puntos criticos de esta funcién son
f/ () = (a® + b?)cos(2a) = 0 = 2o<:% — &= %
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;Cuanto vale la segunda derivada en %? Como

_
()
““2;) = \ eo@ [ (@) = =2(a* + b*) sen(2w),

se tiene que la segunda derivada es negativa en %
- X y, por tanto, f alcanza un maximo relativo en dicho
s \ %\00 punto, pero ;jes éste el maximo absoluto? Piénsalo
v ® un poco.

bl & \ Como f es una funcién continua en un intervalo ce-
rrado y acotado, f tiene maximo y minimo absolutos
que, necesariamente, tienen que estar en 0, en J o
en 5. Como

f(%):%( 2+b2)+ab>ab=f(0)=f<g>,

el drea maxima es 3 (a? + b?) + ab y se alcanza en & = .

Ejercicio 5.46. Calcula el punto (a,b) de la parabola v = 3 — x2 de forma que el tridngulo
determinado por la recta tangente a la parabola en dicho punto y los ejes de coordenadas tenga
area minima.

Soluciéon 5.46. Para poder calcular el triangulo de area minima que genera la tangente a la
parabola y = 3 —x2 y los ejes tenemos que, en primer lugar, calcular la recta tangente en un punto
a que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es positivo. La recta tangente que pasa
por el punto (a, f(a)) es y — (3 —a?) = —2a(x — a).

Los puntos de corte con los ejes son:

A
a) Six =0, entonces y =a?+3,y

b) si y = 0, entonces x = “223.
34 Por tanto, la funcién a la que tenemos que calcularle el minimo es, en funciéon
del punto a,
2+ (a, f(a)) base x altura  (a® + 3)?
f(a) = =

2 4a ’

con a €]0,/3]. Su derivada vale

, 3a% +6a2-9
1 2 f(“)‘T

=0 < a*+2a®2-3=0.

Resolvemos este polinomio bicuadratico mediante el cambio usual a2 = t y obtenemos que la
Unica solucion positiva es a = 1. ;Es aqui donde f alcanza su minimo absoluto? Observa que

lim f(x) = +oo,
x—0+

y que, por tanto, f es estrictamente decreciente en ]0,1]. En cambio, como f'(/3) > 0, f es
estrictamente creciente en [1,+/3]. En consecuencia, f alcanza su minimo absoluto en a = 1.

- 106 -



DERIVABILIDAD EJERCICIOS

Ejercicio 5.47. Con un disco de radio R queremos hacer,
recortando un disco concéntrico de radio r , una arandela
como la de la figura. Se pide calcular el radio » cumpliendo
la condicién de que el area de la parte de la arandela que
queda por encima de la recta y = —7, la zona coloreada en
la figura, sea maxima.

Soluciéon 5.47. El area que queremos hacer maximaes Ay =

TR2 — A» — A3. Cada una de ellas es sencilla de expresar

en términos de R y el angulo «. Como ¥ = R cos(x), Ay =

TR2 cos? (). Por otro lado, el area del segmento circular Az se pude calcular como diferencia del
area del correspondiente sector circular menos el area del triangulo sobrante. Mas concretamente,
la funcién a maximizar es f : [0, %] — R definida como

f(x) = TR? — TR? cos?(x) — ((xR2 _,Z/SGH((X) Cos(o()>

= R? (n senz(tx) + sen(x) cos(x) — (x) .

Su derivada vale

f'(x) = R? (217 sen(x) cos(x) + cos®(x) — sen® () — 1)
= R? (217 sen(«) cos(x) — 2 senz((x))

=2R? sen(«) (1T cos(x) — sen(x)) .

Entonces
sen(x) =0 < x=0, 0
mmeos(x) = sen(x) < « = arctan(1).

Fl0)=0 < {

En consecuencia, f es estrictamente monoétona en [0, arctan(rr)] y en [arctan(n), %] Observa
que, como 2R?sen(x) = O para0 < & < % solo nos hace falta saber el signo de 7T cos(«) — sen(x)
para conocer el signo de la derivada, pero esto es facil ya que

mcos(x) —sen(x) >0 < 1 > tan(x) < arctan(m) > «,

y, por tanto, f es estrictamente creciente en [0, arctan(7r) ] y estrictamente decreciente en [arctan(n), % ]
En consecuencia f alcanza su maximo en « = arctan(T).
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Ejercicio 5.48. Calcula el perimetro maximo que puede tener un rectangulo que tiene dos vértices
en el eje de abscisas y los otros dos en la grafica de la funcién f(x) = 4sen(x), con x € [0, 7r].

Solucion 5.48.

Teniendo en cuenta la simetria de la funcién f(x) =
4sen(x) respecto de la recta x = % los vértices
del rectangulo que estan apoyados en el eje OX
seran x y 7 — x. Obviamente la altura viene da-
da por la funcién f con lo que la funcion que nos
mide el perimetro de un rectangulo con estas ca-
racteristicas es g(x) = 2f(x) + 2(mm — 2x). Su de-
rivada g’ (x) = 8cos(x) — 4 sblo se anula en cuan-
do cos(x) = %, lo que en nuestro caso implica que
X = % Es inmediato comprobar que en dicho punto
se alcanza el maximo y que, por tanto, el perimetro
maximo vale g (%) =3+ ZT"

(x,4sen(x)) (T — x,4sen(1T — x))

Ejercicio 5.49. Un triangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a se hace girar
alrededor de uno de sus catetos. ;Qué volumen maximo puede tener un cono engendrado de esta
manera?

Solucion 5.49. El volumen de un cono con radio de la base r y altura h es %WTZI/L. En este caso,
7 vy h estan relacionados por el teorema de Pitagoras: ¥ + h? = a?. Despejando todo en funcién
de la altura, la funcién a maximizar es f :]0,a[— R definida por f(h) = %h(a2 — h?). Su derivada
se anula en

rpy = T2 ap2y _ _a
f(h)—3(a 3h2) =0 < h 7

Como limy_q f(h) = limx_, f(h) =0y f (%) = Tra+/2 es positivo, el volumen maximo se
alcanza en h = % y vale ra-/2
Polinomio de Taylor

Ejercicio 5.50. Expresar el polinomio x* — 5x3 — 3x2 + 7x + 6 en potencias de (x — 2).

Solucion 5.50. Vamos a calcular el polinomio de Taylor de orden 4 centrado en a = 2 de
f(x)=x%-5x3-3x2+7x +6.

fx)=x*-5x3-3x>+7x+6 = f(2)= —16,

fl(x)=4x3 - 15x% - 6x+7 = f(2) = -33,
f(x)=12x%-30x -6 = F(2) = —18,
7 (x) = 24x — 30 = F(2) =18,
fPx) =24 = F@(2) = 24.
Por tanto
’ 7 1 (4)
0 =@+ L2 ey o L2 (2 LB g3 S22 (g

=-16-33(x-2)-9(x-2)2+3(x-2)3 + (x - 2)%.
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Ejercicio 5.51. Calcular un valor aproximado del niimero real « con un error menor de 1072 en
cada uno de los casos siguientes:

a) o= /e,

b) & = sen (%)

Solucion 5.51.

a) Consideramos la funcion f: R — R, f(x) = e* . Lo que se nos pide es el valor aproximado de
£(1/2) conun error menor que 10~2. Aplicando el teorema de Taylor en el punto cero, sabemos
que existe ¢ €]0, 1/2[ verificando

ZatmEat T o

f1/2)=1+1/2+ + Ry (1/2)

donde R, (x) representa el resto de Taylor de la funcién exponencial de orden n, y por tanto
eC

Rn(1/2) = o v ot

Entonces, s6lo nos queda encontrar el n suficiente para que |Ry,(1/2)| sea menor que 102 .
Como e < 3yc < 1/2,entonces e < 2. Luego, si encontramos el natural suficiente para que
1

-2 n

y para ello basta que n > 3.
El valor aproximado que se nos pide es: \/Je ~ 1+ 1/2 + ﬁ + 2%3, =1,6458.

b) Repetimos el ejercicio anterior, pero ahora la funcién es f(x) = sen(x), la desarrollamos en
torno al cero, y calculamos su valor aproximado en x = 1/2. Como el desarrollo de Taylor de la
funcion seno en el cero es

3 5
X X
sen(x) =x — =+ — 4+ -+ + Ry(x)
3! 5!
1+ 1
donde R; (x) = sen (c +(n+1) %) % , al ser la funcién seno una funcion acotada en valor

absoluto por 1, s6lo tenemos que exigir que

IR (1/2)] < <107? = 100<2"! n+1)! < n=>3.

2n+l (n+ 1)1

Por tanto, el valor aproximado que se nos pide es sen (%) ~ % - 2313! =0.479.

Ejercicio 5.52. Utilizar el polinomio de Taylor para calcular +/I02 con un error menor que 1072,

Solucion 5.52. Para calcular /102 vamos a desarrollar la funciéon f(x) = /x en a = 100.
Comencemos calculando derivadas de f:

Ny L 12
f(x)—zx ,

vy - L1 35
S (x) = 55X %

ey 22113 50
f (x)—222x ,
1135
(4) __ L1155 72
fH(x) 2222x

En general,
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El error es

f(n+1)(c) (102 - ooy — (-1)"*21.3.5...2n—1)c-@n+h/2

Rn (102) = m+1)! 2Nl (4 1)!

an+l (5.1)

donde ¢ € [100,102]. La funcién g(x) = x~@n+D/2 = ﬁ es decreciente y, por tanto, su valor
maximo en el intervalo [100,102] lo alcanza en 100. Sustituimos en la ecuacion 5.1 y obtenemos
que

1-3:5---(2n-1)

Rn(102)] < —0 = oz

Paran =1, R;(102) < ﬁ es un error suficientemente pequeno. jCuanto vale /1027

V102 ~ P1(102) = f£(100) + f'(100)(102 — 100) = 10 + % =10.1.

Ejercicio 5.53. Calcula una aproximacion de cosh(},) con un error menor que 1074,
Solucion 5.53. FALTA

Ejercicio 5.54. Sea f una funcion cuyo polinomio de Taylor de grado 3 centrado en O es

1+x+x—2+x—3
2 37

Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 centrado en cero de la funcién g(x) = x f(x).

Solucion 5.54. Recordemos que el polinomio de grado 3 de la funcién f centrado en O es

f//(o) 2 f///(O) 3 x72 ng
> X+ 3 x—1+x+2+3.

£O) + f(0)x +

Despejando en la féormula anterior se tiene que f(0) =1, f/(0) =1, f7(0) =1y f/(0) = 2.
Para calcular el polinomio de Taylor de la funcién g(x) = x f(x) centrado en el origen y de orden
3 necesitamos el valor de las 3 primeras derivada en 0:

g(x) = xf(x) = g(0) = 0,
g’ (x) = f(x) +xf"(x) = g'(0) = 1
9" (x) =2f"(x) +xf"(x) = g'0)= 2,y

g"x)=3f"(x)+xf"(x) = g"0)= 3.

Por tanto, el polinomio de orden 3 de g es

g”(O) ) g/u(o) 3 ’ 1 5
> X~ + 30 X" =X+X +§X.

g(0) +g"(0)x +
Ejercicios complementarios

Definicion. Reglas de derivacion

Ejercicio 5.1. Sea f:R — R la funcién definida por:

1

f(x):{exz, six+0
0, six =0
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Estudiar la continuidad y derivabilidad de f y calcular su imagen.

Ejercicio 5.2. Estudiar la continuidad y derivabilidad en cero de la funcién f : Rj — R definida
por

flx) = {(1—e"2)sen(}c) six >0
0 six=0

Ejercicio 5.3. Estudiar la derivabilidad de la funcion f : Rj — R definida por f(x) = (1 +x)/*
para x € R, f(0) = e.

Ejercicio 5.4. Sea f:[-1/2,+o[— R dadapor f(x) = (x +eX)/* six = 0y f(0) = e°. Estudiar

la continuidad y derivabilidad de f en cero.

Teorema del valor medio

Ejercicio 5.5. Demostrar que |sen(ax) —sen(ay)| < lal |x - y|, Vx,¥ € R.

Ejercicio 5.6. Para a > 0 demostrar que —aeln(x) < x 4 Vx > 0.

Ejercicio 5.7. Sean f,g:R — R funciones derivables en todo R verificando
ffx)=gx), g'(x)=-f(x), VxeR, f(0)=0, g(0)=1.

Probar que f'y g son, respectivamente, las funciones seno y coseno.

Ejercicio 5.8. Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y derivable en ]a, b[ verificando f(a) =
f(b) = 0. Probar que para todo numero real A existe un punto ¢ €]a,b[ tal que f'(c) = Af(c).
(Indicacion: Considérese la funcion g : [a,b] — R definida por g(x) = e‘)‘xf(x), Vx € [a,b)).

Ejercicio 5.9. Sea f: R* — R una funcion derivable en R*. Supongamos que fy f’ tienen limite
en +oo. Probar que limy_ . f'(x) = 0.

Ejercicio 5.10. Sea f : [0,1] — R una funciéon derivable, verificando que f(0) = 0 y que
If"(x)| < |f(x)|, Vx €[0,1]. Probar que f(x) =0, Vx € [0,1].

Ejercicio 5.11. Demostrar que para 0 < a < b se verifica 1 — % <In (%) < % - 1.
Ejercicio 5.12. Sea a > 0. Probar que % < e V¥x >0y se dalaigualdad si, y solo si, x = a.

Ejercicio 5.13. Estudiar continuidad, derivabilidad, crecimiento, extremos relativos y extremos
absolutos de la funcion f : R — R definida por

0 six ¢]-1,1[
fx) = SLe‘““”*Z cem (XD gix el -1,1]

Ejercicio 5.14. Sea f :[0,1] — R derivable y verificando f(0) = 0. Supongamos que la funcién
f" es creciente. Probar que la funcién g :]0,1] — R definida por g(x) = % Vx €]0,1] también
es creciente.

Ejercicio 5.15. Sea a > 0 un nimero real que verifica a*/4 > x Vx > 0. Probar que a = e.

Ejercicio 5.16. Probar que para 0 < a < 1 severifica (1+x)*<1+ax, Vxz=-1.
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Ejercicio 5.17. Calcular el nimero de soluciones de la ecuacion 31In(x) — x = 0.

Ejercicio 5.18. Determinar el nimero de raices reales de la ecuacion 3x° + 5x3 — 30x = m segun
el valor de m.

(1+x)P

T ar S 27P~1 para todo x = 0.

Ejercicio 5.19. Demostrar que Vp > 1 se verifica que

Ejercicio 5.20. Sea f(x) = Ax3 +Bx?+Cx +D con A > 0. Calcula limy . ; i/f(x +1)-— i/f(x).

Optimizacion

Ejercicio 5.21. Estudiar los extremos relativos de la funciéon f : R — R en los siguientes casos
a)

_ | xIn|x|, sixeR*,
f(X)_{o, si x = 0.
b)
x2In|x|, six e R*,
x) =
fx) {0, six = 0.

Ejercicio 5.22. Estudiar los extremos relativos de la funciéon f : R — R definida como f(x) =
cosh(x) + cos(x).

Fjercicio 5.23. Calcular para qué valores del parametro m se cumple que la ecuacién 20x> — x =
m tiene exactamente dos raices reales distintas.

Ejercicio 5.24. Durante la tos, el diametro de la traquea disminuye. La velocidad v del aire en la
traquea durante la tos se relaciona con el radio, ¥, mediante la ecuacion v = Ar2(ry — r), donde
A es una constante y 7 es el radio en estado de relajacion. Determinese el radio de la traquea
cuando la velocidad es maxima, asi como esta velocidad.

Ejercicio 5.25. Calcular el area maxima de un rectangulo, que tiene dos vértices sobre una
circunferencia de radio R y los otros dos sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

Ejercicio 5.26. Una persona desea cortar un pedazo de alambre de longitud L en dos trozos. Uno
de ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro en forma de cuadrado. ;Cémo debe
cortar el alambre para que la suma de areas sea minima? ;Y maxima?

Ejercicio 5.27. Se traza la tangente en un punto de la elipse x2/25 + y2/16 = 1 de forma que el
segmento (de dicha tangente) interceptado por los ejes sea minimo. Demostrar que la longitud de
dicho segmento es 9 unidades.

Ejercicio 5.28. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semi-
circulo de diametro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular
y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar la mitad de luz
(por unidad de superficie) que el blanco, calcular las dimensiones de la ventana para conseguir la
maxima luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado.

Ejercicio 5.29. Se desea confeccionar una tienda de campana conica de un volumen determinado.
Calcular sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.
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Ejercicio 5.30. Demostrar que de todos los triangulos is6sceles que se pueden circunscribir a
una circunferencia de radio 7, el de area minima es el equilatero de altura 3.

Ejercicio 5.31. Atamos el extremo de una cuerda de longitud L a una columna de radio R
mediante un nudo corredizo. Calcular la maxima distancia posible del otro extremo al centro de
la columna.

Ejercicio 5.32. Un muro de 4 metros de altura esta a 3 metros de la fachada de una casa. Hallar
la escalera mas corta que llegara desde el suelo hasta la casa por encima del muro.

Ejercicio 5.33. Investigarla posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total maxima
(sin las tapas) en un cono circular recto de radio 7 y altura h.

Ejercicio 5.34. Un cultivador de naranjas estima que, si planta 60 naranjos, obtendra una cosecha
media de 400 naranjas por arbol. Este numero bajara 4 unidades por cada arbol mas que se plante
en el mismo terreno. Halle el nimero de arboles que hace maxima la cosecha.

Ejercicio 5.35. Una fabrica de plasticos recibe del ayuntamiento de la ciudad un pedido de 8000
tablas flotadoras para el programa de natacion del verano. La fabrica posee 10 maquinas, cada una
de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de preparar las maquinas para hacer el trabajo
es de 800€ por maquina. Una vez que las maquinas estan preparadas, la operacion es automatica
y puede ser supervisada por una sola persona, que gana 35€/hora.

a) jCuantas maquinas hay que usar para minimizar el coste de produccién?

b) Si se usa el numero 6ptimo de maquinas, jcuanto ganara el supervisor durante el proceso?

Ejercicio 5.36. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre todos aquellos que
tienen la superficie lateral total constante.

Ejercicio 5.37. Dado un punto P = (a, b) situado en el primer cuadrante del plano, determinar
el segmento con extremos en los ejes coordenados y que pasa por P que tiene longitud minima.

Ejercicio 5.38. ;Cual es la longitud de la escalera mas larga que puede hacerse pasar a través de
la esquina, en angulo recto, que forman dos corredores de anchuras respectivas a y b?

Ejercicio 5.39. Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes de agua a
menos que se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera mas energia para mantener
la altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una paloma desde un barco situado a 3 km
de un punto A de la costa, y dicho punto de la costa esta a 10 km del palomar. Si la paloma gasta
dos veces mas energia volando sobre el agua que sobre la tierra firme y sigue un camino que hace
minima la energia gastada, determinese el punto dénde la paloma abandona el agua.

Ejercicio 5.40. Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que tenga la forma
de un cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construccion (por unidad de superficie)
es doble para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis). Determinense las dimensiones
Optimas para minimizar el costo de construccion.

Ejercicio 5.41. Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio R y angulo central 6.
El area del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de R y 0 hacen minimo el perimetro que bordea el
jardin?

Ejercicio 5.42.

In(x)

a) Calcula los extremos relativos y la imagen de la funcion f : R* — R definida como f(x) = =
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b) ;Qué nimero es mayor e™ o 1re? ;Y entre 9999991000000 y, 1000000999999,

Reglas de L’Hopital

1
Ejercicio 5.43. Calcular hn}) (sen(x) + e X)x*?7 .
Xﬁ

Ejercicio 5.44. Estudiar el comportamiento en +o de la funcion f :]1, +o[— R definida por

f(X) _ x(x”"—l) .

In(x)
Ejercicio 5.45. Calcula

) (a+ sen(x))l/x
lim ( ———=%

x—0\a — sen(x)

cona > 0.

Polinomio de Taylor

Ejercicio 5.46.

a) Consideremos la funcion f : Rj definida como f(x) = x — ln(exx_l) six € Rty f(0) = 0.
Demuestra que limy_o f(x) = 0 y estudia el signo de la derivada de f para demostrar que

X _

0<ln<e 1)<x, Vx <0.

b) Dado a > 0, se define la sucesion

exn —

1
X1 =a, xn+1:ln< ),VneN.

Xn

Comprueba que la sucesion {x,} es convergente a cero.
Ejercicio 5.47. Probar que las funciones exponencial, seno y coseno son de clase C* en R.
Ejercicio 5.48. Utilizar el polinomio de Taylor para calcular 3/28 con un error menor que 1072,

Ejercicio 5.49. Estudiar el comportamiento de la funcion f : A — R en el punto « en cada uno
de los siguientes casos:

2
a) A =17, Z[\{0}, f(x) = Aaarean()=x= "y _

b) A=R*, f(x)=L - & -3 =0

x5

Ejercicio 5.50.

a) Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 centrado en a = 1 de la funcién arcotangente.
b) Utiliza dicho polinomio para calcular arctan(1.1) y acota el error cometido.

¢) ;Se puede utilizar el desarrollo centrado en cero para calcular arctan(1.1)?
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Integracion

6

6.1 Funciones integrables 115 6.2 Teorema fundamental del Calculo 120 6.3 Calcu-
lo de areas de regiones no acotadas. Integrales impropias 122 6.4 Calculo de primiti-
vas 126 6.5 Aplicaciones de la integral 134 6.6 Ejercicios 137

El area de un recinto, la longitud de un cable que cuelga entre dos postes, el volumen o la
superficie de una esfera...Estos son el tipo de problemas que vamos a resolver en este capitulo.
Para ello presentamos el concepto de integral de una funcion.

6.1 Funciones integrables

Definicion 6.1. Una particion P de un intervalo [a, b] es un conjunto finito del tipo P = Particion

{x0,X1,...,Xn} donde

aAa=xX0<X1<...<Xp-1<Xn=Dh.
} son particiones del intervalo [0, 1]. No
}. <

Definicion 6.3. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y P una particion del intervalo. La
suma superior S(f,P) de la funcién f relativa a la particion P es

Ejemplo 6.2. Los conjuntos {0, 1}, {O% } {O % %
lo son, en cambio, conjuntos como {0, % % } {0 % %

Suma superior

S(f,P) =sup f([xo0,x1]) (x1 — x0) + sup f([x1,x21) (x2 — x1) + ...

+ sup f([xn-1,xn]) (xXn — Xn-1).

Analogamente se define la suma inferior I(f,P) como Suma inferior

I(f,P) =inf f ([x0,x1]) (x1 — x0) + sup f([x1,x2]) (x2 — x1) + ...

+ sup f([xn-1,xn]) (xXn — xn-1).

Las sumas inferiores y superiores que vemos en la siguiente figura son una aproximacion del
area que queremos calcular. Ahora bien, el valor de la suma inferior siempre sera menor que el de

la integral y a la suma superior le ocurre lo contrario.

Definicion 6.4. La integral superior de f se define como Integral superior
J[ b]f =inf {S(f,P) : P particion de [a,b]}.
a,

La integral inferior de f se define como Integral inferior

J f =sup {I(f,P): P particion de [a,b]}.
[a,b]
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6.1.1

FUNCIONES INTEGRABLES INTEGRACION

N~
\

=

j:
\

X3 X4 Xn X4 Xn

Suma superior Suma inferior

Figura 6.1 Sumas superiores e inferiores

Las integrales superior e inferior son aproximaciones a la integral de la funciéon. En un caso
por exceso y en otro por defecto. Cuando ambas aproximaciones coinciden, tenemos una funciéon
integrable.

Definicion 6.5. Sea f : [a,b] — R una funciéon acotada. Diremos que f es integrable si
coinciden la integral superior e inferior. En ese caso, denotaremos f[a b f a dicha integral.

b b
También usaremos con frecuencia las notaciones Ja fo fa f(x) dx si queremos hacer hincapié
en la variable de integracion.

Ejemplo 6.6. Calcular la integral de f(x) = x en el intervalo [0, 1] Consideremos la particién P,
del intervalo [0, 1] que consiste en dividirlo en n trozos iguales:

Pn=5L0l E n-1 1}
n’'n’ n

Como la funciéon f es creciente, su valor maximo se alcanzara en el extremo de la derecha y el
minimo en el extremos de la izquierda. Con esto es facil calcular el valor de las sumas superiores
e inferiores.

n i 1 & n(n+1)
S(FiPn) =S (n)**?z ,

i=1 i=1

n i-1 1 & n-1)n
16 = 3 (50 3= B 1= T

i=1 i=1

1
Si hacemos tender n a infinito, limy, .« S(f, Pn) = limy—« S(f,Py) = % Por tanto Io xdx = %.<1

No es facil calcular la integral de una funcion con la definicién. En el ejemplo anterior hemos
tenido que usar la suma de una progresion aritmética y usar particiones de una forma particular.
En el resto del tema veremos qué funciones son integrables, qué propiedades tienen y, por ultimo,
el teorema fundamental del calculo y la regla de Barrow nos permitiran calcular integrales de una
forma mas comoda.

Propiedades

Comenzamos recopilando informacion sobre la integrabilidad de funciones relacionada con las
operaciones usuales.
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Linealidad de la integral

Con respecto a la suma, el conjunto de las funciones integrables es un espacio vectorial y la
integral es una aplicacion lineal.

Proposicion 6.7. Sean f,g:[a,b] — R integrables. Entonces

a) Lasuma f + g es integrableyj(f+g) = If+ Ig.
b) SiA e R, entoncesj(?\f) = Ajf.

Producto de funciones

La integral que acabamos de introducir también se comporta bien con respecto al producto
aunque en este caso no hay una identidad que relaciones la integral de un producto de funciones
con el producto de las integrales.

Proposicion 6.8. Sean f,g:[a,b] — R integrables.
a) El producto de ambas funciones, fg, es una funcion integrable.

b) (J(fg))z = _[fz Igz- Desigualdad de Sch-
> 1/2 o 1/2 > 1/2 warz
c) (J(f+g) ) = (If ) + (Jg ) ) Desigualdad de Min-
kowski
Orden

En cuanto al orden, el siguiente resultado nos dice que la integral lo conserva.
Proposicion 6.9. Sean f,g :[a,b] — R integrables. Si f(x) < g(x) para cualquier x € [a,b],
entonces

J:f(x) dx < J:g(x) dx.

b
En particular, si f(x) = 0 para cualquier x se tiene que 0 < Ja f(x)dx.
No es evidente de la definicion, pero se puede comprobar que si una funcién es integrable, su
valor absoluto también lo es.
Proposicion 6.10. Sea f : [a,b] — R integrable. Entonces la funcion | f| (x) = | f(x)| es inte-
grable y

U f(x)dx SJ | f| (x)dx.
[a,b] [a,b]
Dominio

Se puede demostrar que si una funcion es integrable en un intervalo, también lo es en cualquier
intervalo contenido en él. Teniendo en cuenta esto, podemos calcular la integral de una funcién
en un intervalo dividiendo este en varios trozos y sumar los resultados. Esto se conoce como
aditividad de de la integral respecto de su dominio.

Proposicion 6.11. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y ¢ €]la, b]. Entonces f es integrable  Aditividad respecto
en [a, b] si, y solo si, es integrable en los intervalos [a,c] y [c,b]. En ese caso, del dominio

ij(x)dx = Ljf(x)dx + Lbf(x)dx.

Observacion 6.12. Laintegral de una funciéon f enunintervalo [a, b] no cambia si “trasladamos”
dicha funcion.
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FUNCIONES INTEGRABLES INTEGRACION

v

a b a+k b+k

Podemos utilizar esto para simplificar el calculo de algunas integrales. Por ejemplo, si f es una
funcién impar, entonces

a
J f(x)dx = 0.
-a

¢Por qué? Solo tenemos que mirar la grafica de la funcion. El area
entre 0 y a es igual que el area entre —a y 0 pero con signos
opuestos y ambas se cancelan. Por ejemplo

a
J x3dx =0.
—a

a a
Si por el contrario f es una funcion par entonces J_a f=2 Jo f.

Condiciones suficientes de integrabilidad

Ya hemos visto que las funciones integrables tienen muchas propiedades interesantes. La si-
guiente cuestion es ;hay muchas? ;Qué funciones son integrables? ;Tenemos suficientes ejemplos
de funciones integrables?

El primer resultado que presentamos nos dice que el conjunto de las funciones integrables
incluye a la mayoria de las funciones con las que hemos estado trabajando hasta ahora.

Proposicion 6.13. Sea f :[a,b] — R una funcion.
a) Si f es continua, entonces es integrable.
b) Si f es mondtona, entonces es integrable.

Observa que no hemos mencionado que la funciéon tenga que ser acotada. En ninguno de los
casos es necesario: para funciones monoétonas es inmediato y para funciones continuas es conse-
cuencia de la propiedad de compacidad.

Podemos ir un poco mas lejos, si “estropeamos” una funciéon integrable en unos pocos puntos,
ni la integrabilidad ni el valor de la integral se alteran.

Proposicion 6.14. Sea f : [a,b] — R integrable. Sea g : [a,b] — R verificando que el conjunto
{x €la,b]: f(x)=+g(x)} es finito. Entonces g es integrable y

b b
J f(x)dx = J g(x)dx.
a a
Esta resultado afirma que si se cambia el valor de una funciéon en una cantidad finita de puntos
se obtiene una funcion que sigue siendo integrable y, de hecho, el valor de la integral no cambia.

Observacion 6.15. Existen funciones integrables que no son continuas. Este hecho deberia estar
claro después de haber afirmado que las funciones monétonas son integrables y recordando que
ya conocemos funciones monétonas que no son continuas (como por ejemplo la parte entera). De
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todas formas la ultima proposicién nos da una manera muy facil de fabricar funciones integrables
que no son continuas: tbmese una funciéon continua y cambiesele el valor en un punto. De este
modo se obtiene una funcién que deja de ser continua en dicho punto pero que tiene la misma
integral.

Cambiando el valor de una funciéon en un punto solo obtenemos discontinuidades evitables.
Aunque las discontinuidades no sean evitables, si no son demasiadas, la funcién es integrable.

Proposicion 6.16. Sea f :[a,b] — R acotada. Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades,
entonces es integrable.

Existe una caracterizacion completa de las funciones integrables. Para darla, se necesita hablar
de conjuntos “pequenios”: los llamados conjuntos de medida nula. Si la medida, la longitud en esta
caso de un intervalo acotado es £(I) = sup(I) —inf(I). Un conjunto de medida nula es un conjunto
que tiene longitud cero. Veamos la definicién con mas detalle.

Definicion 6.17. Sea A un subconjunto de R. Diremos que A es un conjunto de medida nula
si dado € > 0 existe una sucesion de intervalos acotados {I;} verificando que

Q) AcUil In, ¥

b) £y) +(I2) + - - - +£(I) <& Vn € N.

Ejemplo 6.18. Cualquier conjunto finito es de medida nula. <

Teorema 6.19. Sea f :[a,b] — R una funcion acotada. Son equivalentes:
a) f es integrable.
b) El conjunto de puntos de discontinuidad de f es un conjunto de medida nula.

Sumas de Riemann

Una de las dificultades de la definicion de integral que hemos dado radica en el hecho de que
involucra todas las posibles particiones del intervalo [a, b]. La segunda dificultad es averiguar cual
es el supremo o el infimo de la funcion en cada uno de los intervalos asociados a una particion.
Vamos a dar respuesta a ambas cuestiones:

a) En cuanto a las particiones, veremos que es necesario considerar todas sino soélo algunas elegi-
das adecuadamente. Asi nos encontraremos el concepto de norma de una particion.

b) En cuanto al segundo punto, el teorema de Darboux nos dira que no hace falta calcular el
supremo ni el infimo y que cualquier punto del intervalo puede jugar el mismo papel.
Comencemos con las particiones. El ejemplo tipico de particion que hemos usado consiste en

dividir el intervalo [a, b] en trozos iguales. Aumentando el nimero de trozos, nos aproximamos

al valor de la integral. En este caso, la longitud de cada uno de los trozos es b%“, la longitud del
intervalo dividido por el niimero de trozos, n. La norma de una particiéon nos mide el tamaio de
los trozos 0, mas concretamente, el tamafio del trozo mas grande.

Definicion 6.20. Sea P = {a = x90 < X1 < X2 < ... < Xp = b} una particion del intervalo
[a,b]. La norma de la particion P es

1P| =max{x; —x;_1: i=1,2,...,n}.

Si en las sumas inferiores y superiores aproximabamos por rectangulos cuya altura era el su-
premo o el infimo de la funcién, ahora vamos a elegir como altura el valor de la funcién en un
punto arbitrario en cada uno de los intervalos relativos la particion. Para cada particion, tenemos
muchas posibles elecciones de puntos. A cualquiera de éstas, las vamos a llamar sumas integrales
0 sumas de Riemann.
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Suma integral o
suma de Riemann

Teorema de Darboux

6.2

Funcion local-
mente integrable

Integral indefinida

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRACION

Definicion 6.21. Sea f:[a,b] — RunafunciébnyseaP = {a =x9 < x1 < X2 <...< Xxp = b}
una particion del intervalo [a, b]. Una suma integral o suma de Riemann es una suma de la
forma

fr1)(x1 —x0) + f(2)(x2 —x1) + - - - + f(n) (Xn — Xn-1)
donde y; € [x;_1,xi],i =1, 2,..n.

Ya podemos dar la respuesta a la pregunta que
planteamos al principio de la seccion: para apro-

F \ f ximarnos al valor de la integral de la funcion
N
|
)
!
[}
]
:
Yi

fy) |- L —— solo tenemos que asegurarnos de que la norma
/ de las particiones tiendan a cero independiente-

mente de cuales sean los puntos elegidos en el
intervalo.

v

Xn Teorema 6.22. Sea f :[a,b] — R una fun-
cion acotada y sea {Py,} una sucesion de par-
\/ ticiones del intervalo [a,b] con 7111_1’%; |Ppll =
0. Entonces, si Sy, son sumas de Riemann aso-
Figura 6.2 Suma integral o de Riemann ciadas a Py, se cumple %er.}o Sp = f f.

X1 72 X3

Esta es una version “light” del teorema de Darboux que, de hecho, permite caracterizar las
funciones integrables utilizando sumas integrales en lugar de sumas superiores e inferiores.

Teorema fundamental del Calculo

Si f es una funcién definida y a es un elemento de su dominio, diremos que f es integrable en
b
[a,a] y que J:f(x) dx = 0. También convendremos que Ll f=- Jba f.

Definicién 6.23. Sea I un intervalo. Diremos que f : I — R es localmente integrable si es
integrable en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en I.

Ejemplo 6.24.
a) Las funciones continuas y las funciones monoétonas son localmente integrables.
b) Si f es integrable en [a, b], es localmente integrable en dicho intervalo. <

Lema 6.25. Sea f una funcion localmente integrable en un intervaloI y sean a, b, ¢ € 1. Entonces

[ s - i s

Obsérvese que la comodidad del lema anterior radica en que no sabemos como estan ordenados
a,byc.

Definicion 6.26. Si f es una funcion localmente integrable en I y a € I podemos definir una
nueva funcion que mide como cambia la integral de la funcion de la forma

P
F(x) = L Sf(t)dt.

A las funciones F definidas de esta forma las llamaremos integrales indefinidas de f.
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La integral indefinida es la funcion que nos da el area sombreada de la Figura 6.3.

Definicion 6.27. Sea I un intervalo de R. Una primitiva de una funcion f : I — R es una
funcion G : I — R continua y derivable en el interior del intervalo que cumple que G’ (x) = f(x)
para cualquier x en el interior de I.

Observacion 6.28. Dos integrales indefinidas se diferencian en
una constante. Ocurre lo mismo para dos primitivas de una misma
funcion. En efecto, la diferencia entre dos funciones con la misma de-
rivada tiene derivada cero y por tanto es constante (en un intervalo).
En cuanto a integrales indefinidas, si

F(x) = L fOydt, y Glx) = L, F(0)dt

e
son integrales indefinidas, entonces
x x Figura 6.3 Integral indefi-
F) =600 = | fwae- | frar nida
a

= I:f(t) dt + J:f(t) dt = Lff(t) dt.

Existe una gran tendencia a confundir integral y primitiva. Es usual que hablemos de “vamos
a calcular la integral” cuando nos estamos refiriendo a “encontremos una funcion cuya derivada
sea...”. Los conceptos de integral definida y primitiva son, en principio, independientes. El objetivo
de los dos siguientes resultados es poner de manifiesto que existe una clara relacion entre ellos vy,
de paso, obtener una forma practica de calcular integrales.

Teorema 6.29. Sea I un intervalo, f : I — R una funcion localmente integrable y F una
integral indefinida de f. Entonces

a) F es una funcion continua.

b) Si f es continua en a € I, entonces F es derivable en a con F' (a) = f(a).

En particular, si f es una funcion continua, F es una funcion derivable y F'(x) = f(x) para
todo x enI.

Ejemplo 6.30.

a) La funcion parte entera, E(x), es monotona y por tanto integrable en cualquier intervalo. Dicho
de otra manera, la funciéon parte entera es localmente integrable en R. Cualquier integral inde-
finida serd una funcién continua en todo R y derivable en R \ Z. Sin embargo, la funcién parte
entera no tiene primitiva. El teorema del valor intermedio para las derivadas (Teorema 5.22) nos
dice que la funcién parte entera no es la derivada de nadie porque su imagen no es un intervalo.

b) La funcién f :[-1,1] — R definida como

0, six =+1,

f(x)={ﬂ£7, si—l<x<l1,

no es integrable por no ser acotada. En cambio, si admite una primitiva: la funcién arcoseno. <

Una de las primeras utilidades del Teorema fundamental del Calculo es poder definir funciones
de una manera rigurosa usando la integral. Por ejemplo, se puede definir la funcion logaritmo

como
X

In(x) = L %dt.
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6.2.1

Regla de Barrow

Teorema de cam-
bio de variable

6.3

CALCULO DE AREAS DE REGIONES NO ACOTADAS. INTEGRALES IMPROPIAS INTEGRACION

; h(x) . . . . .
La funcién G(x) = La(;) f(t)dt es continua si lo son f y g. Si, ademas, g y h son derivables, y f
es continua, entonces G es derivable con

h(x) ’
(ng S dt) (x) = f(h(x)h' (x) = f(g(x))g ().

241
Ejemplo 6.31. La funcion f(x) = Lx %(t) dt es derivable y su derivada es

sen (x2 + 1)
x2+1

f(x) =

2x.<

Regla de Barrow

El siguiente resultado, la regla de Barrow, nos permite resolver de modo practico el calculo de
integrales y sustituirlo por el calculo de primitivas.

Teorema 6.32. Sea f:[a,b] — R integrable y G una primitiva de f. Entonces
b
[ reax=cw -ca.
a

Ejemplo 6.33. La primera integral que calculamos fue la de la identidad en el intervalo [0, 1] (ver
Ejemplo 6.6). Ahora podemos calcularla mucho mas facilmente.

1 271
J xdx=[x} =1.<1
0 2 1y 2

Ejemplo 6.34. Las propiedades de la integral nos pueden servir para darnos cuenta de que
estamos haciendo algo mal. Por ejemplo:

1 1
JI\/x2+x4dx=J 1xv1+x2alx= [%

1 1
~(1 +x2)3/2] = 0.
_ 2 -1

A primera vista puede parecer correcto, pero la integral de una funcién continua y positiva no

puede valer cero, tiene que ser positiva también. ;Qué hemos hecho mal? La respuesta es que +/x2
es |x| y no x como hemos dicho. Hagamosla correctamente:

1 1
Jlx/x2+x4dx:j x| V1 + x2dx
- -1

usemos que el integrando es una funcion par,

1 1
:zjo XV + x2dx = [§<1+x2>sxz]0:¥_§_<

Corolario 6.35. Sea ¢ :[a,b] — R una funcion derivable y con derivada ¢’ integrable. Sea I un
intervalo tal que ¢p([a,b]) C 1y f:I — R una funcion continua con primitiva G. Entonces

b $(b)
[Cepre = f=cm)-Gcpan.
a P(a)

Calculo de areas de regiones no acotadas. Integrales impropias

Hasta ahora hemos visto como calcular integrales de funciones acotadas en intervalos cerrados
y acotados. En esta seccion vamos a extender la nocion de integral a intervalos de cualquier tipo y
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a funciones no acotadas. Pensemos por un momento en un caso concreto: la funcion f(x) = \/157

en ] — 1, 1[. Sabemos calcular su integral en cualquier intervalo de la forma [a,b] Cc] —1,1[:

Ib _dx arcsen(b) — arcsen(a)

a 1 -x2 .

Si queremos definir la integral en ] — 1, 1[, la idea mas natural parece tomar limites. Movamos b
hacia 1 y a hacia —1. La forma mas comoda de formalizar estos limites es utilizar sucesiones.

Definicion 6.36. Sea f :]la,b[— R una funcion localmente integrable. Diremos que f es
impropiamente integrable si para cualesquiera sucesiones {ay,} y {by} de elementos de ]a, b[
con ,PIIEQ an=ay rlgr; b, = b se cumple que existe el limite®

by
lim J f(x)dx.
n—o Jg.
En ese caso, usaremos la notacion

lim J:nf(x) dx = J:f(x) dx.

La integral impropia satisface propiedades similares a la de la integral ya vista. Sirvan los
siguientes resultados como muestra.

Proposicion 6.37. Sea f una funcion localmente integrable en el intervalo la,b[ y sea c €la,b|.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) f es impropiamente integrable en ]a, b|.

b) f es impropiamente integrable en la,c[ y en ]c, b[.

Ademas, caso de ser ciertas, se cumple que

J:f(x)dx = J:f(x)dx + ij(x)dx

Proposicion 6.38. Sean f y g funciones impropiamente integrables en ]a, b[ y sean A, u nimeros
reales.
a) La funcion Af + ug es impropiamente integrable y

b b b
J ()\f+ug)(x)dx=2\J f(x)dx+uJ g(x)dx.
a a a

b b
b) Si f(x) < g(x) para todo x en la,b[, entonces Ja f = ja g.

Si hay una diferencia en cuanto a la integrabilidad impropia de la funcion | f|. Hay funciones
impropiamente integrables cuyo valor absoluto no lo es. El reciproco si es cierto.

Teorema 6.39. Sea f una funcion localmente integrable en ]a, b[ y supongamos que g es una
funcion impropiamente integrable en la, b[ con | f(x)| < g(x), para todo x €]a, b[. Entonces
f es impropiamente integrable y se cumple que

J:f(x)dx < J:g(x) dx.

En particular si f es localmente integrable y | f| es impropiamente integrable, f también es
impropiamente integrable.

2 En esta definicion no hemos asumido que el limite es tinico. Esto se obtiene como consecuencia de que el limite exista para
cualesquier pareja de sucesiones {ay}y {bn}.
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Ejemplo 6.40. La funcién f(x) = %m six >0y f(0) =1 es impropiamente integrable en
10, +oo[ pero | f| nolo es.

En el caso de funciones continuas la situacion es un poco mas sencilla. El teorema fundamental
del Calculo nos garantiza que la integral indefinida es una primitiva. Vamos a ver tres casos
posibles.

Integracion en intervalos no acotados

Supongamos que tenemos una funcion definida en un intervalo no acotado, f : [a, +o[— R,
que es continua en todo [a, +[. Podemos buscar una primitiva de f, llamémosla F, y estudiar su
comportamiento en +oo: sila funcion F tiene limite en + oo, diremos que existe la integral impropia
de f en [a, + [, y dicha integral valdra:

+ 00

Foxydx = (Jim Fx)) - Fa),

es decir, la integral vale “F(+c) — F(a)”, considerando F(+c0) = limy_. 1« F(x). Si el limite de la
primitiva es +o 0 —oo0, diremos que la integral vale +oco0 0 — 0.

Una vez que hemos definido una integral para este tipo de funciones, podemos generalizar el
area bajo una curva, la longitud de un arco de curva, la superficie y el volumen de un sélido de
revolucion,etc. siendo todas formulas perfectamente validas.

El caso de una funcion definida en un intervalo de la forma ] — o, b] es completamente analogo.
Ademas, si tenemos una funcién definida en todo R, podemos dividir la integral como:

+ o0 + 00

f(x)dx = Jj f(x)dx + f(x)dx

C

para cualquier ¢ € R. Si la suma vale “co — 00”, no podemos calcular la integral.

Ejemplo 6.41. Calcular el area comprendida bajo la curva y = 1/x2 en el intervalo [1, +oo[.
Viendo el area bajo la curva como una integral se tiene que

+ o0 _ + 00 _
A= d—’;:[—l] :(lim —1)—(—1):1.4
1 X x I Xt X

Integracion de funciones continuas en intervalos abiertos

Se trata de calcular integrales de funciones definidas en un intervalo abierto en uno de sus
extremos, y que tienen una asintota vertical en dicho extremo. Supongamos que el intervalo es de
la forma ]a, b]; el caso de un intervalo [a, b[ es completamente analogo.

Sea pues f :]la,b] — R una funciéon continua a la que queremos calcular su integral, y sea F
una primitiva suya. Estudiamos entonces el limite por la derecha de la primitiva en a, y si existe
podemos calcular la integral de f:

J:f(x) dx = F(b) — ( lim F(x))

x—-a*

Nota: Si el limite de la primitiva es + o 0 —oo, diremos que la integral vale +c 0 —o. Si tenemos
una funcién continua en un intervalo abierto f :]a,b[— R, su integral valdra

J:f(x)dx = (hm F(x)) - ( lim F(x))

x—b- x—at

Otra vez, si la suma vale “co — 0™’ no podemos calcular la integral.
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Aligual que antes, podemos aplicar estos resultados al calculo de longitudes, areas y volimenes.

Ejemplo 6.42. Calcular el area bajo la curva y = 1/,/x en ]0,1].
Aplicamos la formula dada, y tenemos

e[ e o] - 1 2) 2

Integracion de funciones continuas en un intervalo salvo un punto interior

Supongamos que tenemos una funciéon f : [a,b]\ {c} — R que es continua en [a, b]\ {c} y que
tiene una asintota vertical en x = c. Entonces, si queremos calcular la integral de f entre a y b,
tenemos que dividir dicha integral en dos trozos: la integral en [a, c[ y la integral en ]c, b]. Como
estos dos casos quedan contemplados en los supuestos anteriores, podemos calcular la integral
de f entre a y b como

ij(x)dx = Ef(x)dx + Lbf(x)dx.

El tnico problema que se puede presentar es, de nuevo, que la suma valga “oco — ”, en cuyo caso
no podemos calcular la integral.

Ejemplo 6.43. Calcular j_ll In (xz) dx.

La funcion que nos danes f : [-1,1]\ {0} — R, f(x) = In(x?). Esta funcion tiene una asintota
vertical en x = 0, por lo que para calcular su integral dividimos el intervalo en dos partes, [—1, 0[
y ]0,1]. Cada una de las dos integrales vale:

Ji In (XZ) dx = [xln (xz) - Zx](il =2
Jol In (Xz) dx = [Xll’l (XZ) - Zx](l) = -2,
con lo que se tiene que J_ll In (xz) dx =-2-2=-4.«

1
Ejemplo 6.44. Calcular f_ 1 % dx.

Si hacemos
1 1 -1 1
J —dx = [—] =—1-(4+1)=-2m
-1 X X 1-1

Pero la funcion que estamos integrando es positiva, jno tiene sentido que tenga integral negati-
va! ;Qué ha pasado? Como la funciéon 1/x? tiene una asintota vertical en x = 0, tenemos que

descomponer la integral como
1 0 1
1 1 1
J —de=J 2dx+J' —de,
-1X -1X 0 X

pero

[omrae= [ = i = v

Jl oo [‘1]1 ~1 - lim (~1/x) = +e,

0 x—-0

1
y por tanto Ll % dx = +0. «
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Calculo de primitivas

Utilizaremos la notaciéon I f(x)dx para denotar una primitiva de la funcién f. Ademas, abu-

sando del lenguaje, a menudo hablaremos de “integral de la funcién” cuando deberiamos decir
“primitiva de la funcion”.

Los métodos que vamos a comentar son s6lo unos pocos y cubren la mayoria de los casos usua-
les, pero no debes olvidar que hay muchos mas. En cualquier caso, lo primero y mas importante es
manejar con soltura las derivadas de las funciones elementales. En el Apéndice C puedes encontrar
un par de tablas con algunas de las derivadas y primitivas.

Cambio de variable

Mediante un cambio de variable es posible transformar la integral en otra mas sencilla. Si
hacemos y = ¢p(x), dy = ¢’ (x) dx, se tiene

jf(qb(x))qb'(x) dx = jf(y) dy.

Para terminar sélo tenemos que deshacer el cambio.

Ejemplo 6.45. Calcular j e i3e™ g

2+eX

X +3e?x | y=e* _(y+3y* 1. (1+3y
2 +eX Bl dy =eXdx - B

2+y % Y 2+y
5
_J<3_2+y> ay

=3y -5In|y +2| =3e*¥ -5In(e* +2).«

Integracion por partes
Si u y v son dos funciones, teniendo en cuenta que (u - v) ' =u - v’ + v - u’, obtenemos que
Ju(x)v’(x) dx =u(x)v(x) - Jv(x)u’(x) dx.
Esta férmula aparece escrita en muchas ocasiones de la forma
Judv =Uuv — Jvdu
El teorema especifica con un poco mas de rigurosidad las condiciones necesarias.

Teorema 6.46. Sean u,v :[a,b] — R funciones derivables con derivada continua. Entonces
uv’ y vu’ son integrables en [a,b] y

b b
J ux)v'(x)dx =ub)vb) —ula)via) — J vix)u' (x)dx.

a

Ejemplo 6.47. Calcular Ix eXdx.

X _ u=x, du = dx _ X_J’ x X X X (e
Jxe dx [dv:exdx, D = oX xe eXdx =xe e eX(x-1).<

Ejemplo 6.48. Calcular jsen(x) eXdx.
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u =sen(x), du = cos(x
jsen(x)e" dx = (%) (x) = sen(x)e* — Jcos(x)ex dx
dv = eXdx, v =eX

u =cos(x), du=-sen(x)
a dv = eXdx, v =e*

=sen(x)e* — cos(x)e* — Jsen(x)ex dx,

con lo que despejando tenemos fsen(x)e" dx = % (sen(x)e* — cos(x)eX). «

Integracion de funciones racionales

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios, y queremos calcular f 260 L dx. Si el grado de P es mayor o

igual que el de Q, podemos dividir los dos polinomios obteniendo
P(x) G(x)

o) -1 ok

donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q. Por tanto,
supondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q.

_P(x)

Integrales del tipo J ax+bh)m

El cambio de variable v = ax + b la transforma en una integral inmediata de la forma j P (3’ ) ay.

Ejemplo 6.49.

3x2+5x+2 , . B (3 +1D2+5(y+1)+2
x_ 173 dx—[y—x—l,dy—dx]—f 33 dy
32 +11y + 10
y3 @
=3Jd—y+1ljd—32’+1ojd—33’
y y y
=3In|x -1 - 1 5

1 x-—12 "

Integrales del tipo J ey

“Zibxsc» donde el denominador no tiene raices reales

Siempre se puede escribir x2 + bx + ¢ = (x — d)? + k2, con lo que descomponemos nuestra
integral en dos:

I Mx +N X = Mx +N dx—JM(x_d)+N+Mddx
x2+bx+c ) (x-d)2+k2TT (x —d)? +k?
M(x - d) j N +Md dx
(x—d)2+k2 (x—d)Z+k2
dx
2
—1n\x d)? k\+(N+Md)j I

y la tlltima integral es inmediata (del tipo arcotangente) si hacemos el cambio de variable y = %.

Ejemplo 6.50. Calcularj 213 dx.

X24+2x+2
Como x2 +2x + 2 = (x + 1)2 + 1, hacemos el cambio y = x + 1
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2x +3 _(2(y-1)+3 _J’ 2y dy
Jx2+2x+2dx_ y2+1 dy = yZ+1der Y2 +1

=In(y? + 1) + arctan(y) = In(x? + 2x + 2) + arctan(x + 1).<

Raices reales y/o complejas simples

En este caso

Q(x) =(x—a))(x—az)...(x —an) (X2 + b1x + c1) (X2 + bax + ¢2) ... (X% + byX + Cm).

Lo que vamos a hacer es descomponer de nuevo en fracciones mas sencillas de la siguiente manera:

P(X) _ AL A An
Q(x) x-a1 x-a X —an
Bix+(C Byx + (o Bnx + Cpm
x2+bix+c1 x2+byx+co X2+ bmx +cm’
donde A1, A»p,...,An,B1,Bo,...,Cxn son constantes a determinar. Para calcularlas desarrollamos e

igualamos los coeficientes del mismo grado.

Observacion 6.51. Siel polinomio Q (x) solo tiene raices reales se pueden calcular las constantes
Ajq,...,A, dando a la variable x los valores ai,..., an.

Ejemplo 6.52. Calculo de f ﬁ dx:
Como x* —1=(x—-1)(x +1)(x2 + 1), la descomposicién nos quedaria:
1 A B Cx+D
X1 x—1 x+1 . x2+1

Si desarrollamos e igualamos coeficientes:

1 Ax+Dx?+1)+Bx-1D(x?>+1) +(Cx +D)(x*> - 1)
x4-1 x4 -1

1=(A+B+O)x3+(A-B+D)x2+(A+B-C)x+(A-B-D)

A+B+C=0 A=1/4
A-B+D=0 B=-1/4
=
A+B-C=0 CcC=0
A-B-D=1 D=-1/2

Por tanto,

X1 4)x-1 4)x+1 2)x2+1

1 1 1
—Zlnlx -1] - Zlnlx +1| - Earctan(x).q

J dx 1 dx 1 dx 1 dx

Raices reales multiples

En este caso el denominador tiene laforma Q (x) = (x—a1)" (x—a»)"...(x—ay)"™,y podemos

descomponer la fraccion % en fracciones simples

P(x) A Az Ay, By B Gy,
0x) x-ai x—an? T T x—ann Tx—ar T x—a2? T (x—an)

Cada una de estas fracciones pertenecen a alguno de los casos ya estudiados.

Ejemplo 6.53. Calcular f m dx
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1 A B C D
x—Dx+1)3 x-1 x+1 (x+D2 x+1)93
Ax+1)3+Bx-1D(x+1)2+Cx—-1)(x+1)+D(x—-1)
(x-1(x+1)3

1
T (x-1)(x+1)3

Igualando coeficientes:

A+B=0 A=3g
3A+B+C=0 B=-%
= 1

3A—-B+D =0 C:_Z
A-B-C-D=1 D=-3.

La integral nos queda

J dx 1 dx 1 dx 1 dx lj dx
(x—-1 2) (x+1)3

Jx+1)3 8)Jx-1 8J)x+1 4) (x+1)2

—llnlx—ll—lln|x+1|+ 1 + L <
8 8 4(x+1)  4x+1?

Raices reales y complejas multiples. Método de Hermite

El método que vamos a estudiar, conocido como Método de Hermite, consiste en descomponer

—g((’;)) como suma de fracciones mas simples de una forma muy particular. Pasos a seguir:

Descomponemos el denominador, Q (x), como producto de factores de grado 1 y factores de Paso 1
grado 2 irreducibles:

Q(x)=(x—a)™ - (x —an)® x2+bix +c)P - (X2 + bypx + cm)Pm.

Escribimos el cociente % de la siguiente forma: Paso 2

P(X) 7 Al e An M1X+N1 me+Nm
Qx) x-ai x—an, x2+bix+c X2 + byX + Cm
d F(x) )

+7
dx ((x —ap®-l..o(x—ap)®=1(x2 +bix +c1)Br=1 ... (X2 + bypx + Cp ) Bm—1

donde Aq,...,Ap,My,...,Myu,N1,..., Ny son coeficientes que tenemos que determinar, y en la
fraccion que aparece con una derivada F(x) es un polinomio genérico de grado uno menos que
el denominador. En resumen, se trata de escribir % como suma de fracciones simples, una por
cada factor, mas la derivada de un cociente que tiene por denominador lo que queda de Q(x).
;Como determinamos todos los coeficientes? Basta efectuar la derivada, reducir todas las frac-
ciones a comun denominador (que sera Q(x)), e igualar P(x) al numerador resultante. Esto nos

producira un sistema de ecuaciones cuya resolucién nos dara el valor de todos los coeficientes.

Una vez escrita la funcién racional % de la forma anterior, es facil calcular su integral: Paso 3
P(x A Mix + N1
gdx:J’ 1 dx.l,._;,_‘[zlidx_;’_
Q(x) X —al x2+b1x +

F(x)
* (x —apa-l. . (x —ap)®1(x2+bix +c1)Pr=1. - (x2 4+ bypx + ) Bm—1

Ejemplo 6.54. Calculo de | g5 dx.
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x> Mx+N d (ax+b
(x2+9)2  x2+9 +a(x2+9>
_(Mx+N)(x?+9)  a(x®>+9)-2x(ax +Db)
 (x2+09)2 (x2+9)2
_ Mx3 + (N —-a)x?+ (9M - 2b)x + (9a + 9N)
a (x2+9)2

Igualando los numeradores coeficiente a coeficiente, obtenemos el sistema de ecuaciones:

M =0
-a+N =1 M=0 b=0
-2b+9M =0 N=1/2 a=-1/2
9a+9N =0
De esta forma se tiene
J x dx = L L[ ax
(x2 +9)2 T x2+9  2) x2+9’

y la ultima integral vale

ftg = L e (3).
X

(5)"+

En resumen,

inzdxf_ix+larctan(£) N
(x2+9)277  2(x2+9) 6 3)°

- 27
Ejemplo 6.55. Calcular f Wﬁ(ffl)z dx.

x2 -2 _A_ Mx+N d ax3 +bx®+cx+d
x3(x2+1)2 x x2+1  dx x2(x2 +1)

Realizando la derivada y reduciendo a comun denominador, obtenemos un sistema de ecuaciones
cuya solucibnesa =0,b=5/2,c=0,d=1,A=5, M = -5y N = 0; por lo tanto

x* -2 (5/2)x2 + 1 5,
Jm x—erSln(X)—Eln(x +1).<

6.4.4 Integracion de funciones trigonométricas

Integrales de la forma fsen(ax) cos(bx), Jsen(ax) sen(bx), Jcos(ax) cos(bx)

Se resuelven usando las identidades
sen(x) sen(y) =-[cos(x — y) —cos(x + )],

cos(x) cos(y) ==[cos(x — y) + cos(x + V)1,

sen(x) cos(y) ==[sen(x + y) + sen(x — y)].

N =N =N =

Ejemplo 6.56.

Jsen(3x) cos(2x)dx = % Isen(Sx) dx + % J'sen(x) dx = —% cos(5x) — % cos(x).<
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Integrales de la forma Itan"(x), fcotan"(x)

Se reducen a una con grado inferior separando tan?(x) o cotan®(x) y sustituyéndolo por
sec?(x) — 1y cosec®(x) — 1.

Ejemplo 6.57. Calcular ItanS(x) dx.
Jtan5 (x)dx = J‘tan3 (x) tan? (x)dx = Jtan3(x) (sec2 (x) — 1) dx
= Jtan3 (x) sec?(x) dx — Jtan3(x) dx.
Acabamos por separado cada integral:

jtan3(x) secz(x) dx = —% tan*(x) dx (utilizando el cambio y = tan(x))

Jtan3(x) dx :Jtan(x) tan? (x) dx = Jtan(x)(secz(x) -1)dx

=Jtan(x) sec?(x) dx — Jtan(x) dx = %tanz(x) +In|cos(x)|.<

Integrales de la forma Jsenm(x) cos™(x), con n o m enteros impares

Se transforman en una integral racional con el cambio y = cos(x) (si m es impar) o y = sen(x)
(si n es impar).

Ejemplo 6.58. Calcular f €os (X) .

sen? (x

cos3(x) _( (1 —sen?(x))cos(x)dx ¥ = sen(x) (1-y?
,[ sen2(x) dx = J sen2(x) B {dy = cos(x) dx] - J y2 4y

—sen(x).<

1
B E_y_sen(x)

Integrales de la forma Isenm(x) cos™(x), con ny m enteros pares

Se resuelven usando las identidades cos? (x) = %(1 +c0s(2x)), y sen?(x) = 5 L1 = cos(2x)).

Ejemplo 6.59. Calcular fcosz(x)dx.

1+ Cos(2x dx cos(2x) x sen(2x)
Jcos (x)dx = J J Ji xzi — .

Ty
Integrales de la forma IR (sen(x),cos(x)), R una funcién racional par.

Diremos que R es una funcion racional par si R(sen(x),cos(x)) = R(—sen(x),—cos(x)). Se
resuelven utilizando el cambio y = tan(x)

Ejemplo 6.60. Calcularf

sen3 (x cosD (x)

sen3(x) cos®(x) | dy = sec? x dx 3

J dx _{ ¥ = tan(x) ]_ (1L+y%)3

1 1
=-5 cotan?(x) + 31In [tan(x)| + ;tanz(x) + 1 tan? (x) .<
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Integrales de la forma IR (sen(x), cos(x)), R una funcién racional

Se trata de calcular primitivas de funciones racionales en sen(x) y cos(x), es decir, funciones

que sean cociente de dos polinomios en sen(x) y cos(x). En general, se hace el cambio de variable
_t2 . .

t = tan (%) con lo que sen(x) = littz, cos(x) = L;, ydx = fflttz. Con este cambio convertimos

la integral en la integral de una funcion racional, que ya hemos estudiado.

Ejemplo 6.61. Calcularj dx

sen(x)—tan(x)

J dx :J cos(x) dx :[tan(£>=t]=---: tz_ldt
sen(x) — tan(x) sen(x) cos(x) — sen(x) 2 2t3

1 In|t|] 1 1 X

a2 2 _4tan2(§)+2n'tan<2>"<

6.4.5 Integracion de funciones hiperbdélicas

Integrales de la forma IR (senh(x),cosh(x)), R una funcién racional

Se trata de calcular primitivas de funciones racionales en senh(x) y cosh(x), es decir, funciones
que sean cociente de dos polinomios en senh(x) y cosh(x). En general, se hace el cambio de
variable eX = t, con lo que la integral en una racional, que ya hemos estudiado.

dx
x)+3 cosh(x)

Ejemplo 6.62. Calcular f T+7 senh(

dx _I dx | er=t
1+ 2senh(x) +3cosh(x) J 14+ Jex + le—x | dx =dt/t

—2J dt

Tl st2 42t +1
5t+1

:arctan( 5 )

Se"+1)
5 )

=arctan (

En algunos casos, utilizar un método similar al que usamos para calcular primitivas de funciones
trigonométricas puede simplificar los calculos. El siguiente método es un ejemplo de ello.

Integrales de la forma I senh(ax) cosh(bx), I senh(ax) senh(bx) o I cosh(ax) cosh(bx)
Se resuelven usando las identidades

senh(x) senh(y) == (cosh(x + ) — senh(x — ¥))

cosh(x) cosh(y) == (cosh(x + y) + senh(x — y))

senh(x) cosh(y) == (senh(x + y) + senh(x — y)).

N =N =N =

Ejemplo 6.63.

Jsenh(Bx) cosh(x) dx = % Jsenh(4x) dx + % Jsenh(Zx) dx = —é cosh(4x) — %cosh(Zx).q
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Integracion de funciones irracionales

=

Integrales de la forma IR (x, <“X+b>7 (““b)% A <“X+b>g’y‘l>

cx+d cx+d cx+d
Se resuelven utilizando el cambio de variable y4 = ‘Cljjig donde g es el minimo comun multiplo

de q1,q2,...,qn.

Ejemplo 6.64. Calcularf ﬁ‘ix;w
Haciendo el cambio x = 9,
_ (6> _ J
J\/?+3J7c_ y3+y2dy_6 y+1
=2y3 -3y +y-Inly +1]=2/x-33¥Yx+ Yx—In| Yx + 1] .«

dy

Integrales de la forma IR (x, va? — xZ)

Se transforman en una integral trigonométrica con el cambio x = asen(t) o x = acos(t).
También se puede realizar el cambio x = atanh(t) y se transforma en una integral hiperbdlica.

Hacemos el cambio x = 2 sen(t ), conloquedx = 2cos(t)dty V4 — x2 = /4 —4sen2(t) = 2 cos(t).
Sustituyendo:

V4 — x2 (2 cos(t)) (2 cos(t))
x2 dx = .[

_ 2
Zsen? (D) dt = Jcotan (t)dt

= J(cosecz(t) —1)dt = —cotan(t) — t

cos(t) _ V/4-x?
x

usando que cotan(t) = sen(f) =

, Se tiene que

4 — x2 (x)
= - ——" —arcsen|=].«
X 2

Integrales de la forma IR (x, va? + xZ)

Se transforman en una integral trigonométrica usando el cambio x = atan(t). También se
pueden resolver utilizando el cambio x = a senh(t).
. dx
Ejemplo 6.66. Calcular f oy et
Hacemos el cambio x = tan(t), dx = sec?(t)dlt,

J J sec?(t) dat = at__ —In ’COS (E) ‘ +1In ’sen(E) ‘ <
x«/l T x2 tan(t) sec(t) sen(t) 2 2/

Ejemplo 6.67. Calcular f J% dx.
Hacemos el cambio x = senh(t),

Jsenhz(t) dt = J(cosh(Zt) —1)dt = isenh(Zt)

N‘N

| i
1+ x2
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6.5.1

APLICACIONES DE LA INTEGRAL INTEGRACION

Integrales de la forma IR <x, Vx2 — az)

Se resuelven utilizando los cambios x = a sec(t) o x = acosh(t).

Ejemplo 6.68. Calcular I\/xz —ldx.

2
[VrE=Tax = [ran) 250 ar = [ 9300 4y,

cos2(t) ) cos3(t)

que se resuelve aplicando los métodos ya vistos. También podriamos haber utilizado el cambio
x = cosh(t) y, en ese caso, se tiene que

_ 2 _
IVxZ —ldx = Jsenhz(t)dt= J‘C()Sh(z#dt:... _X x2 L arccozsh(x) <

Integrales de la forma IR (x, ax? + bx + c)

Se reducen a uno de los casos anteriores completando cuadrados, esto es, escribiendo ax? +
bx + ¢ de la forma a(x + «)2 + B.

Ejemplo 6.69. Calcularf thcxj'

Transformamos el integrando:

_ 2
8x—x2——(x2—8x+16)+16——(x—4)2+16—16(1—(X44> )

y hacemos el cambio de variable y = (x — 4)/4:
dx _{y=(x—4>/4}_

j\/SX—XZZJ\/16(1_(X44)2) dy = dx/4

4dy

x—4
= arcsen(y) = arcsen( 2 ) .<

Aplicaciones de la integral

Calculo de areas
El area entre dos funciones f, g : [a,b] — R se define como
b
Area = J | f(x)—g(x)| dx.
a

Hasta ahora no hemos visto ningtin metodo que nos permita calcular primitivas en las que aparecen
valores absolutos. Por eso, antes de comenzar a integrar, es necesario estudiar cuanto vale | f — g|
0, dicho de otra forma, averiguar cual de las dos funciones es la mayor.

Ejemplo 6.70.
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Calcular el area entre la funcion f(x) = x(x — 1)(x — 2) y el eje OX
en el intervalo [0, 3].

Dividimos en intervalos donde sepamos el signo de la funcién e inte-
gramos:

[F1reotax=[ 1realax+ [ el ax+ [ Ireola
0 X X = 0 X X ) X X ) X X

1 2
=J x(x—l)(x—Z)dx—J x(x—-1)(x-2)dx
0 1

3

+J x(x—-1)(x -2)dx
2

1 2 19

N 3
"4 15 30 4°

<

6.5.2 Longitudes de curvas

APLICACIONES DE LA INTEGRAL

flx)=x(x-1)(x-2)

Sea f una funciéon derivable con derivada continua en el intervalo [a, b]. La longitud del arco

delacurvay = f(x)entre x =ayx =D>b es

b
longitud = I W1+ f(x)2dx.
a
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6.5.4

6.5.5

APLICACIONES DE LA INTEGRAL INTEGRACION

Ejemplo 6.71. Calcular la longitud de una circunferencia de radio 1.
La ecuacion de una circunferencia de radio 1 es x2 + 72 = 1. Podemos despejar y en la parte
positiva: v = f(x) = V1 — x2 con x € [—1,1]. Asi, la longitud de media circunferencia sera:

1 L dx 1 T T
- / (22 - .= _ax _rt. . n_
liJ,l 1+ f/(x)?dx = 7J71m7[arcsen(x)]717 > + > = 1.

Area de solidos de revolucion

Sea f :[a,b] — R una funcion derivable con derivada continua en [a, b]. Entonces el area de la
superficie generada haciendo girar alrededor del eje OX el arco de curva v = f(x) en [a, b] es

b
Superficie = ZTTJ FOO)A1+ f(x)2dx.
a

Ejemplo 6.72. Calcular la superficie de una esfera de radio 1.
Podemos generar una esfera girando respecto del eje OX la curva del ejemplo anterior

y=f(x)=v1-x2 xe[-1,1]

De esta forma, la superficie sera:

1 1 — 2 1
S=21TJ 1f(x)ﬁl+f’(x)2dx=---=21TJ l%dxzb'rj 1dx:21'r-2:41'r.<1

—x2

Voliumenes de solidos de revolucion

Sea f : [a,b] — R una funcion continua. El volumen del so6lido ge-
nerado al girar el area bajo la curva y = f(x) respecto del eje OX
es

b
Vox = TTL f(x)?dx

y el volumen del s6lido generado al girar dicha area respecto al eje
OY es

Se------=-==

b
Voy = 2T L xf(x)dx.

En este segundo caso, la funcién f tiene que ser positiva.

Ejemplo 6.73. Calcular el volumen de una esfera de radio 1.
Podemos generar una esfera rotando respecto del eje OX el area bajo
Figura 6.4 Volumen al gi- la curva y = f(x) = v1 - x2 x € [-1,1] Con ello, el volumen
rar respecto al eje OX serd

1 1 371
_ 2 3.0 _ .2 _ _ X
V—TrLlf(x) dx-rrLl(l x°)dx W[X 3 ]1

=n((1—%)—(—1+%)>=%’7.<

Algunas funciones definidas mediante integrales

La funcion gamma

La funcién gamma I : R* — R esta definida como
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6.6.1

INTEGRACION EJERCICIOS

[(x) = Jo t* Lot dt.

Esta funcion, debida a Euler, tiene interés como posible generalizacion del factorial para nimeros
reales cualesquiera. Se puede demostrar que

a) I'(x + 1) = xI'(x), para cualquier x € R*.
bIx+n)=(x+n-1)(x+n-2)...(x+1Il'(x), Vx € RT, Vn € N.

oI'ln)=(m-1), VneN.

La funcion beta

1
La funciéon 8 : R* x R* — R esta definida como B(p, q) = fo xP~1(1-x)2-1 dx. Estarelacionada

con la funcion gamma mediante la igualdad B(p, q) = %.

Ejercicios

Teorema Fundamental del Calculo

Ejercicio 6.1. Halla las derivadas de cada una de las funciones siguientes:
a) F(x) = Jj: sen3 (t) dt,

b) F(x) = j: L dt,

1+t2+sen?(t)

) F(x) = j: — X dt.

1+t2+sen?(t)

Solucién 6.1.
a) F'(x) = sen3(x)
, 1
b) F'(x) = _km
o F'(x) = Ja &

1+t2+sen?(t)

Ejercicio 6.2. Halla las derivadas de cada una de las funciones siguientes:
2

a) F(x) = j;‘ sen(In(1 + 1)) dt,
b) F(x) = [, sen’(t) dt,

3

) F(x) = L):Z cos3(t) dt.

Solucion 6.2.

a) F'(x) = sen (ln(l + xz)) 2x,

b) F'(x) = — sen? (xz) 2X,

c) F'(x) = cos(x3)3x2 — cos(x?)2x.

Ejercicio 6.3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f : Rt — R definida como

x3—x? )
Fx) = JO et dt.

Como consecuencia, estudiar los extremos relativos de dicha funcion.
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Solucion 6.3. La funcion f es derivable con f'(x) = e~ **=*)?(3x2 — 2x). Por tanto, los Gnicos
puntos criticos son x = 0y x = % Como f’ (%) <0y f'(2) >0, f es estrictamente decreciente
en ]O, %] y estrictamente creciente en [% +00 [ En consecuencia f alcanza su minimo absoluto (y
relativo) en x = %

Ejercicio 6.4. Calcula el siguiente limite

x [§ sen(t?) dt
x—0 sen(x4)

Soluciéon 6.4. En este caso estamos ante una indeterminacion de la forma “%” y estamos en

condiciones de aplicar la primera regla de L'Hopital. Si calculamos el cociente de las derivadas de

las dos funciones, aplicando el teorema fundamental del calculo se tiene
_Ji sen(t?) dt + x sen(x?)

lim
x—0 4x3 cos(x4)

Volvemos a estar ante una indeterminacion del mismo tipo. Para no complicar los calculos notemos
que cos(x*?) tiene limite 1 cuando x tiende a 0, asi

lim Jo sen(t?) dt + x sen(x?) lim Io sen(t?) dt + x sen(x?)

x—0 4x3 cos(x4) x—0 4x3
x 2 2
sen(t<) dt
= lim 7JO (&%) + lim x sen(x*)
x—0 4x3 x—0 4x3

Al primer limite le volvemos a aplicar la primera regla de L’Hopital, con lo que nos queda

lim sen(x?) 1
x=0 12x2 12’

donde la ultima igualdad se sigue aplicando una ultima vez la primera regla de L’'Ho6pital o recor-

dando que limy_q Sericﬁ =1.

De forma analoga se tiene que

lim xsen(x?) lim sen(x?) 1
x-0 4x3  x—0 4x2 4’

y el limite buscado es

X
XJ’ sen(t?) dt 1
0

lim—20 — _
xlEI(I) sen(x4) 12

1
3

| =

Ejercicio 6.5. Calcula el maximo absoluto de la funciéon f : [1, +o[— R definida por

x-1 )
f(x) =JO (et —e 2y dt.

Sabiendo que Xlir{lw f(x) = %(ﬁ — 1), calcula el minimo absoluto de f.

Solucién 6.5.
a) Estudiamos la monotonia de la funcion f. Para ello veamos el signo de la derivada:

Flx)=e XD _o26-D) 20 = (x-1)2=2(x-1) = x=1,3.

Por tanto, f es estrictamente monétona en [1,3] y en [3, +o]. Como f'(2) > 0y f'(4) <0,
se tiene que f es estrictamente creciente en [1, 3] y estrictamente decreciente en [3, +o]. En
particular, la funcién alcanza su maximo absoluto en 3.
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b) Dado que f(1) = 0 < limy_ 1o f(x), f alcanza su minimo absoluto en 1.

Ejercicio 6.6. Demostrar que, para cualquier x € R*, se verifica que

JCOSh(X) Vi~ 1dt - cosh(x) senh(x) x
1 - 2 2

Solucién 6.6. Sea f: R — R definida como

)
foo = [T T ar - s senh00) X

cosh(x

Para comprobar que f vale constantemente cero, vamos a ver que, en primer lugar, f es constante.
Para ello comprobamos que su derivada se anula:

f(x) = (\lcoshz(x) - 1) senh(x) — % (senh2 (x) + cosh? (x)) + %
1 1
= senh? (x) — > (senh2 (x) + cosh? (x)) + >

1 2 2 1 _
-5 (—senh (x) + cosh (x)) + 5= 0.

Una vez que sabemos que f es constante, podemos averiguar dicha constante evaluando en un
punto cualquiera. Por ejemplo, es inmediato comprobar que f(0) = 0.

Ejercicio 6.7. Consideremos la circunferencia centrada en el origen con
radio uno y la recta y = L con L un nimero real positivo. jA qué altura
L se consigue que el area sombreada sea minima? T

>

Solucion 6.7. Este esunproblema de optimizacion: tenemos que buscar 1
una altura para que una magnitud, en este caso un area, sea minima.

v

Por otro lado también es cierto que
al tratarse de un area vamos a uti-

lizar la integracion para calcular el L - L - L ¢~ L N
area. Para no duplicar los calculos 1 1 1 1
2 I > I > I > I >
vamos a calcular solamente ell area =12 112 112 112
de la parte de la derecha, teniendo .
Area 1 Area 2 Area 3 Area 4

en cuenta que el area total sera el

doble de la que estamos calculan-

do. En cualquier caso como lo que buscamos es la altura L a la que se alcanza el minimo del area,
la altura sera la misma si calculamos el area total o la mitad. Llamemos f (L) a la funcién que nos
da el area a la derecha. Teniendo en cuenta que la semicircunferencia superior tiene de férmula
V1 — x2 y que el punto donde la recta de altura L corta a la circunferencia unidad tiene de abscisa
V1 — L? se tiene que (fijate en la figura) el area buscada es

f(L) = (Area 1 — Area 2) + (Area 3 — Area 4)
VI-IZ 1
=I V1-x2dx -1 1—L2+(1—\/1—L2)L—J V1 - x2dx.
0 /1—12
Hay que tener en cuenta que esta funcion esta definida para L € [0, 1]. Las integrales que aparecen
en la férmula de f (L) son faciles de calcular pero en cualquier caso no es necesario calcularlas ya

que para calcular el minimo de la funcién L (que es derivable en base al teorerma fundamental del
calculo) nos basta con derivar, calcular los puntos criticos y estudiar qué tipo de extremos son.
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Con la ayuda del teorema fundamental del calculo podemos calcular la derivada de la funcion.
-L -1?
L) =\1-(1-12)——= — (V1 -2+ ——
S N ( I-12 )

L2 -L
+——+1-V1-12++1-(1-12)——
V1-12 ( )\/1—L2

_L2 \/7 L2 LZ _LZ
= ——— V1-12+ + +1-V1-12+ ——

VI-12 1-12 J1-12 VI-12
—1-2V1-12=0

— L=

1 3 V3

— 12 == 2_2 i

< vJ1-1L > «— L 2 >
Ademas la segunda derivada vale f*'(L) = TET que es positivo (en cualquier valor de L €]0, 1]).

Asi en el valor de L = ? se alcanza un minimo relativo, y como es el inico minimo relativo que

se alcanza es también absoluto.

Ejercicio 6.8. Pruébese que para x € [0, %] se verifica que

cos?(x) sen?(x)
J arccos (\/f) dt + I arcsen (\/f) dt = E.
0 0 4

Soluciéon 6.8. Para demostrar que una funcién es constante, comprobemos que su derivada es
cero.

0
= —arccos(cos(x))2 cos(x) sen(x) + arcsen(sen(x))?2 sen(x) cos(x)

cos?(x) sen?(x) ’
<Jo arccos (\/f) dat + J arcsen (x/f) dt)

= —2x cos(x) sen(x) + 2x sen(x) cos(x) = 0.

Ahora que sabemos que es constante, podemos evaluar en cualquier punto para calcular su valor.
Tomemos x = % y recordemos que arccos(x) + arcsen(x) = % (Ejercicio 5.12):

1 L L
JZ arccos(\/f) dt + JZ arcsen(ﬁ) dt = JZ T dt = E.
0 0 0o 2 4
Ejercicio 6.9. Calcula el siguiente limite

(x+1)e*
. L In(t) arctan(t) dt
im .

X0 x2eX

Solucion 6.9. Aplicando la segunda regla de L’Hopital, estudiamos el cociente de las derivadas:

. In((x + 1)e¥)arctan ((x + 1)e*) (eX + (x + 1)e¥)
lim
X=+oo eX(2x + x2)
. (In(x +1) + x) arctan ((x + 1)e¥) (x + 2)
= lim
X=Foo 2x 4+ x2

(In(x+1)+x)(x+2)

Como limy .y = %5, y liMx - oo e

=1, se tiene que

(x+1)e*
| In(t) arctan(t) dt
lim =

X o0 x2eX 2"
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Ejercicio 6.10. Calcula el siguiente limite

2x
i L{ sen(sen(t)) dt
im .

x—-0 x?

Solucién 6.10. Tenemos un cociente de funciones derivables, ambas con limite cero en el origen
y la derivada del denominador no se anula (salvo en el origen). Estamos en condiciones de aplicar
la primera regla de L’Hopital para resolver dicho limite. Nos queda el siguiente cociente

im 2 sen(sen(2x)) — sen(sen(x))

1
xl—» 0 2x

que sigue presentando una indeterminacién de la forma “%”. Aplicando de nuevo la regla de
L’'Hopital, obtenemos
. 4cos(sen(2x)) cos(2x) — cos(sen(x))cos(x) 3
hn’(l) > = E .
X—

(6.1)

3_ 42
Ejercicio 6.11. Se considera la funciéon f(x) = f(;c * e~ dt ,Vx eR.

a) Encontrar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciéon f en R.
b) Encontrar los extremos relativos de f.

¢) Calcula lim L)z
x—0 sen(x3 — x2)
Solucion 6.11.
a) La funcion integral f es una integral indefinida cuyo integrando es e~t*. En concreto, se puede
escribir como:

g(x) .
f(x) = L) e dt

donde g(x) = x3 — x? es un polinomio y, por tanto, derivable. Al ser el integrando una funcién

continuay, aplicando el teorema fundamental del calculo, tenemos que la funcién f es derivable,
y ademas su derivada vale

Fl(x) =e 9% g'(x) = e~ =¥ (3x2 _2x) | Vx €R.

Para encontrar los intervalos de monotonia de f tendremos que analizar el signo de la derivada.
Para ello factorizamos la funcién derivada:

Fl(x) = e X% x(3x - 2).

Como la funcién exponencial es siempre positiva, la funciéon derivada se anulara siempre y
cuando x = 0 0 x = 2/3; concretamente:

Flx)=e @ x3x-2)=0 < x(Bx-2)=0 < x=00 x = %
Tenemos entonces que f tiene dos puntos criticos que nos van a permitir descomponer el
dominio de f de la forma siguiente:

i) Si x < 0, entonces f'(x) > 0 (se puede evaluar f’ en un punto cualquiera negativo) y, por
tanto, f es estrictamente creciente en ] — oo, O[.
ii) Si 0 < x < 2/3, entonces f'(x) < 0y, por tanto, f es estrictamente decreciente en ]0, 2/3[.
iii) Si x > 2/3, f'(x) > 0y, por tanto, f es estrictamente creciente en ]2/3, +oo[.

b) Con la informacion que tenemos del apartado anterior podemos concluir que f alcanza un
maximo relativo en 0 (la funciéon pasa de ser creciente a decreciente) y un minimo relativo en
2/3 (pasa de ser decreciente a creciente).

¢) El limite planteado presenta una indeterminacion del tipo “%” y, como es posible aplicar la regla
de L’'Hopital, tenemos:

-141 -



EJERCICIOS

f(x) e (=X (352 _ 2y

)lcl—-O cos(x3 — x3)(3x2 — 2x) }clir(l) cos(x3 — x3)(3x2 — 2x)

Simplificamos el cociente:

e*(X:;*XZ)Z

im-——— = - =1 = lim—2
x—0cos(x3 —x2) 1 x—0 sen(x3 — x2)

Sf(x)

-1

INTEGRACION

donde hemos tenido en cuenta que limy_ge* = e¥ = 1 y que limy_g cos(x) = cos(0) = 1.

@ Ejercicio 6.12. Calcula el siguiente limite

6.6.2

lim V1o8tx) J Y dy

X—o0 X

Solucion 6.12. FALTA
Calculo de primitivas

Integrales inmediatas y cambio de variable

Ejercicio 6.13. Calcula las siguientes primitivas
a) JSazxﬁdx
b Jx(x +a)(x +b)dx

o) |(a+bx3)2dx

o

2
e x3)3dx

f

)
)
)
)
)

J
| 45
J(a
J5=

Solucion 6.13.

JSa x0dx = 2a%x7

Jx(x +a)(x +b)dx = %abxz + %(a +b)x3 + %4
0 [(a+bx3)2dx = a’x + 3p°x7 + yabx*

-4
d) dx X

Vx T 1-1
2 2 3
e) j(aﬁ - x3)3dx = azx 2a43x5/3 + 2q2/3x713 — X

3
f)JX”dx x+ 5 +21n( 1+ x)

Ejercicio 6.14. Calcula las siguientes primitivas
J 2senh(5x) — cosh(5x)dx

b J.Ed

n

)

) | e

) Jex+1

e) Jx(Zx +5)10dx

o

Solucion 6.14.

a) La integral es JZ senh(5x) — cosh(5x)dx = %COSh(SX) —

b) Hacemos el cambio de variable 1 + In(x) = v,
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1773

3
[Ha 000 g [yray=(2 3ln(x)) (1 +1In(x))'/3
-1 V2
0 7 arctan (=5 )
d) Sumamos y restamos e*,
dx  ((1+¢e¥ e~ _ X
exX +1 _J<1+ex B 1+ex> dx =x-In(1+e%).

e) Hacemos el cambio de variable 2x + 5 = v,

Jx(Zx +5)104x = [Zx +5=y = x = %(y - 5)] = %I%(y -5)y0dy

1 (91 o104, 1yt 5yl
~4 Jy vudy=4 (G T
_1[(@ex+5)  5@x+5)!
4 12 11 '

Integracion por partes

Ejercicio 6.15. Calcula las siguientes primitivas

a) Jln(x)dx e) Jxe’xdx

b) Iarctan(x)dx f) jx2e3xdx

C) Iarcsen(x)dx g) fxsen(x)cos(x)dx

d) sten(x)dx

Solucion 6.15.
a) Integrando por partes

_ _1
Jln(x)dx = [u =In(x) = du = de} = xIn(x) —de =xIn(x) - x.
dv=dx = v=x

b) Integrando por partes

_ _ dx
u = arctan(x) = du = Tix? ]

Jarctan(x) dx =
dv=dx = v=x

X 1 2
=x arctan(x) — J 152 dx = x arctan(x) — Eln (1 +x ) .

¢) Integrando por partes

d
u = arcsen(x) = du = ﬂj‘7
dv=dx = v=x

Jarcsen(x) dx = {

X
=x arcsen(x) — J dx = xarcsen(x) ++v1 — x2.
V1 — x?
d) Integrando por partes
U=X = du=dx
Jx sen(x) dx =
dv =sen(x)dx = v = —cos(x)

= —xcos(x) + Jcos(x) dx = —x cos(x) + sen(x).
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e) Integrando por partes

Jxe"‘ dx = [dv f:fdx::d}u:_diex} =-—xe ¥+ Je"‘ dx = —e (1 + x).

f) Integrando por partes

— 2 =
dv = e dx = v = e 3
_ u=x = du=dx =1 2,3x g(ﬁ —Jlegxdx>
dv = e¥dx — v = ed i ’
_1 2 3X_E 3x i 3x
_3Xe gxe +27e .

g) Integrando por partes

1 U=x = du=dx
sten(x) cos(x) dx =5 sten(Zx) dx = COS 2x

dv =sen(2x)dx = v = —=—~=

1 _ xcos(2x) 1
+§Jcos(2x)dx>— -+ sen(2x)

1 (_x cos(2x)
B 4 8

2 2

+00
Ejercicio 6.16. Demuestra que jo x"e X dx = n! para cualquier natural 7.

Solucién 6.16. Vamos a demostrarlo por induccion. Para n = 1,
+oo u=x = du=dx +oo +oo
J x"e X dx = =[-xe ]y + J e Xdx
0 dv=e*dx = v=-e* 0

=[-e*]g" =1.
+ oo ,
Supongamos que Jo x"e X dx = n!y veamos qué ocurre para n + 1:

+o0 u=x"1 = du=m+1x"
J xn+1e—x dx =
0 adv=e¥dx = v=-e%

+ 00

+ 00
= [—x””e‘x]o + Jo (n+ Dx"e*dx

+00
=n+1) Jo x"e Xdx=m+1nl=mn+1)!

Ejercicio 6.17. Demuestra que

1-3---2n-1)
2.4...(2n)

/2
Jo sen?"(x) dx =

~| 3

para cualquier natural n.

Soluciéon 6.17. Vamos a demostrarlo por induccién. Si llamamos

TT/2
In = J sen?"(x) dx,
0

se trata de demostrar que I, = % . % para cualquier natural n.

1—c025(2x) , se

Veamos si se verifica para n = 1. En este caso, teniendo en cuenta que sen?(x) =
tiene que
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/2 ™21 _ 7
I :J sen? (x) dx :J 1 - cos(2x) dx — [5 B sen(2x)] _m 11_
0 0 2 2 4 0

Supongamos ahora que para un natural n se verifica que I, = % . % y vamos a ver si

somos capaces de demostrar la correspondiente féormula para n + 1.
/2
Ins = J sen?™*+D (x) dx

0
/2

= J sen?"*2(x) dx
0
/2

= Jo sen®™(x) sen® (x) dx
/2

= J sen?™ (x) (1 — cos? (x)) dx
0

/2
=1y — Jo sen?™(x) cos?(x) dx.

En esta ultima integral podemos utilizar integracion por partes para resolverla; si llamamos u(x) =

cos(x) y v’ (x) = sen?"(x) cos(x) entonces u’(x) = —sen(x) y v(x) = Sen;nH y se tiene que
/2 2n+1 3 I 2n+2
J sen?" (x) cos? (x) dx = | CoSX) sen™(x) JZ ST X) g
0 2n +1 0 0 2n +1
1
=0F gt
Sustituyendo en la expresion de I, +1 tenemos que
1 1 2n+ 2
Iny1=1In - mlnﬂ = Int1(1+ m) I, = I"H(ﬁ) = In,
de donde
I _2n+11 ~1-3---2n-1)2n+1)-1) ™
LT o2 T T 24 2n) 2+ 1) 2

que es la formula esperada.

Integracion de funciones racionales

Ejercicio 6.18. Calcula las siguientes primitivas

dx
a) J(x+a (x+Db)
x2— 5x+9

b) x2-5x+6 5x+6
5x3+2

0 x3— sz +4x dx

d) J x+1)2

e) dx

(x2—4x+3)(x2+4x+5)

Solucion 6.18.

a) Descomponemos en fracciones simples, (X+a)1(x+b) = (b_a)l(x+a) + (a_b)l(x+b) y sustituimos

J X _ J X = 1n|a+x|+1n|b+x|
(x+a)(x+b) (lofa)(x+a) (a- b)(x+lo) —a+b a-b

b) Puesto que numerador y denominador tienen el mismo grado, comenzamos dividiendo
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2
X —-5x+9 3
JX2—5x+6dX7J1+x2—5x+6dX

SN
- x2 -5x +6

descomponemos en fracciones simples y usamos el apartado anterior,

dx
—x+3j—_2)( -3

()

=x+3In|-3+x|-3In|-2 + x].
¢) Dividimos y descomponemos en fracciones simples,
5x3 +2 25x2 - 20x + 2
Jx3—5x2+4xdx_J<5+ x3 —5x2 +4x ) dx
1 7 161
_J<5+§_3( - )+6(x—4)>dx
161 In | x|

=5Xx +Tln( 4+x)—fln|—1+ | + >

d) Descomponemos en fracciones simples e integramos:

Jx(xdifl)zzj(i_x}rl_(le)z)dx

1
+Inix| —-1In|l+ x| .
1+x

e) Descomponemos en fracciones simples y resolvemos,

J dx _J( 4x + 15 3 1 N 1 )dx
(x2 —4x +3)(x2+4x +5)  J\130(x2+4x+5) 20(x-1) 52(x—3)

7
ﬁarctan(Z +Xx) + S—lnl—B + x| - —Olnl—l + x|
651n‘5+4x+x2
Ejercicio 6.19. Calcula las siguientes primitivas
ax
a) x5+1
b J- x4+1

)
dx
C)J (x+1)2(x2+1)2
d) J(x4 1)2

Soluciéon 6.19.
a) Descomponemos en fracciones simples e integramos,

dx _J( 1 x-2 )dx
x3+1 3(x+1) x2-x+1
1+2x>

arctan ( —
=(ﬁ+3ln|1+x|—éln‘l—x+x

/3

2
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b) Para calcular la descomposicion en fracciones simples, nos hace falta conocer las raices del
polinomio x*+1=00,lo que es lo mismo, las raices cuartas de —1. Como —1 = 14, sus raices
cuartas son

ot .t 11111 L
SN I MV R M VG SV B Y/ BV,
Agrupando cada raiz con su conjugada y multiplicando, se tiene que
xt+1= <x2+\ﬁx+1) (xz—ﬁx+1).

Esto permite descomponer en fracciones simples y comprobar que

dx —arctan -2 +2x N 1 V2 +2x
V2 22 V2

x4+1 22
n‘ 1++2x - x2‘+ﬁln(1+\/>x+x>.

arctan (

4fl

¢) Utilizando la descomposicion

2
dx ap+aix +a»x J( bo b +b2x) dx

J(X+I)Z(X2+l)2 T (x+ D (x2+1) x+1 x2+1
se demuestra que

J dx _ 1 N 1 N arctan(x)
(x+1)2(x2+1)2 41 +x)  4(1+x2) 4

+%ln|1 + x| —iln(l +x2).

d) Como (x* —1)2 = (x — 1)2(x + 1)%(x2 + 1)2, tenemos la descomposicién

J dx :ao+a1x+a2x2+a3x3 J’( bo . by +b2+b3x)dx
(x4 -1)2 (x—1D(x+1D(x2+1) x+1 x-1 x2+1 ’

Derivando y calculando los coeficientes se obtiene que

J dx X # 2D 40 g x4 4],
(x4 =12 4(-1+x%) 8 16 16

Integraciéon de funciones trigonométricas

Ejercicio 6.20. Calcula las siguientes primitivas
a) Jcos3(x)dx

b) JsenS(x)dx

) Jsen2 (x) cos3 (x)dx
Q) [ S dx
)
)

e Jsen2 x) cos?(x)dx
f Jcosﬁ(Bx)dx

Solucion 6.20.
a) Utilizando el cambio de variable sen(x) = t la integral queda

sen(x)3

Jcos?’(x)dx = J (1 — t2) at =t — ? = sen(x) —

b) Utilizando el cambio de variable cos(x) = t, la integral es
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2 5 3
JsenS(x)dx=—J<1—t2) dt:—It4—2t2+1dt:—%+%—t

5 3
_ coss(x) N 2C083 (x) _ cos(x).

c) Utilizamos el cambio de variable sen(x) = t,

3 5 sen3(x) sen’(x)
2 3 _ 2 _¢2 _ _ — _
Jsen (x)cos’(x)dx = Jt (1 t )dt 3 S 3 s .

d) Utilizamos el cambio de variable sen(x) = t y obtenemos que

2
cos’(x) (1—t2> _3 Y 1., 1,
dex—JTdt—jt +t-2t dt——it +§t —2h'l|t|

=— %cosec2 (x) + %senz(x) —2In|sen(t)]| .

e) Utilizando que 2 sen(x) cos(x) = sen(2x),

> > (1 _ 1 (1-cos(4x) 1 3
Jsen (x)cos“(x)dx = I 1 sen-(2x)dx = 4J72 dx = 32 (4x — sen(4x)) .

f) Utilizando repetidamente que 2 cos?(x) = 1 + cos(2x) y el cambio de variable 3x = t, se tiene
que

Jcos6(3x)dx —3 Jcos t)dt = 3 J <M> dat

=51 J 1 + 3 cos(2t) + 3 cos? (2t) + cos3(2t)

1

576 (180x +45sen(6x) + 9sen(12x) + sen(le))

Ejercicio 6.21. Calcula las siguientes primitivas
a) cos(x) dx

1+cos(x)

1+tan(x)
b) 1—-tan(x) dx

dx

0) 1+cos2(3x)
d) dx

3 sen?(x)+5 cos?(x)

sen(2x)

e) 1+sen? x)d

Solucion 6.21.
a) Hacemos el cambio y = tan (%)

cos(x) B Zd
1 + cos(x) T ) 1492 4
2
_J(1+y2_1) dy = 2arctan(y) —
etan(3)
= > )

b) Como la funcién es par en seno y coseno, utilizamos el cambio tan(x) = t,
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1 + tan(x) j 1+t
dt
(

1 — tan(x) (1-1t)(1 +1t2)

1
_J<t2+1 pl)dx

= %ln (tanz(x) + 1) —In(tan(x) — 1) .

¢) El integrando es par pero antes de hacer el cambio y = tan(x) lo “arreglamos” un poco.

dx _ _ 1 dy
1+ cos2(3x) [3x =t]= 3 J 1+ cosz(t) = [tan(t) = y] = 3)2+9y°2
eliminamos el 2 del denominador buscando un arcotangente,
= v =2z|

e

1 dz tan(3x))

1
=3/ 1+22—3ﬁarctan< NA

d) Aprovechamos que el integrando es una funcion par en seno y coseno para realizar el cambio
de variable tan(x) = t,

1
3sen?(x) +5cos?(x) J 5+3tan?(x) [tan(x) = ]

dt *J dt [y 3t}
5+ 3t2 5(1+%t2) 5

1 dy 1 ) \/Et (x)
=5 1+y2—marcan = tan(x

e) Utilizamos las formula del angulo doble, y hacemos el cambio de variable y = sen?(x),

sen(2x) _ [ 2sen(x) cos(x) dy

T ea o ax = = - 2
1+ sen?(x) 1 + sen2(x) 1+ =In|1+y]| ln(1+sen (X)).

Integracién de funciones irracionales

Ejercicio 6.22. Calcula las siguientes primitivas

Q) | Apdx
VXrT+/(x+1)3
dx
) A
\/ﬁ+2
O s

Solucion 6.22.
a) Hacemos el cambio de variable x — 1 = t2

2 3
dx=2j(t2+l)3dt:m(32+l6x+ 12x7 , 2x7 )

35 35 35 7

X3
Vx -1

b) Hacemos el cambio de variable x + 1 = t2,
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J dx :ZJ dt 72arctan(t):2arctan( x+1).

X +1++/(x+1)3 1+t2

¢) Utilizando el cambio de variable x = t5,

J¥dxfj6—t3dtf6‘|’<t2—t+l—i> dt
JXx+3x 7T T ) t+1 T t+1

3 t?
—6(3—2+t—ln|t+1|>

=2J/x-33Yx+ VUx-In|Yx+1].

d) Hacemos el cambio de variable x + 1 = t2,

J JXFT142 dx:jwdhj(’ﬂ’z 2>dt
(

+
x+1)2-Vx+1 t4—t t2+t+1 t-1

—ln(t2 +t+1) —% arctan(Zt\/gl> +2In(t - 1)

INTEGRACION

= —Zarctan<1+2x+1) +211’1(\/X+1+1> —ln(x/x+1+x+2>

V3 V3

Ejercicio 6.23. Calcula las siguientes primitivas
a) x2dx

Vx2-x+1
b) dx

x5/x2-1
C) \/% dx

X6

d) Nive dx

Solucion 6.23.

2
a) Comoxz—x+1=<x—%) +%,

x2dx (t+l)2
T [x-Y%=t =I72dt
VxZ—x+1 e-k=tl t2 43

hacemos el cambio de variable t = Vg senh(y),

2
= J (\f senh(y) + ;) dy

ez—ye_ZyZ +
> 5 Y|ty

=23 cosh(y) +

| w

y se deshacen los cambios.

b) Utilizamos el cambio de variable x = sec(t),
_odx 4 1 (§ 1 )
stm - JCOS (t)dt = (5t +sen(2t) + g sen(4) ).

Para terminar, basta deshacer el cambio realizado.
c) Hacemos el cambio de variable x = sen(t),

= Jsens(t) dt = —% cos® (t) + % cos3(t) — cos(t),

———dx
V1 - x2
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y se deshacen los cambios.
d) Hacemos el cambio de variable x = senh(t),

X6 ot — o1\
dx=Jsenh6tdt=j< ) dt
Jx/1+x2 ) 2

= 21—6 <e6t + (?)e‘” + <g>e2t + (g) + (2)(” + <§)e““ + e‘6t> dt

6t _ 4t 2t e 6t (4504t —Qe2t 4 ]
1 (e 9e*" +45e°" ( >—20t

T 64 6 6

y se deshacen los cambios.

Integracién de funciones hiperbélicas

Ejercicio 6.24. Calcula las siguientes primitivas
a) Isenhg’(x)dx

b Jcosh“(x)dx

senh? (x) cosh(x)dx

o |
I senh? (x cosh2 (x)dx
Jt
J

)
)
d)
e) nh3 x)dx
)
)

—r

senh(x) cosh2 X)
dx

8 I 2 senh(x)+3 cosh(x)

Solucion 6.24.
a) Utilizando el cambio de variable cosh(x) = t,

3
Jsenh3(x) dx = Jtz —1dt = % —t= %cosh3 (x) — cosh(x).

b) En estos problemas podemos seguir dos estrategias: podemos imitar el método empleado con
funciones trigonométricas o podemos desarrollar en términos de exponenciales. Si seguimos la
primera estrategia, usaremos que cosh? (x) = %(1 + cosh(2x)), con lo que

Jcosh‘*(x) dx = J (H#sh(bc))z dx

= % I (1 + COSh2(2X) +2 cosh(x)) dx

integramos y volvemos a aplicar la formula del angulo doble,

x 1 1 1 + cosh(4x)
1 + —senh(2x) + 2 J ( >

4 )dx

x 1 1
=5+ senh(2x) + 37 senh(4x).

La otra posibilidad es desarrollar en términos de exponenciales:
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4

Jcosh4(x)dx = J (#)

1
> J (e‘“‘ +4e%X 112 + 472X 4 e‘4x) dx

2i4 (%e‘lx +2e2X 4 12x —2e7%X — %e“*") )

Agrupando es facil comprobar que los dos resultados coinciden.
¢) Laintegral es inmediata: fsenhg‘ (x)cosh(x)dx = %senh‘l(x).

d) En este caso vamos a utilizar el desarrollo como exponenciales:
2 2

Jsenh2 (x) cosh?(x) dx = J (ex —Ze"‘> (ex J;e_x> dx

= % J (ez" - e’z")2 dx

% J (e4X fe ¥ _ 2) dx

1 /1

16 (5 senh(4x) — 2x> .

e) La resolvemos de forma analoga a la correspondiente integral trigonométrica:
JtanhS(x) dx = J (sech2 +1) tanh(x) dx

= Jsechz(x) tanh(x) dx + Jtanh(x) dx
= 1/Ztanhz(x) +1In (cosh(x)).

f) Hacemos el cambio de variable cosh(x) = vy,

J dx _ J dy
senh(x) cosh?(x) Y2(y2-1)

descomponemos en fracciones simples,

(et - ) ay - w2
“J\eo-n 20w T 32) T2y Ty
y terminamos deshaciendo el cambio con y = arccosh(x).
g) Desarrollamos seno y coseno hiperbolicos,
dx _ ZJ dx
2senh(x) + 3cosh(x) S5eX 4+ e—X
hacemos el cambio de variable e* = t,
_ a2 _ 2 x
=2 1+5t2—\/§arctan(\@)—\/garctan(\@e )

Un poco de todo

Ejercicio 6.25. Prueba que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:
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1
dx 2
a) 01+ex—1+1n(m>

ME__dx arcsen (2) — arcsen (l)
% V20+8x—x2 3 12

+00
x-1 _ 3m+In(2)
L x3— 3x2+x+5dx_ 10

e~ %X cos(Bx)dx = 70@?5?

i JOHO e~ gen(Bx)dx = ﬁﬁz x>0,BeR

Solucion 6.25.

a) Ya sabemos la primitiva de esta funcion, la calculamos en el Ejercicio 6.14 d, con lo que

L dx
0o 1l+eX

) L rem(- 2
=[x-In(1+e¥)]g=1 1n(1+e)+ln(2)—1+1n<1+e)-

b) Teniendo en cuenta que 20— 8x + x2 =36-(x—4)2, y haciendo el cambio de variable y = x —4
se tiene que

1/2 dx 1{/2 dx 3.5 dy
el [ e
0 20 + 8x — x? 36 — (x — 4)2 36 — y2 6 1_(t>
hacemos el cambio t = /6,
“72dt (2) 7 )
= = arcsen | — arcsen
J—Z/a V1 -—1t2 3 (12
3 dx _ 3 dx _[x _ Y ay _
C) 0 W = IO \/ﬁ = |:§ = _')/] = -[0 \/ﬁ = arcsen(l) —arcsen(O) =5
_ 311 (' _dy _1 _ ™
Io i ——=dx = [y X ] =3 Jo 157 =3 (arcsen(1) — arcsen(0)) 5
e) Descomponemos Wixﬁ como suma de fracciones simples:
x—1 A Bx +C
x3-3x2+x+5 x+1 x2-4x+5
Desarrollando se obtiene que A = f%, B = % y C = 0. Entonces
x—-1 1 X 1
Jx3—3x2+x+5dx_ 5x2 — 4x+5_x+1dx 6.2)
= _71 e | ——
nlx+ 1+ sz 4x+5d
Calculamos por separado una primitiva de
x 1((2x—-4)+4 1 > I dx
Y ——dx = | o dx = -1 —4 2| 55—t
J s T3 e X (¥ ) w2 |

completamos cuadrados x% —4x +5 = (x —2)2 + 1,
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_1 2 Jdix
—Zln(x 4x+5)+2 T+ (x _2)2
= %ln (x2 —4x + 5) + 2 arctan(x — 2) (6.3)

Usando (6.2) y (6.3),

+00 +00
J x—1x3—3x2+x+5dx=%[—ln|x+1| +%ln‘x2—4x+5‘ +Zarctan(x—2)]
1

1
1 [ (x/x2—4x+5
In|———"°

5 x+1

¥ 3m+In(2)

) + arctan(x — 2)] 10

1

f) Utilizando el cambio de variable y = x2 pasamos a una integral sencilla:

+ o0 x 3 1 + 00 dy ~ \/g( . ) )
JO 3 1 x4 dx = 5 Jo 3472 6 yllqlm arctan(y) — arctan(0) | =

V3T
12 °

g) Usamos el cambio de variable e* = t,

to dx teoo 4t ) T
Lw A roX Jo T2 = xl—l—r-il:loo arctan(t) — arctan(0) = >

h) Utilizamos el método de integracion por partes dos veces:

U=e"% — du=—xe ™Ndx ]

+ 00
J e ** cos(Bx)dx = 1
0 dv =cos(fx)dx = v = Bsen(Bx)

+oo 0( + 00
+ = J e **sen(Bx) dx
B Jo

= [;eo‘x sen(Bx)}

0

usamos que limy_ 4+« e~ %** sen(fx) = 0y sen(0) = 0,
o + o0
= *J e~ gsen(Bx)dx
B Jo

e integramos por partes de nuevo,
u=e*% = du=-a0e **dx
- dv =sen(fx)dx = v = —%cos(Bx)

-« ([ 1o-ax cos(ﬁx)}+00 N e X COS(ﬁX)dX)
B B o Blo

+00
Sil= Jo e X cos(Bx) dx, entonces I = % (% - %I) = I= az%ﬁz-

i) Analogo al apartado anterior.

Ejercicio 6.26. Prueba que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:

1

a) Ll VI-x2dx =7

b) Jir(l +cos(x))2dx =31
/2

0) J—n/Z | sen(x)|3dx = %

2
d) [ sen?(0) cos? (0) d6 = T
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1 3/2
o [) (1-92%)"3pap = &
£ +oo dx _ i
1+x2+y2 2./1+2
Jo 1+ =In(1+v2)
h dx _ 1
0 (1+y)(1+yx?) — 2(1+y) >y
) + 00 dx _
Dy mow =T
Solucion 6.26.
a) Mediante el cambio de variable x = sen(t), nos queda que
1 /2 /2 1 T
J Vl—xzdx=J COSZ(t)dtZJ — (1 +cos(2t)) dt = —.
-1 —1/2 —/2 2 2
b) Desarrollamos el cuadrado,
T T
J (1+ cos(x))2 dx = J 1+ 2cos(x) + cosz(x) dx
=TT —TT
n 1
= J 1+ 2cos(x) + 5(1 + cos(2x))dx = 3.
—TT
¢) Usando que la funcién seno es impar,
/2 /2 0 4
J |sen(x)|3 dx:ZJ sen3(x)dx:[cos(x)=t]:—2j 1-t2dt ==,
—11/2 0 1 3
d) Utilizando que sen(2x) = 2 sen(x) cos(x), se tiene que
/2 /2 /2 T
J sen? (x) cos?(x) dx = J sen?(2x) dx = J 1-cosdx)dx = —.
0 4 8 16

e) Vamos poco a poco simplificando la integral mediante sucesivos cambios de variable,

JOI (1 - 02/3)3/2 3pdp = [ﬂ =x3 = dp=3x° dx] = 9]01 (1 7x2)3/2 x° dx

1
[y —1-x%> = dy = —2xdx] = gjo y32(1-y)2dy

9J 3/2 | 4,7/2 _ 5/2) dy

1
9 (502 N ¥ 23,7/2 _ 8
2\ 5/2 9/2 7/2 o 35

f) Comenzamos dividiendo numerador y denominador por 1 + yz,

J*‘” dx 1 j*"" dx
0 l+x2+y2 1+y2

x>
w/1 + y2
+00
/1 N yz J 1+ t2
= ( hm arctan(t) — arctan(O)) L
\1 +y2 21 +y2°
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1
g) La integral es inmediata: Jo J% = arcsenh(1) — arcsenh(0) = In (1 + \/?)
h) Hacemos el cambio de variable t = /¥ x,

J’*°° dx 1 J’*"" dx
0o A+y)A+yx?) 1+yJo 1+ (/¥yx)?

_ 1 J'+°° dt
S A+y)yy o 1+t2
1 ( . ) T

= — | lim arctan(t) — arctan(0) | = —————

(1+)/Y \t—+x (®) ©) 20+») /Yy
i) Mediante el cambio de variable x = t2 pasamos a tener una integral inmediata
+eo dx 5 teo2dt .
Jo m = [x =t ] = Jo 112 = 2 (tyl;n arctan(t) — arctan(O)) = TT.

+00
(® Eiercicio 6.27. Calcula L ey dx.

Solucion 6.27. Tenemos que calcular una integral impropia (el dominio no es acotado) de una
funcion continua. Para ello, calculamos una primitiva y estudiamos sus limites en 0 y en +oo.
En primer lugar descomponemos como suma de fracciones simples. Es facil comprobar que

3x + 14 2 2 5

x+4)(x+3)2 x+4 x+3 x+3)2°

Calculamos la primitiva

3x +14 7J

2 2 5
(x +4)(x + 3)2 x+4dx_Jx+3dx+J(x+3)2dX
5

=2In(x +4) -2In(x +3) —

(x+4)2 5
=1In - .
X+ 3 X+ 3

Observa que si calculamos cada integral por separado entre 0 y +o no llegamos a nada ya que,
por ejemplo,

X+ 3

lim In(x +3) = 400
X—+o00

y, por tanto, % no es impropiamente integrable en ]0, +co[. Pero nosotros no estamos integrando
esta funcion. La integral que queremos calcular es

J+°° Sx 14 L ln(x+4>2_ 5 —limln<x+4>2— 5
0 (x+4)(x+3)277 «x x+3 x-0 \x+3 xX+3
__ln(é)2+5
a 3 3"

@ Ejercicio 6.28. Calculaflog (x+ 1—x2) dx.

Solucion 6.28. FALTA
6.6.3 Aplicaciones

Longitudes, areas y volumenes

Ejercicio 6.29. Calcula las siguientes areas:
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a) Area limitada por las curvas y = x2y y?2 = 8x

b) Area limitada por y = xe X" el eje OX, la ordenada en el punto x = 0 y la ordenada en el
maximo.

) Area de la figura limitada por la curva y=x(x-1)(x -2)yeleje OX.

Solucion 6.29.
a) Las curvas y = x2 e y2 = 8x se cortan en los puntos (0,0) y (2, 4). Por tanto el area es

2

2
J V8x — x%dx = ﬂx3/2—1x3 =§.
0 3 37 | 3

b) La funcién f(x) = x e~X* es derivable. Derivando

, o 1

flx)=e Xz(lexz) =0 = x:iﬁ'
Si evaluamos la segunda derivada, f” (iz) <0y f’ (—%) > 0, con lo que el maximo se alcanza
en % El area pedida es

[ (L) xeax - Lo L
0 V2 2 2J2e’

¢) La funcion f(x) = x(x — 1)(x — 2) es positiva en [0, 1] y negativa en [1, 2], por tanto el area

pedida es

2 1

x(x—l)(x—Z)dx:Jx3+2x—3x2=f.

Jolx(x—l)(x—Z)dx—J >

1

Ejercicio 6.30. Halla el area comprendida entre el eje de abscisas y la curva y = x3 — 6x2 + 8x.

Solucién 6.30. Lacurvay = x3 —6x2 + 8x cortaal eje OX en x = 0, x = 2y x = 4. Ademas, esta
por encima de dicho eje en el intervalo [0, 2] y por debajo en [2,4]. Por tanto, el area pedida es

2 4
J0x3—6x2+8xdx—L x3 —6x2+8xdx=4+4=8.

Ejercicio 6.31. Halla el area comprendida entre las parabolas y = 6x — x2, y = x2 - 2x.

Soluciéon 6.31. Las parabolas se cortan en x = 0 y x = 4. Ademas es facil comprobar que en
dicho intervalo la primera parabola esta por encima de la segunda con lo que el area es

4 374
j GX—XZ—(XZ—Zx)dx=[4x2—2X} =%.
0 3 1o 3

Ejercicio 6.32. Halla el area del recinto limitado por las graficas de f(x) = cosh(x) y g(x) =
senh(x), en el primer cuadrante.

Solucion 6.32. Como cosh(x) > senh(x) en todo R, tenemos que calcular

+ 00 + 00
Jo cosh(x) — senh(x) dx = Jo e Xdx = [—e*)‘]g"O =1.

Ejercicio 6.33. Calcula el area entre las curvas y = sech(x) e y = %cosh(x).

Solucion 6.33. FALTA
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Ejercicio 6.34. El cuadrado con un vértice en el origen y el vértice opuesto en (1, 1) se divide en
dos partes por cada una de las siguiente curvas. En cada caso, halla la razén entre el area mayor y
el area menor.

a) y2 =x3, b) y =x",n>1, c) y = xeX 1,

Solucion 6.34. Elarea del cuadrado con estos vértices es uno. Las curvas dividen a dicho cuadrado
en dos partes. Conocida el area de una de ellas, el area de la otra es uno menos dicha area. El
cociente entre ambas es la razéon que estamos buscando.

a) El area que encierra la curva y2 = x3 es

1 1
J Vx3dx = [ng/z] _2
0 B 0o 5

2

Por tanto la razon es —> = %

5

b) El area es

1 1 1 1
J x"dx = [7)(”“] =
0 n+1 0o n+l

y larazon n.
c) El area es

ylarazonese — 1.

Ejercicio 6.35. Halla la longitud de las siguientes curvas:
Q) v = X8 on [2,4]
b) ¥ =In(1 — x2) en [% %]

¢) Halla la longitud de la catenaria, o sea, de la funciéon f : [—a,a] — R definida como

f(x) = % (ex/a +e‘x/“> .

Solucion 6.35.

. 4
a) Si f(x)= xzj[és, entonces

x4 -16
8x?2

4 4
y la longitud es fz V14 f(x)2dx = Jz X;)QG dx = .
b) Si f(x) =ln (1 - xz), la longitud es

2/3\/72 2/3 “ox \2
1+ f a =J A1+ ( ) a
4[1/3 frix)=dx 1/3 1 —x? X

2311 + x?)2 2131 + x?
X =
173 V (1 —x2)2 173 1—x2

% (121n<§> - 121n(§) - 13) - % (151n(3) + 151n<g> —46) .

Observa que hemos usado que 1 — x2 es positivo entre 1/3 y 2/3. La misma integral entre, por
ejemplo 3 y 4 nos obligaria a utilizar x2 — 1. Recuerda que vx2 = |x|.
¢) La longitud de la catenaria es

S (x) =

x4 +16)\°
8x?2 ’

= 1+f’(x)2=(
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R N e
[ (e s ewm) ax=afe- 1),

Ejercicio 6.36. Hallese la longitud del arco de curva x = % 3+ é desde y = 1 hasta y = 3.

Solucién 6.36. Sinotamos f(y) = %y3 + é, la longitud es

f T _f ti (v ) 4 _f’ 2, 1 4 33
LV yirdy = | i Y= Yt prdy =

Ejercicio 6.37. Hallese la longitud del arco de la curva 9x2 = 4y3 entre los puntos (0,0) y

(24/3,3).

Solucion 6.37. Queremos calcular la longitud de x = \/% y3 =g(y)cony € [0,3].Dichalongitud

es
3 3 14
Jo V1+g (¥)2dy = Jo J1+ydy = 3

Ejercicio 6.38. La curva y = sen?(x), para x € [0, 1], gira en torno al eje OX determinando un
solido. Calcula su volumen.

Solucion 6.38. Tenemos que calcular

TrL:T (senz(x)>2 dx =1 J;T (1_#8(2)())2 dx

s ™
=1 Jo 1 4 cos?(2x) — 2 cos(2x) dx

o [ x  sen(4x) sen(2x)]n _ 3m?
4 2 8 o 8
Ejercicio 6.39. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX la graficade f(x) = ;zsfg.

Solucién 6.39. La funcion so6lo corta al eje OX en el origen. Por tanto el volumen de 0 a + o0 es

© /1 18x \?
TrJo <x2+9> dx = 27T

Ejercicio 6.40. Calcula el volumen del solido generado al girar la region limitada por x = y2 e
y =x?
a) alrededor del eje OX.
b) alrededor del eje OY.
Soluciéon 6.40. Las curvas x = y2 ey = x2 se cortan en (0, 0) yen (1,1).

1
a) Respecto al eje OX: nfo (VX)?2 - (x?)2dx = 5 - .

1

b) Respecto al eje OY: 21 JO X (ﬁ— x2) = (% - %) TT.

Ejercicio 6.41. Halla el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX la curva

y="""entrex=1yx=-1.

Solucion 6.41. El volumen es
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1 x —x\ 2 1
e te ™ _n 2x , ,—2x _ M2 -2
TTJ_1< > ) dx 4J_1e +e +2dx 4(e e +4>.

Ejercicio 6.42. Al girar alrededor del eje OX, el segmento de curva y = ,/x comprendido entre
las abscisas 0 y a, engendra un tronco de paraboloide de revoluciéon cuya superficie es igual a la
de una esfera de radio /13/12. Hallese el valor de a.

Solucion 6.42. El area de la superficie obtenida al girar la curva f(x) = /x entre 0 y a respecto
al eje OX es

a a |1 a1 41 1)3/2
"(x)2 = - = = = - -
27TJ‘0 Vxal+ f(x)2dx ZWJO vx 1+4de ZTTJO x+4dx 3 <a+4) .

Si ahora igualamos a la superficie de una esfera de radio /13/12,

4—7T<a+1)3/2—417E = a=. 1—65
3 4 12 V4
Ejercicio 6.43. Halla el area de la superficie generada al girar la curva v = x? alrededor del eje

OXentre y =0y y = /2.

N _
Solucién 6.43. El area es 27 jo x2V1 +4x2dx = — arcsen(Z\éZ) 10272

Ejercicio 6.44. Halla mediante integracion el area y volumen de un cono circular recto de altura
h y con base de radio 7.

Soluciéon 6.44.
Estamos girando la recta que pasa por el origen con pendiente v /h
respecto del eje OX. Su volumen es

I

I

| h

\ h r 2 2 X3 1 >

E 1TJO (EX> dx = |:7Th23 . = §7T'V h.
I

0 \7 El area lateral es

h 2
27TJ rx,/1+r—alx=1'r1f\/1'2+hz.
oh h?

(r,h)

Ejercicios complementarios

Teorema fundamental del Calculo

Ejercicio 6.1. Seaa >0y f:R*" — R definida como

In(x)
f(X)=J (1+eh)2at.

0

Demostrar que f es estrictamente creciente y calcular

hmf(x), i f(x)_
x—0In(x)" x—-+eo xa

Como consecuencia, calcula la imagen de la funcién f.

Ejercicio 6.2. Pruébese que para x € [0, %] se verifica la igualdad
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1 t(1+1t2)

tan(x) tdt cotan(x) tdt
J o

1 1+¢t2
Ejercicio 6.3. Calcula el siguiente limite

) fozx sen(sen(t)) dt — 3x2
lim 5 .
x—0 X

Ejercicio 6.4. Calcula todas las funciones f de clase uno verificando que

f(x)? = J:f(lt)2 + f(t)%dt, conx € R.

Ejercicio 6.5. Sea f(x) = f(;( t2 cos(t?) dt.
a) Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 centrado en 0 de dicha funcion.

1
b) Utiliza el polinomio anterior para aproximar el valor de Jo x2 cos(x?) dx.Dauna cota razonada
del error cometido.

Calculo de primitivas

Ejercicio 6.6.

e 0 [ idx o [x7ax
[ O [# ax D x5

Ejercicio 6.7.

a) sz In(x)dx d) Jxarctan(x)dx
b) Ilnz(x)dx e) Jxarcsen(x)dx
0 [ X dx D | seddx

Ejercicio 6.8. ;DoOnde esta el error en el siguiente desarrollo?

_ 1 _ sen(x)
Jtan(x) dx =J sen(x) o | ¥T sty du = cogziyy dx
cos(x) dv = sen(x)dx = v = —cos(x)

_ sen(x) _ sen(x) _
=—1+ Jcos(x)icosz(x) dx = -1+ J 05 (x) dx = -1+ Jtan(x) dx.

Ejercicio 6.9.

dx dx
W) st d | swwresm
b) I:grslbgc; dx e) JtanS(Sx)dx
9 | swtiionm ) [ cotan® (x)dx

Ejercicio 6.10.

2, dx
a) Ixsen (x<)dx e) Jsen(x)+cos(x)
/2 cos(x) tan(x/2)
b) Jsen(QQ;zcsen(x)dx f Io ST (sin(x) T cos (X)) X
) | TrsenCx) reosx)
dx
d [ 550

Ejercicio 6.11.
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dx
1+x2) 1-x2 d) J(x+1)2(x2+1)

Ejercicio 6.12.

D | 0 Jtan? (3 + ) dx

x
b) Jcos(x)sen5(x) d) Icosz(x)+2 sen(x) cos(x)+2 sen2(x)

Ejercicio 6.13. Probar las siguientes igualdades:
3 T

dx —
a)o/ig_xzzi Cjooex+ex_

T/2  cos(x) _
b) JO /1-sen(x )dX =2,

Ejercicio 6.14. Probar las siguientes igualdades:

+00 oo X 1
a) [, Sxdx=2 9 |,
b) +oo dx _ 1

2 x(In(x))? In(2)>

In(x) dx = —1.

Ejercicio 6.15.

a) J\/S —2x — x2%dx b) J\/Z + x2dx Q) J\/xz + xdx

Ejercicio 6.16.

3
Q) | g dx A [ 132 ax
b) [ LS gy

C) dx
VxZ+x+1

Ejercicio 6.17.

a) J x sen?(x)dx

b) Jxezxdx

c) Jsenh(x) cosh(x)dx
d) [ Ixldx

Ejercicio 6.18. Demuestra que

/2 -1 /2
J sen"(x) dx = n-2 J sen™ 2 (x) dx
0 n Jo

para cualquier natural n > 2. Como consecuencia demuestra que

/2 2 4 6 2

2n+1 _2. 4. 6
JO senT(x)dx = 3o g g Ty Yaue
/2

2n+1 _1_1_5_5”_21’1—1
Jo senTi(x)dx =55y n

Longitudes, areas y volumenes

Ejercicio 6.19. Calcular lalongitud de la grafica de la funcion f(x) = arcsen(eX) entre los puntos
que tienen de abscisas x = —In(2) y x = 0.
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Ejercicio 6.20. Calcular las siguientes areas:

a) Area comprendida entre la curva v =tan(x), el eje OX y larecta x = 11/3.

b) Area del recinto limitado por las rectas x = 0, x = 1, v = 0 y la grafica de la funcién f: R — R
definida por f(x) = m

c) Area de la superficie obtenida por la revolucién de la pardbola y? = 4x y la rexta x = 5
alrededor del eje OX.

Ejercicio 6.21. Hallar el area comprendida entre el eje de abscisas y la pardbola y = 4x — x2.
Ejercicio 6.22. Hallar el area de la interseccion de los circulos x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 4x.
Ejercicio 6.23. Hallar el area limitada por y =e*, y =e ¥, x =0, x = 2.

Ejercicio 6.24. Calcular el area bajo la grafica de la funcion f[1,+o[— R dada por f(x) =

(1)

X
Ejercicio 6.25. Hallar la longitud del arco de la curva y = x5 desde x = 0 hasta x = 5.
Ejercicio 6.26. Hallar la longitud de la curva y = e desde x = 0 hasta x = 1.

Ejercicio 6.27. Hallar la longitud del arco de la curva y = arcsen (e*) desde x = —In(2) hasta
x =0.

Ejercicio 6.28. Hallar el volumen de los cuerpos engendrados al girar y = eX entrex =0y x =1
alrededor del eje OX y del eje OY.

Ejercicio 6.29. Hallar el area de la superficie generada al girar la curva v = x3 alrededor del eje
OXentre x =0y x = 1.

Ejercicio 6.30. Calcular el volumen del solido generado al girar la region limitada por las rectas
y=1,x=1ylacurvay = x3 +2x + 1
a) alrededor del eje OX, y b) alrededor del eje OY.

Ejercicio 6.31. Hallar el volumen del s6lido de revolucién generado al girar alrededor del eje OX
el arco de la curva v = sen(x) comprendido entre x = 0y x = 2.

Ejercicio 6.32. Hallar el volumen del sé6lido de revoluciéon generado al girar alrededor del eje OY
el arco de la curva y = sen(x) comprendido entre x =0y x = .

XZ
a?z

Ejercicio 6.33. Hallar el volumen del elipsoide engendrado por la rotacion de la elipse = + %’—22 =1

alrededor del eje OX (a > 0, b > 0).

Ejercicio 6.34. Hallar el volumen del s6lido S que se genera al girar alrededor del eje OX la
regién bajo la curva v = x2 + 1 en [0, 2].

Ejercicio 6.35. Hallar el volumen del solido de revolucion que se obtiene girando la grafica de la
funcion f(x) = x3 + x2 + 1, limitado por las rectas x = 1, x = 3 e v = 0 alrededor de
a) el eje OX b) el eje OY
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Series numericas

7

7.1 Definicién y propiedades 165 7.2 Convergencia absoluta e incondicional 169
7.3 Criterios de convergencia para series de términos no negativos 170 7.4 Otros
criterios 172 7.5 Suma de series 173 7.6 Ejercicios 176

En el siglo XVIII muchos matematicos buscaban, sin demasiado éxito, el valor de la expresion

1+ L + L + L +...
22 32 42

La primera aportacion relevante fue hecha por Jacobo Bernoulli en 1689 cuando demostro6 la con-
vergencia de dicha serie. Mas tarde, en 1728-1729, D. Bernoulli calcul6 su valor con una precision
de una centésima. Stirling aumenté la precision hasta los ocho primeros decimales al afio siguien-
te. Cuatro anos después, Euler calcul6 el valor con dieciocho cifras decimales y se dio cuenta
de que coincidian con la expresiéon de 12/6. En afios posteriores, Euler no sélo demostré que,
efectivamente, ese era el valor de dicha suma sino que calcul6é 1 + 2%( + 3—1k + 4—1k + ... para k par.

En este tema vamos a estudiar sucesiones de esta forma. Veremos que, en algunos casos con-
cretos, seremos capaces de calcular su limite. En el resto de ocasiones intentaremos, al menos,
decidir sobre la convergencia o no de dichas sucesiones.

7.1 Definicion y propiedades

Las series de niimeros reales son un caso particular de sucesiones. Comencemos con una suce-
sion {a,} y construimos la sucesion

s1=an,

S22 =ay +az,

S3=ai +az +as,

S2>=a1 +az +a3z +asa

y asi sucesivamente. A las sucesiones de la forma {s,} las llamaremos series y hablaremos de la
suma de la serie para referirnos a su limite.

Definicion 7.1. Sea {a;}nen una sucesion de nimeros reales. Consideremos la sucesion
{sn} definida como
n
Sh=ai+ax+---+an= ) ax.
k=1

A esta sucesion {s,} la llamaremos serie de término general a, y la notaremos Z an. Alos
nx=1
términos s, se les suele llamar sumas parciales de la serie. Si {s,,} tiene limite, lo notaremos

n 00
%grgoa1+a2+---+an:%grgokzlak=kzlak.
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DEFINICION Y PROPIEDADES SERIES NUMERICAS

La principal dificultad para estudiar la convergencia de una serie es que normalmente no dis-
ponemos de una férmula para las sumas parciales. En aquellos casos en que si, la convergencia de
una serie se reduce al calculo de un limite. Vamos a empezar por un ejemplo sencillo.

. o : 1 :
Ejemplo 7.2. Vamos a estudiar si la serie Z on es convergente o, lo que es lo mismo, vamos a

k>1
calcular

lim1+1+---+—
n-e2 4 2n’

Los términos de la sucesion de sumas parciales son

n sumas parciales sy
1 1
S
21ty 3
Datits
4 s+3+8+t1% 6
1,1 1 1
nootgtoocawm 1o
1 1 1 1
Por tanto, lim =+ -+ - -+ —=1lim 1 - — = 1.
n—o 2 4 2N n-oo 2n
1 1 1
2 1 3
«— et P>
0 1

Figura 7.1 La suma de una progresion geométrica de razén %

Vale, pero ;de donde ha salido la formula de la suma de los n términos? Graficamente es muy
facil de ver. El segmento [0, 1] se obtiene uniendo el [0, %], y luego vamos afnadiendo la mitad de
la mitad que nos falta. <

Este ejemplo se basa en la suma de los términos de una progresion geométrica. Recordemos
cudl es la formula para calcular su suma.

Ejemplo 7.3. Una progresion geométrica de razon v es una sucesion de la forma

a,ar,ar?,...,ar",

donde cada término se obtiene del anterior multiplicAndolo por una cantidad fija v, la razon. Esta
forma particular hace que se puede calcular su suma de manera explicita. Fijémonos que

n n n
(1-7) Zrk: Zrk—rZrkzl—r"“
k=0 k=0 k=0

de donde se deduce que

n 1_1,1’L+1
atar+ar’+---+ar"=a > rk=a—— (7.1)
1-7r
k=0
1
. 1 1 T — 1 2nFl 1
P lo1+ -4+ —5+...+ — = = =2-
or ejemplo PEY: on %_1 on on
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El hecho de que tengamos la férmula (7.1) nos pone en bandeja el calculo del limite cuando n
tiende a +oo. Es facil comprobar que
0, sire]-1,1],
711151307": 1, sir =1,
no existe, en otro caso.

Por tanto,

k1 1 —yntl a
ar®=lim a =
n—oo 1-7r 1-7r

M

k=0

si, y solo si, |7| < 1.<

Estamos dando una definicion de suma de infinitos niimeros. La primera condicién parece
inmediata: los nimeros que sumemos tienen que ser pequenos (cercanos a cero) si no queremos
que el resultado final se dispare.

Proposicion 7.4. Sila serie Z ay es convergente, entonces Tllim an = 0.
— 00
nx=1

Demostracion. Si {A,} es la sucesion de sumas parciales,

(o)
n—oo
Aps1=ar+az+---+an+ans1 > an
n=1

(o]
n—o00
Ap=ar+ax+---+an Zan
n=1

Restamos y obtenemos que Ay+1 — Ap = adn+1 — 0. O

Ejemplo 7.5. Este resultado nos da una condicion necesaria para la convergencia de la serie. Sin
embargo, esta condicion no es suficiente. El término general de la serie > % usualmente llamada
serie armonica converge a cero, pero la serie no es convergente.

a) Vamos a comprobarlo estudiando las sumas parciales hasta un indice que sea potencia de 2.

1+1+1+1+ +i
2 3 4 7 o2n
—1+(1>+<1+1>+<1+1+1+1>+ +<¥+ +i>
B 2 3 4 56 7 8/ o\en-lygp 7 o2n
1 no1 n
B S I -
21+2+.. +2 1+2
+ 00
Como consecuencia Z P +o00,
n=1

b) También podemos usar el Ejercicio 3.13. Recordemos que

lim 1+%+%+---+% 1
n—oo In(n)
y que, por tanto, lim 1+7+1+---+l = +o0.
n—oo 2 3 n
¢) También podemos utilizar integrales para calcular la suma. Fijado un natural n, consideremos
la funcion f(x) = 1/x en elintervalo [1, 1] y consideremos la particion P = {1, 2,3,...,n—1,n}

de dicho intervalo. ;Cuanto valen las sumas superiores e inferiores?
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DEFINICION Y PROPIEDADES SERIES NUMERICAS

.,

o 1 2 3 . om-1n o 1 2 3 w om-1n

Figura 7.2 Sumas superiores e inferiores de la funciéon 1/x en el intervalo [1, n]

Sumando las area de los rectangulos de la Figura 7.2, podemos acotar la integral superiormente
por

" dx 1 1 1 1
1 =I — <l+-+=-+---+ + 7.2
n{n) 1 X 2 3 n-2 n-1 (7.2)
e inferiormente
1 1 1 1 1 " dx
P e e I +— < =1 . 7.
27373 n-1"n L x ) 73

De la desigualdad (7.2), obtenemos que

1 1 1 1
ln(n+1)s1+§+§+---+n_1+£
y desigualdad (7.3) se deduce que
1 1 1 1
1+§+§+”'+n—1+HS1+ln(n)'
En resumen,
1n(n+1)s1+l+l+---+ 1 +lsl+ln(n).
2 3 n-1 n

Como la funcion logaritmo diverge positivamente en +oo, obtenemos que la serie no es con-
vergente, aunque la anterior desigualdad nos da mas informaciéon sobre el valor de las sumas
parciales del que hemos conseguido en los dos apartados anteriores.<

Dado que una serie de niimeros reales no es mas que una sucesion, las propiedades que ya co-
nocemos de limites de sucesiones siguen siendo ciertas en este ambiente. La siguiente proposicion
nos dice que el limite de una serie es lineal: parte sumas y saca fuera escalares.

Proposicion 7.6. Sean Z an y Z by, dos series convergentes. Sean A y u numeros reales.
nx=1 nx=1

Entonces la serie Z (Aan + uby) es convergente y
nx=1

(o] (o] (o]
Z(?\an+ubn):2\ Z an + U z bn.
n=1 n=1 n=1
Trabajando con sucesiones es inmediato comprobar (de hecho, ya lo hemos usado en varias
ocasiones) que una sucesion {an}nen €s convergente si, y solo si, lo son sus colas {a, k}nen-
Ademas, ambas tienen el mismo limite. Si consideramos la serie asociada a cada de una ellas, la
convergencia de ambas esta también muy relacionada.
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7.2

SERIES NUMERICAS CONVERGENCIA ABSOLUTA E INCONDICIONAL

Proposicion 7.7. Sea {ayn} una sucesion de nuimeros reales y k un niimero natural fijo. Entonces

la serie Z an es convergente si, y solo si, lo es la serie Z an. k- Ademds, caso de que sean
nx=1 nx=1
convergentes, se cumple que

00 k—1 00
Z an = an + Z An+k;
n=1 n=1 n=1
o lo que es lo mismo,
0 k—1 0
Z a,n = a,n + Z an
n=1 n=1 n=k

De nuevo obtenemos que la convergencia de una serie depende de las colas de dicha serie
aunque la suma total si depende de que afiadamos o no los primeros términos.

Convergencia absoluta e incondicional

Definicion 7.8.

a) Diremos que la serie >’ a, es absolutamente convergente sila serie > |ay| es convergente.

b) La serie > a, es incondicionalmente convergente si para cualquier aplicacion biyectiva
o :N — N, la serie X as () es convergente y

(o] (o]
D an= D agm)-
n=1 n=1

Observacion 7.9. La convergencia incondicional de una serie es el analogo a la propiedad con-
mutativa para una suma infinita. Una serie es incondicionalmente convergente si se puede sumar
en cualquier orden y el resultado siempre es el mismo. Este es el motivo de que en algunos textos
se hable de series conmutativamente convergentes.

La convergencia absoluta y la convergencia incondicional son condiciones mas fuertes que la
convergencia de una serie. El siguiente resultado nos dice que estan relacionadas.

Teorema 7.10. Sea > a, una serie de numeros reales. La serie converge incondicionalmente
si, y solo si, converge absolutamente.

En la practica, es sumamente dificil comprobar la convergencia incondicional de una serie
directamente. No es sencillo trabajar con todas las reordenaciones posibles de una sucesion de
numeros reales. Lo que si haremos es estudiar la convergencia absoluta.

El primer criterio y, posiblemente, el mas importante que vamos a utilizar en el estudio de la
convergencia de series de nimeros reales es el criterio de comparacion. Esencialmente nos dice
que si una serie se puede sumar también se puede sumar otra mas pequeia y, reciprocamente, si
una serie no se puede sumar, otra mayor tampoco se puede.

Teorema 7.11. Sean {a,} y {bn} dos sucesiones de numeros reales verificando que |a,| < by
para todon € N.

a) Si > by es convergente, entonces > a, es convergente.

b) Si > ay es divergente, entonces > b, es divergente.

Si aplicamos el criterio de comparacion tomando b,, = |an/|, se obtiene que las series absoluta-
mente convergentes son convergentes, esto es, una de las implicaciones del teorema de Riemann.
El reciproco del criterio de comparacion no es cierto.
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS SERIES NUMERICAS

=nn
n

Ejemplo 7.12. La serie >, es convergente pero no absolutamente convergente.<

. —_ n . . - . . .
Dado que la serie . % no es incondicionalmente convergente, si la sumamos en distinto
orden nos puede dar un resultado diferente pero ;cuantos?. La respuesta es que muchos. Mas
concretamente, la serie se puede reordenar de forma que su suma sea el niumero real que queramos.

Teorema de Riemann Teorema 7.13. Sea > a, una serie convergente pero no absolutamente convergente. Dado un

(o8]

numero real x cualquiera, existe una biyeccion o : N — N tal que Z Ag(n) = X.
n=1

7.3 Criterios de convergencia para series de términos no negativos

El primer criterio es una version del criterio de comparacién usando limites.

Criterio de com- Proposicion 7.14. Sean {an}, {bn} sucesiones de nuimeros reales verificando a,, = 0, y by, > 0.
paracion por  Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

aso al limite . s a
P a) Si 7ll1rn b—" =L+ 0 entonces, > a, converge < > by converge.
— by
L. a
b) Si 7lllm b—" =0 entonces, > by converge = > an converge.
—% by,
L. a
c) Si 7ll1m b—" = +oo0 entonces, > an converge = > by converge.
— by

Ejemplo 7.15. Las series >, % y > ﬁ tienen el mismo caracter de convergencia. La ventaja
del criterio de comparacion por paso al limite es que no hace falta saber que una de ellas es mayor
que la otra. Es suficiente con que sean “aproximadamente” iguales:
1
. 2 .
lim —2% = lim

n—oo n—oo nz
3n2-n+7

2

Inc-n+7

3.

Por ahora no sabemos si ambas series son convergentes o no (dentro de poco veremos que silo son)
pero si podemos aplicarlo a otras series. Por ejemplo, > ﬁ y> 2% tiene el mismo caracter. Como
sabemos que > 2% es convergente, también lo es > ﬁ Observa que el criterio de comparacion no
nos resuelve este mismo problema: ﬁ es mayor que 2% y, por tanto, el criterio de comparacion
no da informacion. <

Criteriodela  Proposicion 7.16. Sea {a,} una sucesion de niuimeros positivos.
raizode Cauchy ) Gj /g, < [ < 1, entonces > an es convergente.
b) Si “/a, = 1, entonces > an ho es convergente.

Corolario 7.17. Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.
a) Si 7llirn “/an, = L < 1, entonces > a, es convergente.
— 00

b) Si 7llirn an > 1, entonces > an ho es convergente.
— 00

2n+1
Ejemplo 7.18. Vamos a estudiar la convergencia de la serie > (ﬁ) utilizando el criterio

de la raiz. Para ello calculamos el limite
2n+1

lim (771 )Znﬂ— lim (711 ) R
n—o n+3 T - \7n+3 72

Como dicho limite es menor que uno, la serie es convergente. <

Para calcular el limite de una raiz n-ésima podemos aplicar el criterio de la raiz (véase Proposicion 3.30).

Criterio del cocien- Proposicion 7.19. Sea {ay} una sucesion de numeros positivos.
te o de D’Alembert ) Gj “a"—: < L < 1, entonces > an es convergente.
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b) Si “g—;l > 1, entonces >, an No es convergente.

Corolario 7.20. Sea {ay} una sucesion de niimeros positivos.

L. a
a) Si lim gntl 1, entonces > a, es convergente.
n—-o0o dayn
e An+l
b) Si lim —— > 1, entonces >. a, no es convergente.
n—o dayn
- . . . 2 Y . .
Ejemplo 7.21. Vamos a estudiar la convergencia de la serie > 22,]13 utilizando el criterio del
cociente.
2(n+1)?
e 2UTEE _ 2+ D? 2743 1
i 2mt Tt g2 pmel g3 2
2n+3

Como el limite es menor que uno la serie es convergente. <

Proposicion 7.22. Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.
a) Sin (1-
b) Sin (1 — “;—:f) < 1, entonces la serie >’ ay, no es convergente.

“;“ ) > L > 1, entonces la serie > a, es convergente.

n

Corolario 7.23. Sea {ay} una sucesion de niimeros positivos.

a) Si711111010n<1—M

) > 1, entonces la serie > ay es convergente.
an

- a .
b) Si 71L1m n (1 — ;7“) < 1, entonces la serie > an no es convergente.
oo n
Ejemplo 7.24. Vamos a estudiar la convergencia de la series cuyo término general es
= (2n)! 1
" alnl 2n+1)22n°

Aplicamos, en primer lugar, el criterio del cociente.

(2n+2)! 1
. a . 2 2n+2
lim 2L _ \im ((nél)!') (2n+3) 22n
n—o  an n—oo n)! 1

mh? 2n+1) 270
m n+2)2n+1)2n+1)
n-o 4(n+1)(n+1)2n + 3)
lim (2n + 1)2
n-o2(n+1)(2n + 3)
m 4n® +4n+1 _
n—o 4n2 + 10n + 6

Como

4n? +4n +1 -
4n2 +10n+6 ~

el criterio del cociente no da informacién tutil. Aplicamos ahora el criterio de Raabe:

limn<lf

n—oo

M) _4nc+4an+ 1
an 4n2 +10n +6

lim 056
n-©4n2+10n+6 4 ’

. 4n? +4n+1
= fimn |l

y, por tanto, el criterio de Raabe nos dice que la serie es convergente. <

Proposicion 7.25. Sea {an} una sucesion de niimeros no negativos tal que {a,} es una sucesion
decreciente a cero. Entonces se verifica que
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> an esconvergente <« > 2" ap: esconvergente .

1

Ejemplo 7.26. Vamos a estudiar la convergencia de la serie z o cona e R.

nx1
a) Sia <0, el término general % no tiende a cero y, por tanto, la serie no es convergente.
b) Si a > 0, el término general es decreciente y converge a cero. Podemos aplicar el criterio de

Serie armoni-
ca generalizada

s . n . . .
condensacion: las series > % y > (227)“ tienen el mismo comportamiento. Como

2n 1
Z (2n)a = Z 2(a-1)n”’

aplicamos el criterio de la raiz:

o1 L 1
SaDn = pa1 <1 = a>1

Resumiendo, si a > 1 la serie es convergente. Si a < 1, la serie no es convergentey sia =1 ya
sabiamos que no era convergente.
A esta serie se la suele llamar serie armonica generalizada de exponente a. <

El ejemplo anterior sera clave en muchos ejercicios para poder aplicar el criterio de comparacion.
Es por esto que lo resaltamos:
Proposicion 7.27. > % es convergente si, y solo si, a > 1.

Por ejemplo, si comparamos % con a, tenemos que estudiar el cociente

a
= =nay.
na
El siguiente resultado recoge las diferentes posibilidades que se pueden presentar.
Criterio de Proposicion 7.28. Sea {an} una sucesion de ntimeros no negativos.
Pringsheim ) Gj existe a > 1 tal que la sucesion {n%a,} estd acotada entonces > ay es convergente.

b) Siexiste a < 1 tal que {n“ay,} converge a L + 0 o es divergente entonces > a, no es convergente.

7.4 Otros criterios

La principal herramienta para estudiar la convergencia de series de términos cualesquiera seran
los criterios de Dirichlet y Abel.

Teorema 7.29. Sea {an} y {bn} dos sucesiones de niimeros reales.

Criterio de Dirichlet a) Si {an} es monotona, converge a cero y la serie > by, tiene sumas parciales acotadas,
entonces > anby converge.
Criterio de Abel b) Si{an} es mondtona, acotada y la serie >, by, converge, entonces >, anb, es convergente.

La sucesion {(—1)"} no es convergente pero sus sumas parciales siempre valen -1 0 0y, en
particular, estan acotadas. Tomando by, = (—1)" en el criterio de Dirichlet obtenemos lo siguiente.

Criterio de Leibniz  Proposicion 7.30. Sea {x;} una sucesion de numeros reales no negativos. Si la sucesion {x,} es
decreciente a cero, entonces la serie alternada >’ (—1)"x, es convergente.

Ejemplo 7.31. La serie alternada Z(—l)”%, que ya comentamos en el Ejemplo 7.12, es conver-
gente porque % es decreciente y convergente a cero. <
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7.5

7.5.1

7.5.2

SERIES NUMERICAS SUMA DE SERIES

Suma de series

Sélo en contadas ocasiones es factible calcular de manera explicita la suma de una serie. La
mayoria de las veces seran necesarios medios indirectos como veremos, por ejemplo, en la siguiente
seccion. La dificultad radica en el calculo explicito del valor de las sumas parciales. Si sabemos
cuanto valen, el problema de estudiar la convergencia de la serie se reduce a un problema de
calculo de limites, cosa normalmente mucho mas sencilla.

Observacion 7.32. Hasta ahora solo hemos estudiado la convergencia y no el valor de la suma

de la serie. No es lo mismo Z an que Z an. jHay un sumando de diferencia!
nx=1 n=0

Series telescopicas

Las series telescopicas son aquellas series > a, cuyo término general se puede escribir de la
forma a,, = by — by+1 para alguna sucesion {by}. El calculo de su suma equivale al calculo del
limite de la sucesion {b;, }. Para verlo so6lo tienes que calcular las sumas parciales:

ar+az+ o+ an = (b1 = P9 + (P —b5T + -+ (B — bpe1) = b1 — by,

Resumiendo,

Proposicion 7.33. Sea {by,} una sucesion de ntimeros reales. Entonces la serie que tiene como
término general ay = by, — by+1 es convergente si, y solo si, {by} es convergente. En ese caso

o]
> an =bi - lim by.
n —o
n=1
o)

Ejemplo 7.34. Vamos a calcular el valor de Z
n=1

v
nn+1)

Como (nl )—%— }r las sucesion de sumas parciales es
n n
1 1 1 1 1 1
————=|-- + - +..+ - =1-
Z l+1) Zl i+1 (1 %) (% g) (71{ n+1) n+1’
1:1 i=1
00 . 1
con lo que Z = lim 1 - =1.q

n+1) n—oo n+1

Series geométricas

La serie > ™ se puede sumar utilizando que conocemos sus sumas parciales, como ya hicimos
en el Ejemplo 7.3. Sabemos que
i Tn+1 1
o -1
y tomando limites cuando n tiende a infinito obtenemos el siguiente resultado.

1
1-7"

Proposicion 7.35. La serie >. v es convergente si, y solo si, |v| < 1. En ese caso Z r’" =
n=0

Demostracion. S6lo hay que usar la féormula de la suma de una progresion geométrica que vimos
en el Ejemplo 7.3:
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n n+1_1 1
:hmgrkzlimr = ’
n-e — n-oe 1-7 1-7r

Me
3
3

k=0
= 0 si || < 1. En cualquier otro caso el término general de la serie no converge a

ya que lim »"
n— oo
cero y, por tanto, la serie no es convergente. O
Veamos un ejemplo

> 4 o1 4
27:427: - =5
n=05n n=05n 1_§
Si la serie no comienza en n = 0,
1 S 1 1 < 1 1 1 1
grolm=n-2=2 ey 2wy I g
m=0 m=0 2

n=2

7.5.3 Series aritmético-geomeétricas

Las series aritmétrico-geomeétricas son series de la forma > p(n)r", donde p es un polinomio

Para calcular su suma, transformamos la serie en otra en la que el grado del polinomio es menor

hasta obtener una serie geométrica. Si >.,,_o p(n)r™ = S, entonces

p)r™ = > pm)r" +1

n=0

1-r)S=

S
18

=p(0) + Z (p(n) —pn-1))r"

(n—1) sigue siendo un polinomio, pero con grado estrictamente menor que

Observa que p(n) —
el grado de p(n). Repitiendo este proceso las veces necesarias, acabamos obteniendo una serie

geométrica. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7.36. Vamos a calcular la suma de la serie Z (n® — n)r™. Si su suma es S, entonces
n=0

1-7S=> [@*-n) - (n-1D2-m-1)]r" zznr

n=1

0, lo que es lo mismo,

2 & .
_Tan.

n=1

[ee)

Repetimos el proceso anterior, si S = z nr™, entonces
n=1
1-mSi=r+>nm-m-Dr"=7r+ “1-r=-—"—
1- 1-7r
n=2
Por tanto,
2 r 2r

S 2 _ n_ . =
2. (n* —n)r T1l-7r 1-7% (1—7)2'4
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Cocientes de polinomios

En algunos casos se pueden sumar descomponiendo el término general en fracciones simples.
También pueden ser de utilidad algunas identidades como, por ejemplo, la que define la constante
de Euler.

La constante de Euler-Mascheroni

En el Ejercicio 5.13 vimos que

<In(1 + <
1+x 0 x) <x

se cumple para cualquier x positivo. En particular, para x = % € N obtenemos que

1n(1+n)—ln(1’l):ln(1;n) :ln(1+%> <%

Y que

1
1 w 1
= "1<ln(1+—>
n+1 1+ n

Si definimos azn—1 = % y a»y =In(n + 1) — In(n), las desigualdades anteriores se escriben como
azn+1 < azp < dz2n-1, VN €N,

0, lo que es lo mismo, la sucesion {a,} es decreciente. El criterio de Leibniz nos da que la serie
S (-1)"*1a, es convergente, o sea que existe el limite

lim —ay +as+- -+ (~D)"ay = lim 1 - (19(2’) —In(1))

+%—(l;u(/f)—lp,&/))+%+---+%—(ln(n+1)—lpkrr)’)
1

=lim1+7+---+l—ln(n+1).
2 n

n—oo

Este limite recibe el nombre de constante de Fuler-Mascheroni y se denota por y:

y=11m1+%+%+---+%—ln(n).

n—oo

Ejemplo 7.37. FALTA <«

Series hipergeomeétricas

Definicién 7.38. Diremos que una serie de numeros reales > ;.1 a, s una serie hipergeo-

an+p

Zn o . . an+l _
meétrica si existen «, 8,y € R tales que Faal-

oan+p

anty: Entonces la serie es

Proposicion 7.39. Sea Z an una serie hipergeométrica con “;—;1 =
nx1 '
convergente si, y solo si, y > « + . En dicho caso, se cumple que
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Ejemplo 7.40. FALTA <«
7.6 Ejercicios

7.6.1 Series numéricas

Ejercicio 7.1. Discutir la convergencia de las siguientes series de nimeros reales:

Solucion 7.1.
a) Aplicamos el criterio del cociente:

1
a n n 1
lim L i (L gy T 2o
n—o ay n-e oy n-o2(n+1) 2

Por tanto, la serie es convergente.

b) Comparamos con la serie > % que no es convergente. Como In(n)

1 .
T > w la serie no es convergente.

¢) Comparamos con la serie armoénica >, %:

1
im YD nmt D
N~ 00 1 Nn—oo n N—00 n2

nn+1)

. . . . . . 1
Por tanto, las dos series tienen el mismo caracter y, en consecuencia, la serie >, ——— no es
) Y, , > Jnnn)
convergente.
d) No es convergente. La serie se comporta igual que la serie arménica >, %
e) Comparamos con la serie convergente > 2%

lim 2" — lim
— 00

Por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.2. Discutir la convergencia de las siguientes series de nimeros reales:

a) 3 ()" &35 (3)"
b) X menm z
) éizjnlz);gn_l e

T

Solucion 7.2.

n
a) Aplicamos el criterio de la raiz limy - A (31171) = limy - 3’1::11 = % < 1. Por tanto, la serie

es convergente.
b) Comparamos con la serie convergente > #
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lim % = lim @n-ljan _
n—oo ____ L+ - n—o0o nz -
(2n-1)2n

4.

Por tanto, las dos series tienen el mismo caracter y, en consecuencia, la serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz

hm"( n )2n71—lim< n )T—(l)zd
N~ 3n -2 T n—»\3n -2 ~\3 )

Por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente,

n+1

‘H

,é’—..'

=—-<1.
5

S

Nn— oo

= lim g 2
Tnson+15

N

+
S| =
(G211 SRR ]
~—— ~~—

Por tanto, la serie es convergente.
. . n
e) No es convergente porque limy,—.. an = limy_« 27 = 400,

Ejercicio 7.3. Discutir la convergencia de las siguientes series de niimeros reales:

1 1
a) 3o d) 2 ATn(m
1
b) > 2@1}1 ) 2y
Q) 2 Tons1

Solucion 7.3.

1

a) No es convergente porque % T

- . : T n+l _ 1
b) No es convergente porque el término general no tiende a cero: limy—c 5,77 = 3-

¢) La serie tiene el mismo caracter que >, % y, por tanto, no es convergente.

d) Aplicando el criterio de condensacion, la serie tiene el mismo caracter que la serie > 2" W =

> ﬁ =3 ﬁ(Z) y esta ultima serie no es convergente comparando con > %

e) Aplicando el criterio de condensaciéon > 2" o (1n%2"))2 => n2<hi(2))2 y esta ultima serie es con-
vergente (comparase con >, %).

Ejercicio 7.4. Estudiar la convergencia de las series
1 n
@) 3 S

b) Z [2:3---(n+2)

5:6---(n+5)
nl’l
Q) 2 Gnrym

Solucion 7.4.
a) Aplicamos el criterio del cociente,

(n+2)+D)

_a 3wl . 1 m+2\"L e
lim "H:th: 7< ) =<1,
=N T g:nz n—-o 3 \n+1 3

y, por tanto, la serie es convergente. Observa que en el tltimo paso hemos utilizado la regla del
numero e.
b) La serie

2.3---(n+2) _ 2.3-4
2. 5-6---(n+5) _Z\/(n+3)(n+4)(n+5)
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tiene el mismo caracter de convergencia que la serie > ﬁ usando el criterio de comparacion
por paso al limite. Esta tlltima serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz,

. n nn s n _1
A, Z(2n+1)n‘1119302n+1_2'

En consecuencia, la serie es convergente.

Ejercicio 7.5. Discutir la convergencia de las siguientes series de nimeros reales:

1 3n-1
a) Z nZln( ) ¢ Z g\/g)g (3n-1)
5.8+ (3N~
z (3113 Bn-1)2 Z 1-5-9---(4n-3)
_yn
) 2 mrnm

Solucion 7.5.

a) Como In(n) > 1 para n > 3, se tiene que para cualquier n > 3. La serie Z

1
n2In(n) = nZ '

convergente vy, el criterio de comparacion nos dice que >’ D también lo es.

n? ln
b) El término general no converge a cero y, por tanto, la serie no es convergente.

¢) Comparamos con la serie convergente > ﬁ

; 7/6 yn . onyn
A G Dy st Dy

y, por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente

3(n+1)-1
(V)" . (3n+2> 1 1
lim ———— = lim —=—=x<1
N— 0o 3n— n—oo 2 2
(V2)n \F V2
y, por tanto, la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente
2-5-8---(3n-1)(3n+2)
lim L29Gn=3)@n+1) _ i, 3n+2 3 <1
~e  25-8---3n-1) oo =
" 1-5-9---(4n-3) Cneedntl 4

y, por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.6. Discutir la convergencia de las siguientes series de nimeros reales:

L 3 n
a) n! 1 d) Z (ﬁ>

P S 2
b) X = 2GR ) X g

Z (n+1 n+2)2
Solucion 7.6.
a) Aplicamos el criterio del cociente
1 1
lim 7 = lim =0 <1

n—oo = n-—ocon +
n!

y, por tanto, la serie es convergente.
b) Comparamos con la serie >’ %
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|~

. 2 . Bn-2)3n+1)
A, ———— = lim, 2 =9
(3n-2)(3n+1)

y, por tanto la serie es convergente.
¢) Comparamos con la serie >’ 1

Wl
2n+1
. (n+1)2(n+2)2
e
n3

En consecuencia, las dos series tienen el mismo caracter de convergencia. Puesto que la serie
> % es convergente, ambas lo son.
d) No es convergente porque el término general no converge a cero:

n
ylllzrc}o( 3n ) =l = limn(

=L
3n+1 n—oo

3
3n+1_1)

y el segundo limite vale

hmn(

n—oo

_1> — hmn(M) =-1/3.

3n+1 n—oo 3n+1

Por tanto el término general de la serie converge a e~1/3 = 0.
e) Aplicamos el criterio de la raiz

lim " n? Y Vn? 1 )
ngrgo 4(71—1) _nl—l’»rc}o 4”771 - 4 <

y, por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.7. Estudiar la convergencia de las siguientes series de niimeros reales:

0 5 n0) b 55

(e=1)n

Solucion 7.7.
a) La serie dada es equivalente a la serie > ﬁ y si a ésta le aplicamos el criterio de la raiz
obtenemos la convergencia de la misma, y por tanto de la primera.

b) Si escribimos el término general como a, = ﬁ entonces comparamos con la serie > % y
se tiene
. an ) n
Iim — =1lim — =0
Nn—oo iz n—-o 3N
n

de lo que se deduce que la serie es convergente.

Ejercicio 7.8. Discutir la convergencia de las siguientes series de nimeros reales:

a > m d) S
b 3 (22:1)* o 35

< > (1 + %)_nz

Solucion 7.8.

n3 . Ym3 1 ) .
= lim 7\‘/77‘ = - < 1y, en consecuencia, la serie es
e

a) Aplicamos el criterio de la raiz lim =
n— oo e n—oo

convergente.
b) Aplicamos el criterio de la raiz
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hmn(znﬂ)? hm<2n+1>§_ 2 _,
Nn—oo 3Sn+1 n-o \3n +1 h 3

y, por tanto, la serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz

—n2 1 1
lim (1+ ) = lim = = lim =, <1
n—co n-—o (1 L)" e (1 + ﬁ) €
n
y, en consecuencia, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio de la raiz:
lim 4/, = i —aim 2l _g
A = m enm = oongm T VS
de lo que se deduce que la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente:
2 (n + 1)1 n” n \"
li = lim 2 ( ) =—x<1
n-e (n+ 1)+l 2npl n-o \n+1

de lo que se deduce la convergencia de la serie.
Ejercicio 7.9. Discutir la convergencia de las Siguientes series de numeros reales:
n.)z 1-3-5---(2n—1)
DI on d) X o reznr)
on 2- 4 () -2n
Z1-3-5---(2n+1) e) X 57
n+1\"
C) Z( n? )

-(2n+3)

Solucion 7.9.
a) Aplicamos el criterio del cociente

[(n+1)12
g GREE _ (e DU @r (n+1? 1,
n-o ((511'1))2, n—o  nl n 2n+2) n-o 2n+2)2n+1) 4

y, por tanto, la serie es convergente.
b) Aplicamos el criterio del cociente

21’l+1
. T35 CniD(@nt3) . 2ntl 1-3:5---(2n+1) ,
lim = lim =lim-——=0<1
oo 2n 00 .3.5... — 00
n 50D n 2n 1-3-5 2n+1)2n+3) =n 2n + 3

y, en consecuencia, la serie es convergente.
¢) Aplicamos el criterio de la raiz

n
lim " ("“) im0 <
A n2 Aty T2

y, por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente

a 1-3:5---(2n-1)(2n+1) o+ 1
Vym ZH _ rllim 2-4 16 (2nzr22n 217)1+4) _ yllim i d _
— 00 — 00 — 00
n 246 (2n+2)

pero, como %zﬁl < 1, el criterio del cociente no decide. Ya que hemos calculado “(';:,1 , aplicamos

el criterio de Raabe
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. an+1 . 2n+1 . 3n 3
hmn<lf—>=hmn<lf >= ==>1
n=o an n—oo 2n+4 n-«2n+4 2
y, por tanto, la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente
a 2:4:6---2n-(2n+2) onp 4
,PP}O n+l _ Tllm.}o 5'7'9”2',842,?_3_)2;2“5) :Ain}o 5 = 1,
an 579 (2n+3) n+
pero gﬁiﬁ < 1 por lo que el criterio del cociente no decide. Aplicamos el criterio de Raabe
. an+1 . 2n+2 . 3n 3
hmn(l——>:hmn<l— )zhm ==>1
N— o0 an n—oo 2n +5 n—o2n+5 2

y, en consecuencia, la serie es convergente.

Ejercicio 7.10. Discutir la convergencia de las siguientes series de numeros reales:

a) X(-1)n 2% 2 d) Sln(%53)
.3.5... — 3
b) 3 (M35 o) 3

c) Zln(l + %)

Solucion 7.10.

a) No es convergente porque el término general no converge a cero.
b) Aplicamos el criterio de Raabe y llegamos a n (1 - “g—;l) = ﬂ% < 1, de lo que se deduce

la no convergencia de la serie.
¢) Comparamos con la serie armoénica . %
1
M = lim nln (1 + l) = lim In (1 + l>n
n—oco n Nn— oo n

1
n

lim In(e) =1
Nn— oo

y, por tanto, la serie no es convergente.
d) Podemos escribir el término general de la forma:

an =In n’+3 —ln(1+#)
"o n2+2) n2+2/°

Comparando con la serie >’ % se obtiene la convergencia de la serie dada.

In(n)
nsi3

e) Comparamos con la serie > ya que

. an
A oy =1
7573

Y aplicando el criterio de condensacion a la serie > 12(57? se obtiene que es convergente, luego

la de partida también lo es.

Ejercicio 7.11. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
2n 1
a) X 5y sen(n) d) X mm) nmom)
b) > sen (%)
sen(L)
QX5

Solucion 7.11.
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n

Y .7 n -
a) Acotamos y utilizamos el test de comparaciéon. Como % sen(n)| < 2" vamos a estudiar la

= W,
. n . . . .
serie >’ % Le aplicamos el criterio del cociente:
2n+l
. An+l . +1)!
lim —/ = lim ("2 L =
n-o gy n—oo £ n-on+1
n!
- n - e . n
Por tanto, la serie >’ 3” es convergente y, como consecuencia, también lo es la serie >’ % sen(n).
— n . . s
b) Como ‘ sen (%) ‘ < % la serie es convergente por el test de comparacion.

¢) Aplicando el criterio de comparacién por paso al limite, la serie se comporta igual que > ﬁ
y, por tanto es convergente.

d) El término general es decreciente y convergente a cero. Estamos en condiciones de aplicar el
criterio de condensacién. La serie tiene el mismo caracter de convergencia que la serie

2" 1
Z 2" In (2") In (In (27)) - Z nin(2) In(nin(2))

que, a suvez y por el criterio de comparacion por paso al limite, se comporta igual que > ﬁ(m
Esta ultima serie ya sabemos que no es convergente (véase el Ejercicio 7.3).

Ejercicio 7.12. Estudiar, segiin los valores de a > 0 la convergencia de las siguientes series:
Q) X
b) > a"n4

Soluciéon 7.12.

a) Solo tenemos en cuenta 0 < a < 1 puesto que en para a = 1 es la serie armoénica que no
converge, y para a > 1 el término general no converge a cero. Entonces, para 0 < a < 1
aplicamos el criterio de la raiz y obtenemos que la serie es convergente.

b) Sélo tenemos en cuenta 0 < a < 1 puesto que para a > 1 el término general no converge a
cero. Entonces, para 0 < a < 1 aplicamos el criterio de la raiz y obtenemos que la serie es
convergente.

Ejercicio 7.13. Probar que lim;;,— % + ﬁ +...+ ﬁ =1n(2).

Solucién 7.13. Sabemos que

. 1 1
y—yllllrgo1+§+§+---+n_l—ln(n—l), (7.4)
y, por tanto,
yzliml+l+l+---+l +---+ifln(2n)
n—oo 2 3 n n+l 2n (7.5)
—lim1+l+l+---+l +---+i—ln(2)—ln(n) -
T oo 2 3 n n+l 2n

Si restamos (7.5)-(7.4) obtenemos que

lim l+ +---+i = lim In(2) + In(n) —In(n - 1) =In(2).
n-on mn+1 2n  n-—o

(n!)?
(kn)!

Ejercicio 7.14. Discutir la convergencia de la serie > segun los valores de k € N.

Soluciéon 7.14. A la vista de la expresion que tiene el término general de la serie, parece 16gico

2
aplicarle el crierio del cociente. Si llamamos a,, = % tenemos que estudiar el limite de {“t;: } y
ver si es mayor o menor que 1. Veamos
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lim 2L _ g ((n+1)H? (kn)! o (n+1)?
n-o ap n-« (k(n+1))! nH2 n-o (kn+k)---(kn+1)’

Este limite tiene varias posibilidades dependiendo de cuanto valga k.

a) Si k > 2 entonces el denominador es un polinomio de grado k y el numerador de grado 2 y por
tanto el cociente de esos dos polinomios (polinomios en 7) tiene limite 0, que es menor que 1
y la serie es convergente.

b) Si k = 1 el polinomio del numerador tiene grado 2 y en el denominador queda n + 1 que
es un polinomio de grado 1. En este caso el cociente diverge positivamente y la serie no es
convergente.

¢) Hemos dejado para el final el caso dudoso. Si k = 2 entonces los dos polinomios, tanto nume-
rador como denominador tienen el mismo grado, 2 y el cociente tiene limite el cociente de los
coeficientes lideres. El numerador es (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 y el denominador en este caso
queda (2n +2)(2n + 1) = 4n° + 7n + 2 y el cociente tiende a % < 1y la serie es convergente.

7.6.2 Suma de series

Ejercicio 7.15. Sumar, si es posible, las siguientes series

(o)

15

a) ~ 10
> 1

b) § 2nn+1)
- (=)

C) Z 311

n=2

Solucion 7.15.
a) Usando la suma de una progresién geométrica

o 15 - 1 150
PIS T § T

b) La suma es % puesto que la serie es la mitad de la del Ejemplo 7.34.
¢) De nuevo utilizamos la suma de una progresion geométrica

i 1)" Z(l)" Z(l)" 1 1 1
3 ! RN
1
o 1- <_§) 3 12
Ejercicio 7.16. Sumar, si es posible, las siguientes series
2) 1
o (m+3)(n+4)
<1
b) Z on+3
n=1
o 2M 43"
C) Z 7
n=1 >

Solucion 7.16.
a) Calculamos las sumas parciales usando la descomposicion en fracciones simples del término
general:

_183_



EJERCICIOS SERIES NUMERICAS

< 1 S 1 1
,Zom: 2 ((n+3) - (n+4))

lim <1—1>+<1—1)+
n-eo \3 4 4 5

+<1 B 1)
n+3 n+4

¢) Dividimos en dos progresiones geométricas y sumamos:
I L L L
- = — + — =,
z 5n z 5 Z 5n 6
n=1 n=1 n=1

(o]
Ejercicio 7.17. Sumar la serie de numeros reales z
n=1

nm+Hyn+n/n+1’

Solucién 7.17. Vamos a escribir el término general a,, de la forma

1 mn+)yn-nvyn+1 /n n+1

an =

(n+1)\/ﬁ+nx/n+1:(n+1)2n—n2(n+1) n n+1 -’

Entonces la sucesion de sumas parciales {A;} nos queda:

vn+1
Ap=ar+ax+---+an=1-
n+1
(o]
y, en consecuencia, Z an = 1.
n=1
< 1
Ejercicio 7.18. Calcular la suma de la serie z 5
s net 2n
Solucion 7.18. Escribimos el término general como a,, = n?iﬁ = % (% — ﬁ) La suma de la
series, o sea el limite de la sucesioén de sumas parciales es
(o]
1 1 1 1 3
an = lim A, = lim7<1+f—7—7) ==,
n; "nme T nme 2 2 n+l1 n+2) 4
o nd+n+1
Ejercicio 7.19. Sumar la serie de niimeros reales » oy
n=1 '

(o]

.. , . 1
Solucion 7.19. Esta serie se suma haciendo uso de que Z i e, y para ello descomponemos
n=0 "
el numerador del término general de la forma siguiente:

3

n+n+l=ocnm-1n-2)+pnn-1)+yn+@

e igualando coeficientes obtenemos que x =1, 8 =3,y = 2y @ = 1. Por tanto la suma de la serie
(que existe por el criterio del cociente) es:

_184_



SERIES NUMERICAS EJERCICIOS

n=1 n! n=1 n! n=1 n! n=1 n! n=1 n!
- 1 - 1 o 1 o 1
=> +3 > +2 > + > =
iy ( 3)! ( 2)! a0 = nl
=e+3e+2e+(e—1)=7e—-1.
Ejercicio 7.20. Probar que ngl o 2In(2) — 1.

Solucion 7.20. En primer lugar descomponemos como suma de fracciones simples:

(R S SR |
4m3-n 2n-1 2n+l1 n’

Sinotamos Ay =1 + % + -+ %, entonces las sumas parciales de la serie son

YA 1 1
n§14n3—n_nz_“1<2n—l+2n+1_n)
1 1
_<1+§+ 2n71>
+<l+l+.. 1 )
3 5 2n +1

sumamos y restamos logaritmos buscando la constante de Euler-Mascheroni,
1 1
= <A2n —In(2n) - §An + gln(n))

+ (—1 + Aomio —In(2n +2) — %AM + %ln(n + 1)) (A, —In(n))

- (—ln(Zn) + %ln(n) -In(2n + 2) + %ln(n +1) + ln(n)>
simplificamos y tomamos limites (usando que limy . Ay — In(n) = y),

= (AZn —In(2n) - %An + %ln(n))

+ (—1 + Aomis —In(2n +2) — %AM + %ln(n + 1)) _ (A, —In(n))

n—oo

— (—21n(2) +In(n) — %ln(n +1) + %m(n)) 2In(2) -1

7.6.3 Ejercicios complementarios

Series numéricas

Ejercicio 7.1. Discutir en funcién del parametro a la convergencia de la serie de nimeros reales
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Zln(l+%) ln<l+m>

Ejercicio 7.2. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
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A S () 9 2D g

b) 3In (%ftﬁi:;) D2 S

Ejercicio 7.3. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
Zln(" +1) zlnil;;:}

% (cos(1))" o 3 iy

0y (1&%"))":11!

Ejercicio 7.4. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

a) 3 (—1)n+1 dntn d) Ssen ()

b) ¥ (1- (rl/")2 e) 3 (sen(5) —tan(5))

02X =

n(1+§+---+%)
n
Ejercicio 7.5. Sea a un numero positivo. Estudiar la convergencia de la serie >’ (ln(a + %)) .

Ejercicio 7.6. Estudiar la convergencia de las series
Tl3

a) D (nsen(%)) ,

b S (1+1)" e,

0 3 (nin(1+1)",

d) >In (n sen (%))

Suma de series
Ejercicio 7.7. Suma las series de numeros reales:

2) i ln( l)

', In ((n + 1)1n(” )

g n+3
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Series de potencias

8

8.1 Definicion 190 8.2 Criterios de convergencia 190 8.3 Funciones definidas me-
diante series de potencias 191 8.4 Desarrollo de Taylor 192 8.5 Calculo del desarro-
llo en serie de potencias 193 8.6 Algunas aplicaciones de las series de potencias 195
8.7 Ejercicios 197

El polinomio de Taylor nos mostr6 como es posible aproximar una funciéon por un polinomio vy,
al mismo tiempo, mantener un cierto control sobre el error que estamos cometiendo. Por ejemplo,
podemos escribir la funcién exponencial como su polinomio mas el error cometido, Ry, (x),

2 xh nxi
ex=1+*+7+"'W+R"(X):ZF+R”(X)'
! : i-o U

También sabemos que cuanto mas alto sea el grado del polinomio, es mas facil que el error sea
menor. De hecho, en el caso de la funcion exponencial se tiene que

lim Ry(x) =0
n—oo

para cualquier numero real x. Dicho de otra forma,

2 n e n
X X X X
Bt R TR IR TP M
n=0
¢Qué ocurre con otras funciones? Sabemos, por ejem-
plo, que 2
2 4 n N4-2N
x° x (-1) (=1)"x=n
lim 1-—4+—+-- -+
cos(x) = lim 1=+ en)t -3 el 1

n=0

para cualquier x. Puedes encontrar los desarrollos de
algunas funciones mas en el Apéndice C.2.

En este capitulo vamos a ver qué obtenemos si uni-
mos los conocimientos de series numéricas que tene-
mos a los resultados que vimos sobre polinomios de
Taylor. Mas concretamente, tenemos tres problemas:
a) dada una funcién, asociarle un “polinomio de grado

infinito”,

b) estudiar la convergencia de dicho desarrollo y, por
ultimo,
¢) decidir si el limite de dicho desarrollo es la funcion original.

En cuanto al primer punto, ya hemos definido el polinomio de Taylor. Para el segundo punto
nos hara falta utilizar los conocimientos de series del tema anterior. Piensa que un “polinomio de
grado infinito” no es mas que una serie. Con respecto al ultimo punto, aunque no daremos una
respuesta completamente satisfactoria, si daremos condiciones suficientes aplicables en muchos
de los casos usuales.

Figura 8.1 La funcion arcotangente y su
polinomio de Taylor de orden 5
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8.1 Definicion

Serie de potencias Definicion 8.1. Sea a un numero real. Una serie de potencias centrada en a es una serie de
funciones de la forma Z an(x —a)", donde {a,}nen €s una sucesion de numeros reales.
n=0

El conjunto de valores para los que una serie es convergente no puede ser cualquiera. Tiene un
comportamiento muy concreto que depende del llamado radio de convergencia.

Definicion 8.2. Sea Z an(x —a)™ una serie de potencias. Consideremos el conjunto
n=0

A= {r e R" : la sucesion {a,r"} esta acotada} .

Radio de con- Se define el radio de convergencia, R, de la serie como:
vergencia a)siA=g,R=0,
b) si A es no vacio y no mayorado, R = oo,y
c) si A es no vacio y mayorado, R = sup(A).

En funcion de este radio es posible describir explicitamente donde es convergente la serie de
potencias.

Teorema 8.3. Sea Z an(x—a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R. Entonces
n=0

a) siR = 0, la serie solo converge en x = a,

b) siR = o, la serie converge absolutamente en todo R, y

c) siR € R*, la serie converge absolutamente en la — R,a + R[. Ademads la serie no converge
en ningun punto de R \ [a — R,a + R].

Este teorema nos deja practicamente resuelto el estudio de la convergencia de la serie a falta
de saber qué ocurre en x = a + R y x = a — R. Bueno, no esta mal. De R hemos pasado a s6lo dos
puntos. Estos dos puntos tendremos que estudiarlos aplicando los criterios que hemos visto.

El siguiente paso parece claro: ;como calculamos el radio de convergencia?

8.2 Criterios de convergencia

Teorema 8.4. Sea > an(x —a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R.
n=0

a) Si Yllim Alanl = 0, entonces R = .
— 00

Teorema de
Cauchy-Hadamard

b) Si lim /|an| =L € R", entonces R = %
N— 0

c) Si rlLim Ylan| = o, entonces R = 0.
— 00

Aplicando el criterio de la raiz (Proposicion 3.30) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 8.5. Sea z an(x—a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R. Supongamos
n=0
que ay, #+ 0 para todon € N.

P An+1
a) Si lim |22
N— 00 an

b)Silim‘M'

= 0, entonces R = oo.

L € RY, entonces R = %

n—o | ap
2 s an+1

c) Si lim | —— | = o0, entonces R = 0.
n—o | an
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SERIES DE POTENCIAS FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS

Observacion 8.6. Como se puede ver en cualquiera de los criterios anteriores, el calculo del radio
de convergencia s6lo tiene en cuenta a a,. No importa déonde esté centrada la serie de potencias.
Las series > anx™y > an(x —a)™ tienen el mismo radio de convergencia. Si importa para saber
donde es convergente dicha serie. Por ejemplo, la serie es convergente, al menos, en ] — R,R[ y la
serie Y an(x —a)*loesen Ja— R,a + R[.

Ejemplo 8.7. Vamos a estudiar la convergencia de la serie de potencias >, ﬁx"
Calculemos en primer lugar el radio de convergencia.

(n+1)!

+1
. an+l . +2)n+l . n+1\" 1
lim 7; = lim Ant2)yr n,> = lim (n+2 =
Hm, tm I tm
n m+1)"

y, por tanto, el radio de convergencia es R = e.

En segundo lugar, estudiemos la convergencia en x = R. Tenemos que estudiar la convergencia de
n!

la serie > We". Para ello aplicamos el criterio del cociente:
(n+1)len+!
An+l _  (me2)mt n+1\"*1!
an e T \n2 ¢
n (n+1)n
n+1 n+1
Por el Ejemplo 3.34, sabemos que (%) es decreciente y con limite % Por tanto (%) >1

y, en particular, la serie no es convergente. Obsérvese que hemos comprobado que el término
general de la serie no converge a cero.

Por ultimo, en x = —R, tenemos que estudiar la convergencia de la serie Z(—l)”ﬁe". En este
caso, salvo el signo, acabamos de ver que el término general no converge a cero y, por tanto, la
serie tampoco es convergente.

Funciones definidas mediante series de potencias

Si la serie de potencias ;-9 an (x —a)" tiene radio de convergencia R, tiene sentido considerar
la funcion

f(x)=> an(x-a)", Vx€la-R,a+R][.

n=0
;Qué propiedades tiene esta funcion? ;Es derivable y, caso de serlo, cuanto vale su derivada? A

preguntas como esta responde el siguiente resultado.

Teorema 8.8. Sea Z an(x —a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.
n=0
Entonces la funcion f :]a — R,a + R[— R definida como

f(x)=> an(x-a)", Vxela-R,a+R][,

n=0

es derivable y su derivada vale

fl(x)=> nan(x-a)"!, Vxe€la-R,a+R]|,

n=1

Si R = 0, el resultado es cierto en todo R.

Como consecuencia, también podemos calcular una primitiva de una serie de potencias.
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Corolario 8.9. Sea Z an(x — a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.
n=0
Entonces la funcion f :la — R,a + R[— R definida como

I
Me

f(x) an(x —a)", Vxela-R,a+R],
n=0
tiene como primitiva a
Jf(x)dx = Z an (x —a)"*!, vxe€la-R,a+R],
nont 1

Si R = oo, el resultado es cierto en todo R.

Estos dos resultados indican que las funciones definidas mediante serie de potencias se com-
portan de forma similar a los polinomios y, de hecho, su derivada o su integral se puede calcular
término a término. Mas aun, la derivada y la integral de una serie de potencias vuelve a ser una
serie de potencias con el mismo radio de convergencia. Podemos iterar el proceso y obtenemos
que las funciones definidas mediante series de potencias no son sélo derivables sino de clase C*®
y que

Wi N —k
f! (x)fngk(n_k)!an(x—a)” )

Ejemplo 8.10. El desarrollo de Taylor de la funcion f(x) = In(1 + x) centrado en a = 0 lo
podemos hacer calculando todas las derivadas de la funciéon o, mucho mas facilmente, usando que

11 g(—x)"
l+x 1-(-x) =
+00
= > (="
n=0

L-x+x2—x3+xt+ -+ (-D)"x" + - -

para cualquier x €] — 1, 1[. Si ahora integramos,

2 3 4 NayNn+1
X X X (-1)"x
In(1 =X-—+—=—-"—4 .. —
n(l+x)=x > + 3 1 + o
(_1)nxn+1
=K+ R m—
z n+1

n=1

para adecuada constante K (recuerda que dos primitivas se diferencian en una constante) y para
cualquier x €] — 1, 1[. ;Cual es el valor de la constante K? Evaluemos en un punto donde sea facil
realizar los calculos. Por ejemplo, para x = 0 se obtiene que K = 0. Resumiendo
(_1)11 xn+1

n+1

In(1+x)= >

n=1

Desarrollo de Taylor

Hemos introducido las series de potencias como una version mas refinada del polinomio de
Taylor y, de hecho, la primera forma de calcular el desarrollo de Taylor, la serie de potencias
asociada a una funcién, es calcular el polinomio de Taylor de orden arbitrario. Para ello nos hace
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falta encontrar una férmula para las derivadas de cualquier orden de dicha funcién y eso sabemos
que puede ser dificil. Ahora bien, supuesto que seamos capaces de hacerlo, ;qué relacion hay entre
la serie de potencias y la funcion?

Teorema 8.11. Seal unintervaloy f : I — R una funcion de clase C*. Supongamos que existe
M tal que

|F™ )| <M, vxel, vne.
Entonces, para cualesquiera a, x € I se cumple que

® rn)
fx)=> fin'(a) (x —a)™.
n=0 :

En otras palabras, si las derivadas de la funciéon estan uniformemente acotadas, entonces la
suma del desarrollo de Taylor coincide con la funcién. Si la funcién y sus derivadas no estan
uniformemente acotadas es posible que la funcion no coincida con su desarrollo de Taylor como
se puede ver en el siguiente ejemplo.

Fjemplo 8.12. La funcion f : R — R definida como f(x) = e V/** si x = 0y £(0) = 0 es de
clase C® y f™(0) = 0 para cualquier natural n. Por tanto, su desarrollo de Taylor es 0 que,
evidentemente, no coincide con la funcién salvo en el origen. <

Calculo del desarrollo en serie de potencias

Existen dos posibilidades a la hora de calcular el desarrollo de Taylor de una funcién: encontrar
una férmula para la derivada n-ésima o calcular el desarrollo a partir de otro ya conocido.

Podemos calcular el desarrollo de una funcion utilizando desarrollos conocidos, derivadas e
integrales. La idea es sencilla: si conocemos el desarrollo de la derivada funcion, integremos dicho
desarrollo y obtendremos el que buscamos salvo una constante. También tenemos la posibilidad
de utilizar un cambio de variable. Por ejemplo, sabemos que la suma de una progresion geométrica
nos da el desarrollo de la funcion

ﬁ = iox”, con |x| < 1.
n=0
Por tanto,
1 _ JFZO“O (_XZ)n _ Jio(_l)ann,
1+ x2 n=0 n=0

que es la derivada de la funcion arcotangente. En consecuencia, el desarrollo de la arcotangente
es, salvo una constante,

X2n+1

+ 00
> (="

nzo 2n+1

;Cual es esa constante? La anterior serie y la funcion arcotangente valen lo mismo en el origen vy,
por tanto, dicha constante es cero, esto es

X2n+1
2n+1’

+ 00
arctan(x) = Z (=" si|x| < 1.
n=0
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Desarrollo de algunas funciones racionales

Las progresiones geométricas han demostrado su utilidad para calcular el desarrollo de Taylor
del logaritmo o la funcién arcotangente. Otro tipo comun de funciones son las racionales. ;C6mo
calculamos su desarrollo? Comencemos por un ejemplo sencillo:

1 1 1 1 i x" i x"
41X T n - +1
a-x al-3 a =a* = a"
Derivando obtenemos el desarrollo de ﬁ
1Yy 1 Snx™l 2 (m+ X"
n=1

Desarollo de la binomial

Sea a un numero real no nulo y consideremos la funciéon f :] — 1, + o[~ R definida como

fx) = (1+x)%
;Cual es su desarrollo de Taylor? Calculemos su derivada n-ésima.
f)=0+x)" = f(0)=1
flx)=al+x)* = f(0)=a
ffix)y=a@a-1)Q+x)* = f"(0)=ala-1)
y, en general,
fMx)=a@-1--@a-n+1)A+x)%" = fMO)=a@-1)---(@-n+1).

Por tanto, el desarrollo centrado en el origen es

1+x)%=1+ > a(a_l)--;/l(ua—n+ l)x"
n=1 '

, para |x| < 1. (8.1)

Observacion 8.13. En el caso particular de que a sea un niumero natural, (1 + x)% es un polino-
mio de grado a cuyo desarrollo sabemos calcular utilizando el binomio de Newton. ;Hay alguna
diferencia con lo que acabamos de hacer? Ninguna. Fijate que si n > a, aparece el factor a — n que
vale cero vy, por tanto, hace que el desarrollo (8.1) sea finito. Para acentuar aun mas la similitud,
observa que

’

n n!

(a) :a(a—l)...(a—n+l)

para cualquier a natural mayor que n. Seguiremos utilizando esta notacion y, en general,

a\ a! _aa-1)...(a-n+1)
n) nla-n) n!

para cualquier a € R y cualquier n € N.

Ejemplo 8.14. Vamos a calcular el desarrollo de Taylor de la funcién arcoseno en el origen. Para
ello vamos a desarrollar su derivada utilizando el desarrollo de la binomial. Como

_194_



SERIES DE POTENCIAS ALGUNAS APLICACIONES DE LAS SERIES DE POTENCIAS

’ 1 - © /1
R e e D )

Por tanto,
o 1 0 1 2n+1
If(x)dx—Jn§0<n>( 1)"x dx_ngo(n)2n+1 )

Se puede desarrollar algo mas esta expresion teniendo en cuenta la definicion del binomio:
1 1

<_§) _ (-3)(-3-1) - (-3-n+1) (—)"1.3-5...2n+1)

n n! 2nn! ’
con lo que
, < 1:3:5---2n+1) ,
| Frooax - > . X = f(x) + K
n=

para alguna constante K. Como arcsen(0) = 0, se cumple que K = 0y, por tanto,

1:3:5---2n+1) -,
2" n! X

o0
arcsen(x) = >
n=0

si|x] <1.«
8.6 Algunas aplicaciones de las series de potencias

8.6.1 La funcion exponencial compleja

La definicion de la funcién compleja

Re(z) (

exp(z) =e cos(Re(z)) +isen(Im(z)))

extiende de forma natural la funcién exponencial real. Ya hemos tratado de justificar el porqué de
esta definicién en temas anteriores (véase la Seccion 2.5.2). La razon de esta definicion viene de
intentar aplicar las formulas conocidas a nimeros complejos. Vamos a verlo con un poco mas de
detalle. Sabemos que

2 x3

X
exp(x)=1+x+§+§+
2 4
X X
COS(X)=1—§+I+"'
x3  x°
sen(x)=x—§+§+---

para cualquier x real. Si queremos dar una definicién de e’ con t € reals, sustituyamos en el
desarrollo anterior:

(it)2 @03 Gt ()
o T3 T e
2 ,t3 t4 t5

, t .
:1+lt—§—l§+1+la+"'

exp(it) =1+ (it) +

agrupamos parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria
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2 t4 . 3
(1—2'+4|+ )+1(t—3|+5'+---)

= cos(t) + isen(t)

que es la definicién que habiamos dado en su momento.

8.6.2 El problema de Basilea

El llamado problema de Basilea fue propuesto por el matematico italiano Pietro Mengoli y
consistia en calcular la suma de los reciprocos de los cuadrados de los naturales o, después de lo
que hemos aprendido, en calcular la suma de la serie

s 2 e
Leonard Euler fue el primero en darse cuenta de que dicha suma valia %. Su demostracion no es
demasiado rigurosa pero es muy ingeniosa y, con lo que ya sabemos, facil de contar. Vamos a ello.
El desarrollo de Taylor de la funcion seno es

n x2n+1
1 .
sen(x Z(  on 1
Dividiendo por x,
sen(x) o x2n x?2 x4
- S DY A T
X =2V G 3 s

De este polinomio (de grado infinito) conocemos sus ceros: +n1 con n natural. Escribimos dicho
polinomio como producto de factores:

xZn

sen(x) <,
x %O( D e

n
(-5 (e X) (1 2 (1 2) o (1= 2 ) (10 2
1 L 21T 21T nr ni
x?2 x?2 x?2
:<1_7T2 1_22772 1_n21T2
Si desarrollamos el producto de la derecha, el coeficiente de x?2 es

1 1 1 1 o1
\wtEmtEe ) mlw

sen(x)

que podemos igualar con el correspondiente coeficiente del desarrollo de Taylor de y obte-

nemos que
1 &1
W LT
n=

de donde se obtiene que
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De la misma forma se puede calcular la suma de los reciprocos de cualquier potencia par. Por
ejemplo, ;cuanto vale la suma >, _; %? Calculalo.

Resolucion de ecuaciones diferenciales

Vease el Capitulo 9.

Ejercicios

Ejercicio 8.1. Calcular el radio de convergencia de las siguientes series de potencias
a) (~1)"x" 0 Y L e) > nlx"

b) Z%x” d) S n2xn

Solucion 8.1.
a) Como Y|(—1)"| =1, el radio de convergencia es 1.

b) El radio de convergencia es limy, .« % =limy o "T” =1.
¢) Como
An:1 G n?
Jim = = lim (n%) = Jim e = L

el radio de convergencia es 1.

d) Igual que en el apartado anterior, el radio de convergencia es 1.
e) El radio de convergencia es el inverso de

a . n+1)!

n+1 — lim ( )

lim “=limn+1=+oo.
n—o dan n— oo n! n—oo

Por tanto, el radio de convergencia de > n!x™" es 0.

Ejercicio 8.2. Determinar el campo de convergencia de las siguientes series de potencias.
a) Y nhx" O X gh (x+ %)n d) > In(n)(x - 1"
b) X n(x +2)"

Solucion 8.2.
a) Como limy, .. Y/Nn" = +o0, el radio de convergencia es 0.
b) En primer lugar calculamos el radio de convergencia:

i, 52 = i, P -
Como el radio de convergencia es 1, la serie es convergente en ] — 3, —1[ y no es convergente
en R\ [-3,—-1]. Veamos que ocurre en los extremos del intervalo.
i) En x = —1, nos queda la serie >’ 1 que no es convergente.
ii) En x = —3, tenemos la serie > (—1)"n que tampoco es convergente.
¢) Calculamos el radio de convergencia:

211+1
. aAn+1 .
lim ntlo— lim 37217:{4 =2,
— 00 — 00
an 3n+1

de donde concluimos que el radio de convergencia es % La serie es, por tanto, convergente en
1-1,0[ yno es convergente en R\ [—1,0]. En x = 0 la serie no es convergente (comparando con
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la serie armoénica). En cambio, el criterio de Leibniz nos dice que si es convergente en x = —1.
Resumiendo, la serie es convergente en [—1, O[.
d) La serie es convergente en ]0, 2.

Ejercicio 8.3. Determinar el campo de convergencia de las siguientes series de potencias.
a) ¥ S an

B) ¥ g
> %x"
s (*D"nln(n)xn

Solucion 8.3.
a) Calculemos el radio de convergencia.

1 . a . T 1
—:hm'"—H’:hm 3”{ ==
R n-o| ap n-e 3
En x = 3 y x = —3 la serie no es convergente porque el término general no tiende a cero.

b) El radio de convergencia es

L lim % #—lim 1 =0
R n-o \\In(n)® n-olInn)

Por tanto, la serie converge en todo R.
¢) En primer lugar, calculemos el radio de convergencia.
1
n+1

=llmT=l

n—oo

l=lim An+1
R n-o| ay

Por tanto, la serie es convergente en | — 1,1[ y no es convergente en R\ [-1,1]. En x = 1, la
serie > (;}r)l es convergente por el criterio de Leibniz. En x = —1, nos queda la serie >’ ﬁ que
no es convergente. Resumiendo, el campo de convergencia de la seriees ] — 1,1].

d) Calculemos el radio de convergencia en primer lugar.

1 a In(n+1)
= = lim |2 == jim —2— =1.
R N— 00 an N— 00 In(n)
n
En x = 1, la serie > % es convergente por el criterio de Leibniz. En x = —1 nos queda la
serie > % que es mayor que la armoénica y, por tanto, no convergente.

Ejercicio 8.4. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudia el
comportamiento en los extremos.

1 n! 1
Q) X gonn X" b) X Grpex™ 0 2 mmim X"

Solucion 8.4.
a) En primer lugar, calculemos el radio de convergencia:

1
TIRnE) _ 2"@2n+1) im 2n+l 1
1 n—-o0 2N+l (2n +3) n-«x22n+3) 2’

lim
n—oo

2n(2n+1)

y, por tanto, el radio de convergencia es 2. Veamos en qué ocurre en x = 2. La serie que tenemos
es > ﬁ que no es convergente. En cambio, si que es convergente la serie >’ (2;143; por el criterio
de Leibniz.

b) Ver Ejemplo 8.7

¢) Veamos el radio de convergencia:
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1

lim In(n+3 lim In(n +2) -
-S| T e =
nee ey In(n + 3)
_ . 1 ; 1 -
En x = 1, la serie > In(n+2) DO es convergente por ser mayor que la serie > 2.Enx =-1,1a

. (-1)" . .
serie >’ Innt2) €S convergente por el criterio de Leibniz.

Ejercicio 8.5. Calcula el radio de convergencia de las siguientes seres de potencias y estudia el
comportamiento en los extremos.

1-3-5---(2n+1) n—n
a) > 2.4.6...(2n+2)xn b) > n2+n+1xn

Solucion 8.5.
a) El radio de convergencia es

1-3:5---(2n+1)(2n+3)
246

1 . “(2n+2)(2n+4) . 2n+3

— = lim = lim =1 = R=1.
S 1-3-5---(2n+1) )

R 246 (2n+2) nen

Vamos a estudiar la convergencia en x = 1. Aplicamos el criterio de Raabe:

limn(l—M>= limn<1—2n+3

)—im n 1
n—eo0 an n-oo 2n+4) n-o2n+4 2’

y, por tanto, la serie no es convergente.

En x = —1, la serie es convergente por el criterio de Leibniz. Para ello tenemos que comprobar

que {an} = {%227%} es una sucesion decreciente con limite cero. La monotonia no es

2n+

dificil de ver: como an_lﬁ = an, se cumple que ay-1 < ay para cualquier natural. Para

calcular el limite observemos que

lim1'3'5”'(2n+1)—0 < lim In
n—02.4.6---2n+2) n—00

(1-3-5---(2n+1))
2:4-6---(2n+2)

Para calcular este segundo limite, aprovechemos que el logaritmo de un producto es la suma
de los logaritmos:

1-3-5---(2n+1)>_ (l) (2n+1)_ <2n+1>
ln<2-4-6---(2n+2) =n{z) G _goln 2n+2)

;Cuanto vale la suma de esta serie (de términos negativos)? Si comparamos con la serie Z%
vVemos que no es convergente y, por tanto,

b) Calculemos el radio de convergencia:

n+l—v/n+1
. +1)2+n+2
lim (D72 g g,
n—e _N=yn_
n2+n+1
La serie no es convergente en x = 1 (comparando con la serie armoénica) y si lo es en x = —1

por el criterio de Leibniz.

Ejercicio 8.6. Calcular el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funcién
f(x)=In( +x).

Solucion 8.6. Utilizamos la suma de una progresion geométrica para calcular el desarrollo de la
derivada de f,
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1 1 (o] " (o]
"(x) = = = —x)" = —1)"x™",
S (x) Tix  1-(—x) Z( ) Z( )
n=0 n=0
Por tanto, el desarrollo en serie de potencias es, salvo una constante
- (-1
x) =K+ xnHl

fx) go n+1

Para calcular la constante K basta evaluar los dos miembros de la igualdad para un valor concreto
de x: por ejemplo 0. Como consecuencia K = 0.

Ejercicio 8.7. Calcular el desarrollo en serie de potencias de las funciones
W) T

b) sen(x)

o) In(1 + x2)

d) e~

Solucion 8.7.

a) Como
1 00
1-x - Z Xt
n=0
para |x| < 1, se tiene que
1 o 3
1+x3:1—(x3 Z(X = 2 (-D"xn.

n=0

para ‘x3‘ <1 o, lo que es lo mismo, para |x| < 1.

b) No es dificil comprobar que las derivadas de la funcién seno en el origen son

1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,...

En general,
-1)M, sin=2m-1
) (x) = SL ( , ,
S 0, sin=2m.
Sustituimos y nos queda que
( l)nX2n+1
sen(x) Z
"o 2n + 1)!
c) Sabemos que
* )n+1
In(1 +x) = Z :
para |x| < 1. Por tanto,
© n+1
In (1 +x ) = Z n
n=1

con ‘x2’ <1 o, lo que es lo mismo, |x| < 1.
d) Como
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e":z%,‘v’xeﬂ%,

se tiene que

n 2n

P . Z , Vx € R. (8.2)

@ Ejercicio 8. 8 Calcula el desarrollo en serie de potencias centrado en cero de la funcion f(x) =

2

x4 sen(x) + 57V estudia donde es convergente dicho desarrollo.

Solucion 8.8. El desarrollo de cada uno de los sumandos es facil de calcular utilizando desarrollos
conocidos. Concretamente, utilizando el desarrollo de la funcion seno, se tiene que

00

)nx2n+l _l)nx2n+3

sen(x Z CIRY = VxeR = x’sen(x) = > (

—, VxeR.
neo "o 2n +1)!

Ahora utilizamos la formula de la suma de una progresion geométrica:
[oe] 1 [oe]
- = X", = —— = xn
> D)
n=0

y este desarrollo es valido si, y solo si, |[x| < 1. En conclusion, el desarrollo de la funcién f es
nx2n+3

S anxt = 5 xns 35 Ten+ln

n=0 n=0 n=0

y este desarrollo es valido si, y sélo si, |x| < 1.

Ejercicio 8.9. Calcular la serie de potencias centrada en cero de la funcion f(x) = m.
Solucion 8.9. En primer lugar descomponemos en fracciones simples:
1 1
x24+5x+6 x+2 x+3°
En segundo lugar calculamos el desarrollo de ambas fracciones y sumamos:
1 11 I = ( x\" 1 < (D" _,
x+2‘21+§‘22(2) 22 on X
n=0 n=0
Analogamente,
11 1X:;§(_§)":1i(—1)"xn
x+3 31+3 3, =7\ 3 3 =0 3"
Por tanto,
1 1 & (- 1 < (-D)* o ((=D" (="
isxa6-2 2 om Xty X g X= 2 (2n+1 e ) X"
n=0 n=0 n=0

Ejercicio 8.10. Calcular el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funcién
f(x)=In (HX ) definida en el intervalo ] — 1, 1[. Utilizar dicho desarrollo para calcular In(2) con
ocho cifras decimales exactas.

Solucion 8.10. Dado que f(x) =In(1 + x) — In(1 — x),
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4 — 1 1 — S )\ S n _ S 2n
f(x)71+x+l—x7 Z( X) +Zx 7227:)(
n=0 n=0 n=0
Por tanto,
had 2n+1
X
=2§ +
fx) —o2n+l

Evaluando en un punto, por ejemplo en 0, obtenemos el valor de la constante K: f(0) = 0 = K.
Para calcular el valor de In(2), evaluamos f en % 3 ya que:

1+x
1-x

=2 <= 1+4x=2(1-x) < 3x=1 <=>x=%.

Para calcular el error cuando nos quedamos con una cantidad finita de la serie, desarrollamos

1 1 1 29
In(2) ‘f<§> _2"20 P13 3 2 2n+1)9”’

n=0

y acotamos la suma de la cola de la serie

2 1 2 2 1
In(2) - = D N —
3, @n+no" 3 4 (2n+1)9n
2 &< 1 21 11
<3 2 gnT3g.9F " 120F
n=k+1

Si queremos ocho cifras decimales exactas, tenemos que elegir k de forma que

111
12 9k 108

lo que se cumple, por ejemplo, para k = 8.

8.7.1 Ejercicios complementarios

Ejercicio 8.1. Calcular el radio de convergencia y estudiar el comportamiento en los extremos
de la serie de potencias > (n + 1)In(+1) xn

Ejercicio 8.2. Calculala suma de la serie de potencias Z n+l,

2n+1

Ejercicio 8.3. Calcular el campo de convergencia de las siguientes series de potencias.

zﬁ(xnw, 0 S(x-1",
b 3 fpen Dz
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FEcuaciones difevenciales ovdinarias

9

9.1 Introduccién 203 9.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden 206 9.3 Métodos
de resolucion de edos de primer orden 208 9.4 Ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden superior 217 9.5 Ecuaciones lineales de orden superior 218 9.6 Ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes 221 9.7 Ejercicios 227

9.1 Introduccion

Encontrar una funcién de la que conocemos unicamente su derivada era el fin del calculo de
primitivas. Si la derivada es f(x), dicha primitiva es la solucién de la ecuacion ‘{% = f(x). Esta es,

quizas, la primera ecuacion diferencial que todos resolvemos.

Definicion 9.1. Una ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona una funcién, su
variable o variables y sus derivadas. Diremos que es una ecuacion diferencial ordinaria (edo)
si s6lo hay una variable independiente, y diremos que es una ecuacion en derivadas parciales
si aparecen derivadas parciales respecto de dos o mas variables.

Por ejemplo, las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias

V' (x) + y(x) = x2, 9.1a)

‘;%’”yz _1-0, (9.1b)

(x —2y)dy + y?dx =0, (9.10)

" (x)% + 3xy'(x) — cos(x) = 0. (9.1d)

donde vy es la funcién incégnita y x es la variable independiente. Como se puede ver, utilizaremos
la notacion y’ o dy/dx de manera indistinta para indicar la derivada.
Las siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales:

ou  ou
a @ =Uu-, (923)
°u  d’u

Recordemos que también podemos utilizar la notaciéon D; f para indicar la derivada parcial de
2
f respecto a la variable i-ésima o D> f para indicar %.
Ademas de distinguir entre ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en derivadas par-

ciales, utilizaremos el orden de la ecuacion.

Definicion 9.2. Se llama orden de una ecuacion diferencial al orden de la derivada mas alta
que aparece en la ecuacion.

Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales
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7

y' =3xy
v + v =cos(x)

Y +er =x
tiene orden uno, dos y tres respectivamente.

Grado Definicion 9.3. Sellama grado de una ecuacién que puede ser escrita como un polinomio en
la variable dependiente a la mayor potencia a la que esta elevada la derivada de mayor orden.

Ejemplo 9.4.
a) Las ecuaciones

(v")3 =3xy
y// +y/
(y///)z +y4 = x

cos(x)

tienen grado tres, uno y dos respectivamente.
b) Las ecuaciones diferenciales ordinarias

Y (x) + y(x) = x?, (9.3a)

% L2y2_1=0, (9.3b)

(x —2y)dy + y*dx =0, (9.30)

Y (x)?% + 3xy’(x) — cos(x) = 0. (9.3d)

tienen orden y grado uno salvo la ultima que tiene orden y grado dos. <

Ecuacion dife- Definicion 9.5. Una ecuacion diferencial diremos que es lineal si es lineal en la variable
rencial lineal dependiente.

Ejemplo 9.6. La ecuacion y’ cos(x) + x2y = eX es lineal y la ecuacién ()2 cos(x) + x2y = eX
no lo es. «

Ecuacién diferencial Definicion 9.7. Una ecuacion diferencial lineal diremos que es homogénea si no tiene térmi-
lineal homogénea nos que dependan sélo de la variable independiente.

Ejemplo 9.8. La ecuaciéon y’ + xy = "’ es homogénea mientras que la ecuacion y’ + xy = x?
no lo es. <

Soluciones

Una solucion de una ecuacion diferencial ordinaria es una funcion definida en un intervalo
que verifica dicha ecuacion. Por ejemplo, y(x) = e* definida en R es solucion de la ecuacion
diferencial v’ (x) — v(x) = 0. También es solucion la funcién constantemente igual a cero. Otras
ecuaciones, en cambio, no tiene solucién. Por ejemplo, la ecuacion (y')* + 2 = —1 no puede tener
solucién porque el miembro de la izquierda es positivo mientras que el de la derecha es negativo.
Si la ecuacion fuera (y’)? + y2 = 0, la tinica solucion posible seria la constantemente igual a cero.
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Resumiendo, hay ecuaciones que tienen solucién tinica, otras que tienen muchas soluciones y otras
que no tienen ninguna.

Llamaremos solucion particular de una ecuacion diferencial a una funcién que verifique la
ecuacioén. Si nos referimos al conjunto de todas las soluciones, hablaremos de solucion general.
Por ejemplo, v (x) = e* es una solucion particular de la ecuacién diferencial y'(x) — v (x) = 0 que
tiene como solucion general y = ce*.

No siempre seremos capaces de expresar la solucién de forma explicita: algunas veces lo hare-
mos de forma implicita como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.9. La solucion de la ecuacion diferencial ' = —x/7y en el intervalo -5 < x < 5 son
aquellas funciones que verifican que x2 + y?2 = 25. Para comprobarlo, basta derivar:

X2+ yx)2 =25 = 2x+2y(x)y'(x) =0 = y'(x) = —ﬁ . <
Observacion 9.10. La solucién general no siempre se puede expresar por medio de una tnica
formula. Por ejemplo, la ecuacion y’ + y2 = 0 tiene como soluciones particulares y(x) = % e

y(x) = 0y, por tanto, no la podemos describir con una tinica expresion.

Problemas de valores iniciales y problemas de contorno

Es usual que junto con la ecuacion diferencial tengamos algunas condiciones adicionales sobre
la funcién y sus derivadas. Si exigimos las condiciones sobre el mismo valor de la variable inde-
pendiente, hablaremos de un problema de valores iniciales. En cambio, si exigimos condiciones
adicionales sobre mas de un valor de la variable independiente, estaremos frente un problema de
contorno o de valores en la frontera.

A cualquiera de estas condiciones adicionales las llamaremos condiciones iniciales.

Ejemplo 9.11. El problema
" (x) - y'(x) = cos(x)

y(0)=0 -
v'(0)=0

es un problema de valores iniciales. En cambio
" (x) = ¥'(x) = cos(x) |
¥(0)=0 -
y(1) =1

es un problema de valores en la frontera. <

Forma implicita y explicita

Definicion 9.12. Diremos que una ecuacion diferencial de orden n esta dada en forma
implicita cuando tiene la forma F(x,y,y’,y”,...,y™) = 0, siendo F una funcién definida
en conjunto Q de R"*2 con valores en R. Diremos que la ecuacién esta en forma explicita si
tiene la forma y™ = F(x,y,y’,...,y™ 1), siendo F una funcién real definida en Q ¢ R"*1,

Por ejemplo, en el caso de edos de primer orden una ecuacion en forma implicita tiene la forma

F(x,y,¥)=0
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pendientes

Curva integral
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y, en forma explicita, tiene el aspecto v’ = f(x,y).
Ejemplo 9.13. Las ecuaciones diferenciales
y' =3y -x
y// — y/ + xy
estan escritas en forma explicita. En cambio, las ecuaciones
cos(xy) +y'e¥ =0
arctan(y’y"") + xe¥ =0

estan escritas en forma implicita. <

Ecuaciones diferenciales de primer orden
La ecuacién de primer orden y primer grado tiene la forma
M(x,y)+N(x,y)y" =0,

escrita en forma implicita. A veces, la escribiremos de la forma M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0 o, si
la queremos en forma explicita, y' = f(x, y).

Para estas ecuaciones hay teoremas que nos garantizan la existencia de solucion en condiciones
no demasiado restrictivas, pero antes de comentarlos, veamos como podemos buscar soluciones.

Campos de pendientes y curvas integrales

Aunque no sepamos cual es la solucion de una ecuaciéon dife-

pendiente v’ (2)/ - ¥ rencial de la forma y' = f(x,y), podemos preguntarnos qué
propiedades debe verificar teniendo que conocemos la derivada
(2,1) de la solucién. Por ejemplo, consideremos la ecuacion diferencial

Yy =1l+x-y.

No conocemos la funcion y pero si conocemos la pendiente en
cualquier punto: la pendiente en el punto (2,1) es y'(2) = 1+2 -
1 = 2. Hemos aprendido algo: la soluciéon que pase por el punto
(2,1) tiene que ser tangente a la recta que pasa por dicho punto

-

Figura 9.1 Pendiente en el
punto (2,1)

con pendiente 2.

Esto que hemos hecho con un punto lo podemos repetir con todos los puntos del dominio. No
es posible hacer un dibujo con todos los puntos pero si podemos hacernos una idea aproximada
dibujando las pendientes en una malla de puntos tan densa como queramos (0 podamos). Esto
es lo que hemos hecho en la Figura 9.2. En esta figura hemos representado con una flecha la
pendiente en cada punto. Cualquier solucion tiene que seguir el flujo de direcciones marcado.
A dicha representacion del flujo de direcciones se le suele llamar campo de pendientes o de
direcciones.

En la Figura 9.2 podemos ver dos “soluciones”: la que pasa por el punto (2,1) y la que pasa por
el punto (1,1). A estas soluciones, en realidad, un bosquejo de curva, se les suele llamar curvas
integrales. El teorema de existencia y unicidad nos garantiza que, en este caso, por cada punto del
plano pasa una curva integral (existencia de solucion) y que dos curvas no se cortan (unicidad de
la solucion).
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4 A
ezl A A 4 A A 4 4 4 4 4 4
> 7 / /d 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 X
v / 4 f 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
Figura 9.2 Campo de
pendientes y curvas integrales
9.2.2 Existencia y unicidad de solucion
Teorema 9.14. Seal =la,b[x]c,d[c R?, sea f:I — R y tomemos (xo, Yo) € I. Existencia y unici-
a) Si f es continua en I, entonces existe § > 0 y existe una funcion y definida en 1xo — 6, xo + [ dad de solucion para
.. edos de primer or-
que es solucion de
den
y' = fx,p),
v (x0) = Yo.

b) Si ademads % es continua en I, entonces la solucion es unica.

Ejemplo 9.15. La funcién f : R? — R definida como f(x,y) = 1 + 2 es continua en todo el
plano y su derivada parcial respecto de la variable  también lo es. Eso quiere decir que la ecuacion
diferencial 3’ = 1 + y? tiene solucién y que el problema de valores iniciales

Y =1+y%
y(x0) = Yo,

tiene solucion unica para cualquier (xo, ¥o) € R2. Por ejemplo, la tinica solucién de

Yy =1+5%

es la funcion y(x) = tan(x) para x € ]—%, Z [

Conviene poner de manifiesto que, aunque f(x,y) = 1 + y2 es una funcién de clase infinito en
todo el plano, la solucion soélo tiene sentido en un entorno del origen que, obligatoriamente, debe
estar incluido en el intervalo ]— g [

Mas aun, la solucion general de la ecuaciéon v’ = 1 + y?2 tiene la forma y(x) = tan(x + c) que,
también, tiene estar definida en un intervalo de longitud ™ como maximo. <

El intervalo donde esta definida la solucién puede, y suele, depender de la condicion inicial,
como se puede ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 9.16. La funcion f(x,y) = —x/y es continua en cualquier punto del plano salvo en el
eje OX. Cualquier rectangulo que tenga interseccion vacia con dicho eje es un dominio en el que
tenemos garantizada la existencia y unicidad de solucion del problema de valores iniciales

y ==
y
y(x0) = Xo.

La solucion general de la ecuacion, en forma implicita, es x2 + 32 = ¢, siendo ¢ un ntimero positivo
arbitrario y x €] — /c, \/c[. Por ejemplo, la soluciéon de
v ==
y(0) =1,

esy =+1-x2 conx €] — 1, 1[. En cambio, la solucion de

y ==X
y
¥(0) = -100,

esy = —+/100 — x2 con x €] — 10,10[. «
Métodos de resolucion de edos de primer orden

Variables separadas

Una ecuacion diferencial diremos que es de variables separadas si es del tipo
M(x)+N()y =0

0, lo que es lo mismo, si podemos separar a ambos lados de la igualdad x e . Para resolverla
tenemos que encontrar primitivas de M y N. Si p g son dichas primitivas, entonces las soluciones
de la ecuacion verifican p(x) + gq(y) = C. Para comprobar que esto es asi, solo hace falta derivar
esta expresion lo que nos daria la ecuacién original M(x) + N(y)y’ = 0.

Ejemplo 9.17. Resolver xdx — y2dy = 0.
Separando variables e integrando, tenemos que
1 1
xdx = y?dy = dex = Jyzdy = Exz = §y3 +c = 3x2-2y3=c. <«

Ejemplo 9.18. La ecuaciéon (x2 +4)y’ = xy es una ecuaciéon de variables separadas. Resolva-
mosla:

2 r_ x ¥ J' X _Jl, -
(xc+4)y =xy (:)x2+4 Y = X2+4dx ydy c
@%ln(x2+4)—ln|y|=c = |y|=eVx2+4
= y=xe “Vx2 +4.

Obsérvese que +e ¢ es una manera, un poco enrevesada, de escribir un niimero real distinto de
cero. Por tanto, la solucién seria y = kv/x2 + 4 con k # 0.

¢Qué ocurre con k = 0? Si volvemos a la ecuacion original, vemos que y = 0 también es solucion de
la ecuacion. En realidad, cuando hemos pasado dividiendo y, implicitamente hemos exigido que
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v no se anule eliminando al mismo tiempo la soluciéon constantemente igual a cero. Resumiendo,
la solucion es v = kv/x2 + 4 con k un ntimero real cualquiera. <

Observacion 9.19. Cuando queremos resolver la ecuacion y’(x) = g(x)h(y) usando separacion
de variables tenemos que tener cuidado por si h se anula. Si h(a) = 0, entonces la funcién constante
y(x) = a verifica vy’ = g(x)h(y). Si intentamos el método que hemos usado en los ejemplos
anteriores, nos queda
dy.
h(y)

que no esta definido en y = a vy, es posible, que dicha solucién constante no nos aparezca inte-
grando.

=g(x)dx,

Ejemplo 9.20. Resolvamos la ecuaciéon y’ = y2 — 1.

dy _

ay J dy I
2 _ — A
dx ye-1 <= dx < 21 dx +c

21
Y (9.4)
y-1

y—-1 — 2€2X
+1

y+1

(:)1ln‘

=X+C <=
2 ‘

. ZX - e
de donde, despejando 7y, obtenemos y = }tiih, con k = +e°¢ o, lo que es lo mismo, un nimero

cualquiera distinto de cero. De la observacion anterior sabemos que y = 1 e y = —1 son soluciones
de la ecuacién diferencial que no nos han aparecido. Por tanto, hemos perdido soluciones en el
desarrollo (9.4). <

Ecuaciones lineales de primer orden

Definicion 9.21. Una ecuacion diferencial ordinaria es lineal si tiene la forma
an ()Y ™ (x) + an—1)y "V (x) + - -+ a1(x)y (x) + ap(x)y(x) = g(x).
Diremos que es lineal homogénea si g(x) = 0.

Como caso particular, una ecuacion lineal de primer orden es de la forma a; (x)y’ + ag(x)y =
b(x). Si dividimos por a1, obtenemos la forma usual y’ + a(x)y = b(x) (a veces llamada forma
estandar).

Caso homogeneo

La ecuacion diferencial 3" +a(x)y = 0 es una ecuacion en variables separadas. Siempre tenemos
la solucién trivial y(x) = 0 como solucion. Para buscar soluciones no triviales resolvemos y
obtenemos como solucion general

y = Kexp (—Ja(x)dx) .

Caso general

Para resolver la ecuacion general vamos a usar el hecho de que esta solucion se puede obtener a
partir de una solucion particular y de las soluciones del problema homogéneo. Mas concretamente,
supongamos que Yo e 1 son solucion de

¥ +a(x)y =b(x). (9.5)
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Entonces (y; — ) + a(x)(y1 — ¥0) = 0 o, lo que es lo mismo, y1 — o es solucion de la corres-
pondiente ecuaciéon diferencial homogénea. Como dos soluciones cualesquiera se diferencian en
una soluciéon del problema homogéneo, el conjunto de soluciones de (9.5) se obtiene sumando a
una solucién particular las soluciones del homogéneo.

Para obtener una solucion particular de (9.5), multiplicamos dicha ecuaciéon por exp (J a(x) dx)
y obtenemos:

exp (Ia(x) dx) ' +exp (Ja(x) dx) a(x)y =exp (Ja(x) dx) b(x).

Fijémonos que el primer miembro de la igualdad es la derivada del producto exp (J a(x) dx) v,
con lo que

exp (Ja(x) dx) y = Jexp (Ja(x) dx) b(x)dx,

y, por tanto, una solucion es

B Jexp (J a(x) dx) b(x)dx
- exp (Ia(x) dx)

y(x)

Resumiendo, la solucion general del problema la conseguimos sumando a esta soluciéon particular
las soluciones del problema homogéneo.

Proposicion 9.22. La solucion general de la ecuacion diferencial de primer orden
y' +a(x)y =b(x)

se escribe como suma de una solucion particular y la solucion general de la ecuacion homogénea
v’ +a(x)y = 0. Mds concretamente, la solucion general es

- Jexp (J a(x) dx) b(x)dx
- exp (fa(x)dx)

y(x) + K exp (—Ja(x)dx).

Ejemplo 9.23. Resolvamos la ecuacion xy’ — 4y = x5e*.

4y _

La forma estandar de la ecuacion es y' — = = x%eX. En este caso a(x) = f%. Multiplicamos por

exp (—4J %dx) =exp(—-4In(x)) = x~*:
x4y —4x7y = xe* = (x"ty) = xeX.

Integrando por partes, se obtiene que la solucion es y = x°eX — x%eX + Kx*. «

Observacion 9.24. El paso ala forma estandar incluye la division por a; (x). Aquellos valores de
x paralos que a1 (x) = 0 se suelen llamar puntos singulares y son potencialmente problematicos.

Ejemplo 9.25. Resolver el problema de valores iniciales

y' =2xy =2,
y(0) =1.

Como en los ejemplos anteriores, multiplicamos por ex° y nos queda que
. (X ,
y = 2e*° J e dt + Ke¥.
0

Utilizando que y(0) = 1, se tiene que K = 1 y, por tanto,
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x2 * —t? x2 x2 * —t?
v =2e e tdt+eX =er (2+ | et dt+1]).<
0 0
Observacion 9.26. Hay funciones relativamente sencillas que no tienen una primitiva expresable
. . .z 42 . . .
mediante funciones elementales. La funcién e~*" es un ejemplo. Las funciones definidas de esta
manera tienen, en muchas ocasiones, nombre en la literatura matematica. Por ejemplo, la funcién Funcién error
error esta definida como

erf(x) = 2 JX et dt
VT Jo '

Con esta notacion, la solucion del Ejemplo 9.25 es y(x) = X’ (1 + ﬁerf(x)).

9.3.3 Ecuaciones diferenciales exactas

La ecuacién diferencial ydx + xdy = 0 es de variables separadas. También podemos recordar
en este momento la derivada de un producto: d(xy) = ydx+xdy para concluir que la solucion de
la ecuacion es xy = c. Si en lugar del producto tenemos una familia uniparamétrica de funciones
f(x,y) = c, podemos derivar y obtenemos la ecuacion diferencial

of of 4, _
ade+aydy—0.

Por ejemplo, si tenemos f(x,y) = x3 + xy? = ¢, conseguimos la ecuacién
(3x% + y®)dx + 2xydy = 0.

Definicion 9.27. La ecuacion M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 diremos que es exacta si existe Ecuacién diferencial
un campo escalar F(x,y) tal que exacta

OF OF
a(x,y) =M(x,y), @(x,y) = N(x,y),

0, lo que es lo mismo, VF(x,y) = (M(x,y),N(x,y)). Al campo escalar F se le suele llamar
potencial. Potencial

Si la ecuacion diferencial es exacta, es muy facil expresar la solucion en forma implicita, s6lo
nos hace falta encontrar un potencial de la ecuacién.

Proposicion 9.28. SiM(x,y)dx+N(x,y)dy = 0 esuna ecuacion diferencial exacta con potencial
F y f esuna funcion real de variable real verificando que F (x, f (x)) = C para algun C en el dominio
de f, entonces f es solucion de la ecuacion diferencial M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Pero, ;como podemos saber si una ecuacion diferencial es exacta? En dominios adecuados, como
por ejemplo los rectangulos, existe una condicion muy comoda de verificar. Esta condicién nos la
da el Teorema de Poincaré.

Teorema 9.29. Sean M, N :]a,b[x]c,d[— R funciones de clase uno. Entonces la ecuacion Teorema de Poincaré
diferencial M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si, y solo si,

a7M(x ) = a7N(x )
oy V)= 5 O
Ejemplo 9.30. Vamos a resolver la ecuacién 3y + e* + (3x + cos(y))y’ = 0.

En este caso tenemos que M(x,y) = 3y + e*X y que N(x,y) = 3x + cos(y). Veamos en primer
lugar que es exacta:
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oM ON
E(X,y) =3= a(X,y)-

Para resolverla tenemos que encontrar la funciéon potencial F. Como g—i (x,y) =3y +e*,

F(x,y) = I(3y +eX)dx = 3yx +eX + f(y).

Derivamos respecto de y e igualamos a N: 3x + f'(y) = 3x + cos(y). Conlo que f'(y) = cos(y)
y, por tanto f(y) = sen(y). En resumen, la solucién de la ecuacion escrita en forma implicita es
3yx +eX +sen(y)=C.<

Factores integrantes

Si la ecuacion M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 no es exacta, existe la posibilidad de que al multi-
plicar por una funcién adecuada se convierta en exacta, esto es, que la ecuacién

px, ) (M(x,y)dx + N(x,y)dy) =0

si que sea exacta. Si la funcién uy no es constantemente cero, ambas ecuaciones tienen las mismas
soluciones. La cuestién que se plantea es cuando es posible encontrar una tal funcién p y como lo
hacemos. A dicha funcién y la llamaremos factor integrante.

No es facil encontrar condiciones genéricas que garantizen la existencia de factores integrantes.
Si es posible encontrar factores integrantes de algin tipo particular. Por ejemplo, supongamos que
u sblo depende de x. En ese caso la ecuacion

U(xX)M(x,y)dx + u(x)N(x,y)dy =0

es exacta y, por tanto,

)
3y (M(x)M(x,y)) = Ix (U(X)N(x,¥)).
Derivamos
oM , ON
u(X)@(x,y) =u (xX)N(x,y) + u(x)a(x,y).
Despejamos

p(x) %(x,y)—%—ﬁ(x,y) )
pix) N(x,7) = X,

y h tiene que ser una funcién que dependa so6lo de x. En ese caso,
u(x) = exp (J h(x) dx) .

Resumimos lo que hemos hecho en el siguiente resultado.
Proposicion 9.31. Consideremos la ecuacion diferencial M (x,y)dx + N(x, y)dy = 0. Suponga-
mos que

W) ey = Fx,y)

u(x) N(x,y)

es una funcion de x, a la que denotaremos h(x). Entonces

u(x) = exp (J h(x) dx)
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es un factor integrante de la ecuacion.

De manera similar se pueden buscar factores integrantes de un tipo particular como por ejemplo
que solo dependan de y o de x+y o de xy, etc. Como muestra puedes ver la proposicion siguiente.

Proposicion 9.32. Consideremos la ecuacion difevencial M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0.
a) Si

S,y - Hix, )

M(x,y)

=h(y),
entonces u(y) = exp (I h(y) dy) es un factor integrante.
b) Si

%(le) - %(le)
M(x,y) - N(x,y)

=h(x +y),
entonces U(x + y) = exp (I hix+y)d(x + y)) es un factor integrante.
c) Si

%(le) - %(le)
-M(x,y) -N(x-y)

=h(x -y),

entonces U(x — y) = exp (I hix-y)d(x - y)) es un factor integrante.
Ejemplo 9.33. La ecuacion (3xy + y2) + (x2 + xy)y»’ = 0 no es exacta. En efecto,

i(3xy+y2>=3x+2yqt2x+y=i(x2+xy).

oy 0x
La ecuacién admite un factor integrante que es funciéon sélo de x:
oM ON
@(X,J’)_W(X-J’) O 3x+2y-2x-y  x+y _ x+y 1
N(x,y) a X2 +xy S xX2+xy  x(x+y) x

El factor integrante es, por ejemplo,
u(x) =exp (J dx—x> = exp (In(x)) = x.

Es inmediato comprobar que la ecuacion x(3xy + y2) +x(x? + xy)y’ = 0 ya si es exacta. Para
resolverla buscamos la funcién potencial:

F(x,y) = J3x2y +xy2 dx = x3y + %Xzy2 + f(»).

Para calcular f, derivamos respecto de y: g—f,(x,y) =x3+ xzy + h'(y), de donde h'(y) = 0. Por
tanto, la solucién general de forma implicita es

F(x,y) =x3y + %nyz =C.«
Otros cambios de variable

Ecuaciones diferenciales homogéneas
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Funcién homogénea Definicion 9.34. Una funcion f : R — R es homogénea de grado p si f(tx) = t? f(x) para
cualquier x € R" y cualquier t € R.

Ejemplo 9.35. Elejemplo tipico de funcién homogénea es f(x) = x™ que es homogénea de orden
n. Pero también lo son aquellos polinomios de una o varias variables que so6lo tienen sumandos
de orden n. Por ejemplo,

fx,y,2) =x3y2 = 3x2y3 + xyz3 + 7x°

es una funcion homogénea de orden 5.
No es necesario que la funcion sea polinomica para ser homogénea. La funcién

fx,y) = e§ + sen <Z>
X
es homogénea de grado 0. <

Ecuacién diferen- Definicion 9.36. Una ecuacion diferencial M (x,y) + N(x,y)y’' = 0 es homogéneasi My N
cial homogénea son funciones homogéneas del mismo grado.

Ejemplo 9.37. Las siguientes ecuaciones diferenciales son homogéneas
(x +y)dx + (x —3y)dy =0
(3 + xy?)dx + (v® — x%y)dy =0
x2dx + (xy - 3y%)dy =0.

En cambio, (x + ¥y — 1)dx + (x — ¥)dy =0noloes.

Observacion 9.38. Segun la definicion, la ecuacion diferencial M(x,y) + N(x,y)y’ = 0 es
homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo grado digamos n. Esto quiere decir
que, utilizando la definicién de funcién homogénea con A = 1/x, se cumple que

M- (1) win - (5:2) - 1)

y, el resultado analago para N (x, y) con lo que

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 < x”M(l,%) +x”N(1,%) =0
- M(1,1> +N(1,Z) =0
x X
dy _ M(L%)
&N

y, por tanto, la ecuacion se puede escribir de la forma y’ = f (%)

Estas ecuaciones se transforman en una de variables separadas mediante el cambio u = %
Como vy = ux, derivando tenemos que y' = u’'x + u, es decir, u’x = f(u) — u, que es una
ecuacion de variables separadas.

du

Para resolverla, si f(u) # u, la ecuacién es Foo—u = d7x. Por tanto la solucién es

du
x =Cexp (J F) —u u)

v =Cux = Cuexp (J f(j)u—u) .
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Si f(ug) = up para algun ug, entonces se puede comprobar que la recta v = ugx es soluciéon ya
que

y'=u0=f(uo)=f<%>.

Ejemplo 9.39. Laecuacion % = % es homogénea. Para resolverla hacemos el cambio y = ux,
con lo que nos queda
du , X+y x+ux l+u
u —+ —X = y = = = y
dx XxX-y x-ux 1l-u

de donde, i{ +”1 % = d% que es una ecuacion de variables separadas. Integramos y obtenemos la

solucion:

1-u _ di l 2 _
Ju2+1du_J X = ln(x)+21n(u +1>—arctan(u)—C.

Por ultimo, como u = % la solucioén es In(x) + %ln <% + 1) — arctan (%) =C. <«

Ecuaciones de la forma v’ = f(ax + by + ¢)

Distinguimos dos casos:

a) Sia o b son cero, entonces la ecuacion es de variables separadas.

b) En otro caso el cambio z = ax + by + ¢ la transforma en una ecuacién de variables separadas
en x y z. Fijate que, como y = =95, la ecuacion se transforma en z’ = b f(z) + a.

Ejemplo 9.40. Las siguientes edos son ejemplos del primer caso

’

vy = cos(3x + 1),

y' =2y +3,

que, como se puede ver, se resuelven facilmente utilizando que son ecuaciones en variables sepa-
radas. <

Veamos un ejemplo del segundo tipo.

Ejemplo 9.41. Para resolver la ecuacion y’ = cos(3x + v — 1), hacemos el cambio de variable
z=3x+ 7y —1.Se tiene que y = z — 3x + 1 y, por tanto, la ecuacién se transforma en

’

- B , .z _
Y =eos@x+y-1) < 2 =c0s8(2)+3 = rma =0
1 2sen(z) )
L P S A, = [R.
— ﬁarCtan<ﬂ(cos(z) D k, ke

Basta con deshacer el cambio para terminar. <

a1 x+byy+c;
ax+bry+cy

Ecuaciones del tipo v’ = f(

En estas ecuaciones M y N son lineales, pero no necesariamente homogéneas, y la ecuacion
diferencial tiene la forma

(a1x + b1y +c1)dx + (a2x + boy + ¢2)dy = 0.

A la hora de resolverla, vamos a tener en cuenta coOmo es el sistema de ecuaciones
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a1x+b1y+c1=0

arxx +bxy+c2=0

a) Sicy = c2 =0, la ecuacion es homogénea y ya sabemos resolverla.

b) Si el sistema es compatible indeterminado, esto es, si aib> = a»bi, el cambio de variable
z = a1x + b1y transforma la ecuacién en una de variables separadas.

¢) Por ultimo, si el sistema es compatible determinado, o sea, si a1b> # a2b1, entoces el sistema
tiene solucion Unica x = «, y = B. El cambio de variable u = x — &, v = y — B transforma la
ecuaciéon en

v o= f (alu + b1v>
au+byv/)’
una ecuacion homogénea donde u es la variable independiente.

Ejemplo 9.42. La ecuacién diferencial

r_[(2x+y+1 ?
Y T \ax+ y-3
se corresponde al segundo tipo mencionado. El cambio de variable z = 2x + y la transforma en

, z+1\2
= _2,
z <22—3)

que, integrando, tiene como solucion

45 14z — 5+/2° - 26 10 4z
- In -~ —In(722-262z+17) - = =k, k€ R.
982 (14z+ 523 —26) 49 ( ) 7

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos la soluciéon que buscabamos. <
Ejemplo 9.43. La ecuacion diferencial

;_X+y -3
Cx-y+1

es del tercer tipo mencionado anteriormente. Resolvemos el sistema

x+y=3
]» = (x,y)=(,1).
x-y=1

El cambio de variable (u,v) = (x — 2,y — 1) transforma la ecuacién diferencial en la ecuacion

, U+v
v o=
u-—-v

que ya si es homogénea y, de hecho, ya hemos resuelto en el Ejemplo 9.39. «

Ecuacion de Bernoulli

Una ecuacion diferencial es una ecuacion de Bernoulli si tiene la forma
Y +px)y =aqx)y"

donde 7 es un ndmero real. Para resolverlas, utilizamos el cambio de variable z = y1=" que la
transforma en una ecuacioén diferencial lineal en z.
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Algunas aplicaciones

Familias de curvas y trayectorias ortogonales

Dada una familia de curvas en el plano F(x, v, c) = 0, podemos encontrar una ecuacion diferen-
cial que la represente a dicha familia. Para ello derivamos respecto de x y eliminamos la constante
c. En algunos caso, al derivar directamente desaparece c.

Ejemplo 9.44. La familia de curvas x2 + y2 = ¢ es la solucion de la ecuacién diferencial 2x +
2yy’' =0.<

En otras ocasiones es necesario realizar algunas operaciones mas para conseguirlo.

Ejemplo 9.45. Para obtener la ecuacion diferencial que verifica la familia de curvas xy? = ce*,
derivamos respecto de x y obtenemos que

y2 +2xyy’ = ceX

xy?

Usando que ¢ = o se deduce que la ecuacién diferencial es de la familia de curvas es

V2 +2xyy =xy%. <

Conocida la ecuacién diferencial de una familia de curvas, es facil plantear la que corresponde
a la familia de curvas que corten de manera perpendicular a todas las curvas de la familia inicial.
La pendiente de las curvas de la primera familia se pueden calcular derivando de forma implicita.

Siy’" = f(x,y), entonces las familia de trayectorias ortogonales debe verificar y' = — 71 ; 37

Desintegracion radioactiva

La actividad radioactiva de un elemento inestable como el carbono 14 es proporcional a la
cantidad de dicho elemento. Si M(t) denota la cantidad de atomos en un momento t dado, la tasa
de cambio viene dada por

M'(t) = —kM

donde k > 0 es la constante de desintegracion con un valor determinado para cada material.
Si resolvemos esta ecuacion obtenemos que la solucion general es M(t) = C ekt 1a constante
C se puede calcular: evaluando para t = 0 obtenemos que C = M(0) es la cantidad inicial de
material. Para calcular la constante k de un determinado material necesitamos una medicién para
un tiempo t. Si, por ejemplo, conocemos la cantidad de material al inicio (t = 0) y para un tiempo
t = 3, podemos calcular k despejando en la ecuacion M(3) = M(0)e—3k, Para el carbono 14, la
constante es k = 0.000120968.

Datacion usando carbono 14

FALTA

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

En una ecuaciéon diferencial de orden n aparecen relacionadas la variable independiente y las
n primeras derivadas de una funciéon y. Dependiendo si podemos despejar la derivada n-ésima,
™M) ]a escribiremos en forma implicita
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F(x,y,y’,y”,...,y(")) =0,

o explicita

y(n) :f(x’y’y/,y”’_“’y(n—l))_

Un problema de valores iniciales o de Cauchy es una ecuacion diferencial junto con algunas
condiciones sobre el valor de la funcién incégnita en un un punto, esto es,

y ™ = f (x5, e,y D) ]
y(x0) = >0

Existencia y unicidad de solucion

Teorema 9.46. Consideremos el problema de valores iniciales (9.6). Entonces

Existencia a) Si f es continua en un entorno del punto (xo,yo,y(’), .. .,y(()n)) entonces el problema (9.6)
de solucion tiene solucion.
Unicidad de soluciéon b) Si f tiene derivadas parciales continuas, esto es, es de clase C!, entonces el problema (9.6)

tiene solucion unica.

9.5 Ecuaciones lineales de orden superior

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden # tiene la forma

(n—1)

an(x)y™ + an_1(x)y + - +apg(x)y = b(x).

Siayn(x) # 0, dividiendo por a, (x) obtenemos la forma estandar
y(?’l) + an_l(X)y(nil) o+ ao(x)y =b(x). (9.7)

La ecuacién anterior es homogénea si b(x) = 0. Asimismo, dada la ecuacién diferencial (9.7), la
ecuacion homogénea asociada es

Y™ pan 1(x)y™ D 4t an(x)y =0. (9.8)

El Teorema 9.46 tiene una expresion simplificada para ecuaciones diferenciales lineales. El mo-
tivo es que la unicidad la obtenemos gratis. Para la existencia, necesitamos continuidad de las
funciones a;.

Existencia y uni- Teorema 9.47. Sean > 2 y sean ag, ai,..., An : I C R — R funciones continuas, entonces el
cidad de solucion problema de valores iniciales

an(x)y™ +an_1(x)y™ Y + .. +ag(x)y =b(x),
y(x0) =20
y'(x0) = (9.9)

¥V (x) = "V
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tiene solucion unica en todo el intervalo I.

Podemos aprovechar la linealidad de la ecuacion para estudiar el conjunto de soluciones. Ob-
sérvese que si tenemos dos soluciones y y z de (9.9), entonces restando

an(x)y™ +an_10)y" Y+ ... +ag(x)y = b(x)

an()zM™ +an 1)z Y 4+ ...+ ag(x)z = b(x)
obtenemos que

an(x)(y —2)™ +ay_1(x)(y -2)" V4 v agx)y =0

0, lo que es lo mismo, la diferencia y — z es solucion de la correspondiente ecuacién homogé-
nea. Asimismo, la suma de dos soluciones de la correspondiente ecuacion diferencial homogénea
también es solucidén. Con esto en mente, podemos dar un primer paso para encontrar la solucién.

Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales

El problema homogéneo

Dada la ecuacion diferencial lineal homogénea

n-1)

an(x)y™ +an_1(x)y" Y + .. +ag(x)y =0, (9.10)

consideremos operador L definido como
LIyl =an(x)y™ +an 1(x)y "D + -+ +ag(x)y.

El operador L estd definido en el conjunto de las funciones de clase C™. Con esta notacion, la
ecuacion (9.10) se escribe de una forma mucho mas simple: L[y] = 0.

Es muy facil comprobar que L es un operador lineal, esto es, que
a) L[cy] = cL[y], para cualquier c real y que
b) L[y + z] = L[y] + L[z], para cualesquiera par de funciones vy, z.

¢Qué funciones son solucion de la ecuacion (9.10)? Si recordamos la definicion de nucleo de una
aplicacion:

L[y]1=0 < yeker(L)={y: L[y]=0}.

En otras palabras, el conjunto de las soluciones es un subespacio vectorial. Como ya sabes, la
mejor manera de expresar los elementos de un espacio vectorial es utilizar una base del mismo,
pero antes tenemos que averiguar cual es su dimension.

Proposicion 9.48. El conjunto de las soluciones de
an(x)y™ +an_10)y™ Y 4. ragx)y =0 (9.11)

es un espacio vectorial de dimension n. Por tanto, si {y1,V2,...,Yn} es una base de dicho espacio,
la solucion general de la ecuacion (9.10) es
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C1Y1+C2Y2 + -+ Cnln,

donde ci, i =1,2,...,n son numeros reales arbitrarios.

El problema general

Pasamos ahora al problema general. Dada la ecuacién diferencial lineal
an(x)y™ +an-10)y" Y+ +ag(x)y = b(x) (9.12)

o, utilizando la notacién anterior, L[] = b(x). ;Cudl es la solucion? Sélo tenemos que fijarnos
en que la diferencia entre dos soluciones de (9.9) es una solucion del problema homo6geneo para
obtener la siguiente proposicion.

Proposicion 9.49. La solucion de la ecuacion diferencial
an(x)y™ +ap-100)y" Y+ +ag(x)y = b(x)

se puede escribir de la forma yp + yn, donde Yy, es una solucion particular de dicha ecuacion
diferencial e vy, es la solucion general de la ecuacion homogénea

an(x)y™ +an_10)y" Y+ ... +ag(x)y = 0.

Independencia lineal de funciones

Definicion 9.50. Un conjunto de funciones {y1(x), y2(x),..., ¥n(x)} es linealmente inde-
pendiente si las unicas constantes ci, c2,..., ¢ para las que se cumple que

ayi(x) +c2ya(x) + - +cnyn(x) =0 (9.13)
soncy=c2=...=cp =0.

Si se verifica la ecuacion (9.13), sus derivadas, hasta orden n — 1, también se anulan:

c1y1(x) + c2y2(x) + - - - + cnyn(x) =0,
Y (x) +c2yp(x) + - -+ cpyp(x) =0,
171 (x) + c2y3 (X) + - - - + cnyy (x) = 0, (9.14)

(n—1)

D)+t ey P (x) = 0.

ayvi™ P (x) + oy

La existencia de constantes ¢; no nulas verificando el sistema de ecuaciones (9.13), (9.14) depende
del determinante

1 2 ces Yn
Wy, y2,...,yn) = 1 Yo D (9.15)
y{n—l) yz(n—l) y?(ln—l)
Dicho determinante se suele llamar el wronskiano de {y1(x), y2(x),...,¥n(x)}. Por tanto, si el
wronksiano W (y1,2,...,vn) es distinto de cero, las funciones {y1,y2,..., v} son linealmente

independientes.

Ejemplo 9.51. Si; y v2 son dos nameros reales distintos, ;son las funciones e’ y e"2* lineal-
mente independientes? Comprobémoslo:
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erlx eTzX

W (e"X,e"¥) = = (r; —11) eMHTIX £,

r1e"*  rpehX

y, por tanto, son linealmente independientes. <

9.6 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

En esta seccion vamos a ver como podemos resolver una ecuacion diferencial de la forma
Y a1y ®™ D L aiy v agy = b(x). (9.16)
Teniendo en cuenta la Proposicion 9.49, podemos escribir la solucion general como soluciéon
general = solucidn particular + solucion general de la ecuacién homogénea
Vamos a estudiar cada caso por separado.
9.6.1 Resolucion de edos lineales homogéneas con coeficientes constantes
El conjunto de las soluciones de la ecuacion
YW+ apay™V 4 a1y +aoy =0

es un espacio vectorial n-dimensional segun la Proposicion 9.48. Para encontrar n soluciones
linealmente independientes vamos a utilizar el polinomio caracteristico de dicha ecuacion.

Definicion 9.52. Consideremos la ecuacion diferencial lineal
y™ +an_ 1y D4 a0y =0.
Llamaremos polinomio caracteristico de la ecuaciéon al polinomio
PA) =A"+an_1A" L+ o+ a1A + ag.

Ejemplo 9.53. Aqui tenemos algunas ecuaciones diferenciales con sus correspondientes polino-
mios caracteristicos:
y' 42y —y=2 P(t)=t>+2t-1
3y —y =2cos(x) P(t)=3t>-1
y///_y//_eX:() P(t):t3—t2<]

Teorema 9.54. La funcion e"™ es solucion de la ecuacion diferencial
Y™ L ay 1y™D L a0y =0,

si, y solo si, v es raiz del polinomio caracteristico P.

Ademadas,

a) Siv es una real y simple de P, entonces la funcion e"* es solucion de la ecuaciony sivy y r»
son dos raices reales distintas, e"'* y e"2* son linealmente independientes.

b) Si v es una raiz real con multiplicidad m, entonces las funciones e, xe"™, x2e"X, .,
xM~1e"X gon soluciones linealmente independientes.
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c) Si a + ib son un par de raices complejas conjugadas simples de P, entonces las funciones
e?* cos(bx) y e?* sen(bx) son soluciones linealmente independientes.

d) Sia + ib son un par de raices complejas conjugadas de P con multiplicidad m, entonces las
funciones

e cos(bx), xe? cos(bx),...,x™ 1e2% cos(bx),

e?* sen(bx), xe? sen(bx),...,xm e gen(bx),

son soluciones linealmente independientes.

Este teorema nos da tantas soluciones independientes como grado tenga el polinomio caracte-
ristico que forman, por tanto, una base del subespacio de soluciones.

Ejemplo 9.55. Vamos a calcular la solucion general de la ecuacion y'' — vy’ — 2y = 0.
El polinomio caracteristico es x2 — x — 2 cuyas raices son —1 y 2. Por tanto, la solucién general es

y=cre®* +ce ¥, c1, 2 eR. <

Ejemplo 9.56. Resolver el problema de valores iniciales

y// _y/ _ 2 _ O,
' (0) = 0.

Sabemos que la solucion general es y = c1e2¥ + coe~X, Si sustituimos las condiciones iniciales nos
queda el sistema

2C1=§,C2=*.

3

c1+cr=1 1 2
2c1—c2=0

Por tanto, la solucion es y = %ez" + %e*". <

9.6.2 Solucion particular de edos lineales con coeficientes constantes

Vamos a comentar dos formas de buscar una solucién de una ecuaciéon diferencial lineal con
coeficientes constantes. El primero de ellos consiste en buscar soluciones de una forma muy
concreta. Es rapido y facil de usar, pero sélo se aplica a algunos casos. El segundo es completamente
genérico y se puede aplicar a ecuaciones arbitrarias.

Método de coeficientes indeterminados
Consideremos la ecuacion diferencial
y®W a1y a1y +any = b(x). 9.17)
a) Sib(x) = sen(rx) o cos(rx), entonces buscamos soluciones de la forma
Yp = Asen(rx) + Bcos(rx).
b) Si b(x) = e", entonces buscamos soluciones de la forma

yp = Ae"~.
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¢) Si b(x) = senh(rx) o cosh(rx), entonces buscamos soluciones de la forma
yp = Asenh(rx) + Bcosh(rx).
d) Si b(x) = x™, entonces buscamos soluciones de la forma
Vp = Ao+ A1X + Aox? + -+ Apx™.

Ejemplo 9.57. FALTA <«

Método de Lagrange o de variacién de parametros

En el apartado anterior hemos resuelto la correspondiente ecuacién homogénea
(n) (n—1) / _
vy +an1y +---+a1y +apy =0.

Supongamos que tenemos que el conjunto {y1,y2, - - - ¥n} es una base del conjunto de soluciones
de la ecuacion homogénea. Entonces sabemos que cualquier solucién de la ecuacion homogénea
es de la forma

ayi(x) +c2y2(x) + - - - + cnyn(x).

El método de variacién de parametros consiste en buscar una solucion de la ecuacion (9.16)
sustituyendo las constantes “c;” por funciones derivables (realmente n veces derivables) v;(x). Es
decir, buscamos una solucion de la forma

Yp = v1(xX)y1(x) +v2(x)y2(x) + - - - + Vp(x) yn(x)

que verifique (9.16).

Evidentemente considerar funciones arbitrarias v; da un gran grado de libertad. Vamos a impo-
ner condiciones adicionales sobre las funciones de forma que el resultado esté lo mas determinado
posible.

Consideremos la derivada de la funcion yyp,

n n
14 14 14
Yp = Zvjyj+ Zvjyj
j=1 j=1

n
e imponemos que Z vJ'- vj = 0. Asi obtenemos que
j=1

n
14 14
Yp = D vy iz
j=1
Si derivamos otra vez obtenemos

n n
"o P a7
vy =2 VjYj + va-
Jj=1 Jj=1

n
Si ahora imponemos que > v; yJ'- = 0 tenemos que
j=1

n
o T
Yp = ZUJJ’J'-
j=1
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Si este proceso de derivar e imponer que una parte de la derivada vale 0 lo repetimos hasta un
total de (n — 1) veces obtenemos que, para k = 0, 1,..., n — 2 se tiene que

Z v y(k) (9.18)

y,para k =0, 1,..., n — 1, se tiene

Si derivamos una vez mas tenemos que

Z" (n-1)
_ ’ n—
LYY

J=1

M:

Jyj

j=1

Finalmente exigimos que la funcion y, satisfaga la ecuacion (9.16) se tiene que

1 ’
b(x) =y +anayy" - ary) +aoyp
< (n—-1) (n) ( 1) <
:Z<vy1" +vJy,")+anlvay" Al DL viyi+ao D vy,
J=1 J=1 J=1 J=1

n n
D,V (”1 Z ( (")+a,1yj" 1)+---+a1yj’.+aoyj).
i1 i1

Pero, para j = 1,2, - - n, ¥; es solucion de la ecuacion homogénea, es decir
1 ’
yj(”)Jran 13/](” )+"'+a1yj+a0yj:0

y se obtiene que

& 1)
Z viyih. (9.19)

Por otra parte el conjunto de funciones {y1, 2, - - - Yn} es un conjunto linealmente independiente
y entonces el sistema formado por la ecuacién (9.19) y las n — 1 ecuaciones (9.18) tiene solu-
cién unica que se resuelve por el método de Cramer. Asi obtenemos las funciones vi, vs,..., vy,.
Calculando primitivas obtenemos v1, va,..., Uy.

En el siguiente resultado resumimos todo el desarrollo anterior.

Teorema 9.58. Sean ag, ai,..., an niimeros reales y consideremos la ecuacion diferencial
vyt an 1y Y 4 a1y +agy = b(x), (9.20)
donde b : I C— R es una funcion continua. Entonces
Yp = v1(X)y1(x) + v2(x)y2(x) + - - - + Vp(X) Yn(x)

es una solucion particular de (9.20) donde y1, y2,..., Yn son n soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion homogénea y v; son funciones cuyas derivadas son soluciones del
sistema’®

3 Observa que el sistema tiene solucion tnica ya que el determinante viene dado por el wronskiano de {y1, ..., ¥n} que es distinto
de cero.
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Ejemplo 9.59. Consideremos la ecuacion diferencial v’ + y’ = tan(x).

Primero buscamos la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea y'"" + y' = 0.
El polinomio caracteristico de la ecuacion es p(A) = A3 + A = A(A? + 1). Igualando O el polinomio
caracteristico obtenemos como soluciones A = 0,A = i y A = —i y obtenemos que una base
del conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea es el conjunto {1,cos(x),sen(x)}. Ahora
buscamos una solucion particular de la ecuaciéon y'"" + ' = tan(x) por el método de variacion de
parametros. Es decir, buscamos una solucion particular de la forma

Yp(x) = v1(x) + v2(x) cos(x) + v3(x) sen(x)

y las funciones a encontrar, vy, v2 y v3 verifican el sistema siguiente (no exactamente ellas, sino
sus derivadas)

v1(x) + v5(x) cos(x) + v3(x) sen(x) = 0
— vy(x) sen(x) + v5(x) cos(x) =0

— Vy(x) cos(x) — v3(x) sen(x) = tan(x)

Aplicando el método de Cramer obtenemos que

0 cos(x) sen(x)
0 —sen(x) cos(x)
, tan(x) —cos(x) -—sen(x) tan(x)
Vi) = 1 cos(x) sen(x) 1 tanx),
0 -sen(x) cos(x)
0 —cos(x) -—sen(x)
0 sen(x)
0 cos(x)
vy (x) = = —sen(x),

cos(x) sen(x)

1
0
0 —tan(x) -sen(x)
1
0 -—-sen(x) cos(x)
0

—cos(x) -—sen(x)

1 cos(x) 0
0 -—sen(x) 0
0 —cos(x) tan(x)

v3(x) = I cos(x) sen () = —sen(x) tan(x).

0 —sen(x) cos(x)

0 —cos(x) -—sen(x)
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Integrando las tres funciones tenemos que vi(x) = —log|cos(x)|, v2(x) = cos(x) y v3(x) =
sen(x) — log | tan(x) + sec(x)]|.
Finalmente la solucion general de la ecuacion v’ + y’ = tan(x) sera

y(x) =c1 +c2c08(x) + c3sen(x) —log|cos(x)| + cos?(x) + sen®(x)
—sen(x) log | tan(x) + sec(x)|

=] + c2cos(x) + c3sen(x) —log|cos(x)| — sen(x)log | tan(x) + sec(x)|. <

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 9.60. Calcular la solucion general de la ecuaciéon

X

" _oa 4 _ei
y y rry=-

Como antes, lo primero que hay que hacer es buscar la solucion general de la ecuacion homogénea
correspondiente; en este caso ¥’ —27y’ + y = 0. El polinomio caracteristico es p(A) = A2—-2A+1 =
(A —1)2. La tinica solucién de y” — 2y’ + v = 0 es A = 1 con multiplicidad 2 y por tanto una base
del conjunto de soluciones es la formada por las funciones {e*, xe*}.

Consideremos ahora una solucién particular de la ecuacion diferencial de la forma
Yp(x) =v1(x)e* + va(x)xe,

y le exigimos

I
o

vi(x)eX + vy (x)xe™

v (x)eX + vy (x)(x + 1)eX

Considerando el anterior sistema como un sistema de Cramer, con incOgnitas {v{(x),vé(x)}
resolvemos

0 xeX
, eX/x (x+1)e¥ _e2x
v1(x) = = = -1,

X xeX ‘ e2x

eX (x+1)e*

Yy
eX 0
, e’ eX/x e2x
Vy(Xx) = o o~ = Yo% 1/x.
eX (x+1)e*
Integrando tenemos que v1(x) = —x y que v2(x) = log |x| y la solucion general queda

ae* + bxe* — xe* +log|x|xe¥,

cona,beR. «
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Ejercicios
Ejercicio 9.1. Decidir el orden las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias y si son lineales

a) (1 -x)y" —4xy’ +5y = cos(x),
a3 av\*

XW_ (ﬂ) +y = 0

t>y@ — 3" + 6y =0,

d*u du

Tzt gy tu=cos(r+u).

Solucion 9.1.

a) Tiene orden 2 y si es lineal.
b) Es de orden 3 y no es lineal.
c) Es de orden 4 vy si es lineal.

d) Es de orden 2 y no es lineal.

Ejercicio 9.2. Decidir si las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales 0 no en alguna
variable.

a) (y2-1)dx +xdy =0,

b) udv + (v + uv — ue*)du = 0.

Solucion 9.2.
a) Eslinealen x: (2 +1)x" +x =0
b) Eslineal en v: uv’ + (1 + w)v = ue%

Ejercicio 9.3. Comprobar que la funciéon indicada es solucién de la correspondiente ecuacién
diferencial.

Q) 2y' +y =0; y =e /2,

b) ¥2+ (¥")% = 1; y = cos(x).

Solucion 9.3.
a) Sustituimos y = e~X/2 en la ecuacién dada y nos queda

, -1\ _ _
2y +y=2(7>e N )
b) Sustituimos y = cos(x) en la ecuacién dada y2 + (y")2 =1
y2 +(»')% = cos?(x) + sen(x)? =1

Ejercicio 9.4. Decidir si las siguientes ecuaciones diferenciales son ordinarias o en derivadas
parciales y cual es su grado y orden.

a) ¥ +x%+ (y)?2 =3,
b) x2 2 +12 % =0,

) x

>% %T%tx%
) x
)

@)

d) x?+y" +(y)3 = xy,
e) v +x*+4x2y2 =0.

Solucion 9.4.

a) Es una edo con orden es 2 y grado 1.
b) Es una ecuacion en derivadas parciales.
¢) Es una ecuacion en derivadas parciales.
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d) Es una edo de orden 2 y grado 1.
e) Es una edo de orden y grado 1.

Ejercicio 9.5. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
a) dx +3dy =0,

b) x(1 +y)dx +x3(1 - y)dy =0,

¢ 3x+y' =0,

d) 2x+3)y" +xy=0.

Solucion 9.5.
a) Se trata de una ecuacién diferencial con variables separadas.

de+3jdy=(‘ = x +3y =C.

b) Dividimos ambos sumandos por x3(1 + v) y asi se convierte en variables separadas:

1 (1-2y) Y
—de+71 dy—O———>——+J1Jr dy =C.
Por tanto, la solucion general es:

—%—y+21n|1+y} =C = %+y—21n|1+y| =C
¢) Escribimos la ecuacion de la forma 3xdx + dy = 0, que es de variables separadas.
Bdex+de:C = %x2+y=C.
d) Escribimos la ecuacion de esta forma equivalente:
xydx+(2x-3)dy =0
que es de variables separadas sin mas que dividir por (2x — 3)y, y entonces

x dy
7% _3 dx+ 2 Jy =C.

La solucion general es:

w

g 2Inj2x -3/ +In|y|=C

..l;

Ejercicio 9.6. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales
a) ¥ +1¥=3x,

b y +xy=xe /2

C =X+,

)
)y
d) y + y cos(x) = sen(x) cos(x),
) cos(x)
sen(x)

¢

v =4sen 2(x).

Solucion 9.6.
a) La ecuacion es lineal. Para resolverla, si a(x) = % multiplicamos la ecuacién por el factor:

exp <Ia(x) dx) = jidx =exp (In(x)) = x

La ecuacién nos queda:
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@)
~

&

xy +xy=3x?> = (xy) =3x%> = xy-= J(sz)dx =x3+C
C

;.

Sea a(x) = x; entonces multiplicamos la ecuacion por el factor:

exp (Ia(x)dx) = dex = exp <X;) .

Por tanto, la solucion general es: y = x2 +

La ecuacién nos queda:

2
X
exz/zy' +xe"2/2y =x = (exz/zy)' =x = exz/zy = dex =5 +C
.z R - 2 2 XZ
Por tanto, la solucion general es: y = e™* / (7 +C )
Si escribimos la ecuacion de esta forma 7y’ — y = x, entonces a(x) = —1, por lo que el factor

por el que multiplicamos la ecuacion es: exp(—x). La ecuacion nos queda:

e Xy —eFy=xe¥ = (e ¥y) =xe*¥ = e ¥y-= Jxe‘xdx =—eX(x+1)+C

Por tanto, la solucién general es: y = —(x + 1) + C e*.
Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea. Esta es de variables separadas.

’

Y +ycos(x) =0 <= y;:—cos(x) = y=ke 50X keR.

Ahora buscamos una solucion particular de la ecuacion diferencial. Para ello multiplicamos la
ecuacion por e5en(*) Nos queda que

(yesen®))’ — gen(x) cos(x)eSnX)
Integrando por partes
yesenx) — Jsen(x) cos(x)es™™) dx = (sen(x) — 1) e5nX)
= y =sen(x) — 1.
La solucion general de la ecuacion diferencial es

y =ke M) L gen(x) — 1, k € R.

Seaa(x) = — ggrslgz, entonces multiplicamos la ecuacion por el factor:
cos(x) ) 1
= - - -1 - _
exp (Ja(x) dx) exp ( J sen(x) dx exp (—In(sen(x)) sen(x)

La ecuacién nos queda:

1 ;o cos(x)
sen(x) Y sen?(x)

= 4sen(x)

=4sen(x) = (senl(x) y),

sen(x)y = J4sen(x)dx = —4cos(x) +C

Por tanto, la solucion general es: y = —4cos(x) sen(x) + C sen(x).
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Ejercicio 9.7. Resolver las ecuaciones diferenciales exactas

a)
b)
C)

x2(3y2 + dx + y(2x3 + y)dy = 0,
ycos(x)dx + sen(x)dy =0,
(sen(xy) + xy cos(xy)) dx + x2 cos(xy)dy = 0.

Solucion 9.7.

a)

Comprobamos, en primer lugar, que la ecuacion
x?2(3y% + 1)dx + y(2x3 + y)dy =0

es exacta. Para ello, llamamos M (x,y) = x2(3y2 + 1) y N(x,y) = y(2x3 + y). Calculamos las
correspondientes parciales

Por tanto, es exacta, es decir, existe un potencial F(x, y) tal que

OF(x,vy) 0F(x,y)

ox 3y =N(x,y)

=M(x,y)y

y la solucion general sera F(x,y) = C.
Comenzamos con la primera igualdad, de la que se deduce que

3
Fx,y) = jM(x,wdx - jx2<3y2 Fdx = 23y D)+ F()

y obligamos a que 9F(x,y) (a);y ) =N (x,y) = 2x3y + y2, planteandose la siguiente igualdad
X3 ’ 3 2 ’ 2 y3

Por tanto, la solucion general es
3 3 3 3
%(3y2+1)+%+C=C’=> %(3y2+1)+%=K.

Es facil comprobar que la ecuacion y cos(x)dx + sen(x)dy = 0 es exacta. Sea F un potencial
de la ecuacién, entonces

al:%(’w =ycos(x) = F(x,y)= chos(x)dx = ysen(x) + f(y)
Como aF(ai’;’y) = N(x,y) = sen(x), tenemos que

sen(x) + f'(y) =sen(x) = f(y)=C.

La solucion general es y sen(x) = K.
Se puede comprobar que la ecuacion diferencial es exacta. Sea F un potencial de la ecuacion.
Entonces

F(x,y) = JN(x,y)dy = sz cos(xy)dy = xsen(xy) + f(x).

Como
OF (x,y)

v sen(xy) + xycos(xy) + f'(x) =M(x,y) = f'(x)=0

y, por tanto, la solucién de la ecuacion diferencial es x sen(xy) = C.
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Ejercicio 9.8. Resolver la ecuacién diferencial (x + y2)dx — 2xydy = 0 utilizando un factor
integrante que s6lo dependa de la variable x.

Solucion 9.8. Comprobemos que no es exacta:

M = =2
(x,y)=x+y° = 3y Yy
ON(x,y)
N =-2 =-2
(x,») Xy ox y
Pero como
M ON
oy “ox -4 =2
N 2x x '

podemos considerar el factor integrante

ue) = exp (- [ £ dx) = e (20 = e (1n () = <

_xz_

Multiplicamos la ecuacion por dicho factor integrante y obtenemos la siguiente ecuacién que,
ahora, si es exacta:

1 92 2y
<x+x2>dx xdy—O.

Aplicamos el método para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales exactas. Sea F un potencial de
la ecuacion:

2 2
) 14V = Py =i - L+ f o)
OF(x,y) _ 2y 2y ey Y _
oy T x = X+f(y)— p = f(y)=_C.

La solucion general es: In(x) — y{ =K.

Ejercicio 9.9. Resolver la ecuacion diferencial 2xy In(y)dx + <x2 + 21 + yz) dy = 0 utili-
zando un factor integrante que s6lo dependa de la variable .

Solucion 9.9. Veamos, en primer lugar, que no es exacta:

M(x,y) =2xy In(y) = 81\42()7);3/) =2x (In(y) + 1)
ON(x,y)
I 2 2 bt 15—
N(x,y) (x +y 1+y> = Ix 2X.
Como
AN oM
ox ~oy _ -1
M v’

podemos considerar el factor integrante

u(y) = exp (—J;dy> =exp (- In(x)) = exp (ln (;)) = %

Multiplicamos la ecuacion por dicho factor integrante y obtenemos la siguiente ecuacidén que,
ahora, si es exacta:
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2

2x In(y) dx + (’; + Y41 + y2> dy =0

Sea entonces F un potencial de la ecuacion:

O0F (x,

% =2xIn(y) = F(x,y)= x2 In(y) + f(y)

2 2 2

oy h% h% y
) 1+ 12)3/2

=) =yy1+r2 = fy)= %Jrc
213/2
La solucion general es: x2 In(y) + % =K.

Ejercicio 9.10. Resolver las ecuaciones diferenciales
a) ydy + (2x - 3y)dx =0,

b) x2dy + (xy — y?)dx = 0,

c) (x2+y%)dx +xydy = 0.

d) (x? - y?%dx +x%dy = 0.

Solucion 9.10.

a) La ecuacion ydy + (2x —3y)dx = 0 es homogénea de grado 1; por tanto, hacemos el cambio de
variable y = ux y nos queda dy = xdu + udx. Sustituimos en la ecuacién dada y agrupamos
coeficientes:

(xu2 +2x - 3xu)dx + x’udu =0 = (u2 —3u +2)dx + xudu = 0.

Esta ultima es de variables separadas, ya que nos queda dividiendo en ambos miembros por
x(u? - 3u +2):

dx u dx u

— + —5————du = — + | 5————=du-=1 .

b'e u273u+2du 0= Jx J’u273u+2du n(C)
Resolvemos la segunda integral (descomposicion en fracciones simples) y la solucién general
es:
(u—2)>

In(|x]|) +ln(
u-1

) =1In(C)

que podemos escribir asi:

LY
X (=2 =C
u-1
. . B . (y-2)2 _
y deshaciendo el cambio u = y/x, la solucion es ex = C.
b) La ecuaciéon x2dy + (xy — y?)dx = 0 es homogénea de grado 2. Seguimos los mismos pasos
que en el apartado anterior y llegamos a la siguiente ecuacion:

Qu —u?)dx + xdu =0 ,donde u = y/x

dx du
x> towwr T 0

que es de variables separadas:
Entonces la solucion general es

n(lxD) + [ 52 = (o).

Integrando y deshaciendo el cambio de variable tenemos:
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u y oo
X r—Z_C = X v 2x

¢) Volvemos a encontrarnos con una ecuacion diferencial homogénea de grado 2. Procedemos de
igual forma que en los apartados anteriores para llegar a la siguiente ecuacion:

(2u? + 1)dx + uxdu = 0, donde u = 3;

que también es de variables separadas. resolvemos la ecuacion y la solucion general es:

N 2
X 3 1+2%:C.
X

d) La ecuacion (x2 — y2)dx + x?dy = 0 es homogénea de grado 2. Aplicamos el método para este
tipo de ecuaciones y llegamos a la siguiente ecuacion de variables separadas:

(1-u?+u)dx +xdu=0 ,donde u = y/x

cuya solucion general (deshaciendo el cambio) es

(zy+<ﬁ—1>x> .

1
ln(x)+—5 In /5t Dx—2y

=

Ejercicio 9.11. Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial

%) = ysen(3)
xsen(x Yy =ysen|)+x.

Solucion 9.11. Veamos que la ecuacion diferencial es homogénea. Si la ecuacion la ponemos
como
y y
= )dy - n (—) +x)dx =
X sen ( ) y —(yse x)dx =0

tenemos que M(x,y) = —(y sen(%) +x) yN(x,y) = xsen(%). Es claro que ambas funciones
son homogéneas de grado 1 y entonces la ecuacién es homogénea como habiamos dicho. En este
caso el cambio u = y/x la convierte en una ecuacion de variables separadas. Si u = y/x, entonces
v =uxydy =udx + xdu. Sustituyendo tenemos

x sen(u) (udx + xdu) = (xusen(u) + x)dx = x?sen(u)du = xdx

= sen(u)du =dx/x = —cos(u) =In(x) +c.
Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que la solucién general es — cos(y/x) =In(x) + c.

Ejercicio 9.12. Resolver las ecuaciones diferenciales
a) (x+y)dx+3x -2y +1)dy =0,
b) (x+y+1)dx—(x—y+1)dy =0.

Solucién 9.12.

a) La ecuacion (x + y)dx + (3x — 2y + 1)dy = 0 es reducible a homogénea. Calculamos la
interseccion de lasrectas x + Y = 0y 3x—2y +1 = 0y obtenemos el punto x = -1/5, y = 1/5.
Usamos entonces el cambio de variable
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Sustituimos en la ecuacion dada y obtenemos la ecuaciéon homogénea de grado 1 siguiente:
(u+v)du + 3u-2v)dv =0.

Entonces, haciendo el cambio z = v /u llegamos a la ecuacion de variables separadas:

du 2z-3

4-2)du+u3-2z2)dz=0 = — + dz = 0.
u z—4

Integramos y la solucion (en u y z) es: 2z +1n (u(z - 4)5) = C. Deshacemos todos los cambios
y la solucion general de la ecuacion inicial es

5
Sx +1 1\ (5x —20y +5 _
2<5y_1)+1n(<x+5>< Sy -1 ))—C.

b) La ecuacion (x + y + 1)dx — (x — v + 1)dy = 0 es reducible a homogéneas. El punto de corte
delasrectasx+y+1=0,x—y+1=0es (—1,0), asi que el cambio de variables que hacemos
es

u=x+1 = x=u-1

vV=y = y=v
Sustituimos en la ecuacién dada:
u+v)ydu —(u-v)dv =0

que es homogénea de grado 1. Volvemos a aplicar el cambio v = zu y la ecuaciéon se reduce a
una de variables separadas:

1+z2)du—-u(l-z)dz=0 = d—u+ Z_10{2=O.
u z+1
La solucion general es:327 + In ((X(’f;ifr)f)z) =C.

Ejercicio 9.13. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y’ =1+e%X
b) yy' = -x
oy =eXV
d) (x2+y2)dx +xydy =0
e) (x+y)dx+ (x+y2)dy =0,
Solucion 9.13.
a) La ecuacion y' =1 + e2X es de variables separadas:

er
dy = (1+eX)dx = y = (1+e2x)dx=x+T+C.
b) La ecuacién vy’ = —x es de variables separadas:
y2 X2
ydy +xdx =0 = Jydy+dex—C = 7+?—C.

La solucién general se puede escribir como x? + y2 = K.
c) La ecuacion % = eX~Y es de variables separadas:

X
dy:z—ydx = eVdy =e¥dx = ¥ =e¥+C
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d) La ecuacién (x2 + y2)dx + xydy = 0 es homogénea de grado 2. Hacemos el cambio ¥y = uxy
nos queda:

(x? + uzxz)dx + uxz(udx +xdu)=0 = (1+ 2u)dx + xudu =0
Esta ultima es de variables separadas:

ldx + u
X 1+2u?

du=0 = ln(x)+%ln(l+2u2) =C.

Deshaciendo el cambio (1 = y/x), la solucion general es: x \4/% =C.
e) La ecuacion (x + y)dx + (x + ¥2)dy = 0 es una ecuacion diferencial exacta:
oM(x,y)
oy ox

Sea F el potencial de la ecuacion; entonces

O0F(x,y)
0x

2
=M(x,y)=x+y = F(x,y):J(x+y)dx:x7+yx+f(y)

J0F(x,y)

Ahora, como —— i

= N(x,y) tenemos que

3
x+f ) =x+y* = f=r" = f(y)=y?+C.

.z ) XZ y3
Luego, la solucion general es: & + x ¥ + =5 =K.

Ejercicio 9.14. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) 2xeY +eX)dx + (x2+1)e¥dy =0,

by yy ' +x=0;, y4)=3

0 2x2 % = 3xy + ¥ y(1) = -2

d) y' +2y=e%

e) xdy + ydx = sen(x)

Solucion 9.14.
a) (2xeY +eX)dx + (x2+1)e¥dy =0
Se trata también de una ecuacion diferencial exacta. En efecto:
OM(x,y) _ Dxed — ON(x,y)

oy 0x
Sea entonces F el potencial de la ecuacion; por tanto
% =M(x,y) =2xe” +e*

F(x,y) =J(2xe3’ +eX)dx =x%e¥ +eX + f(y)

OF(x,y)

Ahora, como oy = N(x,y) tenemos que

x2e¥ + fl(y)=xe¥+e¥ = f(y)=¢¥ = f(y)=e¥+C

Luego, la solucion general es : (x2 + 1) eY + X = K.
b) yy'+x=0, y(4) =3.
Se trata de un problema de valores iniciales. En primer lugar integramos la ecuacion diferencial,

que es de variables separadas, y después obligaremos a que la solucion y (x) pase por el punto
(4,3).
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2 2
ydy + xdx =0 = yT+x7=C = x?+y%=K

Las curvas integrales son las circunferencias de centro (0,0). Sustituimos el punto (4, 3) para
encontrar el valor concreto de K, y tenemos que K = 25. Por tanto, la solucion particular es:
x% + y2 =25,

) 2x2% =3xy + y?
Es una ecuacion homogénea de grado 2. Sustituimos v = ux en la ecuacion:

Bxy + yz)dx — 2x2dy =0 = (3x%u+ xzuz)dx — 2x2(udx +xdu) =0
dax 2
-

- du = 0.
X  u?+u

La ecuacion a la que hemos llegado es de variables separadas. Integramos y deshacemos el
cambio:

In(x) - 21n (u

d y' +2y=e*
Esta ecuacion es lineal en v donde la funcién que acompaiia a la variable y es a(x) = 2.
Entonces, multiplicamos la ecuacién por exp([ 2dx) = e2* y obtenemos

Xy 120Xy =¥ = (XX y) =¥ = Xy =eX+ (.

Por tanto, la solucién general es: y = e™X + Ce ™%X,
e) xdy + ydx = sen(x)
Si la escribimos asi: xy’ + v = sen(x) es facil reconocerla ya que

(xy) =sen(x) = xy = jsen(x)dx = —cos(x)+C

;2 . _ —cos(x) C
Por tanto, la solucion general es: y = —>= + T.
Ejercicio 9.15. Calcular las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas:
2 2

a) y-+x°=c
b) y = cx?
C)yzl—xcx
d xy=c

Solucion 9.15.
a) Derivamos la ecuacion 2y’ +2x = 0 y sustituimos ' por ;—1 Nos queda entonces la ecuacion:

7

+2x=0 = —y+xy =0 = —-ydy +xdx=0.
Y esta ultima es de variables separadas: d7x + % = 0. Integramos y la soluciéon general es
x
Inf=]=C = y=Kx
5)

b) Derivamos la ecuacion y sustituimos la constante ¢ = y/x?2. Entonces

,_ /2 Cambior o - Ly s ~1_2Y
Yy =2cx = Y = o (Cambio: y y,) = > " x

La ecuacion que obtenemos es de variables separadas: xdx + 2ydy = 0. Las trayectorias
ortogonales son x2 + 2y2 = K.
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¢) Derivamos la ecuacion y sustituimos la constante ¢ = —1/y2, expresiéon que hemos despejado
de la propia ecuacion. Entonces

14 7 1
yYl-cx)=x = y(1l-cx)—cy=1=y §+ﬁy:1'

Hacemos la sustitucion y’ — —% y tenemos

3:;,+%=1 = —x+y =yy = x+(y-1)y' =0 = xdx+(y-1)dy=0.

La ultima ecuacion a la que hemos llegado es de variables separadas. Asi que la familia de
trayectorias ortogonales es x2 — 2y + y2 = C.
d) Derivamos la ecuacion : v + xy’ = 0. Sustituimos y’ — —% y la ecuacion final es

y—§=0 = yy' —-x=0 = xdx - ydy =0.

Es también de variables separadas, asi que la familia de trayectorias ortogonales es x2 — y2 = C.

Ejercicio 9.16. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de grado 2
a)y"" -3y +2y =0

by y" =y

)9y -30y"+25y =0

d) vy -4y’ +13y =0

e ¥y +3y -4y =0,y(0)=2,y'(0) =-3
)

f) y"+4y =0,y(mw/6) =1,y '(1/6) =0

Soluciéon 9.16.
a) El polinomio caracteristico es t2 — 3t + 2 y sus raices son 1 y 2. Por tanto, la soluciéon general es

{cle" +ce?X: ¢, € [R}.
b) El polinomio caracteristico es t2 — 1 y sus soluciones son +1. Por tanto, la solucion general es
{c1e* +cpe™™: c¢1, c2 € R}.

¢) El polinomio caracteristico es 9¢2 — 30t + 25 cuya Unica solucién es % (con multiplicidad 2). Por
tanto la soluciéon general es

{clegx +coxe3i®: ¢, € [R}.
d) El polinomio caracteristico es t2 — 4t + 13 que tiene como raices 2 + 3i. Por tanto la solucién

general es

2x

{cle cos(3x) + czezx sen(3x): ci, Cc2 € [R}.

e) Las soluciones del polinomio caracteristico, t2 + 3t — 4 son 1 y —4. Por tanto la solucién general
de la ecuacion es cieX + cxe %X, con cj, ¢ reales arbitrarios. Si imponemos las condiciones

iniciales, obtenemos el sistema

y0)=c1+c2=2
Y (0) =c1 —4cp = -3
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cuya soluciéon es ¢; = ¢p = 1. Por tanto, la solucion del problema de valores iniciales es la
funcién eX + e~4X.

f) Como las soluciones del polinomio caracteristico son +2i, la solucién general de la ecuacion
diferencial es ¢y cos(2x) + c2 sen(2x). Si imponemos las condiciones iniciales, obtenemos que

(E> =cC COS(E) +c sen(l> =1
Y\e) =< 3) " 3)~

LA L ™ _
y(6>— 2clsen(3)+2czcos<3) 0,

cuya solucion es c1 = %, ¢2 = @
Ejercicio 9.17. Sea f : R — R una funcién derivable verificando que f(0) = m y que f'(x) =
f(x) —2x.
a) Calcular el desarrollo en serie de Taylor de la funciéon f centrado en cero.
b) Estudiar la convergencia de dicha serie.
¢) Calcular explicitamente la funcién f cuando m = 1.
d) Resolver el problema de valores iniciales y' = v — 2x, y(0) = 1.

= = =

Soluciéon 9.17.
a) Vamos a comenzar calculando la derivada n-ésima de la funcion f en el origen

fl(x) = f(x)-2x = f'(0) =m,
frx) = (fx)-2x) = f(x)-2=f(x)-2x-2 = f'(0)=m-2,
f///(x) — f//(x) — f///(o) -m - 2

y, en general, f™ (x) = f”(x) y f™ (0) = m — 2 para cualquier n > 2. Por tanto, el desarrollo
de Tayor es

(0 m-—2
Zf '()=m+mx+z X"
n=0 n. n=2 n

x" x"
—m Y X
n! n!
n=0 n=2

y usando que Z — =X
—o M

=meX¥ -2(e¥-1-x)=(m-2)e* +2+2x.

b) La serie es convergente en todo R. Es el desarrollo de la funcion exponencial.

coSim=1, f(x) =2+2x —eX.

d) Podemos resolver la ecuacion diferencial o usar que la soluciéon del problema de valores iniciales
es unico y que la funcion f verifica el problema de valores iniciales exigido.

Ejercicio 9.18. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de grado 2
a) ¥ +y =tan(x),

b) ¥’ -y’ -6y = cos(3x),

Q) vy’ +2y +2y=x3-1,

d) y' -y =eX,y(0)=0,y'(0) =1,

e) ¥ -y =xe¥,¥(0)=0,5(0) = 1.

rr
!
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Solucion 9.18.

a)

Sabemos que la solucion general se obtiene calculando la solucién general de la correspon-
diente ecuacion lineal homogeneizada y sumandole una solucién particular de la ecuacion (sin
homogeneizar) que obtendremos por el método de variacion de constantes.

Para obtener una solucién particular de la ecuacion v’ + y = 0 calculamos el polinomio carac-
teristico y le calculamos las raices. P(A) = A2 + 1 = 0 que da como soluciones A = i y A = —i.
Esto produce las soluciones v (x) = cos(x) y v2(x) = sen(x).

Por otra parte el método de variacion de constantes nos dice que tenemos que buscar una
solucion particular de la ecuacion diferencial de la forma c1(x) cos(x) + c2(x) sen(x) donde
c1(x) y c2(x) son funciones que son solucién del sistema de ecuaciones

c1(x) cos(x) + cy(x) sen(x) =0
— ¢} (x) sen(x) + ¢y (x) cos(x) = tan(x).

Este sistema es muy facil de resolver y se obtienen de soluciones

sen? (x)

cp(x) =sen(x) y c¢j(x)=-— cos(x)

Asi obtenemos

c2(x) = Jsen(x)dx = —cos(x),

sen?(x)
cos(x)

c1(x) = J— dx = sen(x) + log< 1- sen(x)) - log< 1+ sen(x)) .

Si recapitulamos obtenemos que la solucién general a la ecuacion diferencial es
y(x) = Acos(x) + Bsen(x) + (sen(x) +log(4/1 — sen(x)) —log(~/1 + sen(x))) cos(x)

— cos(x) sen(x)

= Acos(x) + Bsen(x) + <log( 1 —sen(x)) —log(y/1 + sen(x))) cos(x).
La solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea la calculamos utilizando que el
polinomio caracteristico t2 — t — 6 = 0 tiene como raices 3 y —2 y que, por tanto, las funciones
y1(x) = e3x, Y2 (x) = e~2% son dos soluciones linealmente independientes.
Para encontrar una soluciéon particular de la ecuacion diferencial utilizando el método de va-

riacion de constantes, buscamos una solucién de la forma v (x)y1(x) + v2(x)y2(x) donde v;
son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

v (X)y1(x) + v5y(x)y2(x) =0,

V1 (X)y1(x) + v5(x) y5(x) = cos(3x),

0, lo que es lo mismo,

v{(x)e?’x + V5 (x)e 2% =0,

3v] (x)e3* — 2v)(x)e ?* = cos(3x).

La soluciéon de este sistema es
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0 e—ZX
, cos(3x) —2e2x 1 e3%¥ (3sen(3x) — 3 cos(3x))
vi(x) = X g 2x =ze *cos(3x) = v1(x) = - 90
3e3X _2e2X
e3x 0
, 3e3X  cos(3x) 1, e2X (3 sen(3x) + 2 cos (3x))
v (x) = o2 | = 35 *cos(3x) = va(x) = - 65

3e3%  _De2x

Por tanto la solucion general es c1y1 + c2y2 + V1 Y1 + V22, esto es,

B sen(3x) — cos(3x) B 3sen(3x) + 2cos(3x)
30 65 ’

c1e3% + cpe2X

concy, c2 € R.

¢) Las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién '’ + 2y’ + 27y = 0 son —1 + iy, por tanto,
e~ cos(x) y e * sen(x) son dos soluciones independientes de dicha ecuacion.
En segundo lugar, utilizando el método de variacion de constantes, buscamos una solucion
particular de la ecuacion y”’ + 2y’ + 2y = x3 — 1 de la forma v1 (x) ¥1 (x) + v2(x)y2(x) donde
v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

v (x)y1(x) + v3(x)y2(x) =0,

V1 ()1 (%) + v5(x)y5(x) = x3 1,
0, lo que es lo mismo,

v (x)e ™ cos(x) + vy (x)e ™ sen(x) =0,

—v](x)e ™ (cos(x) + sen(x)) + vy(x)e ™ (cos(x) — sen(x)) = x3 - 1.

Despejando, las soluciones del sistema son

0 e~ X sen(x) ’

x3 -1 —e ¥ (cos(x) —sen(x))

4 — — _pX 3 _ 1
vix) e X cos(x) e~* sen(x) et (x ) sen(x),
e X (cos(x) +sen(x)) e X (cos(x)—sen(x))
e X cos(x) 0
, —e X (cos(x) +sen(x)) x3-1
valx) = e X cos(x) e X sen(x) = e¥ cos() (e~ ).
‘ —e X (cos(x) +sen(x)) e ¥ (cos(x) —sen(x)) ‘
Integrando
v1(x) = —% [(x3 —3x + 2) e* sen(x) + (—x3 +3x2 - 3x — 1) e~ cos(x)]
Yy
v2(x) = % [<x3 —3x2+3x - 1) e* sen(x) + (x3 - 3x + 2) eX COS(X)] .
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Resumiendo, la solucion general de la ecuacion diferencial es
cie X cos(x) + cpe *sen(x) + vi(x)e X cos(x) + va(x)e ¥ sen(x),

donde c; y c2 son numeros reales arbitrarios y v; son las funciones que acabamos de calcular.
La ecuacion "’ — y’ = 0 tiene como polinomio caracteristico t2—t y, por tanto, y1(x) =1e
y2(x) = e* son soluciones linealmente independientes.

Buscamos una solucion particular de la ecuacion y”’ — y’ = e* de la forma v (x)y1(x) +
v2(x)y2(x) donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

V(X)) Y1(x) + vy (x)y2(x) =0,
V(X)) Y1 (X) + vy (x) 5 (x) = e,

0, lo que es lo mismo,

v (x) + vy(x)e* =0,
Uy (x)eX = e,
Despejando obtenemos que vi(x) = —eX y que v2(x) = x. La solucion general tiene la forma

C1Y1 tC2y2 +V1Y1 + V22, O Sea,
y(x) =c1 +ce* —e* + xe¥, dondecy, c» € R.

Si imponemos las condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1, se obtiene que la solucion del
problema de valores iniciales es y (x) = xe*.

La ecuacion diferencial y”’ — ¥ = 0 tiene como polinomio caracteristico t2 — 1 que se anula en
+1. Por tanto, y1(x) = e* e y2(x) = e~ * son soluciones linealmente independientes de dicha
ecuacion.

Ahora buscamos una solucion particular de la ecuacion y'' —y = xe3% delaforma vy (x) yi1(x)+
v2(x)y2(x) donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

V1 ()1 (x) +v3(x)y2(x) =0,

V1 ()1 (x) + v5(x)y5(x) = xe3¥,

0, lo que es lo mismo,
vi(x)eX + vy(x)e ™ =0,
vi(x)eX —vy(x)e ™ = xe3X,

Resolvemos el sistema y obtenemos que

, xe?x (2x — 1)e?x
v1(x) = = v1(x) = — =3

, xedx (1 — 4x)e?x
Vi) = - Fo— = valx) = S

La solucion general tiene la forma c1y1 + c2y2 + v1y1 + V22, 0 sea,

y(x)=creX +cpe X +vie* —vpe ™

(2x — 1)e2XeX (1 —4x)e*Xex

=c1e¥ +ce ™+ +
! ° 8 32
4x - 3)e3x
=c1e¥ + e + %
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donde c1, ¢2 € R. Imponiendo las condiciones iniciales, obtenemos que

3
J’(O)—C1+C2—3*2—0,
"(0)=c S
y =C1 2 32

Resolviendo el sistema se obtiene que c1 = % yCp = % y, por tanto, la solucién es

5eX  17e7* | (4x —3)e¥
8 32 32

Ejercicios complementarios

Ejercicio 9.1. Contestar razonadamente si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion:
La solucion de la ecuacion diferencial x” = x2 + t2, x(1) = 2 verifica que x(2) = 1.

Ejercicio 9.2. Utilicese la sustituciéon u = x + y para resolver la ecuaciéon y’ = (x + y)2.

Ejercicio 9.3. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Para t = 1 hora, el
numero de bacterias medido es %No. Si la rapidez de multiplicaciéon es proporcional al namero de
bacterias presentes, determinar el tiempo necesario para que el niumero de bacterias se triplique.

Ejercicio 9.4. Sabiendo que la semivida del Carbono 14 radioactivo (C-14) es aprox. 5600 afios,
determinar la edad de un fésil que contiene 1/1000 de la cantidad original de C-14.

Ejercicio 9.5. Un estudiante portador de un virus de gripe regresa a un Campus universita-
rio aislado que tiene 1000 estudiantes. Si se supone que la rapidez de propagacion del virus es
proporcional no s6lo al nimero de estudiantes contagiados, sino también al nimero de alumnos
no contagiados, determinar el nimero de estudiantes contagiados después de 6 dias, si se ha
observado que después de 4 dias dicho nimero es de 50.

Ejercicio 9.6. Esta nevando con regularidad. A las 12 sale una maquina quitanieves que recorre
en la primera hora 2 km y en la segunda sélo 1 km. ;A qué hora empez6 a nevar?

Nota: se admite que la cantidad de nieve que quita la maquina por unidad de tiempo es uniforme,
de modo que la velocidad de avance es inversamente proporcional a la altura de la nieve encontrada
en el camino.

Ejercicio 9.7. Hallar las curvas de R? que verifican la siguiente propiedad: en cada punto el vector
de posicidon y el vector tangente son ortogonales.

Ejercicio 9.8. Se disuelven inicialmente 50 kg de sal en un gran tanque que contiene 300 litros
de agua. Se bombea salmuera al tanque a razén de 3 litros por minuto, y luego la disolucion
adecuadamente mezclada se bombea fuera del tanque a la misma velocidad. Si la concentraciéon
de la solucion que entra es de 2 kg/l, determinar la cantidad de sal que hay en el tanque en
un instante cualquiera. jCuanta sal hay después de 50 minutos? jCuanta después de un tiempo
suficientemente largo?

Ejercicio 9.9. Decidir si es exacta la ecuacion diferencial e¥dx + (xe> + 2y)dy = 0. Resolverla.

Ejercicio 9.10. En las siguientes ecuaciones, calctulese un factor integrante adecuado (de la forma
que se sugiere) para obtener ecuaciones diferenciales exactas. Resuélvanse luego las ecuaciones.
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a) (x +2y)dx —xdy =0 conun factor integrante u = u(x).
b) 3x2 —t)dt + (2x3 —6xt)dx =0 con fi. pu = u(t + x2).
) 2x(1+y)dx —dy =0confi u=pu(x).
d) (v +x3+xy2)dx —xdy =0confi u=pux?+y?).

Ejercicio 9.11. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:
a)

x' -4y =1
x+y =2
b)
2x' —5x+y =et
x' —x+y =5
c)
x'=t-y
Y =x-t
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Limites y continuidad de funciones de va-
rias vaviables

10

10.1 El espacio euclideo R" 245 10.2 Funciones de varias variables 248 10.3 Limite
funcional 250 10.4 Continuidad 251 10.5 Extremos absolutos 252 10.6 Ejerci-
cios 253

10.1 EIl espacio euclideo R"

El espacio euclideo R™ es el producto cartesiano de n copias de R, o sea,

n L
R™ = {(x1,x2,...,xn) : x; €R, i=1,2,...,n} = RXR xR b (a,b)

- — — — — — — — —

Q

Figura 10.1 Coor-
denadas cartesian-
das en dos dimen-
siones

10.1.1 Estructura de espacio vectorial

Tenemos definidas una suma y un producto por escalar en R™ de la manera siguiente:

(X1,X2,..0,Xn) + (Y1, X250, n) = (X1 + Y1, X2 + Y2,..., Xn + Yn),
)\(x15X27---,x1’L) = (AXl,Ax2,...,AXn),
para cualesquiera (x1,x2,...,Xn), (V1,¥2,...,Yn) € R", A € R.
Observacion 10.1. Usaremos la notacion x = (x1, x2,...,X) € R™. Es comdn en algunos textos

utilizar negrita, x, o una flecha, X para indicar elementos de R" y distinguirlos de los elementos
del cuerpo base R. S6lo usaremos esa notacién en caso de que, por claridad, sea necesario.

Propiedades

Six,y,z e R" A, u € R, se verifican las siguientes propiedades.
a) Propiedad conmutativa: x + y = y + x.
b) Propiedad asociativa: x + (y + z) = (x + y) + z.
c) Existe elemento neutro, 0: x + 0 = x.
d) Existe elemento opuesto: dado x, x + (—x) = 0.
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Norma o médulo

Distancia

Desigualdad
triangular
Producto escalar

Bilinealidad

EL ESPACIO EUCLIDEO [R?’l LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

e) A(x +y) =Ax +Ay.
f) (A+u)x =Ax + ux.
g) A(ux) = (Ap)x.
h) 1x = x.
En definitiva, (R", +, -) es un espacio vectorial.

Norma, distancia y producto escalar

El papel del valor absoluto en la recta real o el médulo en el plano complejo lo juega la norma
de un vector en dimensiones superiores.

Definicion 10.2. Se define la norma o moédulo de x € R" como

n 1/2
_ o2, .2 2 _ 2
IIxII—\/x1+x +...+xn—(2xi) )

i=1

La norma de un vector es la longitud de dicho vector o, si se prefiere asi, la distancia al origen.
En general, la distancia entre dos elementos del espacio euclideo es el modulo de la diferencia
dist(x,y) = ||x — »||.

La siguiente proposicion recoge alguna de las propiedades de la norma.

Proposicion 10.3.

a) || x|| = 0, para cualquier x € R™.

b) x| =0 < x=0.

o) IAx|l = |A| ||x|l, para cualquier A € R y x € R™.

d) ||lx +»|| < x|l + ||v|l, para cualesquiera x, y € R™.

Definicion 10.4. El producto escalar de dos vectores x e y de R" esta definido como
n
(X, ) =X1V1 + X202 + ..+ XnVn = D, XiVi.
i=1

Observacion 10.5. El producto escalar y la norma o la distancia si se prefiere asi, estan relacio-
nados mediante la igualdad (x, x) = ||x||2.

Proposicion 10.6. El producto escalar es una aplicacion bilineal: six,y,z € R", A, u € R, entonces

(Ax + py,z) = AMx,z) + u{y, z),
(z,Ax + uy) = A(z,x) + u(z,y).

xX+y

Figura 10.2 Identidad
del paralelogramo
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Proposicion 10.7. Sean x,7y € R™, entonces se cumple que Identidad del parale-
logramo

[l + [2 + [l = 112 = 2 (Il + [|>]*) -
El producto escalar mide el angulo entre dos vectores.
Teorema 10.8. Sean x e y dos vectores de R". Entonces
(x,) = llx|l||y]| cos(0),

donde 0 es el dngulo de la Figura 10.3.

De este resultado se deduce que la definicién de angulo entre dos vec-
tores no nulos x e y es

0= arccos( (x, ) ) . (10.1) X
Il ]
L . -~ 0
Definicion 10.9. Dos vectores x e y de R" son ortogonales si S v
su producto escalar es cero. Utilizaremos la notacion x 1 y para

indicarlo.

Diremos que un conjunto de vectores es un conjunto ortogonal
si sus elementos son ortogonales entre si. En el caso de que los
vectores estén también normalizados hableremos de un conjunto Ortogonalidad
ortonormal.

v

Figura 10.3 Angulo entre vecto-
El siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema 10.1 yla res

acotacion de la funcion coseno.

Proposicion 10.10. Sean x,y € R". Se cumple que | {x,v)| < x|l ||||. Ademds, la igualdad se  Desigualdad de

da si, y solo si, x e y son linealmente dependientes. Cauchy-Schwarz
. sz . . . 2 s
Proposicion 10.11.  Dos vectores no nulos x e y de R™ son ortogonales si, y solo si, ||x + ||~ = Teorema de Pitago-
2 2 ras
I 1= + |1

Un poco de topologia

El papel de los intervalos en R lo van a jugar las bolas abiertas y cerradas en dimensiones
superiores. La bola abierta centrada en a y de radio v es Bola abierta

B(a,r) = {x € R": dist(a,x) <71},
y la bola cerrada es B(a,r) = {x € R": dist(a, x) < r}. Bola cerrada

Definicion 10.12. Sea A C R™.
a) Diremos que a € A es un punto interior del conjunto A si existe v > 0 tal que B(a,r) C A. Punto interior
b) Diremos que A es un conjunto abierto si coincide con su interior: Conjunto abierto

A= {a € A: a es un punto interior de A},

equivalentemente, si todos los puntos de A son puntos interiores.
¢) Diremos que x € R" es un punto adherente si para cualquier » > 0, B(x,7v) N A + <. Punto adherente
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d) El cierre o la adherencia de un conjunto A es

A = {x € R": x esun punto adherente de A} .

Diremos que A es cerrado si coincide con su adherencia.

e) Diremos que x € R™ es un punto de acumulacion de A si para cualquier » > 0 se cumple
que (B(x,r) \ {x})nA + &. Notaremos A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacion

de A.

f) Diremos que a € A es un punto aislado si existe v > 0 verificando que B(a,r) N A = {a}.

En la figura 10.4, el punto a pertenece al interior del conjun-
to A puesto que la bola centrada en a y de radio v se queda
contenida en A. En cambio, el punto b no pertenece al inte-
rior. Por pequefno que tomemos el radio, hay una parte de
la bola centrada en b que esta fuera de A. Ambos puntos, a
y b si son puntos adherentes: las bolas centradas en dichos
puntos siempre tienen interseccién no vacia con A.

Definicion 10.13. Un subconjunto A de R™ esta aco-
tado si existe M € R tal que |all < M para cualquier
a € A.

Ejemplo 10.14.

a) Cualquier subespacio afin del espacio euclideo es un con-
junto cerrado vy, si es propio, tiene interior vacio.

b) Las bolas abiertas son conjuntos abiertos y las bolas ce-
rradas son conjuntos cerrados. En particular los intervalos
abiertos son conjuntos abiertos y los cerrados son conjun-
tos cerrados.<

La siguiente proposicion recoge cOmo se comportan es-
tas propiedades con respecto a las operaciones usuales de
conjuntos.

Proposicion 10.15.

a) Un conjunto es abierto si, y solo si, su complementario es
cerrado.

b) La interseccion de dos conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

¢) La union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

d) La interseccion de conjuntos cerrados es un conjunto ce-
rrado.

e) La union de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Funciones de varias variables

Interior, adherencia y frontera

A

Conjunto acotado

Figura 10.4

Definicion 10.16. Llamaremos funcion real de n-variables reales, funcion real de variable
vectorial o campo escalar a cualquier aplicacion f : A ¢ R™ — R. Como es usual, llamamos
dominio al conjunto A y llamaremos imagen o recorrido al conjunto

f(A) ={y eR: 3x € Atal que f(x) = v}
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Si f:ACR - R,la grafica (también llamado grafo) de la funcion es el conjunto
{,» er?: y=fool,
que automaticamente asociamos con el dibujo de la grafica de la funcién.

A
34

v

Si f:Ac R?2 - R esuna funcion de dos variables, la grafica de f se puede definir de manera
analoga

{(x,y,z) ER3: z =f(x,y)},

y podemos seguir representandola aunque ahora en R3.

AT

YT

N\
|

A~

)

{
[
\

~

[T

IWATAVNAN

Figura 10.5 Grafica y curvas de nivel de una funcién de dos variables

Definicion 10.17. La grafica de una funcion f : A C R™ — R es el conjunto

{,y er™l: y = f0}.

Las curvas de nivel de una funcion son los cortes de la grafica de la funciéon con planos de la  Curvas de nivel
forma z = ¢ con c real, o sea, son los conjuntos

{x eR"™: f(x) =c}.
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Definicion 10.18. Una funcion de variable vectorial con valores vectoriales o campo vectorial
es una aplicacion f: A ¢ R™ — R™,

Si f(x) = (f1(x), f2(x),..., fm(x)) € R™, llamaremos funciones componentes de f a las m
funciones f; : AC R" - R,i =1, 2,...,m.

Ejemplo 10.19. Las funciones componentes de la funcion

Flxuy) = { (cosx+3),%7), siy =0
(0,0), en otro caso

son

f1(x,y) =cos(x +y), V(x,y) € R?

x3

folx,y) = <| E

0, en otro caso.<

siy=+0

Limite funcional

Si f:ACR" - R™ esuna funcion entre espacios euclideos, y x € A" podemos definir limite
de una manera similar a como lo haciamos para funciones de una variable pero ahora sustituimos
valor absoluto por norma. Formalmente al menos, no hay mas diferencias.

Definicion 10.20. Sean f : A C R" — R™ y a € A’. Diremos que f tiene limite en a y que
vale L si dado un ntimero positivo & existe 6 positivo de forma que si

} = ||f(x)-L|| <e.

O<l|x—al <o
X EA

La definicion de la norma de un vector en términos de sus coordenadas permite comprobar que
la existencia de limite de una funcién con valores vectoriales se puede reducir al estudio del limite
de las funciones componentes.

Proposicion 10.21. Sean f: A C R"™ — R™ ya € A’. Entonces
. _ . l _ . .
)lclll;llf(x)—L = )1(1{1‘11f (x)=L;y i=1,2,...,m.

En virtud de esta proposicion, podemos restringirnos a estudiar funciones escalares.

Proposicion 10.22. Sean f,g: A C R"™ — R y a un punto de acumulacion de A. Supongamos que
ambas funciones tienen limite en a. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:
a) lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x),

xX—a xX—-a X—-a

b) lim(fg) () = (1m f£00) (limgx)),

f) (x) = limxw,lf(x)’
g limy 4 g(x)
d) si )lcizr}lf(x) = +00 y g estd minorada, entonces )lcizr{ll(f +g)(x) = +o0,y

c) silim g(x) = 0, lim <
xX—a xX—-a
e) si DICi—I%f(X) = 0 y g estd acotada, entonces }}F}l(fg)(x) =0.
Limites dobles
En general, el calculo de limites de funciones de varias variables es mucho mas dificil que el

correspondiente para funciones de una variable. En dimension dos nos podemos hacer una idea
de las técnicas y de los problemas que se pueden presentar.
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La definicién de limite de una funcién en un punto implica que sea cual sea la forma de acercarse
a dicho punto, la funciéon converge al valor del limite. Los siguientes resultados juegan con esta
propiedad para demostrar que una funcion no tiene limite. En otras palabras, en cuanto encontre-
mos una manera de acercarnos al punto de forma que la funcién no tienda al posible limite, se
tiene que el limite no existe. Tres ejemplos de este tipo de razonamiento son los limites reiterados,
los limites seguin rectas o los limites segin parabolas.

Proposicién 10.23. Sea A ¢ R2,A # @ y sea f : A — R. Supongamos que existen los primeros
pasos para los limites reiterados, es decir, para cualquier (x,y) € A existen los limites:

lim f(x,y), lim f(x,y)
-0 y=0
Entonces

(X,yl)lgl(oyo)f(x,y) =L = Hilg})(;lg}]f(x,y)) =;1%(}1<1%f(x,y)) =L

Proposicién 10.24. Sea A c R2, A+ @ y sea f : A — R. Entonces

3 lim f(x,y)=L = 3lim f(x,mx) =L, Vm €R
(x,5)—(0,0) x—0

Proposicién 10.25. Sea A C R2,A + @ ysea f : A — R. Entonces

lim f(x,y)=L = 3lim f(x,kx?) =L, VK € R
(x,)—(0,0) x—0

x2 - 2
Ejemplo 10.26. Vamos a calcular  lim  ——=—.
(x,7)—(0,0) X< +
Para ello, calculemos los limites reiterados.
2 2 2
. Xc=y X
=lim—V———="5 =1
Si(x) 57 = X2

Hemos supuesto que x + 0. De aqui tenemos que L1 = 1.

De la misma forma obtenemos que
2 2 2
f2(y)_£l%x2+y2 yz ]- L2

Como los limites reiterados son distintos, esta funcién no tiene limite en (0,0). <

Un cambio de variable permite, en algunas ocasiones, transformar el limite en uno mas sencillo
de calcular. Un ejemplo es el cambio a coordenadas polares.

Proposicién 10.27. Sea A Cc R2, A+ @ y sea f : A — R. Entonces

3 lim f(x,y)=L < 3Jlimsup{lf(pcosd,psend)—Ll|; 0 c[0,2m]} =0.
(x,)—(0,0) p—0

x3 33
Ejemplo 10.28. Calcular lim ———
(x,¥)—-(0,0) X= +
Cambiando a coordenadas polares,

6 ~ne3 3
hmp cos®(0) sen’(0)

p—0 p?

= lin}) p?cos3(0) sen?(0) = 0.«
p—

10.4 Continuidad

Definicion 10.29. Sea f : A Cc R"™ — R™ y sea a € A. Diremos que f es continua en a si
existe )l(i_r;éllf(x) = f(a).
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Regla de la cadena

10.5

Funcion acotada
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Proposicion 10.30. Sea A c RK, A+ @, ysea f: A— R™ ya € A. Entonces:
f escontinuaena < fi es continuaena, Vi=1,2,...,m.

Proposicion 10.31. Sea f :R™ — R y a € R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) f es continua en a.

b) La imagen inversa de un abierto que contiene a f (a) es un abierto.

¢) La imagen inversa de un cerrado conteniendo a f(a) es un cerrado.

Con este resultado es facil comprobar si conjuntos definidos mediante ecuaciones son abiertos,
cerrados,... Por ejemplo,

A=, eR?: 2x2+3y% <1}

es cerrado por ser la imagen inversa por la funcién continua f(x,y) = 2x2 + 3y2 del intervalo
cerrado | — o0, 1].

Propiedades

Dado que la continuidad de una funciéon es equivalente a la continuidad de sus funciones
componentes, es suficiente enunciar las propiedades para funciones con valores escalares.

Proposicion 10.32. Sean f,g : A € R™ — R funciones continuas en a € Ay sean A y u dos
nuimeros reales.

a) Af + ug es continua en a.

b) La funcion producto fg es continua en a.

c) Sig(a) # 0, g es continua en a.
Con respecto a la composicion de funciones, la regla de la cadena sigue siendo cierta.

Proposicion 10.33. Sean f : A C R" — R™ continuaena € Ay g:B Cc R™ — RP continua en
b = f(a) € f(A) C B. Entonces la composicion g o f es continua en a.

Extremos absolutos

Dado que no hemos hablado de orden en espacios euclideos de dimesion dos o mas, tampoco
podemos hablar de funciones mono6tonas. Si podemos hablar de acotacion al igual que hemos
hecho para subconjuntos de R™.

Definicion 10.34. Una funcion f: A ¢ R"” — R™ es una funcion acotoda si su imagen es un
conjunto acotado o, lo que es lo mismo, si existe M € R tal que ||f(a)|| < M para cualquier
a € A.

De la misma forma podemos definir los extremos absolutos de una funcién como los extremos
absolutos de su imagen. Eso si, tenemos que poder hablar de extremos absolutos y para ello es
necesario que la funcion tome valores escalares.

Definicion 10.35. Una funcién f : A ¢ R” — R alcanza su maximo (resp. minimo) absoluto
ena € Asi f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)) para todo x € A.

Aunque en la definicion de extremo absoluto no interviene para nada la continuidad de la
funcion, en el caso de que la funcién lo sea, es mas facil probar la existencia de dichos extremos.
El Teorema 4.33 tiene una extension a funciones de varias variables. De hecho, la versién que
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enunciamos a continuacion es algo mas general que la correspondiente para una variable ya que
no exigimos que el dominio sea un intervalo.

Teorema 10.36. Sea A un subconjunto cerrado y acotado de R™ y f : A — R una funcion Teorema de Weiers-
continua. Entonces f alcanza su mdximo y su minimo absoluto. trass

10.6 Ejercicios

10.6.1 El espacio euclideo

Ejercicio 10.1. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los siguientes
subconjuntos de numeros reales.

a) N, e) A=[0,1]u{2},y
b) Z, HA={5:nen|
0 Q

d) R\Q,

Solucion 10.1.

A N=0O, N=N,N =@ yFr(N) = N.
b)2=0,7=17,7 =D yFrZ) = 1.
) Q=0,Q=R,R =RyFr(Q) =R.

0 R\Q=0,R1Q=R, (R\Q) =RyF(R\0Q) =R

e) A=]0,1[, A=A, A" =[0,1] y Fr(A) = {0,1,2}.

f A=, A=AuU{0},A" = {0} yFr(A) = Au {0}.

Ejercicio 10.2. Digase cuales de los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o compactos:
a) {(x,y)e[Rz: x2+y2<1} e) {(X,y)E[RZE y=X2}

b) {(x,y)e[RZ: x2+y221} f) {(x,y)e[R{Z: yscos(x)}

0) {(x,y)e[R{Z: 0<x=<1, —1sy53} g) {(x,y)e[RZ: 0<x=<l, Osysx}

d) {(x,y) eR2: y= Sx}

Soluciéon 10.2.

a) El conjunto es abierto.
b) El conjunto es cerrado.
¢) El conjunto es compacto.
d) El conjunto es cerrado.
e) El conjunto es cerrado.
f) El conjunto es cerrado.
g) el conjunto es compacto.

Ejercicio 10.3. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los siguientes

conjuntos.
a)A={(x,y)e[R2:1sx, 1sy}, c)Az{(x,y)e[R{Z:Osxsléx=2},
b)Az{(x,y)e[RZ:x:O,O<y<1}, d)A:{(x,y)e[RZ:y<x2+1},

Solucién 10.3.
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A A={(x,y)eR2: 1<x,1<y},A=A=AFr(A) ={(x,y)eR2:1<x,y=1}U{(x,y) €
R2:1<y,x =1}

b) A=@, A=A =Fr(A) = {(x,y) eR2: x =0, 0 <y < 1}.

) A={(x,y)eR2:0<x<1},A=A" = A Fr(A) = {(x,¥) eR?: x=00x=10x =2}.

d)A=A,K={(x,y)e[Rzz,ysx2+1}ylafr0nteraesFr(A)={(x,y)e[RZ:,y=x2+1}.

Ejercicio 10.4. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los siguientes
conjuntos.

a)A:{(x,y)e[R{z:y:0,0<x<1}, C)A:{(x,y)e[RZ:x,yeQ},y
b) A={(x,y) eR?: x,y €], d A=]{(xy eR:xeql

Solucion 10.4.

a) A=0,A={(x,y)eR?: y =0, 0<x = 1},yFr(4) = A.
b) A= 0, A=A =Fr(A).

¢) A=2,A=R?2=Fr(A).

d) A=0,A4=R?=Fr(A).

Limites y continuidad
Ejercicio 10.5. Calcular lim(x,y)-(0,0) 53737

Soluciéon 10.5. Basta con calcular los limites segiin rectas para deducir que no existe el limite en
(0,0). En efecto,
mx?

m
Ly =1i =1li = .
m xl{r(l)f(x,mx) xlg(l) 1+m)x?2 1+m?

Los limites seglin rectas existen todos, pero son distintos ya que dependen de m.

. . . . x2 y?
Ejercicio 10.6. Calcular hm(x’y)_.(()’()) X221 (x—)2

Soluciéon 10.6. Los limites reiterados de esta funcién son iguales a cero, como se puede calcular
facilmente. Sin embargo, si calculamos los limites segtn rectas sucede lo siguiente:

m2x? 0

3L = I - -0 +1.
m xlzr(l) m2x4 + (1 -m)2x2 (1 -m)? —m

Si calculamos el limite segun la recta y = x tenemos que
4

X
li ,x) =lim — = 1.
l £330 = by

Por tanto, no existe el limite doble de la funcién en (0, 0).

2
Ejercicio 10.7. Calcular lim(x,y)-(0,0) 51757

Solucion 10.7. Si calculamos los limites reiterados (como f(x,y) = f(y, x) basta con hacer L1,
y entonces Ly = L y los limites seguin rectas, todos existen y coinciden con el valor 0. Pero si
calculamos los limites segun parabolas:

kx* k

T 2y _ i _
b= i S 0o ) = Iy i ke ~ T e
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todos existen, pero son distintos. Por tanto, no existe el limite de la funcién en (0, 0).

Ejercicio 10.8. Calcular limy,)-(0,0) X sen(%)

Solucion 10.8. En este caso sb6lo hay que tener en cuenta las siguientes acotaciones:
sen | —
y

De aqui se deduce que lim f(x,y)=0.
(x,»)-(0,0)

0<If, I =lx| <|x|,¥(x,¥) €R? y =0.

Ejercicio 10.9. Calcular lim(y ) (0,0) (X + »?) sen (%)
Solucién 10.9. Se razona igual que en el Ejercicio 10.8.
Ejercicio 10.10. Calcular lim(x,y)-(0,0) ¥725

Solucién 10.10. Estudiamos los limites segun rectas de la forma y = Ax.

lim Ax _ A
x—0X +2Ax 1+2A°

de lo que se deduce que no existe limite en el origen.
. - . . x3 +y3
Ejercicio 10.11. Calcular limy,y)-(0,0) 37432

Solucion 10.11. Teniendo en cuenta que los limites reiterados coinciden con el valor cero, vamos
a concluir la existencia del limite doble acotando la funcién en valor absoluto. Esto es

x3 4+ 3
x2 + y2

| x| x? . ly1y?

2
X212 T x2S Ix[ +1xl, V(x,¥) € R®\ {(0,0)}.

Ejercicio 10.12. Calcular lim(y y)—(0,0) XZZ%J;Z

Solucion 10.12. Razonando igual que en el anterior:

2xy?
x2+y?

2 2
- xl-x+|33//2 <2|x|], V(x,y) € R?\ {(0,0)}.

Ejercicio 10.13. Calcular limy )-.(0,0) i;%gj;

Solucion 10.13. Analogo al Ejercicio 10.10.

x2+y?

Ejercicio 10.14. Calcular limy ,)_(0,0) Ny

Solucion 10.14. Calculemos los limites reiterados:

2 2
S1(x) =lim XY
=0 x2+y24+1-1
(X2 +y2)(Yx2+y2+1+1)
T y20 (x2+7y2+1)-1

=lin(1)(\/x2+y2+1+1)=Vx2+1+1.
y"
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Por tanto L1 = Ly = limy_o(vx2 +1 + 1) = 2. Repitiendo el mismo razonamiento obtenemos
el mismo valor 2 para todos los limites segin rectas y segun parabolas. Por tanto, pasamos a
coordenadas polares y la funcion que tenemos que estudiar es:

p2

Jp2+1-1

Esta funcién evidentemente solo depende de p, luego si calculamos su limite cuando p — 0, éste
sera independiente de 6. Para calcularlo volvemos a repetir el mismo razonamiento que en todos

los pasos previos, esto es:
2 p2(\p2 +1+1)
lim —F— —lim——

m
p=0 fp2 111 ,=0 (PP+1)+1

De aqui concluimos que existe el limite doble y su valor es 2.

F(p,0) = , V(p,0) € RT x[0,21]

Ejercicio 10.15. Calcular limy y)—(0,0) %

x2+y?

Soluciéon 10.15. Los limites reiterados de esta funcion coinciden y valen 0. Podemos concluir
acotando la funcion y utilizando |x| < 1/x2 + 12, V(x,y) € R2. De esta forma

|f(x, )] = Xyt |yl

Jx2+y2

Ejercicio 10.16. Calcular limy ,)-(0,0) %

Solucion 10.16. Llegamos a los limites segin parabolas sin ningin contratiempo (los limites
reiterados y segiin rectas son cero):
x2

lim —— =
x=0 x + kx?2
pero si calculamos el limite segin la parabola y = x2 — x tenemos:
22

lim 1.

x—0X + (x2 —x)

Por tanto, no existe el limite en el (0,0).

2_ 4,2
Ejercicio 10.17. Calcular hm(x‘y)a((),o)xyizfgjz

Solucién 10.17. En esta funcién basta acotar para llegar a la existencia de limite en el (0,0),
siendo L = 0.
e

ﬁ < 2|X yl

| f(x, )| = x ¥l

Ejercicio 10.18. Calcular lim(y,y)-.(0,0) X sen(%)

Solucion 10.18. Sin mas que acotar de la forma | f(x,y)| = |x| | sen (%) | < |x]| sellega a que el

limite doble existe y vale 0.
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Ejercicio 10.19. Calcular limy )-(0,0) Xty

X212
Solucion 10.19. El primer limite reiterado es cero, pero el segundo no existe puesto que:

x2+y y

() =lim ——— = —.
foly x=0 . [x2 4 y2 ¥l

Esta ultima funcion presenta problemas en el cero, ya que los limites laterales son distintos. Se
concluye entonces que no existe el limite doble en el (0, 0).

Ejercicio 10.20. Calcular lim(x,y)-(0,0) ¥725

Solucion 10.20. Si estudiamos los limites segun las rectas y = mx,

lim lim mx -_m
x-0X +2mx x-002m+1Lx 2m+1"

Por tanto, el limite no existe.

x*+2x2y2+3xy3

Ejercicio 10.21. Calcular limx,y)-(0,0) = (xz352)2

Solucion 10.21. Los limites reiterados son distintos (L1 = 1, L> = 0), por tanto no existe el limite
doble.

x|yl

NEZT

Solucion 10.22. Se razona analogamente al Ejercicio 10.14.

Ejercicio 10.22. Calcular limy - (0,0)

Ejercicio 10.23. Estudiar la continuidad de la funcién f : R2 — R? definida por:

Xy .
flx,y) = { <x2+yz,Sel’l(Xy)), si (x,y) = (0,0)
(0,0), si (x,y) = (0,0)

Solucién 10.23. La componente f2 de la funcién f es continua en todo R2, al ser composicion
de funciones continuas. Estudiemos ahora la continuidad de f 1 En los puntos distintos del (0, 0)
es continua por ser racional con denominador distinto de cero. Veamos qué ocurre en el (0,0).
Acotamos de la siguiente forma.

x2y

1 —
‘f (va)|_ X2+y2

< |yl

De aqui se deduce que limy ,)—(0,0) S (x,) = 0 = f1(0,0) y por tanto f! es continua en R2. De
todo esto se tiene que la funcién f es continua en todo R2.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 10.1. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los siguientes
conjuntos.

a) {(xn,yn) ERZ: xp = 2170’ Yn=0 Vne N},

b) {(x,y) eR2:y= /\x}, (con A € R),

9] {(X,y) eR2: X, +%;—§ < 1},(c0na<b),

az

Ejercicio 10.2. Calcular los siguientes limites
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X2+

. 2
b) lim(x,y)~(0,0) 7=z
. o7
) lim(x )-00) Zrerye
. X
d) lim(x,y)-(0,0) |X+yy|
Ejercicio 10.3. Estudiar la continuidad de la funcién f : R2 — R? definida por:
XZ

fly) = Janm SH62)#(0,0),
’ 0, si (x,y) = (0,0).

Ejercicio 10.4. Estudiar la continuidad de la funciéon f : R — R? definida por:
x4 +2x2y%+3xy°

, - ) T xEynz si (x,y) = (0,0),
Jeey) {O, § si (x,y) = (0,0).

Ejercicio 10.5. Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — R? definida por:

Flxy) =] G 82 # 0,0
’ 0, si (x,») = (0,0).

Ejercicio 10.6. Sea f:RK — R™ una aplicacion lineal. Demostrar que:
a) Existe M € R* tal que || f(x)|| <M ||x]|, Vx € RK.

b) f es continua en 0.

c) f es continua en RX,
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DIFERENCIABILIDAD DERIVADAS PARCIALES

Diferenciabilidad

11

11.1 Derivadas parciales 259 11.2 Funcion diferenciable 260 11.3 Reglas de deriva-
cion 263 11.4 Teorema de la funciéon inversa y Teorema de la funcién implicita 263
11.5 Polinomio de Taylor 267 11.6 Extremos relativos 268 11.7 Extremos condicio-
nados 273 11.8 Extremos absolutos 276 11.9 Ejercicios 277

El concepto de funcion diferenciable es una extension natural de la derivabilidad de funciones
de una variable. Este nos permitira resolver problemas de optimizacion con o sin restricciones.
Antes de eso se hace un breve repaso de las técnicas basicas del calculo de derivadas de funciones
con valores reales o vectoriales.

Derivadas parciales

La definicion de funcion diferenciable (ledse derivable) en un punto para funciones de varias
variables reales no es una extension inmediata de este concepto en una variable. Un primer paso
es reducir el problema a una unica variable. Para ello podemos considerar una variable como tal y
el resto como constantes.

Definicion 11.1. Sea f: A ¢ R"™ — R. Se define la derivada parcial de f en el punto a € A
respecto a la variable i-ésima como

0x; t—0 t

donde e; denota el i-ésimo elemento de la base canonica. A veces, también usaremos la notacion
D;f(a) para denotar la derivada parcial i-ésima.

La definicion de derivada parcial se basa en el conocimiento que poseemos de la derivada de
funciones de una variable. Por tanto, para el calculo practico de las derivadas parciales podemos
utilizar todas las reglas que sabiamos. Dicho de otra manera, el calculo de derivadas parciales se
realiza utilizando las reglas de derivacion para funciones de una variable (la que proceda). Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 11.2. Calcularlas derivadas parciales de la funcién f : R3 — R definida como f(x,y,z) =
x3 +3xyz—-yz?% V(x,y,z) € R3.
(xlyiz) = 2X2 + 3yZ,

2

of
0x
of 3 3
@(x,y,z) =3xz-z°,y
af
0z

X,¥y,z) =3xy —2yz.<
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Definicion 11.3. Sea f : A Cc R" — R una funcién con derivadas parciales en a € A. El vector

Gradiente gradiente de f en el punto a es el vector
_(9f of of )
Vi@ = (35@. 5@, 52 ()

Las derivadas parciales se corresponden con derivadas en la direccion de los elementos de la
base canodnica. jPor qué no considerar otras direcciones? Una direccion en R" viene dado por un
vector no nulo que tomaremos normalizado: evidentemente v y ”’;—” seflalan en la misma direccion.

Definicion 11.4. Sea f : A ¢ R™ — R una funcion definida en un abierto A y v un vector
Derivada direccional unitario de R™. Se define la derivada direccional de f en la direccion del vector v en el punto
a € A como

fla+tv) —f(a)_

Dy f(a) = %1{13 ;

Obsérvese que tenemos tres notaciones para indicar derivada parcial i-ésima:

of

ox; a) = Dif(a) = De, f(a).

;Puede la existencia de derivadas parciales o de derivadas direccionales ser suficiente para
hablar de derivabilidad? La respuesta es no si queremos que se cumplan algunas de las propiedades
mas elementales que verifican las funciones de una variable. Por ejemplo, la funcion f: R? — R

X4 = 0
f<x,y>={y’ i+
0, siy=0

tiene derivadas parciales en el origen (y valen 0, compruébalo) pero ni siquiera es continua.

11.2 Funcion diferenciable

Definicién 11.5. Sean m,n € N, ACR", a € A,y f : A — R™ una funcién. Se dice que f

Funcion di- es derivable (en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto a si existe una aplicacién
ferenciable lineal T de R” en R™ verificando

lim fx)-fla)-Tx-a) _ 0

x—a llx —all

Diferencial En tal caso la aplicacion T, que es tnica, se denomina la derivada o diferencial de f en a y se
nota D f'(a). Se dice que f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable en cada punto
de B.
Sea A1 C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicacion x — D f(x) de A; en
L(R™, R™) se denomina la aplicacion derivada de f y se nota D f. A la matriz asociada se la

Matriz jacobiana suele llamar matriz jacobiana de f y la notaremos Jf.
Jacobiano En el caso particular n = m, la matriz jacobiana es cuadrada y llamaremos jacobiano a su
determinante.

Observacion 11.6. La definicién de funcion diferenciable es una extension de la definicion de
funcion derivable en una variable. Cuando tomamos n = m = 1 obtenemos la definicién ya
conocida.

Proposicion 11.7. Sea f : A c R™ — R" diferenciable en a € A, entonces f es continua en a.
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El reciproco no es cierto como ya sabiamos incluso en dimensiéon uno. La funcion valor absoluto
o la norma en dimesiones superiores es una funcion continua que no es diferenciable en el origen.

En el estudio de la diferenciabilidad de una funcién vectorial, el primer paso es el mismo que
dimos para estudiar la continuidad: nos podemos reducir a funciones con valores escalares.

Proposicion 11.8. Sea f : A Cc R"™ — R™ una funcion y a € A. Entonces, f es diferenciable en a
si, y solo si, todas las funciones componentes f;, i = 1,2,...,m son diferenciables en a.

El siguiente resultado es la primera condicion que debe verificar una funciéon diferenciable: si
es diferenciable podemos hablar de gradiente.

Proposicion 11.9. Sea f : A ¢ R™ — R una funcion y sea a € A. Si f es diferenciable en a, Condicién necesaria
entonces existen todas las derivadas parciales en dicho punto y de diferenciabilidad

Jf@= (@ L@ ... 3Lw).

Ejemplo 11.10. Las funciones lineales son diferenciables.

Sea f : R™ — R™ una funcioén lineal ;Qué funcion va a ser su derivada? Si tomamos T = f,
im LX) - f@-Tx-a) . fx-a)-Tx-a) . 0 _
x=-a Ix —all x=-a lIx — all x=a |x —all

Por tanto f es derivable y D f(a) = f para cualquier a en R™.
Veamos un ejemplo concreto. Sea f : RZ — R definida como f(x,y) = 2x + 3y o, lo que es lo
mismo,

X
flx,y)=1(2 3 ( )
(2 3)(*
Entonces Jf(x,y) = (% %) = (2 3). <
Ejemplo 11.11. La existencia de derivadas parciales no es suficiente para garantizar que la

funcion sea diferenciable. Compruébalo con la funcion

Xy .
_ ) x2iy7r SI (x,y) # (0,0)
fx>) {6(, 7 s (x,y) = (0,0).4

Figura 11.1 Grafica de la funcion f

Observacion 11.12. El mayor inconveniente que tiene la definicién de funcién diferenciable es
que para demostrar que una funcién lo es, debemos conocer de partida cudl va a ser su derivada.
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Condicion suficiente
de diferenciabilidad

Funcién de clase C!

11.2.1

FUNCION DIFERENCIABLE DIFERENCIABILIDAD

Si es facil calcular las derivadas parciales. Pues bien, el inico candidato posible y, por tanto, la
derivada en caso de serlo es

ofi ofi of

0x; 0x2 """ 0xyp

of2 of2 ofs
Jfta)y=| & @ S (),

ofn  Ofn 0fn

0x; 0x2 """ 0xyp

Proposicion 11.13. Sea f: A C R™ — R una funcion y sea a € A. Si existen todas las parciales en
un entorno de a y son continuas en a, entonces f es diferenciable en a.

Utilizaremos la misma denominacion que utilizabamos para funciones de una variable: si existen
todas las derivadas parciales y son continuas en un abierto A, diremos que la funcion es de clase
Clen A.

Proposicion 11.14. Si f: A c R" — R, diferenciable en a € A. La derivada en la direccion de un
vector v es

Df(a)(v) = (Vf(a),v) = %vl + %vz ot %vn.

Sabemos que el producto escalar es maximo cuando los vectores son proporcionales. Por tanto,
la derivada sera maxima en la direcciéon que indica el gradiente De hecho, el valor maximo de la
derivada es

Vf(a) \ _ Vfa) \ _
Dfta) (IIVf(a)H) - <Vf(“)’ IIVf(a)|> IvF@l.
Corolario 11.15. La derivada direccional es mdxima en la direccion del gradiente, o sea,
max {Dy f(a) : v € R™, v =1} = Df(a) (%) —IVFf@l.

Plano tangente

La derivada de una funciéon de una variable tiene una clara interpretacion geométrica: es la
pendiente de la recta tangente. En dimensiones superiores, la derivada es una aplicacion lineal. Las
entradas de la matriz asociada en la base candnica son las derivadas parciales de dicha funcion.
Estos valores son la pendiente de la funcion en las direcciones paralelas a los ejes. Vamos a verlo
con funciones de dos variables.

Figura 11.2 Plano tangente

- 262 -



11.3

11.4

11.4.1

DIFERENCIABILIDAD REGLAS DE DERIVACION

Definicion 11.16. Se llama plano tangente a f en el punto (a,b) € A al plano que tiene
como ecuacion

_ of . of _
z = f(a,b) + ax(a,b)(x a) + S (a,b)(y - b),
0, lo que es lo mismo, z = f(a,b) + (V.f(a,b), (x —a,y — b)).

El vector normal ala grafica de f en (a, b) es perpendicular al plano tangente:
of

n(f,(a,b)) = <_8x a,b),—gi(a,b),l) .

Sif:ACR" - Rya € A, el hiperplano tangente a f en a es

y =f(a)+(Vf(a),x —a)
of of of

=f(a) + a(a)(ﬁq —ai) + %(a)(xz —az)+---+ m(d)(xn —an).

Reglas de derivacion

Las reglas para calcular la derivada de funciones de varias variables son muy similares a las de
las funciones de una variable. Por ejemplo, la derivada de la suma o del producto se calculan de la
misma forma.

Proposicion 11.17.
a) Sean f,g : A C R"™ — R™ funciones diferenciables ena € Ay &, € R. Entonces o f + Bg es
diferenciable ena y D(xf + Bg)(a) = «D f(a) + BDg(a).
b) Sean f,g : A C R™ — R funciones diferenciables en a € A. Entonces el producto fg es diferen-
ciableena y D(fg)(a) = gla)Df(a) + f(a)Dg(a).
Proposicion 11.18. Sea f: A C R" — R™ diferenciableena € A,y g : B C R™ — RP diferenciable
enb = f(a) con f(A) C B. Entonces la composicion g o f es diferenciable en a y D(g o f)(a) =
Dg(f(a)) e Df(a).
Una de las formas mas usuales en las que se aplica la regla de la cadena es la siguiente: supon-
gamos que tenemos una funcion z = z(y1, y2,...,¥m), donde y; = y;(x1,Xx2,...,Xn). Si dichas
funciones son diferenciables, la regla de la cadena nos dice que

Jz(x1,x2,...xn) = Jy(x1,x2,...,x0)JZ(¥1, Y2,... Ym),

y, por tanto

0x; 0y10x; 0y20x;  0ym 0x;

0z 0z 0y1 +8728y2 N 0z 0yYm

Teorema de la funcion inversa y Teorema de la funcion implicita

El Teorema de la funciéon inversa y el Teorema de la funcién implicita nos permiten calcular
la derivada de funciones de las que no tenemos una expresion explicita. Aunque aparentemente
distintos, son dos resultados equivalentes.

Teorema de la funcion inversa

La derivada de funciones de una variable nos ha permitido, por ejemplo, estudiar la monotonia
de una funcion. Para funciones definidas en un intervalo, la situacion es todavia mejor. Sabemos
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Teorema de la
funcién inversa

11.4.2

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA Y TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA DIFERENCIABILIDAD

que si la derivada no se anula, entonces dicha funcion es estrictamente monoétona y, en particular,
inyectiva. Tiene sentido, por tanto, hablar de su inversa. jEs cierto este resultado cuando pasamos
a varias variables?

Teorema 11.19. SeaF : U C R"™ — R™ una funcion definida en un conjunto abiertoU ya € U.
Supongamos que F es de clase 1 en un entorno del punto a con det(JF(a)) + 0. Entonces existe
un entorno B de F(a) en el que se puede definir la funcion F~1, ésta es de clase 1 y

JF'(y) = JF(x)™!, Vy €B.
Observacion 11.20. La funcién f : R?2 — R? definida como

f(x,y) = (eXcos(y),e*sen(y))

es de clase infinito y su jacobiano

X _pX
det(J £ (x, ) = '(e cos(y) —e sen(y))' e %0

eXsen(y) e*cos(y)

no se anula nunca. El Teorema de la funcion inversa nos dice que, al menos localmente, tiene
inversa pero jtiene inversa comun para todos los puntos? La respuesta es no. La funcion f no es
inyectiva:

flx,y) = f(x,y +2m),

para cualesquiera (x,y) € R2.

Teorema de la funcion implicita

Laresolucion de ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales es un problema que ya se le habra
presentado con anterioridad al lector. En funcién del rango de algunas matrices es posible decidir
si dicho sistema tiene solucién, si ésta es Uinica o no, etc. La soluciéon de ecuaciones no lineales
es un problema mucho mas dificil (piénsese en los ceros de un polinomio) en el que vamos a dar
algunos pequenos pasos.

Figura 11.3 Funcién implicita

Veamos un ejemplo concreto. La ecuacién x2 + y2 = 1 describe los puntos de la circunferencia
centrada en el origen y de radio uno. ;Podemos despejar alguna de las dos variables? La respuesta
mas usual es que si: v = £+/1 — x2. Esta respuesta no nos vale si cuando nos referimos a despejar
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nos estamos refiriendo a escribir una variable como funcion de la otra. La circunferencia no puede
ser la grafica de una funciéon de una variable: un ntimero no puede tener dos imagenes. Bueno,
pidamos un poco menos, si no toda la circunferencia al menos una parte. Por ejemplo, para el punto
(0,1) si es valido que v = +1 — x2. De hecho esto nos sirve para los puntos de la mitad superior
de la circunferencia. ;Qué pasa con el punto (1,0)? Ninguna de las dos expresiones y = +1 — x2
ni y = —v1 — x2 son ciertas para un entorno de ese punto. Lo que si podemos hacer es despejar
la variable x en funcién de y de la forma x = /1 — y2.

Obsérvese que la ecuacion x2 + y2 = 1 se puede ver como la curva de nivel 1 de la funcién
F(x,y) = x2+ y2. Despejar una variable en funcion de la otra es equivalente a preguntarse cuando
una curva de nivel se puede ver como la grafica de una funcién.

Demos un paso mas. Supongamos que si se puede hacer. Supongamos que y = f(x) en un
entorno de un punto (a,b) de la circunferencia. Entonces se verifica que x2 + f(x)2 = 1, para x
en un entorno de a. Derivando obtenemos que 2x + 2f(x)f’(x) = 0. Para poder despejar f’(x)
hace falta que 2 (x) = 0. En ese caso f'(x) = %

Las condiciones que hemos necesitado para poder calcular esta derivada son las hipotesis del
Teorema de la funcion implicita. Vamos a recoger en una primera version lo que hemos comentado
hasta ahora.

Teorema 11.21. Sea U c R? un conjunto abierto, F : U ¢ RZ2 — R y (a,b) € U verificando
a) F es de clase C1,
b) F(a,b) =0,
o ¥E(a,b) 0.
Entonces puede despejar y = y(x) en funcion de x en un entorno de a verificando que y(a) = b
en la ecuacion F(x, y(x)) = 0. Ademds dicha funcion y(x) es de clase C! y su derivada vale
oF
Y (x) = =25 (x).

o0y

Si F es de clase C™, entonces la funcion y(x) también es de clase C".

La demostracion de este resultado no entra en nuestros planes, aunque si es facil comprobar que
la derivada de 7y (x) viene dada por la férmula anterior. Si F (x, ¥ (x)) = 0, derivamos y despejamos:

OF 0Fdy _ . _ v _ &
ox 0y ox ox %'

Ejemplo 11.22. Comprobar que la ecuacién y3 + x2y = 10 define a v como funcién de x en un
entorno del punto (3,1).

Consideremos la funcién F(x,y) = ¥3 + x2y — 10. Las condiciones que deben cumplirse son:

a) F es una funcion de clase C. De hecho es una funcién de clase C® por ser un polinomio.

b) F(3,1) = 0.

¢) Como JF(x,y) = (ny 392 + x2 ) se tiene que JF(3,1) = (6 12). En particular g—f, + 0.
Por tanto el Teorema de la funcion implicita nos dice que se puede despejar v = y(x) como
funcion de x en un entorno de x = 3. Ademas y(x) es de clase C*® (igual que F) y su derivada es

3

oF 2xy
’ _ _0x _ _
y(X)__%__3y2+X2

en un entorno de x = 3. No sabemos la expresion concreta de la funciéon y(x) pero si podemos

calcular su valor en 3. Sabemos que y(3) = 1y que ¥'(3) = —% = —%. N
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;Qué ocurre si tenemos una ecuacion con tres variables? La ecuacion x2 + 32 + z2 = 1 es similar
a la que motivo la discusion del teorema anterior. En este caso podemos plantearnos si se puede
despejar una variable en funcion de las otras dos. El desarrollo es muy parecido. Consideremos la
funcion F(x,y,z) = x2 + y2 + z2 — 1. Si podemos escribir z = z(x, ) entonces podemos derivar
F(x,y,z(x,¥)) o, lo que es lo mismo, x2 + y2 + z(x,y)? = 1 respecto a x 0 a ) y obtener las
derivadas parciales de z:

OF oFoz _ _ 0z _ %
ox 0z ox ox  oF

0z
oF OFdz _ _ 0z _ &
0y 0z J0y oy %’;'

Este resultado se puede extender a n variables.

Teorema 11.23. Sea U c R™ x R un subconjunto abierto, F : U — R una funcion de clase C*
y(a,b) e U cona € R", b € R.

a) F(a,b) =0,

b) & (a,b) = 0.

Entonces existe una unica funcion g de clase C! definida en un entorno de a verificando que
gla) =b yqueF(x,g(x)) =0. Ademds

oF
9 _ o

.~ OF °
0x; &

Ejemplo 11.24. Comprobemos que la ecuacion x2 + y2 + z2 = 1 define a z como funcién de las
variables x e y en un entorno del punto (0,0, 1). Para ello consideremos la funcion F(x,y,z) =
x2 +y2 4+ 22 — 1 que es de clase C®. Entonces
a) F(0,0,1) =0,
b) JF(x,y,z) = (2x 2y 22), con lo que JF(0,0,1) = (0 0 2) y, en particular, se cumple

que 2£.(0,0,1) =2 % 0.
Aplicando la segunda version del Teorema de la funcion implicita, se puede despejar z = z(x, y)
de forma que Z(0,0) = 1y F(x,y,z(x,y)) = 0 en un entorno del punto (0,0,1). Ademas

oF

0z __ox oz __0_

ax(x,y)— S,ler(x,y):ax(O,O)— 2—0,
oF

9z _ oz __0_

ay(x’y)_ %(X’y):ay(olo)_ 2—0.<1

Plano tangente a una superficie dada implicitamente

Este resultado nos puede ser de utilidad para calcular el plano tangente a una superficie dada
en coordenadas implicitas. Supongamos que dicha superficie viene dada mediante una funciéon
f:AcR3 ~ R porla ecuaciéon f(x,y,z) = 0. Si queremos calcular el plano tangente en un
punto (a, b,c) de dicha superficie, esto es, verificando que f(a,b,c) = 0 y queremos aplicar la
férmula que conocemos para el plano tangente de una funcion de dos variables, necesitamos poder
despejar alguna variable en funcién de las otras dos. Si V f(a, b, c) # 0, alguna derivada parcial es
distinta de cero. Por simplificar, supongamos que

E(a,b,c) + 0.
0z
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El teorema de la funcion implicita nos dice que se puede despejar z como funcion de x e y y que

of

0z _ _ ox
a(a,b) - = af (a'yhyc)

0z
92 (4,b) = -2 (a,b,c)
oy
Por tanto, el plano tangente en el punto (a, b,c) es

0z 0z
z=2z(a,b) + a(a,b)(x—a) + @(a,b)(y - b)

i i
=c—$r(a,b,c)(x -a) - 37 (ab,c)(y ~b).
oz oz
Multiplicando por % (a,b,c) y pasando a un s6lo miembro nos queda
%(a,b,C)(x -a)+ ﬁ(a,b,C)(y -b)+ ﬁ(a,lo,C)(z -¢)=0.
0x oy 0z

Resumiendo,

Corolario 11.25. Sea f : A c R3 — R una funcion de clase uno y sea (a,b,c) € A. Supongamos
que

a) f(a,b,c) =0,

b) Vf(a,b,c) #0.

Entonces, el plano tangente a la superficie f(x,y,z) = 0 en el punto (a,b,c) es

%(a,b,c)(x—a) + ﬂ(a,b,c)(y—b) + of

3y 3z (a,b,c)(z—-c)=0.

Versiéon general del Teorema de la funcién implicita

Teorema 11.26. Sea f : U C R" x R™ — R™ una funcion diferenciable y de clase uno en un Teorema de la fun-
punto (a, b) del interior de U. Supongamos que cién implicita
a) f(a,b) =0,

b) det (%(a,b)) + 0.

Entonces existen un abierto A C R" y un abierto B C R™ con (a,b) € A X B y una unica funcion
g:A - Btal que

a) g(a) =b,

b) f(x,9(x)) = 0 para todo x € A.

c) g es de clase C! en a.

Ademas, si f es de clase C k en a, entonces g también es de clase C k en a.

11.5 Polinomio de Taylor

11.5.1 Derivadas de orden superior

Si f:AcCR" - R esuna funcion diferenciable, podemos plantearnos la diferenciabilidad de
sus derivadas parciales. Si D; f es derivable respecto a la variable x j, notaremos a dicha funcion
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En general, podemos hablar de derivadas parciales de orden k

ok f

axfl axke axkr
1 12 y

donde k1 + ko +...+ ky = k.

Definicion 11.27. Sea A C R™ un conjunto abiertoy f : AR" — R. Diremos que f es de clase
Ck si existen todas las derivadas parciales de orden k y son continuas. Diremos que la funcién
es de clase C® si existen las derivadas parciales de cualquier orden.

El problema del orden respecto al que derivamos es nuevo. Para funciones de una variable, la
derivada segunda es simplemente la derivada segunda, pero para funciones de varias variables a
.. . , 0 L of .
priori no tenemos ninguna razon para asegurar que g coincida con Tyox- Jdmporta el orden
de derivacion? En general la respuesta es si. El Teorema de Schwarz nos dice que para funciones
suficientemente regulares la respuesta es no.

Teorema de Schwarz Teorema 11.28. Sea f:A C R™ — R una funcion de clase C?. Entonces Dijf = Djif.

En general, si la funcién es de clase C k las derivadas parciales de orden k cruzadas coinciden
0, dicho de otra manera, no importa el orden en que se derive.

11.5.2 Polinomio de Taylor

En completa analogia con el polinomio de Taylor para funciones de una variable

" )
S (a) _.+f"'(a)

5 (x —a)?+.

Pu(x) = f(a) + f'(@)(x —a) +

(x —a)"

se define el polinomio de Taylor para funciones de varias variables. En ambos casos las exigencias
son las mismas: buscamos un polinomio de un determinado grado y cuyo valor y el de sus derivadas
parciales coincidan con el de la funcién dada.

Polinomio de Taylor Definicion 11.29. El polinomio de Taylor de orden 1 de una funciéon f: U C R" — R en un
punto a € U es

n of
Pi(x) = f(a) + > = (a)(x; — a;)
5 0xi

El polinomio de Taylor de orden 2 es

P, = i~ G 2
2(x) = fa) + > A, W (Xi—ai) + 3 LZ 0x;0Xj

i=1 u

(a)(xi —ai)(xj—aj)
j=1

FALTA
Anadir el polinomio de Taylor de orden n.

11.6 Extremos relativos
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Definicion 11.30. Sea f: A Cc R™ — R. Diremos que la funcién f alcanza un maximo relativo

(respectivamente, un minimo relativo) en a € A si se verifica que
a)acAy

EXTREMOS RELATIVOS

b) existe » > 0 tal que f(x) < f(a) (resp., f(x) = f(a)), para cualquier x € B(a,r).

En la busqueda de los extremos de una funcién juegan un papel fundamental aquellos puntos

que anulan la derivada.

Definicion 11.31. Sea f : A ¢ R" — R una funciéon definida en un conjunto abierto A.
Diremos que a € A es un punto critico de la funciéon f si existen todas las derivadas parciales

de f en a y valen cero.

Proposicion 11.32. Sea A un conjunto abierto, f : A C R" — R diferenciable y a € A un extremo

relativo de f. Entonces a es un punto critico de f.

Esta proposicion nos indica que para encontrar los extremos relativos primero hemos de buscar
los puntos criticos. Como en el caso de funciones de una variable, esta condicién no es suficiente.
Si queremos tener la certeza de que estamos ante un extremo relativo tenemos que estudiar la

segunda derivada.

Definicion 11.33. Sea f : A ¢ R"™ — R una funcién con derivadas parciales de segundo

orden. El hessiano de f en a € A es la funcion cuadratica que tiene como matriz asociada

2f
Di1f(a) Diaf(a) ... Dinf(a) g;?
D D ... D
Hess(f) (@) = 21J:C(6l) 22J:C(a) ) Zn_:f(a) _ | wotm
Dnif(@) Dnaf(a) ... Dunf(a) o f
0X7,0X1

conocida usualmente como matriz hessiana.

Sila funcion f es de clase C?, la matriz hessiana es simétrica y, por tanto, diagonizable. Diremos

que es
a) definida positiva si sus valores propios son positivos,

b) definida negativa si sus valores propios son negativos,
C

~~ =

es cero,

e

es cero, e
indefinida si hay valores propios positivos y negativos.

)
~

Teorema 11.34. Sea A un conjunto abiertoy f : A ¢ R" — R una funcion de clase C2. Sea

a € A un punto critico de f.

a) Si f tiene un minimo relativo en a, entonces Hess(f) (a) es definido o semidefinido positivo.
b) Si f tiene un maximo relativo en a, entonces Hess(f) (a) es definido o semidefinido negativo.

Este resultado lo usaremos para demostrar que no hay extremo relativo. Por ejemplo, el origen
es el tnico punto critico la funcién f(x, ¥) = x2 — y*. Ademas la matriz hessiana en dicho punto
es ( é 8 ) que es una matriz semidefinida postiva. Por tanto, si en el origen hay un extremo relativo,

soOlo cabe la posibilidad de que sea un minimo relativo. Esto no es posible porque sobre el eje OY
la funcion tiene un maximo relativo: sobre dicho eje la funcion es f(0,y) = —y*.
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(a)

semidefinida positiva si sus valores propios son mayores o iguales que cero y alguno de ellos

semidefinida negativa si sus valores propios son menores o iguales que cero y alguno de ellos

Maximo relativo

Punto critico

Hessiano

Matriz hessiana

Condicion necesaria
para la existencia de
extremos relativos



Condicion suficiente
para la existencia de
extremos relativos

Punto de silla

EXTREMOS RELATIVOS DIFERENCIABILIDAD

Teorema 11.35. Sea A un conjunto abiertoy f : A ¢ R" — R una funcion de clase C2. Sea
a € A un punto critico de f.

a) SiHess(f)(a) es definido positivo, f tiene un minimo relativo en a,

b) siHess(f)(a) es definido negativo, f tiene un mdximo relativo en a, y

c) siHess(f)(a) es indefinido, f no tiene un extremo relativo en a.

A los puntos criticos en los que no se alcanza un extremo relativo se les suele llamar puntos
de silla. En la Figura 11.4 puedes ver el aspecto que tienen: el origen es un maximo o un minimo
segln en que direccion nos movamos. En particular, en el origen la funcién aqui representada no
tiene un extremo relativo.

Figura 11.4 La funciéon f(x,y) = x2 — y2 tiene un punto de silla en el origen

Extremos de funciones de dos variables

Como los valores propios de una matriz son las raices de su polinomio caracteristico, si la
matriz es de orden alto puede ser dificiles de calcular. En realidad, solo necesitamos saber el signo
de dichos valores propios para estudiar extremos relativos. Por ejemplo, si f es una funciéon de
dos variables la matriz hessiana es una matrix 2 x 2. También sabemos que el determinante de
una matriz es el producto de sus valores propios. Por tanto, en una matriz H = (Z i’) se pueden
presentar los siguientes casos.

a) Si det(H) = ac — b? < 0, entonces sus dos valores propios tienen signos opuestos y, en parti-
cular, H es indefinida.

b) Sidet(H) = 0, entonces H es semidefinida.

¢) Sidet(H) = ac — b? > 0, entonces los dos valores propios tienen el mismo signo y, por tanto, H
es definida. Pero ;definida positiva o definida negativa?. Veamos el signo de los valores propios

a—Xx

O=det(H—xI)=det< b

C%X) =x?—-(a+c)x +ac—Db>. (11.1)

i) Si a > 0, entonces ¢ > 0 y las raices del polinomio caracteristico tienen que ser positivas vy,
por tanto, H es definida positiva.

ii) Si a < 0, entonces ¢ < 0 y los valores propios son negativos y, en consecuencia, H es una
matriz definida negativa.

Ejemplo 11.36. Consideremos la funcién f : R?2 — R definida como
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flx,y) =x%+(1-x)%y2
Calculemos, en primer lugar, los puntos criticos:
%(X,y) = 2x-3(1-x)2y2=0
L) = 2(1-x)3y =0

Figura 11.5 Representacion
de la funcion f escalada

El hessiano de la funciéon f es

_ 2 a2
Hess(f)(a):<2+6(1 x)y 6(1 x)y>’

—6(1 —x)2y 2(1 -x)3

En el origen vale Hess(f)(0,0) = ((2) g) que es una matriz definida positiva y, por tanto, f tiene
un minimo relativo en (0, 0).

Es facil comprobar que la funcién f no esta acotada superior ni inferiormente y que, en conse-
cuencia, la funcién f no tiene maximo ni minimo absolutos. Esto es un ejemplo de una situacion
que no se presenta en una variable: hemos encontrado una funcién con un tnico minimo relativo
que no es un minimo absoluto. <

Extremos de funciones de varias variables

El calculo exacto de las soluciones del polinomio caracteristico cuando la funcién tiene mas
de dos variables no es practico. Como hemos dicho antes s6lo es necesario conocer el signo de
los valores propios y no su valor concreto. Hay muchos métodos que permiten esto. Pasemos a
comentar algunos de ellos.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, notaremos Ay al determinante de la matriz obteni-
da al suprimir las ultimas n — k filas y columnas. Normalmente nos referiremos a ellos como
determinantes principales.

Proposicion 11.37. Sea A una matriz simétrica de orden n con determinante no nulo.
a) A es definida positiva si, y solo si, Ay > 0 parak =1,2,...,n.
b) A es definida negativa si, y solo si, (~1)kAy > 0 parak = 1,2,...,n.

En el caso n = 2, el criterio de Sylvester no es mas que la observacion anterior ya que los
determinantes principales son A1 = a, Ay = ac — b2,

Otra manera de averiguar si la matriz hessiana es definida positiva o negativa es discutir el
signo de las soluciones del polinomio caracteristico, o sea, de los valores propios. La siguiente
regla puede ser muy util en ocasiones.
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Proposicion 11.38. Seap(x) =ao +ai1x + arx%+ - +apx™ un polinomio con coeficientes y

raices reales. Entonces

a) El numero de raices positivas incluyendo multiplicidades es el niimero de cambios de signo de la
sucesion ag, ai,..., an de los coeficientes de p (x).

b) El numero de raices negativas incluyendo multiplicidades es el niimero de cambios de signo de la
sucesion ag, —ai,...,(—1)"ay de los coeficientes de p (—x).

Ejemplo 11.39.

a) El namero de raices positivas de p(x) = x3 —3x2 — x + 3 es el numero de cambios de signo
de la sucesion 3, —1, —3, 1. Por tanto, tiene dos raices positivas. Para contar raices negativas,
miramos los cambios de signo en la sucesion 3, 1, —3, —1. Hay un cambio de signo y, por tanto,
s6lo una raiz negativa. Este ultimo paso nos lo podiamos haber ahorrado: un polinomio de
grado tres con dos raices positivas y, como cero no es solucién, tiene forzosamente que tener
una Unica raiz negativa.

b) Podemos aprovechar esta regla para calcular el signo de los valores propios. Por ejemplo, si H
es la matriz
1 2 -1
H=|2 -3 % |,
1
-1 5 5
entonces su polinomio caracteristico es det(H — xI) = —x3 4+ 3x2 4+ 7%" — %. Si miramos los

coeficientes: —%, ?, 3, —1, vemos que hay dos cambios de signo. Esto quiere decir que hay

dos valores propios positivos y el tercero tiene que ser necesariamente negativo. Por tanto, la
forma cuadratica asociada a la matriz H es indefinida.<

Con estas herramientas ya podemos resolver un problema de extremos relativos.

Ejemplo 11.40. Vamos a estudiar los extremos relativos de la funcion f : R3 — R definida como
f(x,v,2) = -x3+3x +2y2 +4yz + 3y + 8z°.

Comenzamos calculando los puntos criticos.

%(x,y,z)= -3x2+3 =0 1
%(x,y,z) = 4y +4z+3 =0} < (x,y,2) = (11,—1,2) .
%(x,y,z): 4y + 16z =0
En segundo lugar, calculamos la matriz hessiana.
-6x 0 O
Hess(f)(x,y,z) = 0O 4 4
0 4 15

Y por ultimo comprobamos el signo de los los valores propios de la matriz hessiana en cada uno
de los puntos criticos:
a) En el punto (1, -1, %) la matriz hessiana es

0

Hess(f) (1,—1,%) = _06
0

4 15

y tiene como polinomio caracteristico —x3 + 14x2 + 72x — 288. Como cambia dos veces de
signo, hay dos valores propios positivos y el tercero sera negativo. Por tanto la matriz hessiana

es indefinida y f no tiene un extremo en (1, -1, %)
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b) En el punto (—1, -1, %), la matriz hessiana es
1 0
Hess(f) (—1,—1,1) = 4

(=R eiNe)

0
4
4 15

que tiene como polinomio caracteristico —x3 + 26x2 — 168x + 288. Ahora tenemos tres cam-
bios de signo y, por tanto, tres valores propios positivos. En consecuencia, f tiene un minimo
absoluto en (—1, -1, %)

Resumiendo la funcién f tiene un tinico extremo relativo: un minimo relativo en (—1, -1, %) <

Extremos condicionados

Algunas veces queremos encontrar los extremos de una funcién f pero no nos interesa todo el
dominio sino s6lo una parte. Por ejemplo, ;como podriamos buscar el punto mas cercano al origen
de los puntos de la circunferencia centrada en (2,3) y de radio 1? En otras palabras, queremos
encontrar los minimos de la funcion distancia al origen

FiRZ =R, f(x,¥) =+x2+y2,

sometida a la restriccion (x — 2)2 + (y — 3)2 = 1.

Normalmente las restricciones vienen dadas en términos de una o varias ecuaciones. Aqui
tenemos g(x,y) = (x — 2)2 + (y - 3)2 = 1. Es este tipo de extremos a los que llamaremos
extremos condicionados.

Definicion 11.41. Sean f: A C R" - Ryg:A — R™ dos funciones definidas en un conjunto
abierto A y ¢ € R. Diremos que f alcanza un maximo relativo condicionado en a € A a
S={xeR": g(x) = c} o, mas brevemente, un maximo condicionado si existe un » > 0 tal
que f(x) < f(a) para cualquier x € B(a,r) n S. De forma analoga se define minimo relativo
condicionado.

Los extremos condicionados no son mas que los extremos relativos de la funcion f restringida
al conjunto S. En el caso de que dicho extremo se encuentre en el interior de A podemos aplicar
las técnicas ya descritas para el calculo de extremos relativos. El método de los multiplicadores de
Lagrange nos va a permitir estudiar el caso de que dichos extremos se encuentren en la frontera
de A.

Método de los multiplicadores de Lagrange

Una condicién necesaria para la existencia de extremos condicionados en un punto es que dicho
punto sea un punto critico, aunque no para la funcién original sino para una funciéon que pasamos
a construir.

Teorema 11.42. Sean f : AC R" - Ryg:A C R* — R™ con m < n funciones de
clase C! en un abierto A y ¢ € R™. Supongamos que f tiene un extremo condicionado a la
variedad S = {x € A: g(x) =c} ena € S y que el rango de g'(a) es m. Entonces existen
A1, A2,...,Am € R tales que la funcion F(x) = f(x) + 2191 (x) + ... Amg"™ (x) tiene un punto
critico en a.

La funcion auxiliar F recibe el nombre de funcion de Lagrange y alos nimeros reales A1,A2,..., Ay
se les llama multiplicadores de Lagrange.
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El teorema anterior es el analogo al hecho de que los extremos de una funcién sean puntos criti-
cos, sOlo que en este caso son puntos criticos de una funcion distinta. Si queremos una condiciéon
suficiente tenemos que mirar la “segunda derivada”. Vamos a estudiar la matriz hessiana de la
funcion de Lagrange.

Teorema 11.43. Sean f:ACR"™ - Ryg:A C R"™ — R™ con m < n funciones de clase C?
en un abierto A yc € R™. Seaa € S = {x € A: g(x) = c} un punto critico de la funcion de
Lagrange F. Entonces,

a) SiHess(F)(a)|ker(g'(a)) €S definido positivo, f tiene un minimo condicionado en a.

b) SiHess(F)(a)|ker(g'(a)) €S definido negativo, f tiene un mdximo condicionado en a.

¢) SiHess(F)(a)|ker(g’'(a)) €S indefinido, f no alcanza un extremo condicionado en a.

Ejemplo 11.44. Calcular los extremos condicionados de la funciéon f(x,y) = x2 + y2 — xy en
el conjunto A = {(x,y) ER?: x2+y2 = 1}.
Tomemos g(x,y) = x° + y2 — 1. La funcion auxiliar de Lagrange sera

F(x,y)=f(x,y) +Ag(x,y) = x?2 +y2 —xy+2\(x2 +y2 -1).

Los puntos criticos deben verificar

oF
a72x—y+22\x70
gf} =2y —-x+2Ay =0

gx,y) =x*+y*-1=0
Las soluciones de este sistema de ecuaciones son

A=—=, x=y==+

Tenemos, por tanto, cuatro puntos criticos. La matrix hessiana de la funcién de Lagrange es

H(x,y) = <2f12A 2;12)\). En los puntos + (%, %), la matriz hessiana es (fl 7]1), 0 sea, semide-

finida. Para ver si f alcanza un extremos condicionado tenemos que restringir el hessiano de F al
nucleo de la derivada. En el punto (% %)

o Ly )= o <20 (L ) v) <o}

que esta generado, por ejemplo, por el vector (1,—1). Por tanto, la matriz hessiana restringida al

nucleo tiene como matriz
1 -1 1
1,-1 =(4
(1, )(_1 1)(_1) (4),
11

que es definida positiva y, por tanto, f tiene un minimo condicionado en (—2 —2)
1 1
En el punto (—ﬁ, —ﬁ),

1 1 1 1
er (o' (-~ 757 75)) = {2 € 8% (-7 75) o) =0},
er(g NN (x,») NI (x,») 0
esta generado también por el vector (1,—1). Por tanto, la matriz hessiana restringida al nucleo
vuelve a ser
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Funcion de Lagrange

Calculamos los
puntos criticos

Calculamos la
matriz hessiana

;Algun valor

propio es cero?

Restringimos
al nucleo

;Tienen el
mismo signo?

¢Algun valor ;Tienen el

: . . Si
propio es cero? mismo signo?

Si
v
Signo negativo
Matriz indefinida. = maximo
Caso dudoso . .
No hay extremo. Signo positivo
= minimo

Figura 11.6 Estudio de los extremos condicionados
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a-n (L ()=

y, en consecuencia, f tiene un minimo condicionado en (—% —1%).

1

En los puntos =+ (—% %) la matriz hessiana es (:1 j) es semidefinida.

En el punto (% —%),

o (L)) = o e (2 ) on) <o)

que esta generado, por ejemplo, por el vector (1,1). Por tanto, la matriz hessiana restringida al

nucleo tiene como matriz
-1 -1 1
()
1 1

que es definida negativa y, por tanto, f tiene un maximo condicionado en (T’ —ﬁ).

En el punto (%, %) se comprueba de forma analoga que f tiene un minimo condicionado en

(V2 72)- <

Extremos absolutos

La unica condicion suficiente que conocemos que garantiza la existencia de extremos absolu-
tos de una funcion es la propiedad de compacidad (Teorema 10.36). Dichos extremos deben ser
extremos relativos, si estan en el interior del dominio, o extremos relativos condicionados si se
encuentran en la frontera. Si la frontera es sencilla podemos estudiarla directamente, en otro caso
podemos utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para buscar candidatos a extremos
absolutos. Veamos algiin ejemplo de estas situaciones. Comenzemos con una frontera sencilla.

Ejemplo 11.45. Calcular los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = x2 — y?

cuadrado A = {(x,y) eR%: 0<x,y < 1}.

La funcion f es continua y A es cerrado y acotado, por tanto, f tiene maximo y minimo absolutos.
Si se encuentran en el interior de A seran extremos relativos y, como f es diferenciable, puntos
criticos. En consecuencia deben cumplir:

-y —x+yenel

of
a(x,y) =2x-1=0 — y):(l l)
%(X,y)=—2y+l=0 22

La frontera del conjunto A estd formada por los cuatro segmentos que unen los vértices. Vamos a

estudiarlos por separado.

a) Segmento (0,0)(1,0) En este segmento y = 0, con lo que la funcién queda f(x,0) = x2 — x con
x € [0,1]. La derivada es 2x — 1 que s6lo se anula en x = 1/2. Por tanto los extremos absolutos
se podrian alcanzar en (0, 0), (%0) y (1,0).

b) Segmento (1,0)(1,1) En este segmento x = 1, con lo que la funcién queda f(1,y) = —-y2 + y
con y € [0,1]. Procediendo de la misma forma que en el anterior apartado, los candidatos a
extremo absoluto son (1, 0), (1, %) y (1,1).

¢) Segmento (1,1)(0,1) En este segmento y = 1, con lo que la funcién queda f(x,1) = x2

- X
con x € [0,1]. Los posibles extremos se pueden alcanzar en (1, 1), (% 1), y (0,1).
d) Segmento (0,1)(0,0) En este segmento x = 0, con lo que la funcion queda f(0,y) = —y2 +y

con y € [0, 1]. Los posibles extremos se pueden alcanzar en (0, 1), (O, %), y (0,0).
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Recapitulemos: los extremos absolutos, que seguro que existen, s6lo pueden alcanzarse en alguno
de los puntos que hemos calculado. Vamos a evaluar la funciéon y veamos cual es el maximo y
cudl es el minimo: f (5, 3) = £(0,0) = £(1,1) = £(0,1) = f(1,0) =0, £ (1,5) = £ (0,5) = —§ v
f (%, 1) =f (%, O) = %. Por tanto, el minimo absoluto se alcanza en (1, %) y en (0, %), y el maximo
absoluto se alcanza en (% 1) y en (%O) <

En este segundo ejemplo, vamos a utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para
buscar candidatos a extremos absolutos en la frontera del dominio.

2_x+y2encel

Ejemplo 11.46. Calcular los extremos absolutos de la funciéon f(x,y) = x
conjunto A = {(x,y) eR%2: x2+y2 < 1}.

La funcién f es continua y A es un conjunto cerrado y acotado por lo que f alcanza su maximo y
minimo absolutos. Estudiemos por separado el interior y la frontera.

En A = {(x,y) eER?: x2+y? < 1}, los puntos criticos son

of

—(x,y)=2x-1=0 )
g}c = (x,y) = (%0) € A.

Para la frontera, Fr(A) = {(x,y) eR%2: x2+y2= 1}, podemos aplicar el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange y buscar puntos criticos de la funciéon auxiliar de Lagrange F(x,y) =
x2 —x + % +A(x2 + 2% - 1) sujetos ala restriccion x2 + y2 = 1. Tenemos que resolver el sistema
oF
—(x, =2x-1+2Ax=0
ax( )

—

oF
@(x,y) =2y +2Ay =0

X
I
[

_)—‘

R
I
e

x% 4+ y?% =1

En resumen, los tnicos candidatos a extremos absolutos son los puntos (%, 0), (1,0) y (-1,0). Si
evaluamos f (%0) = —%, f(1,0) =0y f(-1,0) = 2. Por tanto, el minimo absoluto se alcanza en

(% 0) y el maximo absoluto en (—1,0). <

Ejemplo 11.47. Calcular el rectangulo con los lados paralelos a los ejes de mayor area que se

puede inscribir entre las graficas de las curvas y = %2 ey =+2x.
FALTA «

Ejercicios

Diferenciabilidad.

Ejercicio 11.1. Calcular las derivadas parciales de:
a) f(x,y,z)=xY"2,¥Vx € R",y,z € R,

b) f(x,v,z) = (x+y)?,Vx,y eRT,z€ R,y

c) f(x,y)=-sen(x sen(y)),Vx,y € R.

Solucién 11.1.
a) % =(y +2z)xY*+z 71, % = xY*ZIn(x), % = xY*Z1n(x)

b) % =z(x+y)* 1, % =z(x +y)* 1, % = (x +y)?In(x + )
Q) % %

= cos(x sen(y)) sen(y), = x cos(xsen(y)) cos(y)
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Ejercicio 11.2. Determinar los gradientes en un punto cualquiera de R3 de las siguientes funcio-
nes:

a) f(x,y,z) =x%2+y2+ 22
b) f(x,v,z) =xyz.

Solucion 11.2.
a) Vf(x,v,z) =(2x,2y,2z).
b) Vf(x,y,z) = (vz,xz,xy).

Ejercicio 11.3. Encontrar la derivada direccional de f en a segun la direccion de h en los
siguientes casos:

a) f(x,y)=xy%a=(2,1),h= ( 2 ’71)
b) f(x,v,z) =x3+y3+23 a=(1,1,0), h = (0,0,1).

S

Solucion 11.3.

a) Como Df(x,y) = (y2

2xy ), se tiene que

2 -1 2
Duf(@ =Df@h = (4. 7)) ==
b) Dado que Df(x,y,z) = (3x2 3y2 3z2 ) se tiene que
Dpf(a) =Df(a)(h) =((3,3,0),(0,0,1)) = 0.

Ejercicio 11.4. Calcular el plano tangente de la funcion f(x,y) = x%y —xy2 + > —3 en el
punto (—1,1).

Solucion 11.4. El plano tangente es

of

ox

of

z=f(-1,1) + (—1,1)(x+1)+@

LDy -1)=0-3(x+1)+8(y—-1),

0, lo que es 1o mismo, 3x -8y +z+ 11 = 0.

Ejercicio 11.5. Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = x2 + y2 en los puntos
(0,0) y (1,2).

Soluciéon 11.5. El plano tangente en (0,0) esz=0yen (1,2) esz=5+2(x—-1) +4(y —2).

Ejercicio 11.6. Calcular el plano tangente a la funcién f(x,y) = x2 + 3xy + 8y2 en el punto
(0,1).

Solucion 11.6. La ecuacién es z = f(xo,Y0) + V.f(x0,Y0) - (X — X0, — o). En nuestro caso:
z=8+(3,16) - (x,y — 1) quedando z = 3x + 16y — 8.
Otra forma de hacerlo es considerar la superficie dada z = f(x,y) o, si se quiere, f(x,y)—-z=0
como el conjunto de nivel cero de la funcion F(x, v, z) = f(x,y) — z. Visto asi,
of of
VF === = -1
(x0, Y0, 20) (ax (x0,20), 3y (x0,20), )
sera un vector normal a la superficie en el punto (xo,Y0,z0) Y podremos usarlo como vector
normal al plano buscado, cuya ecuacion sera:

(3,16,-1) - (x, ¥y —1,z—-8) = 0.
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Ejercicio 11.7. Determinar la direccién respecto de la cual, la derivada direccional de la funcién
f(x,y,z) = xy? + yz+ z?x2 en el punto (1,2, —1), tenga un valor maximo.

Solucion 11.7. La derivada siempre es maxima en la direccion del gradiente. El gradiente de f es
Vfx,y,z) = (¥2+2xz%,2xy + 2,y + 2x°%z), y en el punto (1,2, —1) nos queda V£(1,2,-1) =
(6,3,0).

Ejercicio 11.8. Dada la funcion f(x,y) = hallar en el punto (2, 3) la derivada segun la

1
x2+y?
direccién definida por y = %x y el valor maximo de la derivada direccional.

—2x -2y
x2+y?)2  (x2+y?)2
(2,3) queda Df(2,3) = (—14? —1% ) Un vector director de la recta y = %x es, por ejemplo,
v=(1 g) ue tiene moédulo /1 + 4_ VI3 Por tanto

’3 q 9 3 . ’
3

Solucion 11.8. La diferencial de la funcién es D f(x,y) = ( 0 ) y, en el punto

Por ultimo, el valor maximo de la derivada direccional es ||V f£(2,3)]| = %.

Ejercicio 11.9. Dada f: R? — R diferenciable, con £(0,0) = 0y derivadas direccionales en (0, 0)
en las direcciones v = (1,2) y v2 = (1,—1) que valen 1 y —1 respectivamente, hallar el gradiente
de f en el origen.

Solucién 11.9. Sabemos que Df(0,0)(vy) =1y Df(0,0)(v2) = —1. Notemos e} = (1,0), ex =
(0,1) a la base canonica de R2. Entonces e; = %vl + %vg, yer = %vl - %vz. La linealidad de
D f(0,0) nos da que

%(0,0) =Df(0,0)(e1) = DF(0,0) (Fv1 + %vZ)
=%Df(0,0)(v1) + %Df(0,0)(vg) - % - % - % v que

%(0@ =D f(0,0)(e2) = Df(0,0) (%vl - %vz)
~1prO.0w) - tpfO.O@) =L+ L2

Ejercicio 11.10. Una funcién f definida en un abierto del plano se dice que es armonica si

02f 02
ﬁ(X,J’) +

53262 =0

en todo punto de su dominio. ;Son arménicas las siguientes funciones?

a) f(x,y) = arctan(ﬁ), V(x,y) € R?\ {y = 0}.

b) g(x,y) =e X cos(y)+e Y cos(x), V(x,y) € R2,

Solucién 11.10.
a) Las derivadas parciales respecto a x son:

1
y Y 0% f _
1+ (%) SxTiyr a2 0Y)s

of

ax

-2xy

(x,y) =

Las derivadas parciales respecto a v son:
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of

B -x 02 f
@(x,y) = 5

‘% _ 2xy
x\2  x2+927 0y2
1+ (5)

T (x2+y2)2”

(x,y)

Por tanto, la funcion es armonica.
b) Las derivadas parciales respecto a x son:

a—g(x y) = —e X cos(y) — e sen(x) az—g(x ) =e ¥ cos(y) —e Y cos(x)
ox Toox2 '

Las derivadas parciales respecto a y son:
a—g(x ) =—e *sen(y) —e Y cos(x) a—(x y) = —e X cos(y) +e ¥ cos(x)
ay y b ayz ) .

Por tanto, la funcion es armonica.

Ejercicio 11.11. Sea f la funcién definida como f(x,y,z) = (3x — 2y + z,x + 3 — 2z). Probar
que f es diferenciable en cualquier punto de R3 y obtener la diferencial en (1,1,1).

Solucion 11.11. La funcién es lineal y, por tanto, es diferenciable. También es inmediato com-

probar que todas las derivadas parciales existen y son constantes (en particular, continuas). La

diferencial es D f(x,y) = (i 7

Regla de la cadena
Ejercicio 11.12. Sean las funciones f: R3 — R2y g: R? — R?, definidas por
flx,y,2) = (sen(xy +2),(1+ xz)yz) , gu,v) = (u+ev,v+et).

a) Calcular Df(1,-1,1),
b) Calcular Dg (O, %), y
c) Calculese D(g o f)(1,-1,1).

Solucion 11.12.

a) La funcion f es diferenciable porque todas las derivadas parciales son continuas. La diferencial
de f es

Df(x.y.2) = ( cos(xy +z)y cos(xy + z)x cos(xy + z) ) |

2xyz(1+x2)Y271 z(1 +x2)YZIn(1 + x2) ¥ (1 +x2)YZIn(1 + x?)
y en el punto (1,-1,1)
— 1 1
Df(l,—1,1)=<_ In(2) _ln(Z))
2 2

N = bt

b) La funcién g también es diferenciable por el mismo motivo. Su diferencial es Dg(u,v) =
1 eV . 1
(eu el ) Sustituyendo en el punto (O, %) nos queda Dg (0, %) = (1 Jf)
¢) Utilizando la regla de la cadena
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D(go f)(1,-1,1) =Dg(f(1,-1,1)) e Df(1,-1,1)

= 1 In(2) In(2)
11 -2 T T

1- Je 2+.eln(2) 2-./eln(2)
2 2 2
( 3 2+In(2) 2-In(2) )
2 2

Ejercicio 11.13. Sean f : R? — R3, f(x,y) = (xz,yz,x—y) yg:R3 =R, g(x,vz2) =
x2 4+ 2y — z. Definimos h = g o f. Calcular Dh(1,-1).

Soluciéon 11.13. Por la regla de la cadena, D(h)(1,—1) = Dg(f(1,-1)) o Df(1,-1). Calculemos

en primer lugar la diferencial de f:
2x 0
Df(x,y)=| 0 2y],

1 -1

2 0
Df(1,—1)=(o —2).
1 -1

Como f(1,-1) = (1,1,2), Dg(x,y,z) = (Zx 2 —1) y, por tanto, Dg(1,1,2) = (2 2 —1).
Por ultimo,

con lo que

2 0
Dh(1,-1) = Dg(f(1,-1)) o Df(1,-1) = (2 2 —1)(0 —2):(3 -3) .
1 -1

Ejercicio 11.14. Sean las funciones f(x,y,z) = (e" + 2, ke? + y) (donde k € R es un para-
metro), g(u,v) = v2 + In(u) si u > 0. ;Qué valor debe tomar k para que la derivada direccional
maxima de (g o f) en (0,0,0) seaigual a 1?.

Solucion 11.14. Utilizamos la regla de la cadena para calcular la derivada de la composicion:

J(g°£)(0,0,0) =Jg(f(0,0,0)) - Jf(0,0,0) =Jg(1,k) - Jf(0,0,0)
10

= (1 2k)-<0 , 2):(1 2k 2k?)

Como el valor de la derivada direccional maxima es [|V(g o f)(0,0,0)||,
1=V(g o £)(0,0,0)] = |(1,2k,2k?)|| = k=0.

Ejercicio 11.15. Sea f: R — R diferenciable. Si z = f (xzy), probar que xg—; = Zyaa—;.

Soluciéon 11.15. Es inmediato usando que g—fc =2xyf (x%2y)y que g—; = x2f" (x%y).

Ejercicio 11.16. Sean f,g : R — R derivables. Se define la funciéon de dos variables z(x,y) =
x2yf(u) +xy2g(v), conu = % v = . Calcular xg—i(x,y) + yg—;(x,y).
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Solucion 11.16. Calculemos primero g—f( y g—; utilizando la reglas de derivacion de un producto
y de la cadena.

0z _ 2 oL o2 Y
ox 0) =2xyfW) + Xy W) T4 vRg(v) = xy7g (V)
3
—2xyf () + X2 (W) + 329 () - 2-g' (W),

9z 42 2, £ ) 2 PN §
3y (x,y) =x“f(u) -xyf (u)y2 +2xyg(v) +xy°g" (V)
3
=x2f(u) - x?f'(u) +2xyg(v) + ¥%g (v).
Por tanto,

ai ai - 2 pr 2 _J’i ’
xax(x,y) +yay(x,y) =X <2xyf(u) +x°f () +y°g) 9 (v))

3
+y (xzf(u) - x;f’(u) +2xyg(v) + ng’(v))

=3x2y f(u) +3xy%g(v)
=3z(x,y).

Ejercicio 11.17. Sean g:R — Ry h:R? — R funciones diferenciables. Demostrar que

— 2% x  x*
f(x.y)—xg<y>+xyh(x+y,y2>

verifica la relacion x% + y% =2f.

Solucion 11.17. Sélo hay que calcular % y %, el resto es simple comprobaciéon. Si notamos u y
v alas dos variables de la funcién h,

I Cong () ex2g (X)L h(u,v)+x oy, Ohox
ax Y y 9 vy yh i, Y ou (x +y)2  ovy?

B 9 y ’ Y ou(x+y)2 ov y3 |’
Ejercicio 11.18. Calcular g—i siendo F(u,v) = u™v" con u = cos(ax) y v = sen(ax).

Solucién 11.18. £ = —ypum-1 sen(ax)av” + nv™ 1 cos(ax)au™.

Ejercicio 11.19. Seau = f (xz +2yz,9% + 2xz) con f diferenciable. Probar que:

ou

2—xz)%+(x2—yz)%+(z —xy) = 0.

(v

Solucion 11.19. Denotando v y w a las variables de la funcion f, s6lo hay que sustituir en la
ecuacion las siguientes derivadas

ou _, of , of ou_, of of ou _, 0of of
ox _Zxav +228w’ oy _Zzav +2y8w' 0z _Zyav ow’

Ejercicio 11.20. Sea f: R2 — R diferenciable. Si v = f(x,vy),donde x = pcos(0), y = psen(6),
probar que
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ox2 T 9y2  9p2 T p2302  pop’

Solucion 11.20. Calculemos, en primer lugar, las derivadas parciales de v.

ov _ofox ofoy _of af

ap “oxdp T ayap  ax 080 T 5 sen(0),

ov _ofox ofdy _ of of

30 “ax 30 "oy 00 ~ ax? Sen(O) 5, peosO).

Calculemos ahora las derivadas parciales de segundo orden. Para ello volvemos a utilizar la regla
de la cadena y la regla de la derivada de un producto.

d2v B 0o (of of
W —cos(é))% (ﬂ) + sen(é))a (ay>

R2fox  0f dy 32f ox 0f 3y
—COS(Q) (a)CZap + axayﬁ "rSen(Q) axayﬁ + W%

2 2
:COSZ(G)a—+ZSen(9)Cos(9) o°f + sen? (9)

0x?2 0x0y oy2’

v 9 ( of of
302 ~30 ( ax P SO+ aypcosw))

Pfox  f dy
9x2230 " 3xdy 36

2f ax aZfay)

=— pcos(@)gi — psen(0) (

— psen(0 )—+pcos (

x0y 20 ay2 00
2
=—pcos(0 )——psen(e <af —psen(0)) + aaaf pcos(@))
o%f
—psen(@)—+pcos ( (9)+ 372 pcos(@))
- l_ of | o209 02f
= pcos(@)ax psen(@)a + pcsen (9)89(2
2f aZf

_ 2 2 zJ
2p sen(9)cos(9) X0y + p*© cos (G)By2

La comprobacion de la formula 2275 + g% = g%ﬁ + %g%’ %g% es, ahora, inmediata.

Ejercicio 11.21. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de F donde f es una funcién
“suficientemente derivable” como para que las derivadas parciales de segundo orden de F existan
y sean continuas.

a) F(x,y) = flax + by)

b) F(x,y) = flax + by,cx + dy)

o F(x,y) =xf(y,¥) +yf(x,x)

d F(x,») = f(x,xy,x +¥)

Solucion 11.21.
a)
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52
2(x ¥) = f"(ax + by)a®
oF , ox
a—(x,y) = f'ax +by)a >
X a "
F 3x0y (x,¥)=f"(ax + by)ab
3y (x,v) = f'(ax +by)b
y 82

F ~—5(x,») = f"(ax + by)b?

b) Denotemos u y v las variables de f. Las derivadas parciales de primer orden son

oF of . of
ax ) T 3t 5 ©
o _of, of
oy () = ou b+ 8vd’

y las derivadas parciales de segundo orden son

O o(Za 2L

¢ avau“ ov?2

02 f 02 f
C(a ub+av72d

ox? =\ ouz " uov

0°F 0°f 0°f
axay ¢ <au2b * o ?

vo
O2F 02f  92f 02f  2f
ay? b<6u2b+auavd v avau“ﬁd

c) Las derivadas parciales de primer orden son

oF f(yy)+y<af af)

(azf 82f>

+

ox oy
OF _ _(of  of
3y =X (ax + ay) + f(x,x),

y las derivadas de segundo orden son
2 2 2 2
E;jcaFy =2 (g£ - gi) Y (gx{ +28§cafy - gy£>
g;l;:x<gj£+28i):;y +22yj;)

d) FALTA

11.9.3 Funcion inversa. Funcion implicita

Ejercicio 11.22. Sea f : R2 — R? una funcién diferenciable de modo que f(0,0) = (0,0) y la

matriz jacobiana en (0,0) vale Jf(0,0) = (? (2)) Sean f1, f2: R2 — R las funciones coordenadas
de f. Determinar en cada caso, la matriz jacobiana de F en (0, 0).

a) F(x,y) = (x, fi(x,¥))

b) F(x,») = (x*f1(x,3), ¥ f2(x,»))
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o) F(x,y) = f(f(x,»))
d) F(x,y) = (fi(folx,»), falx, ), F2(filx,¥), filx,¥))

Solucion 11.22.
a) Sea F : R?2 — R? definida por F(x, y) = (x, fi(x,y)); entonces

1 0
F(x, =
JrCay) (%{;(x,w %Q(x.y))

y, por tanto, JF(0,0) = <1 0).

5 2
b) Sea F(x,y) = ( 2f1(x,), Y2 folx,y ) entonces
E Gy - 2xf1 + x2%0 (x, ) x2 % (x, ¥)
’ Y2y 2vf 2 ()

y, por tanto, JF(0,0) = (8 8).

¢) Utilizando la regla de la cadena se tiene que JF(x,y) = Jf(f(x,v)) - Jf(x,y) de donde
JF(0,0) = J£(0,0) - J£(0,0). Por tanto,

5 2 5 2 27 10
JF(O’O)‘(1 o)'(l 0)‘(5 2)'
d) Para calcular la matriz jacobiana de F vamos a ir derivando parcialmente cada componente y
asi obtenemos cada una de las dos filas de la matriz pedida.
La primera componente es F1(x,y) = f1(f2(x, ), f2(x,¥)) = f1(u,v) y aplicando la regla de
la cadena tenemos
aFl(o 0) = afl(o 0)—(0 0) + afl(o 0)—(0 0)=5-1+2-1=7,

o0F, afl

—(O 0) = (0 0)—(0 0)+af1(0 0) (O 0)=5-0+2-0=0.

oy
La segunda componente es F2>(x,y) = f2(f1(x,¥y), f1(x,»)) = f2(u,v) y aplicando la regla de
la cadena tenemos

o0F; afz

51 (0,00 = 220, 0)—(0 0)+af2(0 0)—(0 0)=1-5+0-5=1,

oF af 2

—(0 0) = (0 0)—(0 0) + af2(0 0) (0 0)=1-2+0-2=2.

oy
Por tanto, la matriz jacobiana pedida es JF(0,0) = (i g)

Ejercicio 11.23. Sea F : R? — R? dada por F(x,y) = (e"y,sen(x2 +y2)). Calcular la matriz
jacobiana de la funcion inversa de F en el punto F(0,1).

Solucion 11.23. Laderivadaen (0,1)es JF(0,1) = ( 0 2(:0(;(2)) y la jacobiana de la funcién inversa

en el punto F(0,1) es
-1
e 0 el 0
F(0,1) = = .
JH (0 2COS<2>) ( 0 2cols(2)>
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Ejercicio 11.24. Calcular la recta tangente a xe” + y — 2x = In(2) en el punto (1,In(2)).

Soluciéon 11.24. Larectatangente es O(x—1)+3 (v —In(2)) = 0 o, lo que es lo mismo, y = In(2).

Ejercicio 11.25. Encontrar la recta tangente a la curva, dada en coordenadas implicitas,
X2+ 92 =4, x2+9%2-2=0

en el punto (ﬂ ﬂ,4>.

Soluciéon 11.25. Larectatangente es lainterseccion de los planos tangentes de las dos superficies:

2V2(x —V2) +2V2(y - /2) =0
2V2(x —V2) +2V2(y —V2) = (z —4) =0

Ejercicio 11.26. Comprobar que en las siguientes ecuaciones se verifican las condiciones del
teorema de la funcién implicita en el punto indicado y obtener y’(x) en los cuatro primeros casos
y g—fc, g—; en los otros.

a) x¥ +3x2-2y2 -2y =0, (1,1)

b) sen(x) + cos(y) + 2y =T, (O, %)

) yIn(x? +y?) —2xy =0, (0,1)

d) xV +yX-2xy =0, (2,2)

e) zarctan(l — z%) + 3x +5z-8y3 =0, (1,1,1)
f) xyze“In(z) -3x +3y =0, (1,1,1)

Solucion 11.26.
a) Sea g(x,y) =xY +3x2—-2y2 - 2y.Entonces g(1,1) =1+3-2-2=0y

Jg(x,y) = (yxy’1 +6x xVIn(x) -4y - 2),

y por tanto (1 1) = —6 + 0. Aplicando el teorema de la funciéon implicita se puede despejar
y en func10n de x en un entorno del punto 1. Ademas

3
-3 3 yxY1 4+ 6x

39  xV —4y -2
e xYIn(x) -4y -2

¥ (x) =

b) Sea g(x,y) = sen(x) + cos(y) + 2y — 1. Entonces
) g(0,%)=0
i) Jg(x,y) = (cos(x) —sen(y) + 2) con lo que %(0, %) + 0.
Entonces el teorema de la funcion implicita se puede despejar v = y(x) en funcién de x en un
entorno del 0 y

99
, —3x cos(x)
y (x) =3 = i
% sen(y) — 2

0) Seag(x,v)=yln (xz + yz) — 2x7y. Entonces
i) g(0,1) =0
i) Jg(x,y) = (Xzz’gjz 2y In(x?+y?) + x2+y2 2x> con lo que ag (0,1) # 0.
Aplicando el teorema de la funcién implicita, se puede despejar v = y(x) en un entorno de 0 y
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2
o = 8 w7y~ 2Y
Y X) == T n(x? 4 2 2y? :
3y n(x +y)+x2+y2—2x
d) Sea g(x,y) = x¥ + y* — 2xy. Entonces
i) g(2,2) =0,
ii) Jg(x,y) = (yxy*1 +y¥In(y) -2y xY1In(x) +xy*~1 - Zx) y, por tanto, %(2,2) + 0.

El teorema de la funcién implicita nos dice que se puede despejar y = y(x) en un entorno de
x = 2. Ademas

0
Vi) = % - XY e yXinGy) -2y
%‘{ x¥In(x) + xyx-1 —2x

e) Sea g(x,vy,z) = zarctan (1 - 22) + 3x + 5z — 8y3. Entonces
i g(1,1,1) =0,
i) Jg(x,y,z) = (3 24y arctan(l —22) - #Z_Zzz)z + 5), con lo que g—g(l,l, 1) #0.
Como consecuencia del teorema de la funcion implicita se puede despejar z = z(x,y) como
funcion de x e y en un entorno del punto (1,1) y

oz _ 3 _ -3
0x g—g arctan(leZ)fﬁz_zzz)erS’
99
9z _ oy _ _ 24y
= = . .
oy g—g arctan(1 — z2) — H(%z?)? +5
f) Sea g(x,y,z) = xyze“In(z) — 3x + 3. Entonces
) g1,1,1) =0,
ii) Jg(x,y,z) = (yzez In(z) -3 xze?In(z) +3 xye?(In(z) +zIn(z) + 1) ),Conlo que g—‘g(l, 1,1) +
0.

Aplicando el teorema de la funcién implicita se obtiene que se puede despejar z = z(x, y) en
un entorno del punto (1,1) y que

oz S—ﬁ _ yze‘In(z) -3

ox % " xyez(ln(z) + zln(z) + 1)’
29

oz 3y _ xzefIn(z) +3

oy % T xyer(ln(z) + zln(z) + 1)

Ejercicio 11.27. Determinar la derivada de la funcién z = f(x,y) definida implicitamente por
la ecuacion x tan(y) — ze? = 0 en el punto (O, %, 0) en la direcciéon del vector (2,1).

Solucién 11.27. Sea F(x,y,z) = xtan(y) — ze?. Es inmediato comprobar que F cumple las

hipotesis del teorema de la funcion implicita:

a) F(0,%7,0) =0,

b) JF (0, %, 0) = ( 1 0 -1 ) Como g—g (0, %,0) + 0 podemos despejar z como funcién de x e y
en un entorno de (O, %)

Las derivadas parciales de z(x,y) son

T oF T gl T
2 Y
vz(0.7) - (—aié (0.7.0).- % (0,4,0)) - (1,0)
0z 0z
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y, en consecuencia, la derivada pedida es
T (2,1) (2,1) 2
02 (0.3) (1235) - (10 225) - 2.
4/ \ 12, D) 12, Dl V5
Ejercicio 11.28. Probar que la ecuaciéon y3 + x2y = 10 define implicitamente a v como funcién
de x, v = f(x), en un entorno del punto (3,1) y calculese

y flo) -1+ %3
T (x—-3)2

donde f es la funciéon definida por la ecuacién anterior.

Soluciéon 11.28. Vamos a comprobar las hipotesis del teorema de la funcion implicita en el punto
(3,1).

9(3,1)=1+9-10=0

a7g(x,y) =3y2+x° = a—g(3,1) =12=0

oy oy

Por tanto, existe la funcién implicita y = f(x) en un entorno de (3, 1) verificando f(3) = 1 y que

g(x, f(x)) = 0.
Nos piden ahora

o OO0 14557
T (x—3)2

Vamos a calcularlo aplicando L’'Hopital. Y para ello necesitamos las derivadas de f. Derivando
implitamente en la ecuacién g(x, y) = 0 obtenemos

32y r2xy +x7Y =0 = ¥'3)=f(3) =3
6y (¥)2 +3y%y" +2y +4xy +x%y" =0 = »y"'(3)=f"(3) = %

Volvemos al limite que nos han pedido y aplicando dos veces L’Hopital nos queda:

e s
Im ™= = 15

Polinomio de Taylor

Ejercicio 11.29. Desarrollar en serie de Taylor hasta los términos de grados dos, la funcién
f(x,y) =tan(xy) en un entorno del punto (0,0).

Soluciéon 11.29. Recordemos que el polinomio de Taylor de orden 2 centrado en el origen de f
es

of of

Pa(x,y) = f(0,0) + E(O,O)X + @(0,0)3"*‘
V(3 o 3 72 )
+§ (aXZ(O,O)X + ZW(0,0)X:)/ + W(O,O)y .

Como
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of

2 of _
Ix (x, )=y (1 + tan (xy)) = BX(O’O) =0
af 2 of _
ay x,y) = (1 + tan (xy)) = ay(O,O) =0,
2
9 f(x V) = 2y tan(xy) (1 +tan2(xy)) = I J;(0,0) =0,
aZf o%f
ay2 (x,y) = 2x2 tan(xy) (1 + tan (xy)) 3y EY) (0,0) =0
o2 f _ 2 2 o°f _
xdy (x,¥) =1+1tan“(xy) + 2xy tan(xy) (1 + tan (xy)) = ﬁ(o 0) =1.

Por tanto el polinomio de Taylor es P(x,y) = xy.

Ejercicio 11.30. Utilicese la férmula de Taylor para desarrollar las siguientes funciones:
a) f(x,y) =x3+y2%+ xy2, en potencias de (x — 1) e (y — 2).
b) h(x,y,z) = e¥**Y+2) g e R, a # 0, en un entorno de (0,0,0).

Solucion 11.30.

a) Tenemos que calcular el desarrollo en un entorno del punto (1,2) hasta el grado 3. En primer
lugar vamos a calcular las derivadas parciales en dicho punto.

foy)—Bx +y :>—f(12)—7
a—f(x,y) =2y +2yx = —f(l,Z) =8
2
f(xy) 6x ———>a—f(1 2) =
azf _ o°f _
axay(x,y)—Zy xdy (1,2) = 4
2
gé(xy)—2+2x=> f(12)—6
a3f<xy>—6 OF ey =0, 2F ey =2, 83f(xav)
ox2oy 7’ T Oxoy2

Las derivadas de orden 4 o mas son todas cero. Por tanto
f, ) =P3(x,y) =9+ 7(x - 1) +8(y —2) +3(x — 1)? + 4(x - 1)(y - 2)
13y -22+ (x—1)3+ %(x - Dy -2

b) Es inmediato comprobar que D;, ; h(x,y,z) = akea(x+¥+2) v que, por tanto evaluando en el

origen tenemos que D;, ; h(0,0,0) = ak para cualquier k. Entonces el polinomio de Taylor
de orden n es

2 n
Pn(x,y,z):1+a(x+y+z)+a7(x+y+z)2+---+%(x+y+z)".

11.9.5 Extremos relativos, condicionados y absolutos
Ejercicio 11.31. Consideremos las funciones reales f y g dadas por:

a) f(x,y)=x34+3xy2-15x — 12y V(x,y) € R2.
b) g(x,y) =sen(x) +sen(y) +cos(x +y), 0<x<2m, 0<y<2m.
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Se pide:

a)

b)
)

Calcular la matriz jacobiana de cada una de las funciones en sus respectivos dominios de
definicion.

Calcular la matriz hessiana en los puntos criticos.

Estudia la existencia de extremos relativos y puntos de silla.

Solucion 11.31.

a)

g

Calculamos la matriz jacobiana de f en cualquier punto (x,y) € R2:
Jfxe,») = (3x2 +3y2 - 15 6xy - 12)

Si igualamos a cero las dos parciales de f obtenemos los puntos criticos de f: (1,2), (-1, -2),
(2,1) y (—=2,—-1). Calculamos ahora la matriz hessiana en cualquier punto:

H(f, (x,)) = (g gf:>

y si la evaluamos en cada uno de los puntos criticos obtenidos nos queda:
i) H(f,(1,2)) = (162 162), que define una forma cuadratica indefinida (su determinante es
negativo), y por tanto en el punto (1, 2) no se alcanza extremo relativo.
ii) H(f,(-1,-2)) = (:162 :]62 ), que define una forma cuadratica indefinida (su determinante
es negativo), y por tanto en el punto (—1, —2) tampoco se alcanza extremo relativo.
iii) H (f,(2,1)) = ( 162 1(’2 ) que define una forma cuadratica definida positiva (su determinante

es positivo y el primer término a1 = 12 > 0), y por tanto en el punto (2,1) se alcanza un
minimo relativo.

iv) H(f,(-2,-1)) = 1162 :162), que define una forma cuadratica definida negativa (su deter-
minante es positivo y el primer término a11 = —12 < 0)), y por tanto en el punto (-2,-1)

se alcanza un maximo relativo.
La matriz jacobiana de g en un punto cualquiera de su dominio es:

Jg(x,y) = (cosx— sen(x +y) cosy — sen(x+y))

Del correspondiente sistema se deduce que cos(x) = cos(y) y por tanto x =y 0 x + 7y = 2.
Si x = y, entonces cos(x) = sen(2x) = 2 sen(x) cos(x), de donde se obtienen los puntos

criticos (%,%), (37",37"), (%’%) y (5%7,5%). )

Si x + y = 21, se obtienen, ademas, los puntos (% 37") y (37"
—sen(x) — cos(x + y) —cos(x + ) )

La matrix hessiana es
—cos(x +y) —sen(y) —cos(x + y)

NE

Hess(g, (x,y)) = (

Evaluamos en los puntos criticos:

i) Hess (g, (% %)) = (? é) es indefinida (no hay extremo),

ii) Hess (g, (37" 37)) = (i ;) es definida positiva (minimo relativo),
iii) Hess (g, (%, 37")) = (:f _01) es indefinida (no hay extremo),

iv) Hess (g, (37", %)) = (?1 :;) es indefinida (no hay extremo),

v) Hess (g, (% %)) = (:i f ) es definida negativa (méaximo relativo),
vi) Hess (g, (%’T %")) - (f)% *0% es indefinida (no hay extremo).
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Ejercicio 11.32. Obtener los extremos relativos de las siguientes funciones. Estudia si son abso-
lutos.

a) f:RZ =R, f(x,y)=x3+y3-3x—-12y +20.

b) f:RZ =R, f(x,y)=2x*+y2-3xy2

o fiRZ =R, f(x,y)=x-1*+(x-y)4

d) f:R%2-R, f(x,vy)=sen(xy).

Solucion 11.32.
a) fiRZ =R, f(x,y)=x3+y3-3x—-12y +20.
Calculamos los puntos criticos de la f.

of

—_— = 2 —_ =

Ix (x,¥)=3x-3=0
of a2 19 _
ay(x,y)—Sy 12=0

Las soluciones son (1,2),(-1,2),(1,-2), (-1, —2). La matriz hessiana en un punto (x,y) € R2

esH(f, (x,y)) = (6(;( 6(; ) Si evaluamos en los puntos criticos nos queda

i) H(f,(-1,2)) = (706 102> que determina una forma cuadratica indefinida, y por tanto en

(—1,2) no se alcanza extremo relativo.

ii) H(f,(1,-2)) = (g _?2) que determina una forma cuadratica indefinida, y por tanto en

(1, —-2) no se alcanza extremo relativo.
iii) H (f,(-1,-2)) = <_0(’ _?2) que determina una forma cuadratica definida negativa, y por
tanto en (-1, —2) se alcanza un maximo relativo.
En cuanto a extremos absolutos, la funciéon no esta acotada inferior ni superiormente (es un
polinomio de grado impar) y, por tanto, no tiene extremos absolutos.
b) f:R2 =R, f(x,y)=2x*+y%-3xy2
Para calcular los puntos criticos de f planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

of a3 a2
ax(x,y)—Sx 3y¢ =0

of
@(XJ’) =2y -6xy =0

de donde obtenemos como soluciones: (0, 0), (% %ﬁ) y (% —%). Calculamos ahora la matriz
hessiana de f:

24x° -6y )

(e - (2%

Si evaluamos esta matriz en los dos ultimos puntos criticos nos queda

8 42 8 42
n(r(55) - (e 0 ) v (-20)) = (4 0):

Es claro que ambas matrices definen formas cuadraticas indefinidas, mientras que si conside-

ramos la matriz hessiana de f en el (0,0) nos queda H (f, (0,0)) = (g g), que determina una

s w
“f5
|

forma cuadratica semidefinida positiva. Vamos entonces a estudiar la funcion para decidir si
en (0,0) hay extremo o no. Si escribimos la funcion de la forma

flx,y) =2x*+»2(1 - 3x),

es facil comprobar que siempre que x < % la funcion es positiva, por lo que podemos asegurar
que en el (0,0) se tiene un minimo relativo. Sin embargo, en este punto no se alcanza el minimo
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absoluto de la funcién, puesto que si hacemos x = 1 tenemos que f(1,y) = 2 — 2y2, y sobre
esta recta la funcion se hace tan pequefia como queramos (limy . f(1,)) = —o0).

o fiR? =R, flx,y)=(x-1*+(x-»)*
Calculamos los puntos criticos de f, esto es

%(x,w 413 +4(x-»)3 =0

0
of - _ a3
3y (x,y)=-4(x-y)>=0

La tinica solucién es (1, 1). Calculemos la matriz hessiana de f en (x,y).

12(x —1)2 +12(x — y)? -12(x —y)z)

H(f,(x,5)) =( Z12(x — v)2 12(x - y)?

0 0
0 0

cuadratica semidefinida. Estudiamos entonces la funcion y la comparamos con f(1,1):

y por tanto, la matriz hessiana en (1,1) es H (f,(1,1)) = < ) que determina una forma

fo,y)=(x-D*+(x-»*=0=F(1,1), V(x,y) €R?

de lo que se deduce que f alcanza en (1,1) su minimo absoluto.
d) f:R? =R, f(x,y)=sen(xy).
Para calcular los puntos criticos de f consideramos el sistema de ecuaciones:
of

a(x,y) =ycos(xy) =0

of _ B
3y (x,y) =xcos(xy)=0

de donde obtenemos las soluciones:{(0, 0)}U{(x,y) € R? XY = % +km, ke Z}. Calculemos
ahora la matriz hessiana de f:

H(f,(x,»)) = ( ~y?sen(xy) cos(xy) — xy Sen(xy)> ’

cos(xy) — xysen(xy) —x2 sen(xy)

y si vamos evaluando en los puntos criticos obtenidos obtenemos H (f, (0,0)) = (? (1)) que
determina una forma cuadratica indefinida. Para evaluar la matriz hessiana en el resto de los
puntos criticos, hacemos dos grupos:

i) Si (x,v) verifica que sen(xy) = 1, entonces H (f, (x,y)) = <7y2 432/)_

-Xy -X
2
ii) Si (x,y) verifica que sen(xy) = —1, entonces H (f, (x,y)) = (iy ’;32')
En ambos casos se tienen formas cuadraticas semidefinidas, aunque el problema se resuelve
facilmente puesto que en esos puntos se alcanzan el maximo absoluto de f (cuando sen(xy) =

1) y el minimo absoluto de f (cuando sen(xy) = —1).

Ejercicio 11.33. Sea F : R3 — R la funcién definida por F(x,y,z) = xyz + ¥ % —e~1,
a) Demuestra que la ecuacion F(x, y,z) = 0 define a z como funcién de (x, y) en un entorno del
punto (—efl,O, 1).

b) Estudia si dicha funcion z(x, ) alcanza algun tipo de extremo relativo en el punto (—e‘l, O).

Soluciéon 11.33.
a) Veamos que se cumplen las hipotesis del teorema de la funcion implicita.
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i) F es de clase C1.
i) F(—e~1,0,1) = 0.
iii) Si queremos despejar z, es necesario que la derivada parcial correspondiente no se anule:

oF oF
— _,y-z _,-1 _ -1

aZ(x,y,z)fxy e = az< e ,0,1)7 e~ +0.

Se cumplen, por tanto, todas las condiciones pedidas y en consecuencia se puede despejar z

como funcién de (x, y) en un entorno del punto (—efl, 0, 1).

b) Para ver sila funcion z(x, y) tiene un extremo relativo en el punto (—e‘l, O) veamos en primer
lugar si es un punto critico.

0z oF vz 0z

g2 _ _ox _ _ 22 (¢! =

ox T Txy-erz T dx (e7,0) =0
oF

oz 3y _ Xz 0z [ 1 B

oy —% = 7xy+e3’—2 = —ay (e ,0) =0

Ya que estamos ante un punto critico, calculemos la matriz hessiana de z en dicho punto.

2z YEMHy-e¥ ) - (y+erE) 2z,
= - = 5 (eho) =0
o0x (xy —e¥—2) ox
2o (rrB)ey-e ye(eoa-8) g
- _ 5 = (e ,O) =e.
0x0y (xy —e>-2) 0x0y

No hace falta calcular mas derivadas de segundo orden. La matriz hessiana en el punto (efl, O)

0 .z . . .
es ( ¢ ) Por tanto, la funcion z no tiene un extremo en dicho punto porque la matriz es

e

indefinida.

Ejercicio 11.34.

a) Demuestra que la ecuacién (1 + x° + yz)u3 —u + xy = 0 define implicitamente a u como
funcion de clase C® de (x,y) en un entorno de (0,0) de tres formas diferentes.

b) Estudia si estas tres funciones alcanzan un extremo relativo en el punto (0, 0).

Solucion 11.34. FALTA

Ejercicio 11.35. Sean a,b € Ry f : R? — R una funcién real de dos variables reales dada por
f(x,y) =x%2+y2-2ax —2by.Estudia la existencia de extremos relativos de f en funcién de los
parametros a y b.

Solucién 11.35. Calculamos los puntos criticos de f.

of oo
Ix (x,y) =2x-2a =0
of B B B
3y (x,y)=2y-2b =0

Por tanto el tnico punto critico que se tiene es (a, b). Si calculamos ahora la matriz hessiana en
2 0
0 2
por lo que en el punto (a, b) tenemos un minimo relativo. Ahora bien, si escribimos la funcion de

la forma siguiente:

este punto nos queda H (f, (a, b)) = ( ) que determina una forma cuadratica definida positiva,
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fx,yv)=(x—-a)’+(y-b)?—-(a®+b? =—-(a®+b% =f(a,b) , Vix,y)eR? .
Por tanto, en el punto (a, b) se alcanza el minimo absoluto de la funcion.

Ejercicio 11.36. Calculense los maximos y minimos absolutos de las siguientes funciones en los

dominios dados:

a) D(x,y) = x> —xy + v? + 1 en la placa triangular cerrada acotada por las rectas x = 0, y = 4,
ey =Xx.

b) g(x,y) = x* + y* + 2x2y2 — 3 en el disco {(x,y) tx24+y2 < 1}.

¢) hix,y) =x2 -2 en todo R?.

Solucion 11.36.
a) D(x,y) = x2 - Xy + y2 + 1 en la placa triangular cerrada acotada por las rectas x = 0, y = 4,

Y =X.
Calculamos los puntos criticos en el interior del dominio que notaremos por A. Para ello resol-
vemos el sistema de ecuaciones siguiente:

oD
a(x,y) =2x-y=0

oD
E(x,y) =-x+2y=0

cuya Unica solucion es el punto (0,0) que no es punto interior de A. Por tanto, nos ocupamos
de buscar los puntos de extremo en la frontera de A. Vamos a descomponer la frontera como
sigue: Fr(A) = A1 U Ap U A3 U {(0,0), (0,4), (4,4)}, donde

Ar={(x,4) eR?:0<x <4,
Ao = {(0,y)eR2:0<y<4}, y
Az ={(x,x) eR?:0 < x < 4}.
Si estudiamos la restriccion de D a cada uno de los subconjuntos A1, A y A3z, s6lo obtenemos

un posible punto de extremo en Aj, pues en el resto de los casos la derivada de D no se anula
nunca. Concretamente

Di(x)=D(x,4) =x°-4x +17 = Dj(x) =2x -4

y entonces tenemos un posible punto de extremo en (2,4) € A;. Finalmente, comparamos los
valores de D en los candidatos que tenemos:

D(0,0) =1, D(0,4) =17, D(4,4) =17, yD(2,4) = 13.

Tenemos entonces que la funcién D alcanza su maximo absoluto en los puntos (0,4) y (4,4),y
su minimo absoluto en (0, 0).

b) g(x,y) = x* + y* + 2x2y2 — 3 enel disco {(x,y) : x2 +y2 <1}.
Llamamos A = {(x,y) € R? : x2 + 12 < 1}. Calculamos los puntos criticos de g en A.

99 _4y3 2 _
ax(x,y)—4x +4xy- =0,
g—)g}(x,y)=4y3+4x2y=0.

La Unica solucion es (0,0) que si es un punto interior de A.
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Ahora estudiamos la funciéon g en la frontera de A por lo que se trata de un problema de
extremos condicionados. Entonces llamamos F(x,y) = g(x,y) + Alx2 + y2 — 1) la funcién de
Lagrange. Planteamos el sistema de Lagrange, esto es

4x3 +4xy° +2Ax =0
4y3 +4x%y +2Ay =0
x2+y%=1

Las soluciones de este sistema son todos los puntos de la circunferencia unidad con A = —2.
Por tanto, comparamos los valores de g en los puntos encontrados, teniendo en cuenta que si
(x,y) € Fr(A) entonces y = +v/1 — x2 se tiene que

f(0,0) =-3
f(x,iVlfo) =x* + (1,x2>2 +2x° (1 fxz) -3=-2.

Concluimos que la funcion g alcanza en (0,0) su minimo absoluto y en la frontera de A su
maximo absoluto.

¢) h(x,y) = x%2 - y2 en todo R2.
Si calculamos los puntos criticos de h obtenemos como Unica solucion el (0,0) ya que

oh

E(X,y) =2x=0
oh

fay(x,y) =-2y=0

2
0

matriz determina una forma cuadratica indefinida, por lo que en el punto (0,0) no se alcanza
extremo relativo, de hecho en este punto se tiene un “punto de silla” de la funcién h.

Pero si construimos la matriz hessiana de h en el (0,0) nos queda H (h, (0,0)) = ( _02> y esta

(® Ejercicio 11.37. Calcular el valor maximo de z en el conjunto x2 42924322 =1, x+y+z=0.

Solucion 11.37. Tenemos que calcular el maximo de la funciéon f(x,y,z) = z en el conjunto
determinado por las ecuaciones (la interseccién de un elipsoide con un plano)

x2+2y2+32°=1, x+y+z=0.

Consideremos la funcion F(x, y,z) = z + A(x? + 2% +32°) + pu(x + y + z). El sistema de Lagrange
es
2Ax +u =0
4 Ay +u=0
6Az+u+1=0
x?+2y2+322=1
x+y+z=0

Despejando u en las dos primeras ecuaciones obtenemos A(x —27y) = 0, de donde podemos hacer

la siguiente discusion de casos:

a) Si A = 0 entonces llegamos a un absurdo (u = -1y u = 0).

b) Por tanto, A = 0y entonces x = 2. Si sustituimos esta condicion en las dos ultimas ecuaciones
del sistema de Lagrange obtenemos dos puntos solucion:
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Por tanto, la funcion f alcanza el maximo condicionado en P>.

Ejercicio 11.38. Una placa circular plana tiene la forma del disco x2+y?2 < 1. La placa, incluyendo
el borde, se calienta de manera que la temperatura en un punto (x,y) es

T(x,y) = x2 + 2y2 - X.

Determinar los puntos con mayor y menor temperatura de la placa, asi como la temperatura en
cada uno de ellos.

Solucién 11.38. Notamos por A = {(x,y) € R? : x2 + 2 < 1} el dominio de la funcién
T:A-R,T(x,y) = x2+2y2 - x. Estudiamos en primer lugar la posibilidad de que los extremos
se alcancen en el interior de A. Para ello calculamos los puntos criticos de la funcién:

oT

E(X,y) =2x-1= 05
oT

@(XJ’) =4y =0.

Obtenemos entonces como unico punto critico de T el punto (% 0). Estudiemos ahora la funciéon
en la frontera de A, esto es, en el conjunto

Fr(A) = {(x,y) € R? :x‘2+y2 = 1}.

Planteamos entonces un problema de extremos condicionados, donde la funciéon de Lagrange es
F(x,y) =x%+2y2 —x + A(x? + y2 — 1). El sistema de Lagrange que planteamos es

oF
a(x,y) =2x-1+2Ax=0
g—f}(x,y) =4y +2Ay =0
x2 + 92 =1
Las soluciones son
Ae—o — (L V8) (.1 3
- 22 )Y\ T2 2
A= % — (1,0
A=— % = (-1,0).
Finalmente evaluamos la funciéon T en cada uno de los puntos obtenidos: T (% 0) = —%, T(1,0) =

0, T(-1,0)=2,T (—% @) = %, yT (—% —?) = %. Por tanto se alcanza la minima temperatura

(=1/4) en el punto (1/2,0) y la maxima (9/4) en los puntos (—%, ?) y (—%, —@)

Ejercicio 11.39. Estudia los extremos relativos de la funcion f : RZ2 — R definida como

f(x,y) =3xy — x?y — xy°.
:Son absolutos?

Solucion 11.39. En primer lugar calculamos los puntos criticos:

27:3y—2xy—y2=0
9 _3x-x2-2xy=0

} = (x,y)=1(0,0),(3,0),(0,3),(1,1).
oy
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La matriz hessiana es

-2y 3-2x -2y
3-2x -2y -2x '

Evaluamos en los puntos criticos:
a) H(f(0,0)) = <(3) 3) es indefinida y, por tanto, en (0,0) no hay un extremo relativo.
b) HF(3,00) = (

0 :2) es indefinida y, por tanto, en (3, 0) no hay un extremo relativo.

-3
c) H(f(0,3)) = (:2 703> es indefinida y, por tanto, en (0, 3) no hay un extremo relativo.
-2

d) H(f(1,1)) = (_1 :;) es definida negativa y, por tanto, en (1, 1) hay un maximo relativo.
La funcién no esta acotada inferior ni superiormente. Por ejemplo,

hm f(]-ly):_oo! yllqloof(_lhj/):"’_oo

Y=o

y, en consecuencia, f no alcanza en (1, 1) un maximo absoluto.

Ejercicio 11.40. Determinese el punto P(x,y,z) en el plano 2x + y — z = 5 que esta mas cerca
del origen.

Solucién 11.40. Consideremos f : R3 — R definida como f(x,y,z) = x2 + y2 + z2. Si considera-
mos g : R3 — R definida como g(x,y,z) = 2x +y —z -5, la condicién del problema, tendremos
que calcular el punto del conjunto

M={(x,y,z)G[R3:g(x,y,z)=2x+y—z—5=0}

que estda mas proximo al origen, o lo que es lo mismo, que minimiza la funciéon f. Aplicamos el
método de Lagrange y consideramos la funcion

Fx,v,2) =x°+y°+ 22+ A2x +y -z -5)

con lo que el sistema de Lagrange que se tiene es

2x +2A =0
2y + A =0
2z-A =0
2X+y—z=5

La tnica solucion es el punto P = (5/3,5/6,—5/6) para A = —5/3. Vamos ahora a decidir si en este
punto se alcanza extremo condicionado o no. Para ello consideramos la funciéon de Lagrange con
A = —5/3, es decir F(x,v,z) = x% + y2 + z% - %(ZX + vy — z —5). La matriz hessiana de F en el
punto P es:

2 00
HF,P)=(0 2 0
0 0 2

Observemos que esta matriz determina una forma cuadratica definida positiva en todo R3, por
lo que si la restringimos a ker(Dg(P)) sigue siendo definida positiva. Por tanto, en el punto P se
alcanza un minimo relativo condicionado a M. Veamos ademas que es el punto donde se alcanza
el minimo absoluto de f en M. En efecto, al ser M un plano de R3 no es un conjunto compacto,
pero podemos considerar el conjunto K = M n B ((0,0,0),3) que si es un compacto en R3 que

contiene a P (ya que f(P) = %) y en donde todos los puntos de su frontera distan del origen una
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distancia igual a 3. Entonces, si restringimos f a K sabemos que alcanza el minimo absoluto y lo
alcanza en P. Ahora bien, si (x,y,z) € R3\K, se tiene que

fo,y,2)=x>+y2+22>9> % = f(P).

Por tanto, f alcanza en P su minimo absoluto, o lo que es lo mismo, el punto del plano 2x+y—-z =5
mas proximo al origen es P.

Ejercicio 11.41. Calculese la distancia minima del origen a la superficie x2 — z2 — 1 = 0.

Solucion 11.41. Tenemos un problema de extremos condicionados donde los datos son
SR =R, f(x,¥,2) =x* + % +2°

g:R—~ R g(x,y,2) =x?-2*-1

La funcién de Lagrange es F(x,V,z) = x% + 2 + z2 + A(x2 — z2 — 1), y el sistema de Lagrange

2x +2Ax =0

2y =0
2z-2Az=0
x2-z2=1

Las soluciones son (1,0,0) y (-1,0,0) con A = —1. Calculamos ahora la matriz hessiana de F para
A = —1 y tenemos

000
H=H(F,(x,y,2))=[0 2 0
00 4

Consideramos el ker(Dg(1,0,0)) y una base de este subespacio es {(0,1,0), (0,0, 1)}. Entonces si
o 4
cuadratica definida positiva, por lo que en (1,0,0) se alcanza un minimo relativo condicionado.
Si repetimos los calculos con el punto (—1,0,0) obtenemos la misma matriz restringida, y por
tanto en este punto también se alcanza un minimo relativo condicionado (ademas, f(-1,0,0) =
f(1,0,0) = 1). Concluimos el ejercicio razonando de la misma forma que en el ejercicio anterior,
luego estos dos puntos son los mas préoximos de la superficie x2 — z2 = 1 al origen.

restringimos H a dicho subespacio nos queda H)er(pg(1,0,0)) = ( que determina una forma

Ejercicio 11.42. Hallense dos niimeros reales cuya suma de cuadrados sea 18 y la suma de sus
cubos sea maxima. Hagase lo mismo con tres ntmeros reales con suma de cuadrados 12.

Solucion 11.42. En ambos casos se trata de sendos problemas de extremos condicionados donde
el conjunto M en el que trabajamos es un compacto, asi que basta con resolver el sistema de
Lagrange y comparar los valores de f en los puntos obtenidos. Empezamos con el primero, es
decir:

FiRZ =R, f(x,y) =x>+y°
g:RE-R, glx,yv)=x%+y2-18

La funcién de Lagrange es F(x,y) = x3 + ¥3 + A(x? + y2 — 18) y el sistema de Lagrange
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3x2 + 2Ax =0
3y2 +2Ay =0
x% +y% =18
Las soluciones son:
A= _g 2 = (3v2,0)y (0,3v2)
A= gﬁ —= (~3v/2,0) y (0, -3V2)
A= _% — (3,3)
A=3 = (-3,-3)

Evaluando la funcion f en todos estos puntos obtenemos el maximo absoluto en (3+/2,0) y (0, 3+/2)
y el minimo absoluto en (-3+/2,0) y (0, —=3+/2).
En el segundo caso planteado las funciones que tenemos son

fiR3I=R, f(x,y,2) =x3+y3+23
g:RE-R, gx,y,2) =x*+y°+2z°>-12

La funcién de Lagrange ahora es F(x,y,z) = x3 + ¥3 + 23 + A(x2 + y2 + z2 = 12) y el sistema de
Lagrange

3x2 + 2Ax =0
3% + 20y =0
322 + 24z =0

x% +y2+ 2% =12

cuyas soluciones son:

A=-3/26 = (V6,V6,0), (+/6,0,v6) y (0,V6,6)
A=3/2V6 = (=V6,-V6,0), (~V6,0,-V6) y (0,~6,-/6)
A=-3V3 = (24/3,0,0), (0,2+/3,0) y (0,0, 2/3)

A=3V3 = (-2+3,0,0),(0,-2+/3,0) y (0,0, —2+/3)
A=-3 = (2,2,2)
A=3 = (=2,-2,-2)

Finalmente, evaluando f en estos puntos concluimos que el maximo absoluto se alcanza en
(2+/3,0,0), (0,2+/3,0) y (0,0, 2+/3) y el minimo absoluto en (-2+/3,0,0), (0, —=2+/3,0) y (0,0, —2-/3).

Ejercicio 11.43. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para
minimizar la interferencia se desea emplazarlo donde el campo magnético del planeta sea mas
débil (aunque por supuesto, en la superficie). El planeta es esférico, con un radio de 6 unidades; la
fuerza del campo magnético viene dada por

M(x,vy,z) =6x—y2+x2+60

basado en un sistema coordenado cuyo origen esta en el centro del planeta. ;Dénde habra de ser
ubicado el radiotelescopio?.

Solucion 11.43. Planteamos el siguiente problema de extremos condicionados:
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FiR3 =R, f(x,y,2z) =M(x,y,z) = 6x — ¥? + xz + 60

y la condicién g : R3 — R, g(x,y,z) = x2 + ¥2 + z2 — 36. El dominio en el que se verifica la
condicion es un conjunto compacto, por lo que es suficiente con resolver el sistema de Lagrange:
F(x,y,2) =6x — 2 + xz + 60 + A(x2 + ¥2 + z2 — 36) y el sistema a resolver
6+z+2Ax=0
=2y +2Ay =0
xX+2Az=0
x2+y2+2%=36

Las soluciones son
A=0 = (0,0,-6)
A=—3/2 = (3v3,0,3)
A=+3/2 = (-3V3,0,3)
A=1 = (-4,-4,2)y (-4,4,2)

Finalmente, evaluando la funciéon f en todos los puntos obtenidos, concluimos que el radioteles-
copio deberia ser ubicado en los puntos (-4, —4,2) o (—4, 4, 2) para que la interferencia del campo
magnético sea minima.

Ejercicio 11.44. Encontrar el minimo de la funcién f(x, ¥) = 2y en el conjunto 3x2 — 5y°> = 0.
JPor qué no funciona el método de los multiplicadores de Lagrange?.

Solucién 11.44. Sillamamos g : R? — R ,g(x,y) = 3x2 — 5y° a la condicién del problema,
observemos que en el punto (0,0) el rango de la matriz jacobiana de g es cero, y deberia ser 1
para que se pudiera aplicar el teorema de Lagrange.

Ejercicio 11.45. Obtener los extremos relativos de la funciéon f : R3 — R definida como
f(x,v,z) =x%+y2+32%2 + yz + 2xz — xy. Estudia si son absolutos o no.

Solucion 11.45. En primer lugar calculamos los puntos criticos de f.

%(x,y,z) =2x+2z-y=0

0

of _ v
ay(x,y,z) =2y+z-x=0
of 3 3
E(X’y’Z) =6z+y+2x=0

La Unica solucién de este sistema lineal homogéneo es la trivial (Det(M) = 4 + 0, siendo M la
matriz de coeficientes del sistema), por tanto el tinico punto critico de f es el (0,0, 0). Calculando
ahora la matriz hessiana en este punto

2 -1 2
H:=H(f,(0,0,0)=(-1 2 1|,
2 1 6

basta con estudiar el signo de los valores propios de esta matriz (por el método que se prefiera) y
observar que todos son positivos, y por tanto la forma cuadratica asociada a H es definida positiva.
Luego f en el (0,0,0) alcanza un minimo relativo.

Observemos ademas que en el (0,0, 0) alcanza también su minimo absoluto. En efecto, si llamamos
Q(0,0,0) a la forma cuadratica asociada a H, se tiene que
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£(0,0,0) =0 < Q0,00)(x,¥,2) = 2x*+2y°+62° - 2xy—-8xz+2yz = 2f(x,7,2) , V(x,¥,2) € R’
de lo que se deduce que f(x,v,z) = £(0,0,0), V(x,y,z) € R3.

Ejercicio 11.46. Obtener los extremos relativos de la funciéon f : R?> — R definida como
f(x,y,z) = xy + xz + yz. Estudia si son absolutos o no.

Solucion 11.46. Calculamos los puntos criticos:

of _ _
a(x,y,z)—erZ—O
of

(x,v,z)=x+2z=0

oy
of B B
E(xiyiz)_x—i_y_o

cuya Unica solucion es (0, 0, 0). Si calculamos ahora la matriz hessiana en dicho punto critico, nos
queda

011
H(f,(0,0,0))=(1 0 1/,
1 10

matriz que determina una forma cuadratica indefinida. Por tanto, f no alcanza extremo en el
(0,0,0).

Ejercicio 11.47. Encontrar los puntos donde la funciéon f : A — R definida como f(x,y) =
x2+y2—x7y—x—7 alcanza sus extremos absolutos siendo A = {(x,y) € R2: x,y > 0, x+y < 3}.

Solucion 11.47. El conjunto A es el recinto comprendido por el tridangulo rectangulo de vértices
(0,0), (0,3) y (3,0), por lo que se trata de un subconjunto compacto de R2, y al ser f una funcién
continua sabemos que los extremos absolutos se alcanzan, o en el interior de A, es decir A, o en la
frontera de A. Por esta razon descomponemos el estudio en cada uno de estos conjuntos.

Si se alcanzan en A, entonces han de ser puntos criticos de la funcion, asi que planteamos el
sistema de ecuaciones siguiente:

of e
ax(x,y)—Zx y-1=0

of

— =2y -x-1=
ay(x,y) y-x 0

cuya Unica solucién es (1,1) € A.
Ahora descomponemos la frontera de A de la forma siguiente:
Fr(A) = A1 UA2 U A3 U {(0,0),(0,3),(3,0)},

donde
A1l = {(x,0) e R?:0 < x < 3}
Az = {(0,y) eR*>:0 <y <3}
Az ={(x,¥) eR%:x+y=3,0<x <3}

Vamos a restringir f a cada lado de la frontera, esto es

- 301 -



EJERCICIOS DIFERENCIABILIDAD

a) En Ay, f1(x) = fla,(x,0) = x> —x = f{(x) = 2x — 1 entonces f{(x) =0 < x = % y
obtenemos el punto (% 0).

b) En Ay, razonando analogamente al paso anterior obtenemos el punto (O, %)

c) En A3, f3(x) := fla,(x,3 —x) = 3(x2-3x+2) = f3(x) = 3(2x — 3). Entonces, obtenemos
como posible punto de extremo el punto (% %)

Finalmente, evaluamos la funcién en todos los candidatos a punto de extremo f(1,1) = -1,

£(0,0) = 0, £(3,0) = 6, £(0,3) =6, £(5,0) = 4, £(0,3) = -5,y f(3.3) = -3, delo que

deducimos que la funcién alcanza el minimo absoluto en (1,1) y el maximo absoluto en (3,0) y

en (0, 3).

Ejercicio 11.48. Encontrar los puntos del conjunto A = {(x,y) € R?: x2 + y2 < 2x, y > 0}
donde la funcién f(x, y) = x2 — 2xy + y? alcanza su maximo y minimo absolutos.

Solucion 11.48. En este caso el conjunto A es un semicirculo, concretamente el semicirculo con
vy = 0, de centro (1,0) y radio 1:

X2 +y%2<2x = (x-1)2%+y%=<1

Por tanto se trata de un subconjunto compacto de R? y f(x,y) = (x — ¥)? una funcién continua,
por lo que razonaremos de manera analoga al ejercicio anterior.
En A calculamos los puntos criticos:

of B 3 B

Ix (x,y)=2(x-y)=0
of B B
3y (x,¥)=-2(x-»)=0

asi que la solucion es: {(x,y) € R2 : x = vy, 0 < x < 1}. Por otra parte la frontera la des-

componemos de la forma Fr(A) = A; U A> U {(0,0),(2,0)} donde A7 = {(x,0) : 0 < x < 2}

y A2 = {(x,V2x —x2) : 0 < x < 2}. Restringimos ahora la funciéon a cada uno de estos dos

subconjuntos:

a) En Ay, f1(x) = fla, (x) = x2. Como fj(x) = 2x, el Gnico punto critico que obtenemos para fi
es (0,0) que no esta en Aj.

b) En Az, f2(x) = fla,(x) = 2x = 2xV2x —x2 = fy(x) = 2(

puntos criticos de f> son

2x2-3x+v/2x-x2)

2x—x?

y, por tanto, los

fox)=0 <= x=1 ox:l—g.

Entonces los posibles puntos de extremo en A> son (1,1) y (1 — @, g).
Finalmente evaluamos la funcion en estos puntos: f(0,0) = 0, f(2,0) =4, f(x,x) =0, f(1,1) =0,
vf ( - g, g) = 3 —2+/2. Entonces el maximo absoluto se alcanza en (2,0) y el minimo absoluto

en todos los puntos de la cuerda del semicirculo A que une (0,0) con (1,1).

Ejercicio 11.49. Estudia los extremos relativos de la funciéon f : RZ — R definida por f(x,y) =
x* +2x2y — x? +3y2.

Solucion 11.49. El sistema de ecuaciones que nos da los puntos criticos es

g(x,y) =4x3 +4xy -2x=0

0x
of

_ 9,2 _
ay(x,y)—Zx +6y =0
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cuyas soluciones son:(0, 0), (—@, —%) y (@, %)
Calculemos ahora la matriz hessiana en un punto genérico de R?:
12x2 + 4y -2 4x>

H(f,(x,»)) = ( Ax 5

y ahora evaluamos en cada uno de los puntos criticos.

H(f,(0,0)) = (_02 g) ,

que determina una forma cuadratica indefinida, por lo que en (0, 0) no se alcanza extremo relativo.

V31 6 -2v3
n(regop)= (L V)

que determina una forma definida positiva, y por tanto en el punto (—@, —%) se alcanza un

V31 6 23
n(regp)- (% %)

matriz que vuelve a determinar un punto de minimo relativo en (?, —%).

minimo relativo.

Ejercicio 11.50. Sea f:R2? — R definida por f(x,y) = 3x* —4x2y + y2 [= (x? - ) (3x2 - y)].

a) Pruébese que, sobre toda recta de la forma y = Ax, la funcion f tiene un minimo relativo en
(0,0).

b) Describanse los conjuntos de puntos de RZ en los que f toma valores positivos y valores
negativos. Dedlizcase que f no posee extremos relativos en R2.

Solucién 11.50.

a) Sea A € R y consideremos g(x) = f(x,Ax) = 3x* — 4Ax3 + A2x2. Como g'(x) = 12x3 —
12Ax2 + 2A2x, entonces g’ (0) = 0, y g”’ (x) = 36x2 — 24x + 2A2 con lo que g” (0) = 2A2. Si
A=+ 0,g9"(0) >0y, por tanto g tiene un minimo relativo en 0. Si A = 0, entonces la funcion g
se simplifica bastante: g(x) = 3x* que, claramente, tiene un minimo en 0.

b) Podemos descomponer R? en los siguientes subconjuntos:

R2=A1UA2UA3U{(x,y)e[R2: y:3x2}u{(x,y)eﬂ£2: yzxz},

donde
A1 ={(x,y) e R? 1y > 3x?}
A ={(x,y) e R® 1 x? < y < 3x?}
Az ={(x,y) e R?: y < x?}
Se tiene entonces que
fx,y)>0 <= (x,y) €A UA;3
flx,¥) <0 <= (x,y)e€Ar
fx,»)=0 = y=x?o0y=3x2

Por tanto, si consideramos cualquier bola B centrada en (0,0) (que es el inico punto critico de
f), siempre hay puntos dentro de esa bola que estan en A; o en A> o en A3. Luego en el (0,0)
no se alcanza extremo relativo.
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Ejercicio 11.51. Estudia los extremos relativos de las siguientes funciones:
a) f(x,y) =xyeX*t2Y V(x,y) e R

b) f(x,y) = (1 +e”)cos(x) —yeY, V(x,y) €[0,2m] x R.

o) f(x,y) =x3+y3-3pxy, V(x,y) € R, segln los distintos valores de p.

Solucion 11.51.
a) f(x,y) =xyeXt?, V(x,y) € R2.
Calculamos los puntos criticos de f:

%(x,w = Y (y 4 xy) = 0

%(x,y) =Xt (x +2xy) =0
Sus soluciones son:(0,0) y (—1, —%) Calculamos ahora la matriz hessiana en un punto genérico
de R2:
X2 2y + xy) X2V (1 + x + 2y +2xy)
H(f, (x,y)) = X+2y xX+2y
e 1+x+2y+2xy) e (4x +4xy)

Si evaluamos esta matriz en cada punto critico nos queda:

01
H(f,(0,0)) = (1 O)

que determina una forma cuadratica indefinida, por lo que en el punto (0,0) no se alcanza
extremo relativo.

-L 0
H(f,(-1,-1/2)) = 2¢ 7
0 -z
y estamatriz determina una forma cuadratica definida negativa, por lo que en el punto (-1, -1/2)
se alcanza un maximo relativo.
b) f(x,y) = (1 +eY)cos(x) —yeY, V(x,y) €[0,2m] X R.
Calculamos los puntos criticos:
of

' - _ bY% _
aX(x,y) (1+e”)sen(x) =0

g(X,y) =eY (cos(x)—-1-y)= =0

oy
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Las soluciones del sistema de ecuaciones son los puntos (0,0), (2m,0) y
(1r,—2). Como se puede ver en la Figura 11.7, los dos primeros no per-
tenecen al interior del dominio y, por tanto, no son extremos relativos
(0, 277) independientemente del valor de la matriz hessiana.*

Para decidir si f tiene un extremo relativo en (1, 2), calculamos las deriva-
das de segundo orden de f

> 62—f(x )= — (1 +eY)cos(x)
(040) o2 V) = ,
02 f B v
axdy (x,y) = —eYsen(y),
2
ar,—-2) W(x,y) = eY(cos(x) —2 — ),
y la matriz hessiana de f en (11, —2):
Figura 11.7 Do- 1 +e-2 0
minio de f Hess(f) (1, -2) = ( 0 —6_2) .

Como la matriz hessiana es indefinida, la funcién no tiene extremos relativos.
c) flx,y) =x3+y3-3pxy, V(x,v) € R?, segtn los distintos valores de p.
Descomponemos el estudio en dos casos:
i) Si p = 0, el inico punto critico de f es el (0,0), pero en este punto no se alcanza extremo
relativo ya que la funcién es f(x,y) = x3 + 3.
ii) Para p + 0, calculamos los puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones:
of

9) = 3x2 — =
ax(x,y) 3x 3py =0

of a2 _
oy (x,¥)=3y°-3px=0

cuyas soluciones son:(0,0) y (p, p). Calculamos ahora la matriz hessiana:

6x —310)

H(f,(x,»)) = (_3p 6y

y evaluandola en cada punto critico nos queda

H(f,(0,0)) = (_gp _(3)”>

que nos informa de que en el (0,0) no se alcanza extremo relativo.

_(6p 3p
H(f.(v,v))—<_3p 6p>

que nos dice que:
1) si p > 0, entonces f alcanza un minimo relativo en (p, p) y que
2) si p <0, entonces f alcanza un maximo relativo en (p, p).

Ejercicio 11.52. Calcular el minimo relativo de f : R3 — R, f(x,y,z) = x2+y2+z2 condicionado
aque2x +y+z=2yx—y—3z=4.Dar una interpretacion geométrica del resultado.

Solucién 11.52. La funcion de Lagrange es

4 Puedes comprobar que si el dominio fuera todo R2, entonces f tendria un maximo relativo en cada uno de ellos.
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Fx,7,2) =x°+ 92+ 22+ ARx +y+z-2)+ u(x —y -3z —4)

y el sistema de Lagrange

2x +2A + u =0
2y + A —u =0
2z+A—-3u =0
2X+y+z=2
xX—-—y—-3z=4

- . _ 30 ,, _ 28 — (44 1 27 i
La unica solucion que obtenemos es A = —53, 4 = —57 = P = (31, 3T 31) y si calculamos la

matriz hessiana de F para esos valores de A y de u observamos que es definida positiva, por lo
que si la restringimos al ker(Dg(P)) seguira siendo definida positiva, y por tanto en el punto P
se alcanza el minimo relativo condicionado de f, o lo que es lo mismo, en el punto P se alcanza
la minima distancia desde el origen de coordenadas a la recta de ecuaciones 2x + y + z = 2,
x—y—3z=4.

Ejercicio 11.53. Estudia los extremos condicionados de f : R3 — R definida por f(x,y,z) =
x2 + 292 + 622 — 4xy — 12z sometida a las condiciones: x — y =0y x —z + 3 = 0.

Soluciéon 11.53. Sea la funcion de Lagrange:
F(x,v,2) =x°+2y2+62° —4xy — 122+ AMx — y) + u(x —z +3)

y el sistema de Lagrange:
2x —4+A+u=0
4y —4x - A =0
12z -12 - p =0

x -y =0
x—-z+3=0
La soluciéon es: A = 0, u = —%, P = (—% —%, %) Consideramos la matriz hessiana de F para
estos valores de los multiplicadores de Lagrange
2 -4 0
H=(-4 4 0
0O 0 12

Calculemos ahora una base del nucleo de Dg(P) siendo g la funcién que da las condiciones del

problema. Se tiene entonces que Jg(P) = (i _01 _01), y por tanto una base de ker(Dg(P)) esta
formada por el vector (1,1, 1) y entonces, si restringimos H a este vector nos queda el valor
1
1 -1 0
1,1,1 1| =10>0,
(130

luego, el punto P es el minimo condicionado de f.

Ejercicio 11.54. El area de una caja rectangular sin tapa es de 108u2. Hallar que dimensiones
debe tener para que conseguir el maximo volumen.
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Solucion 11.54. La funcién que hay maximizar es f(x,y,z) =x y z , Vx,y,z > 0, sujeta a
la condicion g(x,y,z) = 2xz + 2yz + xy — 108. La funcién de Lagrange es F(x,y,z) =x Yy z +
A(2xz +2yz + xy —108) con lo que el sistema de Lagrange que tenemos es:
yz+2Az+ Ay =0
xz+2Az + Ax =0
Xy +2Ax +2Ay =0
2xz +2yz+xy =108

cuya solucién es A = —% = P = (6,6,3). Si ahora calculamos la matriz hessiana de F para
A= f% en el punto P obtenemos
3
0 5 3
H=|3 0 3
3 3 0

y si ésta larestringimos al ker(Dg(P)) nos queda H|xer(pg(p)) = ( :: __132 ) (para ello hemos tomado

como base del niicleo de Dg(P) los vectores (1,—1,0) y (0, -2, 1)), matriz que determina una forma
cuadratica definida negativa, por lo que en P se alcanza el maximo condicionado de f.

Ejercicio 11.55. Discutir si la funcion f(x,y,z) = z2 — 2x 7y alcanza en los puntos (-1,-1,2),
(1,1,0) y (0,0, /4) un extremo relativo condicionado a que 2x3 + 2y3 + z3 = 4,

Solucion 11.55. Veamos si podemos aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange. Para
ello aparte de hipoétesis sobre la diferenciabilidad de la funcion y de la funcion que determina la
condicion (se dan claramente ya que ambas tienen derivadas parciales infinitamente derivables)
también es necesario que el rango de la matriz jacobiana de la funcion g(x,y,z) = 2x3 + 2y3 +
z3—4sealenM = {(x,y,z) e R3: g(x,y,z) = 0}. Si observamos g’ (x,y,z) = (6x2,6y2,3z2)
y para que dicha matriz no tenga rango 1 (es decir, que tenga rango 0) tiene que verificarse que
x =y = z = 0 pero evidentemente (0,0,0) ¢ M y entonces el rango de g’ (x, vy, z) es 1 en todos
los puntos de M.

Veamos que los puntos en cuestion verifican que son puntos criticos de la funcién

F(z,v,z) = f(x,y,2) + Ag(x,y,z) = 2> = 2xy + A(2x3 + 23 + 23 — 4)

que estan en M; es decir verifican las ecuaciones
F
%(Z,y,z) = 2y +6Ax%2 =0,
F
g—y(z,y,z) = -2x + 62\3/2 =0,

oF B >
3z (z,v,2z) =2z+3Az° =0,
2x3 +2y3 + 28 = 4.

Es claro que P; = (-1,-1,2), P» = (1,1,0) y P3 = (0,0, ¥/4) todos ellos verifican la ecuaciéon
2x3 + 293 + z3 = 4. Ademas si sustituimos P; en la primera (o segunda o tercera ) ecuacion
obtenemos que es punto critico para A; = _Tl Sustituyendo P> obtentemos que A> = % y para P3
obtenemos de la tercera ecuacion que Az = %. Ya tenemos que los puntos son puntos criticos
de F que estan en M y hemos obtenido los correspondientes A’s que nos permitiran decidir si son
extremos relativos o no. Para esto ultimo tenemos que estudiar la forma cuadratica asociada a la
matriz hessiana de F en cada uno de los puntos. Veamos, en general la matriz hessiana de F queda
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12Ax -2 0
H(x,y,z) = -2 12Ay 0
0 0 2+ 6Az
En el punto P; tenemos que
4 -2 0
HP)=|-2 4 0
0O 0 =2

Para estudiar como es la forma cuadratica asociada a la matriz H (P ) hay varios métodos. En clase
hemos utilizado el de los cambios de signo de los coeficientes del polinomio caracteristico de la
matriz, o mejor aun, sus raices.

4 — -2 0
P(x) = -2 4-w 0 =—Q2+x)(®-8x+12)
0 0 -2 -«

y este polinomio tiene como raices x = -2, ®x = 2 y « = 6 y por tanto la forma cuadratica que
induce H (Py) es indefinida. En este caso tenemos que estudiar la forma cuadratica pero restringida
al nucleo de la diferencial de g en P;.

ker(Dg(P1)) = {(x,y,2z) e R3: (6,6,12).(x,y,2z) =0} = {(x,7,2) e R®: x +y + 2z =0}

y entonces ker(Dg(P1)) = ((1,-1,0),(2,0,—1)). Si ahora hacemos

(1,-1,0){ -2 4 0 -1 =12,

(1,-1,0) -2 4 O 0| =12

(2,0,-1)| -2 4 O 0| =14

o . . 12 12 .. aas
y la forma cuadratica que induce la matriz (12 Ny 4) es definida positiva. Por tanto en el punto P;
se alcanza un minimo relativo.

Para P> se tiene

4 -2 0
HP)=|-2 4 0
0 0o 2

Razonando de forma similar a lo hecho en el punto P; obtenemos que la forma cuadratica asociada
a H(P»2) es definida positiva. En este caso no hay que continuar como antes ya que se obtiene
directamente otro minimo relativo.

Para el punto P3 obtenemos

0 -2 0
HP3)=(-2 0 O
0o 0 =2
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Calculando los valores propios de esta matriz obtenemos que & = 2 es un valor propio simple y
que « = —2 es un valor propio doble. Por tanto la forma cuadratica inducida es indefinida.

ker(Dg(P3)) = {(x,v,z) € R3: (0,0,3(V4)?).(x,y,z) =0} = {(x,y,2z) € R3, z =0}

y entonces ker(Dg(P3)) = ((1,0,0), (0,1,0)).

0 -2 0 1
(,0,0)| -2 0 O 0] =0,

0o 0 =2 0

0 -2 0 0
(1,0,0)] =2 0 O 1| =-2

0o 0 =2 0

0o -2 0 0
(0,1,0)] =2 0 O 1| =0.

0o 0 =2 0

. 0o -2 . o . . . ..
La matriz ( 0 ) induce una forma cuadratica que sigue siendo indefinida y entonces en el punto
no se alcanza ningun extremo relativo.

Ejercicio 11.56. Se considera f:R3 — R, f(x,v,z) = x% + yz, V(x,y,z) € R3.
a) Calcular y clasificar los puntos criticos de f en {(x,y,z) € R3: x% + y2 + z2 < 1}.
b) Calcular los extremos absolutos en {(x,y,z) € R3 :x2 + y2 + z2 < 1}.

Solucion 11.56.
a) Vamos a buscar los puntos criticos de esta funcion que, evidentemente, es diferenciable. Calcu-
lamos las derivadas parciales de f e igualamos a cero.

of B
a(x,y,z)-Zx

of B
@(x,y,Z)—z

of B
a(x1yiz) _y

El sistema de puntos criticos que nos queda es:

2x =0,
z=0
y=0

La Unica solucion es (0,0,0) que pertenece al dominio dado (es precisamente el centro de la
bola abierta unidad). Para decidir si es punto de extremo o no, clasificamos la matriz hessiana:
2 00
H(f,(x,y,z))=]0 0 1
010

Como se trata de una matriz constante, al evaluarla en el punto critico (0,0,0) obtenemos la
misma matriz que llamaremos H. Para clasificarla, calculamos el polinomio caracteristico de H.
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2-A2 0 O
det(H—-AI) =det| 0 -A 1
0 1 -A
=(2-20)A>-(2-2)
=Q2-)@A*-1)=2-MDQA-DQA+1).
Por tanto, los valores propios de esta matriz son A = 1, A = —1, A = 2. Como hay positivos y

negativos, la forma cuadratica asociada a H es indefinida y, por tanto, el punto (0,0,0) es un
punto de silla, es decir, no se alcanza extremo en dicho punto.

b) Se trata ahora de calcular los extremos absolutos de f en un conjunto compacto (el recinto
ahora es A, la bola cerrada unidad) y, por la propiedad de compacidad, estamos seguros de que
dichos extremos se alcanzan . Estos se pueden alcanzar, o bien en el interior de A, o bien en la
frontera.

i) Si se alcanzan en el interior de A, han de estar entre los extremos relativos que acabamos de
ver en el apartado anterior, que no existen. Asi que nos quedamos sélo con la frontera de A
como recinto donde buscar los extremos absolutos.

ii) En cuanto a la frontera:

Fr(A) = {(x,y,z) € R3 : x2 +y2 +22 = 1}

planteamos un problema de extremos condicionados y hacemos uso del método de los
multiplicadores de Lagrange. La funcion de Lagrange es:

Fx,v,2) =x°+yz+A(x*+y?> + 22 -1)

El sistema de Lagrange que nos queda es:

2x +2Ax =0
z+2Ay =0
y+2Az=0

X2+ y?+z2=1

Factorizamos la primera ecuaciéon: x(1 + A) = 0. Y ahora hacemos una discusion de casos:
1) Si x = 0, como ¥ y z no se pueden anular simultaneamente, podemos despejar A en las
dos ecuaciones intermedias e igualar:
—z -y
2y 2z
De donde se deduce que y2 =272 < | yv| = |z]| vy, sustituyendo en la condicion del
problema, tenemos que 2y2 = 1. Por tanto, y = +1/+/2 y los puntos candidatos a extre-
mos que tenemos por ahora son: (0,1/+/2,1/+/2), (0,-1//2,-1//2), (0,1//2,-1//2) y
(0,-1//2,1//2).
2) Supongamos ahora que x # 0, por lo que A = —1 vy, sustituyendo en las ecuaciones
intermedias, obtenemos

z-2y =0
y-2z=0
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que admite unicamente la soluciéon y = z = 0. Sustituimos ahora estos valores en la
condicion del problema y obtenemos dos nuevos puntos candidatos a extremos: (1,0, 0)
y (-1,0,0).

Para concluir el ejercicio s6lo nos queda evaluar la funcién en los seis candidatos obtenidos:

£(0,1/v/2,1/V2) = £(0,-1/v/2,-1//2) =,
£(0,1/v/2,-1//2) = £(0,-1/32,1//2) = =%

Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en (1,0,0) y en (—1,0,0) y vale 1; y el minimo
absoluto se alcanza en (0,1/+/2,1/+/2) yen (0,-1/+/2,-1/+/2) y vale —1/2.

Ejercicio 11.57. Sea f:R3 — R la funcién definida por f(x,y,z) = x2 + 4x + yz
a) Estudia los extremos relativos de la funcion f sujetos a la condiciéon x2 + y2 — z2 = 1.
b) ;Alcanza f algin extremo absoluto en A?

Solucion 11.57. El problema, al menos la primera parte, esta bajo las condiciones del teorema de
los multiplicadores de Lagrange: claramente la funcion f(x,y,z) = x2 +4x + yzy g(x,y,z) =
x2 + 92 — z2 — 1 son derivables de cualquier orden, ademas llamando A = {(x,y,z) € R3 :
g(x,y,z) = 0}, se tiene que A = I (por ejemplo (1,0,0) € A)y Vg(x,y,z) = (2x,2y,—2z) que
para que no tenga rango 1 tienen que ser x,?y, y z todos 0 que es un punto que no esta en A.
Podemos entonces, para calcular los extremos condicionados de f a A aplicar el citado método de
los multiplicadores de Lagrange. Si F(x,y,z) = x2 +4x + yz + A(x2 + y2 — z2 — 1) se tiene que
los extremos condicionados tienen que estar entre los puntos que verifiquen

oF

a(x,y,z) =2x+4+2Ax =0,
oF

@(x,y,z) =z+2Ay =0,

oF

E(X,y,z) =y -2Az=0,

x2+y2—zz=1.

Si multiplicamos la segunda ecuacion por 7, la tercera por z y sumandolas se tiene que z% + y2 = 0
cuya solucién debe ser ¥ = 0y z = 0. Sustituyendo en la tlltima ecuacién tenemos que x2 = 1 que
tiene dos soluciones, x = 1 y x = —1. Por ultimo, sustituyendo en la primera ecuacion obtenemos
que,parax = 1,A = -3 yparax =1 A = —1. Asi los dos puntos criticos son (1,0,0) con A = -3y
(-1,0,0) con A = 1.

Para ver si en estos puntos se alcanza algin tipo hay que estudiar la forma cuadratica asociada a
la matriz hessiana en los puntos. La matriz hessiana es la siguiente

2+2A 0 0
HF(x,y,z) = 0 20 1
0 1 -2A
Evaluando en el primer punto tenemos
-4 0 O
HF(1,0,0)=] 0 -6 1
0 1 6

El polinomio caracteristico de esta matriz es
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-4t 0
P(t) = 0 —6—-t 1 |=-(t+4)(t*-37)
0 1 6t

que tiene como raices —4, /37 y —+/37. Asi que la forma cuadratica es indefinida.
En el otro punto se tiene

4 0 O
HF(-1,0,0)=]10 2 1
o1 -2
El polinomio caracteristico de esta matriz es
4-t O 0
Pty=] 0 2-t 1 =(4-t)(t*>-5)

0 1 -2-t

que tiene como raices 4, +/5 y —+/5. También en este punto la forma cuadratica es indefinida. En
ambos casos entonces tenemos que restringir la forma cuadratica asociada a F al nucleo de la
diferencial de g.

ker(g)(1,0,0) = {(x,y,2z): (2,0,0) - (x,y,z) =0}
{(x,v,2): 2x =0} = ((0,1,0), (0,0,1)).

Calculamos las entradas de la forma cuadratica restringida al ntcleo

-4 0 O 0
(0,1,00] 0 -6 1 1|=-6
0 1 6 0
-4 0 O 0
(0,1,00] 0 -6 1 0f=1
0 1 6 1
-4 0 O 0
0,001)] 0 -6 1 0f=6
0 1 6 1

1 6) induce una forma cuadratica indefinida. En este caso la funcion no alcanza en

(1,0,0) ningun extremo relativo.
Haciendo unos calculos muy similares obtenemos que

y la matriz (

ker(g)(-1,0,0) = {(x,»,2): (=2,0,0) - (x,¥,2z) = 0}

{(X’ylz) : _Zx = 0} = <(011|0)1(0’0,1)>-

De nuevo, calculamos las entradas de la forma cuadratica restringida al nucleo
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4 0 O 0
(0,,0)| 0 2 1 11=2
01 -2 0
4 0 O 0
(0,,0) |0 2 1 0]=1
01 -2 1
4 0 O 0
(0,0,1)]0 2 1 0= -2
01 -2 1

., (2 1. e . .
También la matriz ( 1 _2> induce una forma cuadratica indefinida y la funcién tampoco alcanza

en este punto ningin extremo relativo. Para la segunda parte si la funciéon no alcanza ningun
extremo relativo tampoco lo alcanzara absoluto.

Ejercicio 11.58. Calcular la distancia minima entre la recta x — y = 2 y la parabola y = x?2.

Solucion 11.58. La funcién a minimizar es f(x,y,u,v) = (x — u)? + (y — )2, sujeta a las
condiciones x — y — 2 = 0, v — u? = 0. Por tanto la funcion de Lagrange es:

F(x,y,u,v) = (x —w)? + (¥ —v)2 +Ax -y = 2) + u(v — u?)

y el sistema de Lagrange que hay que resolver es:
2x-u)+A=0
2y -v)-A=0

—2(x—-u)-2uu=0
—2(y-v)+u=0

XxX—-y=2
v =u?
L. . 7 11 511
cuya unica solucion es A = p = -3 = (%,-3%,7,3), Y en este punto es donde se alcanza la
minima distancia entre la recta y la parabola, cuyo valor es f (% —%, % %) = %.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 11.1. Dadag:R3 - R, g(x,vy,z) = (1 —x2)Y? V¥ (x,V,z) € R3, con |x| < 1, se pide:
a) Calcular las derivadas parciales de g.
b) Demostrar que g es diferenciable en todo R2.

Ejercicio 11.2. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de las siguientes funciones:
3_4,3
Q) f(x,¥) = 2y
XZ _yZ
b) f(x,¥) = x ¥ aye.

0 Flx.y) :{(X’z‘?yz,sen(xy)>, (x,y) #(0,0)
(0,0, (x,y) = (0,0).
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Ejercicio 11.3. Estudiese la diferenciabilidad en el origen de las funciones siguientes y calctlese
la diferencial en el origen en el caso de que dicha diferencial exista.
a) f:R? — R3, definida como

Flxsy) = { (ex+y,sen(x - ¥),x%sen (%)) , six=0
' (e¥,sen(~),0), six =0

b) g:R3 — R3, definida como

(cos(yz),xyz, %) , Siz+0

g(x'y’z)z{(l,o,m, siz=0

Ejercicio 11.4. Dada la funciéon f(x,y, z) = xyz, hallar la derivada segun la trisectriz del primer
octante en un punto arbitrario.

Ejercicio 11.5. La distribuciéon de la temperatura en una placa metalica viene dada por T (x,y) =
K(x?eY + y2eX) donde K en una constante positiva. Calcular la direccién en la que la temperatura
aumenta mas rapidamente en el punto (1,0).

Ejercicio 11.6. Sea f:R3 — R la aplicacion definida por
z
f(x,v,z) = kzeXtY +J eXt YVt dt
0

;Para qué valores de k la ecuacion f(x, y,z) = 0 define a z como funcién implicita de x e y en un
entorno del punto (0, 0,0)?. Para dichos valores, hallar g—;, g—;.

Ejercicio 11.7. Sea f:R2\{(0,0)} — Rdadapor f(x,y)=In (x2 + yz) para todo (x,y) = (0,0).
Se pide:

a) Calculese el gradiente de f en todo punto asi como la matriz hessiana.

b) Pruébese que %(x,y) + SZTJ;(x,y) =0, V(x,y) € R?\ {(0,0)}.

Ejercicio 11.8. Comprobar que en las siguientes ecuaciones se verifican las condiciones del
Teorema de la funcion implicita en el punto indicado y obtener y’(x) en los casos cuatro primeros
casos 'y g—;, g—; en los otros.

a) x¥ +3x2-2y2 -2y =0, (1,1)

b) sen(x) + cos(y) + 2y — 1 = 0, (O, %)

) yIn(x? +y?) —2xy =0, (0,1)

d) x¥V +yX-2xy =0,(2,2)

e) zarctan(l — z2) +3x +5z-8y3=0,(1,1,1)

f) xyze?In(z) -3x+3y =0, (1,1,1)

Ejercicio 11.9. Sea f : R?2 — R? una funcion diferenciable de modo que f(0,0) = (0,0) y la
matriz jacobiana en (0,0) vale Jf(0,0) = (? (2)) Sean f1, f2: R2 — R las funciones coordenadas

de f. Determinar en cada caso, la matriz jacobiana de F en (0, 0).
a) F(x,y) = sen(f1(x,¥)) + cos(f2(x,y))

b) F(x,y) = J{Z((;:'j)) g(t)dt,donde g : R — R es continuay g(0) = 5.
1 ;
Sfa(x,¥) 3 Sfa(x,y) )
c) F(x,y) = <3f1(x,y) + Jo g(t)dt,7jfl(x,y)g(t)dt, 2fl(x,y)g(t)dt> donde g : R — R es

continuay g(0) = 5.

Ejercicio 11.10. Comprobar que las ecuaciones
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2 2

3x=u+v+w, x*+y*=ut+v? x3+y3+23 =38

definen implicitamente a u, v y w como funciones de x,y y z 0, si se quiere a x,y y z como

funciones de u,v y w en el punto (1,1,1,1,1,1). Calcular a?:auy en el primer caso y g% en el
segundo.

Ejercicio 11.11. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de F donde f y g son, en cada
caso, funciones “suficientemente derivables” como para que las derivadas parciales de segundo
orden de F existan y sean continuas

(x,y)
a) Fe,y) = [1 gwar
( X=))
b) F(x,y) = jjy"”" Y gttt

X
<) F(X’y) = If(sen(x),cos(y),xy)g(t)dt
d) F(x,y) = f(f(x,¥,2),¥,2)

Ejercicio 11.12. Estudiar, en cada caso, si en los alrededores del punto que se indica, es posible
ver la grafica de la ecuacion que se da como la grafica de una funcion diferenciable del tipo a)
u=u(x,y,z),b)z=z(x,y,u),c)y=y(x,z,u),y/od) x = x(y,z,u).

Q) x2+y2+z2+u%-4=0,(1,1,1,1)

b) xyzu+x3+5yz2+8u-8z=0,(0,0,1,1)

c) xsen(x) + ysen(y) + zsen(z) + usen(u) = 0, (0,0,0,0)

Ejercicio 11.13. Estudia si en los alrededores del punto que se indica, es posible ver la grafica
de la ecuacién que se da como la grafica de una funcion diferenciable del tipo u = u(x, vy, z),
z=z(x,y,u),y =y(x,z,u),y/ox = x(y,z,u).

a) x2+y2+z2+u’=4,(1,1,1,1)

b) xyzu+x3+5yz2+8u-8z=0, (0,0,1,1)

c) xsen(x) + ysen(y) + zsen(z) + usen(u) =0, (0,0,0,0)

Ejercicio 11.14. Determinar la derivada de la funcién z = f(x,y) definida implicitamente por
la ecuacion x tan(y) — ze? = 0 en el punto (0, %, O) en la direccion del vector (2,1).

Ejercicio 11.15. Sean a,b € Ry g:R? — R la funcion real de dos variables reales, dada por
glx,y) = e +Y* 4 b gen (xz + y2) , Vix,y).
Discutir los valores de a y b para que g tenga un extremo relativo en (0, 0).

Ejercicio 11.16. Supongamos que la ecuacion
y+z 22
J' g(t)dt+J h(t)dt =0, (11.2)
Xz 3x+y
donde g y h son funciones de clase uno, define implicitamente una funcién diferenciable z =
2
z(x, ). Calcular 535

Ejercicio 11.17.

a) Demostrar que la ecuacion x2 + y2 + z3 — 2x + yz = 0 define z = f(x,y) en un entorno del
punto (1,0,1).

b) Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 de f centrado en (1,0).

Ejercicio 11.18. Sean f, g, h: R — R funciones de clase C2 cuyos polinomios de Taylor de orden
2 centrados en el origen son, respectivamente,
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Pp(x) =3 +4x +x%, Pg(x) =1+ 2x — 3x2, Pp(x) = -1 — 3x + 4x°.

Se define F : R2 — R como F(x,y) = f (g(x) + h(y)). Calcular
a) la ecuacion del plano tangente de F en el origen y
b) el hessiano de F en el origen.

Ejercicio 11.19. Calcular los extremos relativos de la funcion f : R? — R definida por f(x,y) =

3
9x3 + % —4xy. Razonar si los extremos relativos obtenidos son absolutos.

Ejercicio 11.20.
a) Calcular los extremos de f : R — R dada por f(x,y,z) = x% + y2 en la curva de ecuaciones

{ gl(XaylZ)=Z=0
go(x,y,2)=22-(y-13=0

b) Probar que no existen A,u € R tales que las soluciones de a) sean puntos criticos de ¢ =
f +Ag:1 + uge. iContradice esto el teorema de los multiplicadores de Lagrange?.

Ejercicio 11.21. Estudiar los extremos de la funcion f : (R*)3 — R definida por f(x,y,z) =
In(x) + In(y) + In(z) en la esfera x2 + y2 + z2 = 5.

Ejercicio 11.22. Hallar la minima distancia de un punto (xo, ¥0, zo) al plano ax +by +cz+d = 0.

Ejercicio 11.23. Hallar los extremos relativos de la funcién f : R* — R, f(x,y,u,v) = x2 + 1?2
con las condiciones x2 + u? + v2 -4 =0y y? +2u? + 3v2 -9 = 0.

Ejercicio 11.24. Consideremos el hiperboloide de ecuacion z2 — 2x2 — 2y2 —12 = 0.

a) Comprobar que el plano tangente al hiperboloide en el punto (1,—1,4) tiene la ecuaciéon x —
vy —-2z+6=0.

b) Calcular el punto mas cercano al origen de la intersecciéon del anterior plano tangente y la esfera
de ecuaciéon x2 + y2 + (z - 3)2 = 0.

Ejercicio 11.25. Discutir sila funcién f(x,y,z) = z2 — 2x7y alcanza en los puntos (-1, -1, 2),
(1,1,0) y (0,0, /4) un extremo relativo condicionado a que 2x3 +2y3 + 23 = 4,

Ejercicio 11.26. Estudiese sila funcién f : R3 — R definida por f(x, y,z) = (x + z2> eX (i +z2+1)
tiene minimo absoluto en R3.

Ejercicio 11.27. Hallar los extremos condicionados de la funcién f(x,y) = x3 + xy2 donde
xy—a®=0,(a>0).

Ejercicio 11.28. Determinese el rectangulo de mayor area que se puede inscribir en la elipse

2 2 L.
% + % =1, donde a, b son reales positivos.

Ejercicio 11.29. Calcula los extremos absolutos de la funcion f : R2 — R definida como

x 2t
o 1+t4

f(x,y):ln(1+x2+y2)— dt
en el conjunto A = {(x,y) ER?: x2+y2% < 4}.
Ejercicio 11.30. Hallar la minima distancia entre larecta x +y = 4y la circunferencia x2+y?2 = 1.

Ejercicio 11.31. Estudialos extremos absolutosde f : R — R? definida como f(x,y) = ﬁy{“
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Ejercicio 11.32. Estudiar los extremos absolutos de la funcién f : A — R definida por f(x,y,z) =
z—(1+x2+ y?)e? siendo

A={(x,y,2) eR3: x°+y%2 =1, x+z =1}.
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INTEGRALES MULTIPLES INTEGRALES DOBLES

Integrales multiples

12

12.1 Integrales dobles 319
grales en dimensiones superiores 323
nes 327 12.6 Ejercicios 327

12.2 Integracion en dominios acotados 321 12.3 Inte-
12.4 Cambio de variable 323 12.5 Aplicacio-

Integrales dobles

La construccion de la integral para funciones de varias variables se hace de forma analoga a el
caso de una variable. Vamos a verlo con funciones de dos variables.
Sea f:[a,b] x[c,d] C R2 — R. Consideremos particiones de cada

uno de los intervalos, esto es, conjuntos de la forma
d I I
I I
{a=x0<x1<x2<...<xp=D>b}, R
{e=yo<yi<yr<...<xm=d}. b2 | ]
I I
I I
Estas nos dividen el dominio [a,b] X [c,d] en n X m rectangulos ¢ : :
mas pequefios como puedes ver la Figura 12.1. El “volumen” bajo la
a x b

funciéon f lo vamos a aproximar por la suma de los volimenes de
los paralelepipedos como los de la Figura 12.2. La altura de estos
la elegimos fijando un punto arbitrario de la base y calculando su
imagen. Mas concretamente, , elegimos (u;, v;) verificando que

Figura 12.1 Particion

(ui,vj) € [xi—1,xil x[yj-1,y;], i=L1L2,...,n, j=12,...,m.

Entonces, una suma de Riemann de la funcion f es

> (X = xi1) (Vj = ¥j-1)f (Ui, vj).
l<i<n
l<j<m

La integral de la funcién f se define como el limite de las sumas anteriores cuando la longitud
de los intervalos de las particiones tiende a cero.

Propiedades de la integral

Proposicion 12.1. Sean f, g: A C R" — R funciones integrables y sean A y u dos nuimeros reales,
entonces la funcion A f + ug es integrable y se cumple que

,[AAer“g :AJ'AHJJ'AQ'

Proposicion 12.2. Sean f,g:A Cc— R™ — R funciones integrables que verifican que f (x) < g(x),
para todo x € A. Entonces IAf < JAg.

En particular, si f(x) = 0 para cualquier x se cumple que L\f > 0.
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fx,»)

Figura 12.2 Sumas de Riemann

Proposicion 12.3. Sean A y B dos subconjuntos de R™ con ANB = QO ysea f una funcion
integrable en A U B, entonces se cumple que

JAuBf - JAfJFJBf'

Integrales iteradas

La definicion de la integral es util para demostrar propiedades genéricas pero no es practica
cuando pretendemos calcular el valor de la integral de una funcién concreta. El siguiente resultado
nos permite reducirnos al caso de integrales de una variable.

Proposicion 12.4. Sea f :[a,b] x [c,d] — R integrable. Entonces

b [ cd A/
,[[a,b]x[cyd]f(Xay)d(X,y) = L <L f(x,y)dy> dx = L (L f(x,y)dx) dy

Ejemplo 12.5. Laintegral de la funciéon f(x,y) = xy en [0,1] x [—1, 3] vale

3

flx,y)d(x,y) = Jol (J

1 273
= J xy} dx
o 2|,

1
:J 4dx dx = 2.
0

J Xy dy) dx
[0,1]1x[-1,3] 1

Prueba ti aresolver la integral en orden inverso, primero integrando respecto de x y luego respecto
de v, y comprueba que el resultado no varia. <

Observacion 12.6. Para funciones como la del ejemplo anterior, el calculo de integrales iteradas
se puede simplificar un poco teniendo en cuenta que las variables estan “separadas”. Es inmediato
comprobar que si la funcion que integramos es producto de una funcién de x y una funcion de vy,
se cumple que
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b d
j FOOg() d(x,v) = (J f(x)dx> (j g(y)dy).
[a,b]x[c,d] a c

Compruébalo en el ejemplo anterior.

Integracion en dominios acotados

El siguiente paso que vamos a dar es extender la definicion de integral para abarcar la integracion
de funciones definidas en dominios que no sean producto de intervalos. Para ello lo que vamos a
hacer es extender la funcion por cero e integrar la correspondiente funcion extendida.

Mas concretamente, consideremos una funcion f : A ¢ R?2 — R definida en un conjunto acotado
A. Entonces podemos encontrar un rectangulo en que incluir el conjunto A. Si A C [a, b] X [c,d],
definimos una extension de la funcion f a dicho rectangulo como

~ _fx,y), si(x,y) €A,
foa) = {O, en otro caso.

Como hemos extendido la funcion por cero, el nuevo dominio no afiade volumen y esto permite
definir la integral de f como la integral de su extensién a un dominio rectangular:

jAﬂx,y)d(x,y) - j[a’h]x[c’d] Flx ) dix, ).

Function

La funciéon x2 — y2 en el La misma funcién extendida
conjunto x2 + y2 < 2 a todo el plano como cero

Figura 12.3 Extension de la integral a conjuntos acotados

Esta extension de la definicion de integral a conjuntos acotados cualesquiera tiene un solo in-
conveniente potencial: jcuando es integrable la funcion extendida f? Si recuerdas la integral de
funciones de una variable, la continuidad es una condicién suficiente para asegurar la integra-
bilidad. En este caso, al extender la funcion de esta forma estamos afiadiendo muchos puntos
(toda la frontera de A) donde podemnos tener problemas de continuidad (échale un vistazo a la
Figura 12.3). En general, hay que ser muy cuidadoso con este tipo de extensiones. En la proxima
seccién vamos a ver como podemos calcular integrales en algunos conjuntos de este tipo.
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12.2.1 Recintos de tipo 102

Definicion 12.7.
a) Un subconjunto A C R2 es de de tipo 1 si existen funciones f, g : [a,b] — R tales que

A:{(x,y)e[RZ: a<x<bh, f(x)sysg(x)}
b) Un subconjunto A C R2 es de de tipo 2 si existen funciones f,g:lc,d] — R tales que
Az{(x,y) eER’: c<y=<d, f(y)sxsg(y)}

Las siguientes figuras son ejemplos de conjuntos de este tipo.

A A

as------ —_——————

f

|
|
|
|
|
|
&

S ---

b
Figura 12.4 Recintos de tipo 1y 2

Vamos a calcular cuanto vale la integral de una funciéon F en un conjunto del primer tipo. Comen-
cemos con una funciéon F : A ¢ R? — R donde

Az{(x,y)eRZ: a<x<b, f(x)sysg(x)}.

Nos hace falta incluir A en un producto de intervalos. Para ello,
d elegimos c y d verificando que

c <min{f(x): x € [a,b]} <max{g(x): x € [a,b]} =d

y definimos la funcién

F(x,y), si(x,y) €A,

F =
(%, ) { 0, en otro caso.

/ f Segun la definicion

J Fx,») d(x, ) =f
A [a,b]x[c,d

] F(x,y)d(x,y).

Esta ultima integral podemos resolverla, teéricamente, como
dos integrales iteradas. Mas concretamente, podriamos plantear
la integral como

Figura 12.5 Integracién en re-
cintos de tipo 1

JAF(x,y)d(x,y) :J

~ a b _
aixied)’ ) AOY) = L (L F(X,J’)dx> dy,

pero no sabemos resolver la primera integral. Para conocer el valor de F(x, y) nos hace falta saber,

para cada valor de x, en cual de los tres tramos que puedes ver en la Figura 12.5 se encuentra la
variable y. Si planteamos la integral en el orden cambiado ya si que podemos:
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JAF(X’y)d(X’y) B J[a,h]x[c,d]

-

y, usando que en la parte superior y en la parte inferior del dominio la funcién F se anula,

b (rgx) _
= J J F(x,y)dy | dx.
a \Jfx)
Resumiendo, tenemos una forma de resolver las integrales en recintos de tipo 1, pero hemos

perdido la libertad de elegir el orden en que calculamos la integrales iteradas. S6lo uno de los
ordenes es posible.

~ b d ~
F(x,y)d(x,y) = L (J F(x,y)dy) dx

flx) _ gx) _ a
J F(x,y)dy+Jf F(x,y)dy+j ( )F(x,y)dy> dx

c (x) gx

Proposicion 12.8. Sean f,g:[a,b] — R funciones continuas. Consideremos el conjunto
A= {(x,y)e[kiz: a<x<bh, f(x)sysg(x)}.

SiF : A — R es una funcion integrable, entonces

b g(x)
fF(x,wd(x,y):j (f F(x,y>dy) dx.
A a f(x)

La integracion en recintos de tipo 2 se resuelve de manera similar intercambiando los papeles
de las variables.

Proposicion 12.9. Sean f,g:[c,d] — R funciones continuas. Consideremos el conjunto

A:{(x,y)e[RZ: c<y=<d, f(y)sxsg(y)}.

da ()
SiF: A — R es una funcion integrable, entonces IAF(x,y) d(x,y) = L (Lf(;/) F(x,y) dx) dy.

12.3 Integrales en dimensiones superiores

Integrales triples, teorema de Fubini con tres integrales...
FALTA

12.4 Cambio de variable
Enunciamos a continuaciéon la féormula del cambio de variable.

Teorema 12.10. Consideramos un abierto Q ¢ RN y una aplicacion g : @ — RN que verifica Teorema de cambio
las siguientes condiciones: de variable
i) g es inyectiva,
i) g€ Cl(Q),y
iii) det Jg(x) # 0, Vx € Q.
Es decir, g es un difeomorfismo de clase C! en Q. Sea ahora A c g(Q) y f : A — R una funcion
continua. Entonces se verifica

J Fx) dx =j F(g(®) 1detJg(t)] dt .
A g~(A)
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Cambio de variable a coordenadas polares en el plano

En este caso el abierto Q =] — mr, m[xXR* y la aplicacion g(p, 8) = (p cos 0, p sen(0)). Obsérvese
que el jacobiano det Jg(p,0) = p > 0. Entonces, si A C g(Q) y f : A — R una funcién continua, se
tiene que

J flx,y)d(x,y) = J f(pcos(0),psen(0)) pd(p,0) .
A g4

Observacion 12.11. Elintervalo | — 1, 1r[ se puede cambiar por cualquier otro intervalo abierto
de longitud 2. Por ejemplo, algunas veces utilizaremos el intervalo ]0, 27r[ sin entrar en mas
detalles.

Ejemplo 12.12. El area de un circulo de radio R se calcula integrando la funcién constatemente
1en

A:{(x,y)ele: x2+y2sR2}.

En coordenadas polares, A = {(p,0) € R*x] —m,[: p < R}. Por tanto

JA ld(x,y) = J:T (

Cambio de variable por traslaciones y dilataciones (homotecias) en el plano

R
Jo pdp) do =mR?. <

Consideramos ahora funciones de la forma g(x,y) = (ax + c,by + d) que, en el plano, repre-
sentan movimientos que se llaman homotecias. Consideramos a,b > 0y c,d € R. En este tipo
de movimientos, el jacobiano es det Jg(x,y) = a b; por lo que a la hora de calcular una integral
donde se efectiia este cambio, la formula que utilizamos es:

J f(u,v)d(u,v)=J flax +c,by +d)abd(x,y) .
A g1 (4)

Ejemplo 12.13. Calcular, por medio de una integral doble, el area del recinto limitado por una
elipse de ecuacion z—j + %’—j =1.
Consideramos el cambio de variable g(u,v) = (au,bv); es decir, las variables clasicas (x,y)
se transforman en x = au, y = bv y asi el recinto que nos daban, el limitado por la elipse, se
transforma en un circulo. En efecto,

32

2
Az{(x,y)eRz:zerbzsl} = g_l(A):{(u,v)eRZ:uerstl}.

Por tanto, Area(A) = L‘ ld(x,y) = L] labd(u,v) =1mab.<

“1(4)

Cambio de variable por traslaciones y dilataciones (homotecias) en el espacio

Analogamente a como hemos hecho en el plano, consideramos el cambio de variable que nos
va a permitir, o bien trasladar el sistema de referencia con el que trabajamos (traslaciones), o bien
dilatar o contraer el recinto de integracion (dilataciones); si bien, se pueden componer los dos
movimientos (homotecias). Concretamente, si a,b,c € R™ y &, B,y € R, se considera la siguiente
aplicaciéon

gu,v,w) =(au+ «,bv + B,cw +y) ,V(u,v,w) € R3 .
De esta forma, las variables cartesianas X, v, z se escribirian como
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X =au + «
y=bv+§p
zZ=cw+Yy

y, teniendo en cuenta que det Jg(u,v,w) = ab ¢, una integral triple a la que le aplicaramos este
cambio de variable quedaria como sigue:

J flx,y,2)d(x,y,z) = J flau+ o,bv + B,cw +y)abc d(u,v,w) .
A g1(A)

L, 2
Como ejemplo, calculamos el volumen del recinto acotado por un elipsoide de ecuacion % + % +
2
z

Zz = 1. Por tanto, el recinto con el que vamos a trabajar es

2 2 2
X v z
A=J(x,y,z) eR¥: = + ==+ =<1
Entonces, aplicamos el siguiente cambio de variable para transformar el elipsoide en una esfera.
Es decir x = au, y = bv, z = cw, y asi g~1(A) = {(u,v,w) eR3:ul+v2+w?< 1}. Como
consecuencia, el volumen que nos piden es

V(A) = J ld(x,y,z) = J abcd(u,v,w) = éTrabc.
A g1(A) 3

Cambio de variable a coordenadas cilindricas en el espacio

En esta seccion y en la siguiente vamos a presentar dos maneras de representar los puntos
en el espacio, ademas de en coordenadas cartesianas (x, Y, z). Estos sistemas de coordenadas
alternativos son particularmente adecuados para ciertos tipos de problemas como, por ejemplo,
el calculo de integrales multiples.

Comenzamos entonces con el cambio a coordenadas cilindricas. En este caso, dado un punto
del espacio (x, y,z) lo vamos a representar como sigue

x =pcos(0), y=psen(d), z=z

donde (p,0,z) € R*x] — m, w[XR y la funcién g(p, 0,z) = (x,y, z) tiene jacobiano p. En otras
palabras, para cada punto (x, Y, z), se representa la primer y segunda coordenadas en términos
de coordenadas polares y no se altera al tercera.

Para comprender por qué se usa el término coordenadas cilindricas, obsérvese que el lugar
geométrico formado por los puntos (p, 8, z) cuando p permanece constantemente igual a » es un
cilindro de radio 7.

Aplicando este cambio de variable al calculo de una integral triple, la formula del cambio de
variable nos dice que

L‘f(x,y,Z)d(x,y,z) = J 1(A)f(p cos(0),psen(0),z) p d(p,0,z) .
P
Fjemplo 12.14. El volumen del cilindro A = {(x,y,z) eR3: x2+y2<1, |z| < 1} es
™ 1 1
J ld(x,y,z) =J j j pdzdpdf = 2m. <
A - JO J-1
Ejemplo 12.15. La integral Jsz +y2d(x,y),con A = {(x,y,z) ER3: x2+y2 <2z z< 2}

se puede resolver mediante un cambio a coordenadas cilindricas. El conjunto A en coordenadas
polares es
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X2+ 92 <2z, 2<2 = p?<2z<4.

2 2
Por tanto IA x?+y2d(x,y) = fn (JO (Jpz/z p’ dz) dﬂ) do = %"- <

12.4.5 Cambio de variable a coordenadas esféricas en el espacio

Las coordenadas esféricas se basan en la misma idea de las coordeandas polares: para fijar
un vector en el espacio es necesario y suficiente con saber su longitud (mo6dulo) y hacia donde
apunta. Para esto ultimo, ahora necesitamos dos valores: azimut y elevacion. En otras palabras
necesitamos indicar el angulo con respecto a la horizontal y a la vertical. Con respecto al primero
de dichos angulos, la convencion es la estandar: medimos a partir de la parte positiva del eje O X.
Con respecto a la elevacion, no hay acuerdo entre los diversos autores, pero las mas usuales son
las llamadas geograficas y las que nosotros llamaremos simplemente coordenadas esféricas. En
las geograficas, la elevacion se mide a partir de la horizontal y, en las esféricas 1o comenzamos a
medir desde “el polo norte” (observa la Figura 12.6). Por lo demas, no hay mayor diferencia entre
unas y otras.

Coordenadas esféricas Coordenadas esféricas geograficas

Figura 12.6 Coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas,

a) p es la distancia desde (x, vy, z) hasta el origen, esto es, p2 = x2 + y2 + z2 |

b) 0 es la coordenada cilindrica 6, es decir, el angulo comprendido desde la parte positiva del eje
OX hasta el segmento que une el origen con el punto (x, y). Por tanto, 6 €] — m, 1r[.

¢) ¢ es el angulo comprendido desde el eje OZ al vector de posicion del punto (x,y, z), hasta
este vector. Es decir, 0 € ]0, 1r[.
Un punto del espacio (x, v, z) lo representamos como representar como sigue

x = p sen(¢) cos(0),
¥y = p sen(¢) sen(6),
z = p cos(g),
donde (p,0,¢) € RTx] — 1, 17T[X ]—% %[ y la funcion g(p, 0, ¢) = (x, v, z) tiene jacobiano (en

valor absoluto) p2 sen(¢) > 0.
Por otro lado, las coordenadas esféricas geograficas en el espacio son (p, 0, ¢) donde:
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a) p es la distancia desde (x, y, z) hasta el origen, esto es, p2 = x2 + y2 + z2 .
b) 0 es la coordenada cilindrica 6, es decir, el angulo comprendido desde la parte positiva del eje
OX hasta el segmento que une el origen con el punto (x, y). Por tanto, 0 €] — m, 7t[°.
) ¢ es el angulo comprendido desde la proyeccion del vector de posicion del punto (x, y,z) en

el plano z = 0, hasta este vector. Es decir, 8 € ]—%, LS [
De esta forma, dado un punto del espacio (x, y, z) lo vamos a representar como sigue

x = p cos(¢) cos(0),
v = p cos(¢) sen(0),
z = p sen(¢),

donde (p,0,¢) € RTx] — n,n[x]—%,%[ y la funcion g(p,0,¢) = (x,y,z) tiene jacobiano
p2 cos(¢p) > 0.

Ejemplo 12.16. Calcular el volumen de la esfera A = {(x,y,z) eR3: x2+y24+x?2< RZ}.
En coordenadas esféricas nos queda

J ld(x,y,z) = J J sz p?cos(¢p) d0dpdp = %WR3. <

12.5 Aplicaciones

FALTA

12.6 Ejercicios

Ejercicio 12.1. Calcular las siguientes integrales:

2

? I[ 21x [0111(2 +)2y)d(x,y) .[OTI’/Z x[omzlsei(x +3)/)d(x,y)
Al _dxyz)

b [3,41x[1,2] (x+7)? [0,11x[0,11x[0,1] (1+x+y+2)3
X _dxy.z)

© JOl 1x[0,1] Tiyzd (X, ) Jm 1x[0,11x[0,1] \/T+x+y+z

d) M

[0,1]1x[0,1] (T+x+¥)?

Solucion 12.1.
a) La integral vale

IS

2 1 2
J (x2+2y)d(x,y)=J (J x2+2ydy) dx=j x% +1dx =
[0,2]x[0,1] 0 0 0

b) La integral es
d(x,y) JZ (F dx ) (25)
e = ——]dy=1
j[3,4]><[1,2] (x+»)2 )1 \Us (x+yx)2 Y=o

¢) La integral es

1 1 xz
LOHX[OH 1+y2d(x )= 4[0 ( 0 1+2 dx) =1z

5 Aligual que en el cambio a coordenadas polares, se puede elegir cualquier otro intervalo de longitud 27T
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. ax,y) _ 4
d) Laintegral es I[O,I]X[O,l] Trxiy)? = In (g)
e) La integral es J[o /21X[0.7 /2] sen(x + y)d(x,y) = 2.
- dx,y,z) _ 1 32
D Laintegral es J[O,l]X[O.l]x[O,l] (Q+x+y+2)3 — ?11’(?)'
. dx,y,z)  _ 8
g) La integral es J[O,l]x[o,l]x[o,l] Nizzzs el (31 +12/2 - 27\/3)

Ejercicio 12.2. Calcular las siguientes integrales:

Jo (L x+y)2)dx Jo ( - yxdx) dy

b) L (Jl/x ?dy) dx g Jo (Io (fol_x_y xyzdz) dy) dx

C) J.ES (.[52_4()( + 2y)dx) dy h) JZ (Iz\/,? (I ax—y? Xdz) dy) »
2 (1 o \Jo 0

d) 0 (Jsen(ﬂ) ’Vd’l’) dp

e) J:/jz ( 03cos(p) r2 senz(p)dr) dp

Solucion 12.2.

Jo (L X+y>2)dx ln(%>.
b) L (le/x yzdy) dx = 3.
) J (fy24x+2y dy =

21T 1
d) (Len(p) dr) dp-T

/2 3cos(p
2 2 _ 12
e) J"/2< r sen (p)dr)dp— =

10-y _ 392
Jo ( dx) dy = 5=,
1, —
g) Io ( ( * yxyzdz) dy) dx = %0.

4x— y2
h) JOZ ( ( xdz) dy) dx = M%.

252

\_/

0

Ejercicio 12.3. Calcular las siguientes integrales.

o [y (117 s ar) ax O [ (120 5 ) ax
2 2 eX
b) Joﬁ <I_\j\/47%y dx) dy e) Io (L dy) dx

C) Jol (JZy cos (x ) dx) dy

Solucion 12.3.
a)

2 X 1 2 Y=TTX 2
J J — dydx = J [arctan(y)] dx = J (arctan(rrx) — arctan(x)) dx
0 Jx ye+1 0 y=x 0

2 2
= L) arctan(mrx) dx — Jo arctan(x) dx.

Vamos a calcular, por partes, cada una de las integrales por separado.
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2

2 2
Jo arctan(x) dx = [x arctan(x)]O -

JZ ~ X _dx = 2arctan(2) — [llo 1+ xz)]
0o 1+x2 B 2 8 0

= 2arctan(2) — %log(S),

Jz arctan(mrx) dx = [X arctan(rrx)] -0 J X
0 a 0 0 1+ (1rx)2

1 2
= 2arctan(27m) — [Elog(l + ('rrx)z)]O

log(1 + 412)

= 2 arctan(2m) — o

Entonces el resultado final es:

log(1 + 412)

I L 2+l dy dx = 2arctan(21r) — 2 arctan(2) + Elog(S) — o

b) La integral vale

Ja-2y? V2 1 V2 8
= A4 — 272 == —2y2)3/2 =2
J J_ 5 xdy Jo 2y\4 -2y=dy 3 [(4 2y°) ]0 3"

¢) Para poder calcular una primitiva de f(x,y) = cos(x?) vamos a cambiar el punto de vista a la
hora de describir el recinto de integracion:

fx, ) eR?:0<y=<1,2y<x=<2]={(x,y)eR?:0=x=<2,0=y=<x/2}

Jol Jj cos(x?) dxdy = J' (JX/Z COS(XZ)dy> dx
y
:Jo g cos(x*) dx = % [Sen(Xz)](z) = Serzllﬁ.

d) Igual que en el apartado anterior, invertimos el orden de integracion:

Entonces

{(x,y)e[Riz:Osxs& WsysZ}:{(x,y)eRZ:Osy52,05x5y3}.

8 3/x 1 2 3 1
Jo (Jo y4+1dy> dxzjo (Jo ¥+l dx) 4y
log(17)

2
j y4+1 dy = ; [log* + 1) = &

2 [ rex 2
e) Jo (Le dy)dx=fo(ex—l)dx= [ —x]o =e% - 3.
Ejercicio 12.4. Calcular las integrales

2 (2
a) Io (I 2 sen(xy)dy) dx, d) 1(

0
o 7 (172 )

Q) Jo (Jyx eXy dx) ay,

Por tanto,

Jm

o (x2 + y2?) dx) dy.

Solucién 12.4.
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a) Para calcular la integral permutamos el orden de integracion:

Jj (ijz sen(xy) dy) dx = JOZ (Joy y? sen(xy) dx) dy
= J'O2 y (J?y sen(xy) dx) dy

=e Jozy [ — cos(xy)]xzz dy

X=

2

2 2\ 72
- _ 2 _|ye sen(y?) | _, sen(4)
_Joy[l cos(y )]dy—[z 5 ]0_2 _

b) Cambiamos el orden de integracion:
™ ™ ™ y ™ ™
J (J sen(y)dy) dx=J <J sen(y)dx) dy=J Mydyzj sen(y)dy = 2.
0 x y 0 0 0

0 y Y
¢) Invertimos el orden de integracion para poder resolver la integral,

1 1 1 X 1 X
J (J x2 XY dx) dy =J (J x2 XY dy) dx = J x (J x eXY dy) dx
0o \Jy o \Jo 0 0

1 1
= xexyyfxdx=Jxex2—1 dx
Jo [ T30 0 ( )

1

1
=J xeXdx - = =
0

e
- -1
2 2

d) El recinto de integracion es
Az{(x,y)e[RZ: Osxsl,OSysvl—xz}:{(x,y)e[RZ: x2+y231,x20,y20};

por tanto aplicamos el cambio de variable a coordenadas polares, teniendo en cuenta que el
recinto A cambiado a polares es

gl = {(p,@) 1:0<0<
Aplicando el teorema del cambio de variable:

/2
J (x?+y?)d(x,y) = J p3d(p,0) = J ao | pdp=
A gt 0 0

“1(A

Ejercicio 12.5. Sea f:A — R, calcula su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) = 1 siendo A la regién limitada por y?2 = x3, y = x.

b) f(x,y) = x? siendo A la region limitada por xy = 16,y = x, vy = 0, x = 8.
o flx,y)= e siendo A la region limitada por y2 = x, x =0, y = 1.

d) fix,y) = ﬁyz siendo A la region limitada por v = XTZ Yy = Xx.

Solucion 12.5.
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a) El recinto de integracion A se puede escribir asi:

lo-—-—-----"-=-=-=-=--

Az{(x,y)e[Rz:Osxsl,x3/zsysx} |

I

I

Entonces la integral nos queda y=X :
1 rx :

— — I

JAf(X,y)d(x,y) _Jo LS/Z ldydx = 5 = AT

! 3/2 1 |

Jo(x—x )dle—o. 1

b) El recinto donde integramos es union de otros dos: A = A; U A,
donde

A1={(X,y)€[R2:Osxs4,Osysx},

AZZ{(X,J/)GRZ:élﬁsz,Osyg%}.

N
e
(@)}
o

Por tanto la integral es suma de otras dos, esto es

Lf(:c,y)d(x,y):j f(x,y>d(x,y>+j Fl, ) d(x,y)

J J x dydx+J J X2 dy dx

=J0x dx+f 16x dx = 448.

¢) El recinto donde integramos es:

A={(x,y)eR’:0<y =<1, 0=<x <y?}

Por tanto la integral es

JAf(X,J’)d(X,y) =J01 dyj;ze; dx

1
=JO (ve¥ —y) dy = 4.

Pt — = — o — —

d) El recinto donde integramos es: )
x? !
= (x,y)ele:Osxsz,7sysx . !
I
I
Por tanto la integral es E
I
d dyd Y= |
Jf(xy) (x,y) = JJZ/ZmyX 4 2 !
= XT :
5 dydx s
.[ JxZ/Z 1+ Y 2

1 X
- y)]
= t = a
Jo [arc an(x 2 y

1 X
.[0 arctan(1l) — arctan (5) dx

m_ arctan (l) +1n <E>
4 2 4/
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Ejercicio 12.6. Calcula los siguientes volumenes:

a) Volumen del sélido limitado superiormente por z = x + y e inferiormente por el tridngulo de
vértices (0,0), (0,1) y (1,0).

b) Volumen del solido comprendido por el paraboloide de ecuaciéon z = x2 + y?2 e inferiormente
por el disco unidad.

Solucion 12.6.

a) El recinto A en donde integramos esta definido por las condiciones 0 < x <1,0 <y <1 - x,
1 1- +
0 <z < x + . Por tanto el volumen es V(A) = Jo dx Jo * dy (j( Y dz = %

b) El recinto donde integramos es el siguiente:
A:{(x,y)e[RZ: “l<x=<1, V1-x2<y<+1-x2 Oszsx2+y2}.

1 N 242
El volumen es V(A) = Ll dx LﬂfT dy (;C Yz = 5.

Ejercicio 12.7. Sea D el conjunto delimitado por x2 — y2 = 1, x2 — y2 = 4, x2 + y2 = 9,
x2 4+ 92 = 16 en el primer cuadrante. Utilizar el cambio de variable u = x2 — y2, v = x2 + 2 para
calcular JD xyd(x,y).

Solucion 12.7. Consideramos el recinto
D:{(x,y)e[RZ: l<x?-y%2<4 9<x’>+y2<9, x, yzo}.

El cambio de variable propuesto es g(u,v) = (wl%,,/vgu), y el determinante de su matriz
. . 1 . . .
jacobiana es TR Entonces, aplicando el teorema del cambio de variable

2 _ 42
j xyd(x,y):j viou L )
D

g1 (D) 2 4v2 —u?

El recinto donde integramos ahora es g~ (D) = {(u,v) eER2: 1<u=<4,9<v< 16} .Y la inte-

gral es
1 40161 21
—d(u,v =J’ —dv |du=—.
Jg-l(D) 8 ( ) 1 < 9 8 ) 8

Ejercicio 12.8. Utilizar el cambio a coordenadas polares para calcular las integrales de las si-
guientes funciones en los recintos que se indican:

a) f(x,y) =41-x2-y2, A=B((0,0),1)

b) f(x,v) =+x2+y2 A=1[0,1]x[0,1]

o flx,y)=y,A= {(x,y) €B((3.0.3): ¥ = 0}

d) f(x,») =x*+¥% A=B((1,0),1)

e) f(x,y)=x%+y2 A= {(x,y) eR%2: 4<x?+y2 39}

Soluciéon 12.8.
a) Si cambiamos a coordenadas polares el recinto A nos queda:
O0<p=<l
x2+y2<1 = p
-—m<0=<T

La integral entonces es:
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™ 1
L\wll—xz—yzd(x,y)=J Jop\u—pded@:%".
-1

b) Trasladamos las condiciones del recinto A a coordenadas polares:

0<x<1 — 0<pcos(0) <1
O0<y<l1 0<psen(d) <1

De lo anterior se deduce que 0 < 0 < % y que la acotaciéon de p depende de si 0 < % 0sif > %,
es decir:

™ 1
Os@sz = 0<pscos(9)
T T 1
ZSQSE = 0<pssen(9).

Por tanto, a la hora de calcular la integral, como el recinto ha quedado descompuesto en la
union de otros dos, obtenemos una suma de integrales. En efecto:

w/4 r1/cos(0) /2 r1/sen(0)
J X2+ v2d(x,y) =I J p2dp d9+I J p2dpde
A 0 0 /4 Jo

:é [2ﬁ+ In (cos(%)) +1n (1 + %)]

—é [m (Cos(%) - sen(%))] ~ 0.765196.
¢) En primer lugar hacemos una traslacion de los ejes de la forma: x —1/2 = u, y = v. Llamemos
B al conjunto que se obtiene al hacer este primer cambio de variable, es decir

B:{(u,v)eﬂ&z: u2+v2s%,v20}

Ahora aplicamos el cambio a coordenadas polares y nos queda que

- 0 0 OSPS%
(u,v) = (pcos(P), psen(9)) €B = 3, ,

con lo que la integral se resuelve asi:
m r1/2 1
j yd(x,y)=J vd(u,v)=J J p2sen(0)dpdo = — .
A B 0 Jo 12
d) Cambiamos a coordenadas polares:

(X—1)2+_’)/2S1 — X2+_')/2S2X<:> {OSpSZCOS(Q)

—m/2<0<T1/2
Calculamos la integral:
,[A(XZ +y3)d(x,y) = J_"T/jz L)Zcos(e)p3dpd9 _ 3;1.
e) Cambiando a coordenadas polares:
4<x’+9°<9 = {_izpesjn

3
La integral nos queda L‘(x2 +y2)d(x,y) = LT:T de Jz p3dp = 657".
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Ejercicio 12.9. Calculese la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y)=xy1-x2-y2 A= {(x y)ERZ: x2+y2 <1, x,y 20}

b) f(x,y) =eX/Y, A= {(x y)ER?: yd<x<y }

o fx,¥) =x?+ 2,

d) f(x,¥) = (x*+y )
e) fx,y) =x?+y%,

{(xy)e[RZ:x2+y s2y,x2+y251,x20}

Mw ”

={(xy)e|R{2.x<y,x+yzl,x2+y2s1}

)
)
) ,A

) A={x,y) eR?: (x2+y?)? <4(x? - y?), x = 0}

Solucion 12.9.
a) Utilizando el cambio a coordenadas polares

L xy1—-x2—-y2d(x,y) = Jn/z <J p2cos(0)4/1 — p2 dp) ao
= (JOTF/Z cos(0)d ) (I 2\/gdp)

b) La integral es

2

1 y _
J XY d(x,y) = J (J X1y dx) dy = 3-e
A 0 3 2
c) Aplicamos el cambio a coordenadas polares:
24+ y? <2y 0 <p < 2sen(0)
x2+y2<1 = 0<p=<l
x=0 0<0=<7%

Por tanto, debe verificarse a la vez que p < 1y p < 2sen(0) o, lo que es lo mismo, que
p <min{l,2sen(0)}. Usando que sen(f) = % para 0 = %, es inmediato comprobar que

2sen(f), sif <

min {1,2sen(0)} = {1 5i0>

l3ald

En consecuencia,

) 5 - /6 2sen(0) 5 /2 _E_L\E
JA(X Ty )d(x,y)—JO Jo prdp d9+J Jp ap ) do 3 16 °

d) Pasamos a coordenadas polares:

x<y p cos(0) < psen(0) T _g<m
x+y=21 t < {p(cos(0) +sen(9)) =21} < { oo
Meyle1 0<p=<1 Ts(0)+sen@) =P =1
La integral queda
/2 1
j (x2+ %) 1 d(x,) =J (J . p‘zdp> a0-1-T.
A /4 \J Gs@resentor 4

e) Cambiamos el recinto a coordenadas polares:

pt < 4p? (cosz(e) - sen2(9)) } {pz <4 (cosZ(G) - senz(e))
—
p cos(0) =0

De la primera acotacion se deduce que cos(260) = 0y por tanto las coordenadas polares quedan
acotadas asi: —% <0< %, 0 < p < 24/cos(20). Por tanto la integral es:
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s 2./cos(20)
J’A(x2 +y2)d(x,y) = J: (J p3 dp) ao

e}

4
1 2
== cos<(20) do
4]z

do = -

_qu 1 + cos(40) T
4 -z 2 16°

Ejercicio 12.10. Calcular el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:
a) A= {(x,y,z) eR¥: 0<z=<4-y2? Osx36}

b) A:{(x,y,z)e[R3: JX <y <2x, 05259—x}

c) A= {(x,y,z) ER3: x2+y2 <22 x2 492422 SZZ}

Solucion 12.10.

6 (2 4-y2
a) La integral es JA ld(x,y,z) = Jo J—z Jo Y ldzdydx = 96.
b) La integral es

9 r9-x (2x 9 r9—x 9 324
J J J 1dydzdxzf I \/Edzdx=J 9—-x)V/xdx =—.
0 Jo JxX 0 Jo 0 >

¢) Cambiando a coordenadas cilindricas, el dominio se transforma en

X2+ y2 <2 X2+ 9?2 +2° <2z = pzsmin{zz, 22—22},

con lo que z € [0, 2] y es facil comprobar que

z si0<z=<1
. /2 ) :{ ’ )
mln{z, 27z } N2z —-22, sil<z<?2.

Por tanto, la integral es

21 2 min{z, \/22—22}
J ld(x,y,z) :J J J pdpdzdf
A 0 0Jo

e (t(e 2 (V2z-2* 1 1\ s5m
=J J J pdpdrrj J pdpdz d9:2n<7+7)=—_
0 0Jo 1Jo 2 3 3

Ejercicio 12.11. Calculese la integral de f: A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y,z) =2z, A= {(x,y,z) eR3: x2 + y{ + % <1l,z=> 0},
b) f(x,v,z) =z, A= {(x,y,z) eR3: x2+y2 <22 0=<zx< 1},
o fx,y,z)=(x+y+2)°2 A= {(x,y,z) eR3: x2+y24+22<1,x2+y%2+22< 22},

)
)
d) f(x,y,2) = zy,/x2 +y2,A:{(x,y,z)e[R3: 0<z=<x2+y2, Osysm},
e) f(x,y,z):z,A:{(x,y,z)e[R@: x2+y2 422 <2, x2+y232},

f) f(x,y,z) =2z(x2+y?%), A= {(x,y,z) eER3:0<z z2<x2+y2%2< 1}.

Solucion 12.11.
a) Hacemos el cambio de variable X = x, Y = % Z = % y obtenemos que

JAzd(x,y,z) = JB6Zd(X,Y,Z),

donde B = {(X, Y,Z): X2+Y2+72<1,7> 0}. Ahora podemos aplicar un cambio a coorde-
nadas esféricas:
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X = p cos(¢) cos(0), Y = p cos(¢p) sen(0), Z = p sen(¢),

1 2
Y, por tanto, GJB Zd(X,Y,Z) = Ern Io Jon/ p3 sen (¢) cos (¢p) dpdpd6 = 37"
2 1 oz e
b) En coordenadas polares, L‘zd(x,y,z) = Jo Io Io zpdpdzd0 = 7.

¢) Cambiamos a coordenadas cilindricas, aunque se puede resolver también mediante un cambio
a coordenadas esféricas. El dominio se transforma en

x2+y2+22s1,} {pzsl—zz,
—

2 - 2 2
x2+y24+22<2z2 pzs2z—zz}(:)p smln{l z%, 2z Z}'

De aqui se deduce que z € [0, 1] y es facil comprobar que

N2z—-22, si0<z<
min {\/1 — 22 2z —22} =
V1-22, sig

(12.1)

Por tanto,

[ fervoacra=[" [ Em{ﬁﬁ}

21 1/2 p2z—22
= J J J p (p(cos(0) + sen(0) + z)2 dpdz
0 o Jo

p (p (cos(0) + sen(0)) + z)? dpdzdo

1 V1-22
+ L/z Jo p (p(cos(0) +sen(0) + z)Z dpdz | do.

Aunque larga, no quedan integrales excesivamente dificiles. ;C6mo quedaria en coordenadas
esféricas?

d) Cambiando a coordenadas cilindricas, las condiciones que definen el dominio son

0<z<x2+y2 0<z=<x?+y% 0 <z=<p?
< ; 0<x?+y2<2x,{ < 10<p<2cos(0)
<y <\2x - 2} = ; ,
R O=<y 0 < sen(0)

. /2 2cos(0)
La integral es Jo 0

/2 2cos(0) pp? 1 (/2 2 cos(0)
J J J zp3sen(0) dzdpdo = = J J p>sen(0) dpdo
o Jo 0 2Jo Jo

2
Lf zp3sen(0) dzdpdf = %.

16 (/2 6 16
= ?jo sen(0) cos®(0) do = o1
e) En coordenadas cilindricas el conjunto A se escribe de la forma

x2+y2 422 <2,

ryles } — pzsmin{z, 2—22}.

De donde se deduce que z € [0,+/2] y, en ese intervalo

JZ, si0 < zl,
. —z2l =
mln{ﬁ1 \/ﬁ} {\/ﬁ sil<zy2.

Por tanto, la integral nos queda
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21 /2 min{ﬁ, \/2—22} 21 1 0z
J J J zpdzdpd = Jo (Jo Jo zpdpdzd®

V2 N2-22
+ J L) pzdpdz | do
1

_10+8v2
24

0 0 0

f) Cambiando a coordenadas cilindricas, el conjunto A se escribe de la forma

={(p,0,2) e R"x]0,2m[ xR: 0 <z <p <1}.

EJERCICIOS

Podemos, por tanto, escribir p en funcién de z o z en funcién de p. De la primera forma nos

queda la siguiente integral

2w 1 1
JA 2z(x% + yz) dx,y,z) = J J J 22p3 dpdzd6
21 21 1
J J z-2z° dzd9 J fdQ——

Comprueba tu el resultado calculando la integral de la segunda forma.

Ejercicio 12.12. Calcular el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:

a)Az{(x,y,z)e[I@: x2+yzszsqlx2+y2}
b)A={(x,y,z)e[R3: %*’%51’0525‘/ z+i’f}
C)A={(X,y,2)€|R3: 0<z=x?+y2 x+y=<1, x,yzo}

d)A={(x,y,z)e[R3: 0 <z <+x2+7y2, x2+y252y}

Solucion 12.12.
a) Cambiando a coordenadas cilindricas, las integral es

2 1 rp 2 1 1 1
J 1d(x,y,z)=J J j pdzdpd9=j J (pz—p3) dpdf =21 (7_7
A 0 Jo Jp2 o Jo 3 4

b) En primer lugar, realizamos el cambio de variable X = g Y = %, Z =z, con lo que

J'Ald(x,y,z) = JBabd(X, Y,Z),

)-%

donde B = {(X Y, Z)eR3: X2+Y2<1,0=<z=<VX2+ YZ}.Ahora, un cambio a coordenadas

cilindricas nos permite resolver esta integral:

21
J 1d(x,v,2) —abJ' 1d(X,Y,2) —abJ J J pdzdde—?ab

c) Laintegral es

1 rl-x x2+y2 1
J 1d(X,y,z):J J j ldzdydx = =.
A 0 Jo 0 6

d) Si escribimos el dominio en coordenadas cilindricas tenemos que
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Oszs\/x2+y2,} - { z<p,

x2+y2 <2y p < 2sen(0)

y, por tanto, la integral que nos queda es

™ r2sen(0) p 32
J I J pdzdpdo - >2.
0 Jo 0 9

12.6.1 Ejercicios complementarios

Ejercicio 12.1. Sea f: A — R, calcular su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) = x siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (0, 1).

b) f(x,y) = x siendo A laregion limitada por larecta que pasa por (0, 2) y (2, 0) yla circunferencia
de centro (0,1) y radio 1.

Ejercicio 12.2. Sea f:A — R, calcular su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) = xy? siendo A la region limitada por y2 = 2x, x = 1.

b) f(x,y) = xy siendo A la regiéon limitada por la semicircunferencia superior (x — 2)2 + y2 =1
y el eje OX.

¢) f(x,y) =4 — y? siendo A la region limitada por y2 = 2x y y2 = 8 — 2x.

d) f(x,y) = e** siendo el conjunto A el triangulo formado por las rectas 2y = x, x = 2 y el eje x.

Ejercicio 12.3. Calcular los siguientes volimenes:

a) Volumen del so6lido limitado superiormente por z = 2x + 1 e inferiormente por el conjunto

{6, y)eR2: x2+(y-1)2<1}

b) Volumen del sélido limitado superiormente por z = 4 — 2 — %xz e inferiormente por el disco
A={x,y,0eR: x2+ (y-1? <1}

Ejercicio 12.4. Calculese la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y)=E(x+y), A= {(x,y) ER?: 0<x <2, OsySZ—x}

b) f(x,y)=e§%, A={(x,y)eR%2: x, =20, x+7y <2}

o f(x,y)=x,A= {(x,y) eR?: x2+ 92 < Zx}

Ejercicio 12.5. Calculese la integral de f: A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y,z)=2z% A= {(x,y,z) eR3: x2+y24+22<R? x?2+y2+22 < 2Rz}

b) f(x,y,z) =+x2+y2+22, A= {(x,y,z) ER3: x2+y2<z< 3}

Ejercicio 12.6. Usando coordenadas esféricas, determina el volumen comun al interior de una
esfera de radio a y al interior de un cono con vértice en el centro de la esfera y angulo «, esto es,

SL(x,y,z) ER3: x2+y%2+2%<a’ z=+x2+y2 cotan(cx)}.

Ejercicio 12.7. Calcular el volumen del conjunto

{(x,y,z)e[R@: x2+yzs4zz, x2+y2+2255, 0 <z}
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Funciones

A

La idea de funcién aparece por todas partes: cada persona tiene una edad o un niimero de hijos
0 una cantidad de dinero en el bolsillo. No necesariamente tenemos que referirnos a nimeros,
podemos decir que cada persona tiene, o tuvo, un color de pelo, una marca de coche, etc. El

formalismo de las funciones nos permite tratar todas estas situaciones de la misma forma.

A.1 Definiciones

A.1.1 Dominio, rango e imagen

Definicion A.1. Una funcion f: A — B es una regla que a cada elemento a de A le asocia un
unico elemento de B. Al conjunto A se la llama dominio de la funcién y a B se le suele llamar
codominio. No hay que confundir el codominio con la imagen de la funcion que es conjunto

f(A)={beB: da € Atal que f(a) = b}.

La preimagen de un elemento b de B son aquellos elementos de A cuya imagen es B. Utiliza-
remos la siguiente notacion

flb)y={acA: fa)=b}.

Por extension, también se puede hablar de la preimagen de un conjunto. Si By C B, la preimagen
de By es

fYBo)={acA: f(a) € By}.
La grafica de la funcion es el conjunto Gr(f) = {(a,b) € AXB: f(a) = b}.

Observacion A.2. La definicion de funcién incluye tres cosas obligatoriamente: el dominio, el
codominio y la regla que a cada elemento del dominio le asocia uno del codominio. En ocasiones
abusaremos del lenguaje y hablaremos, por ejemplo, de la funcion f(x) = +/x + 1. ;Qué queremos
decir? Sélo tenemos la regla que define la funcion. ;Cuales son su dominio y su codominio? Su
dominio natural es el mayor conjunto donde la definicién tiene sentido. En nuestro caso seria
{x eR: x = -1} y el codominio es simplemente la imagen de la funcion. En general y salvo que
se diga lo contrario, en ausencia de un dominio explicito nos referiremos al conjunto donde tiene
sentido la definicion de la funcion.

Ejemplo A.3. Consideremos la funciéon f : [0,317] — R definida como f(x) = cos(x).

A

Figura A.1 Grafica e imagen de la funcién coseno
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a) Su dominio es el intervalo [0, 3717]

b) Su codominio es todo el conjunto de los nimeros reales aunque podriamos haber puesto
cualquier conjunto mas grande que el intervalo [—1, 1] (su imagen).

c) En la Figura A.1 hemos representado en azul la grafica de la funcién, esto es, el siguiente
subconjunto del plano

{(x,cos(x)): x €[0,31]}.

d) La imagen de la funcion son los valores que toma. En este caso, la funciéon coseno toma todos
los valores entre —1 y 1 (en rojo en la figura anterior).

e) La preimagen de un valor puedes ser unica, pueden ser varios elementos o vacia. En nuestro
caso, al ser la funcion perioédica, la preimagen nunca es inica. Por ejemplo,

f71(1) = {x €[0,3m]: cos(x) =1} = {0, 2},

en cambio, f~1(2) = &, ya que la funcién coseno nunca vale 2.
f) ;Cuando es la funcion positiva? Por definicion, cuando el valor de la funciéon es mayor estricta-
mente que cero:

- . _ T ST >T
F£710,+[) = {x €[0,37] : cos(x) > 0} —]0, 5 [u] ,

Observa que en este caso £~ (]0, +oo[) = f~1(]0,1]). «

Ejemplo A.4. Uno de los ejemplos mas frecuentes de funciones con los que nos encontramos
son las sucesiones. En el Capitulo 3 ya hemos hablado de ellas. Una sucesion es una funcion cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros naturales. Si el codominio es el conjunto de los niimeros
reales, tenemos una sucesion de niimeros reales; si el codominio es el conjunto de los alumnos de
la clase, tendremos una sucesion de estudiantes, etc. Es importante resaltar que el hecho de que
el dominio sea N lo que nos da es una lista ordenada de elementos. Por ejemplo, la funcion

fN=-R, f(n)=2n
1-2
2~ 4

nos enumera el conjunto de los pares: el primer niimero par es el 2, el segundo el 4, etc. <

Ejemplo A.5. Todos los ejemplos hasta ahora han tenido sub-
conjuntos de R como dominio y codominio. Es por eso que todas
las representaciones las hemos hecho en el plano R2. La repre-
sentacion de funciones con mas variables en salida o en llegada
requiere mas dimensiones para la representacion de su grafica. En
la Figura A.2 tienes la representacion de la funcién definida en el

plano como Figura A.2 Grafica de una
coS (x2 i yz) funcién de dos variables

A E

No es sencillo visualizar en el papel funciones de mas variables ya que habria que representar
espacios con cuatro dimensiones o mas en el plano.
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A.1.2 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Definicion A.6.

a) Una funcion f : A — B es inyectiva si se cuample que no hay dos elementos distintos con la Funcién inyectiva
misma imagen, esto es, si x # y entonces f(x) = f(»).
b) Una funcién f : A — B es sobreyectiva si todo elemento tiene una preimagen, esto es, dado Funcién sobreyecti-
b € B existe a € A tal que f(a) = b. va
¢) Una funcion f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. Funcién biyectiva
Ejemplo A.7.

a) La funcién f : R — R definida como f(x) = x2 no es inyectiva ni sobreyectiva. Su imagen es
Rg. Por tanto, la funcion f : R — R{, f(x) = x2 es sobreyectiva. Ninguna de las dos versiones
es inyectiva: f(x) = f(—x). Si restringimos a los positivos o a los negativos, si. Por ejemplo,
f:R™ =R, f(x) = x2 es inyectiva.

No Si

2

Figura A.3 ;La funcion x- es inyectiva?

b) Las funciones periddicas no son inyectivas: el valor de la funcién se repite cuando avanzamos
el periodo, mas concretamente, si la funcion es T-periédica, entonces f(x) = f(x + T).
¢) La funcion exponencial y el logaritmo son inyectivas.

d) La funcion sen : [}—" %] — [-1,1] es biyectiva. <

Funcion inversa

Si f: A — B es una funcion inyectiva, la funcion inversa de f, a la que denotaremos {1, es la
funcién f~!: f(A) — A definida por f~1(f(a)) = a. En otras palabras, si la funcién f envia a en
f(a), suinversa deshace el camino y envia a f(a) de nuevo a a.

Conocemos muchas funciones inyectivas y, para algunas de ellas, también conocemos su inversa.
Por ejemplo, sabemos que la funcion exponencial y el logaritmo neperiano son inversas una de la
otra. ;Qué quiere decir esto? Simplemente que se cumplen las dos siguientes igualdades:

In(e?) =a y e® = p.
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2<

exponencial
i 1 / 1 I I I I I »
-4 -3-2-170/1 2 3 4 5 6 7

/
/
s/ -2 H{ logaritmo neperiano
v
/
/

Figura A.4 La funcion exponencial
y el logaritmo son inversas

Esto tiene una consecuencia en las graficas de las funciones. Mira la Figura A.4. Las graficas de
una funcién y su inversa son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

¢Como calculamos la inversa de una funcién? En teoria es sencillo: si v = f(x) es la funcion,
so6lo tenemos que cambiar los papeles de x e y. Tenemos que despejar x como funcién de y. Esto
es la teoria. Dependiendo de la funcion podemos estar ante un problema facil o uno imposible.
Veamos un ejemplo.
Ejemplo A.8. Consideremos la funcion
f(x) = x2 + x + 1, ;cudl es su inversa?
Como hemos dicho, tenemos que resolver
la ecuacion

foo) =x2+x+1
7/

y=x’+x+1

considerando como incognita x. Las solu-
ciones del polinomio x2 + x +1 -y =0

son
1+ /140 -y)
- 2
_-1x4y -3
- ===

Las dos soluciones provienen del hecho de
que la funcién y = x2 + x + 1 no es inyecti-
va. Si es inyectiva en cualquiera de los inter-
valos ]—oo, =]y [—1%,+oo[.EnlaFigura A.5
tienes las graficas de la funcion y su inversa
en cada uno de dicho es intervalos. <

Figura A.5 La funcién x2 + x + 1 y sus inversas
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A.1.3 Funciones pares e impares

Definicion A.9.
a) Una funciéon f : A — B es par si f(a) = f(—a) para cualquier a en A. Funcion par
b) Una funcion f : A — B es impar si f(a) = —f(—a) para cualquier a en A. Funcién impar

Figura A.6 Funciones pares e impares

Las funciones pares son aquellas cuya grafica es simétrica respecto del eje OY. En otras palabras,
si doblamos la hora por el eje vertical, ambos mitades coinciden. Para conseguir el mismo efecto
con una funcién impar tienes que doblar primero respecto por eje vertical y, en segundo lugar, por
el eje horizontal.

Ejemplo A.10.
a) Las funciones f(x) = x< o cos(x) son pares.
b) La funcion f(x) = x3 o sen(x) son impares. <

2

A.1.4 Funciones periddicas
Definicion A.11. Una funcion f : R — R es periodica si existe algun namero real T tal que Funcién periodica

f(x) = f(x + T) para cualquier x real. A cualquiera de esos valores se le llama un periodo de
la funcion. El periodo fundamental, w, es el menor de todos ellos, o sea,

w=inf{T: f(x)=f(x+T), Vx € R}

Figura A.7 Funcion periodica
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Ejemplo A.12. Las funciones seno y coseno son periddicas con periodo 27 (o cualquier multiplo
entero de 2m). El periodo fundamental de la tangente es 1. El caso trivial son las funciones
constantes: son periodicas con cualquier periodo. Por tanto, su periodo fundamental es cero. <

Acotacion

Para las nociones de acotacion, necesitamos hablar de cuando una funcién vale mas o menos.
Para eso necesitamos tener un orden en el rango de la funcion y este es el motivo de que hablemos
de funciones con valores reales.

Todas las definiciones que siguen trasladan una propiedad de conjuntos a la imagen de la
funcion.

Definicién A.13. Sea f: A — R una funcion.

a) Diremos que la funcion f esta acotada superiormente si su imagen, f(A), lo esta. En otras
palabras, f esta acotada superiormente si existe un namero M tal que f(a) < M para
cualquier elemento a de A.

b) Diremos que la funcion f esta acotada inferiormente si su imagen, f(A), lo esta. En otras
palabras, f esta acotada superiormente si existe un namero m tal que f(a) > m para
cualquier elemento a de A.

c) Diremos que la funcion esta acotada si lo esta superior e inferiormente.

M

Figura A.8 Funcion acotada

Ejemplo A.14. Las funciones seno o coseno estan acotadas. En cambio ningin polinomio, salvo
los constantes, es una funcién acotada en R. <

Una vez que tenemos un conjunto acotado, podemos hablar de maximo y supremo.

Definicion A.15. Sea f: A — R una funcion.

a) Diremos que la funcion f tiene maximo si su imagen, f(A) lo tiene. Diremos que f alcanza
su maximo en ag € A si f(a) < f(ao) para cualquier a € A.

b) Diremos que la funcion f tiene minimo si su imagen, f(A) lo tiene. Diremos que f alcanza
su minimo en ag € A si f(a) = f(aop) para cualquier a € A.

Observacion A.16. Ya sabemos que un conjunto acotado superiormente tiene supremo. No
podemos decir lo mismo con respecto al maximo. Hay conjuntos que tienen supremo pero este no
se alcanza. Piensa, por ejemplo, en los intervalos abiertos. La misma situacién se puede dar con
funciones. Por ejemplo, la funciéon f :]0,1[—]0, 1[, f(x) = x esta acotada, pero no tiene maximo
ni minimo.
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A.1.6 Funciones monotonas

Definicion A.17.
a) Una funciéon f : A € R — R es creciente (resp. decreciente) si Funcion creciente

x<y = f(x)=< f(y) (xesp.f(x) = f(¥)).

b) Una funcién f: A € R — R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) si Funcion estrictamen-
te creciente

x <y = f(x)<f(y) (resp.f(x).> f(»))

En general, diremos que una funcién es monaotona si es creciente o decreciente y diremos que
es estrictamente monaotona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Observacion A.18.
Hay veces que los nombres nos pueden inducir a
error y este es uno de esos casos. La idea intuitiva

que tenemos todos es que una funcion creciente es 3
aquella que tiene una grafica ascendente. En reali-

dad eso es una funcién estrictamente creciente. 2
Una funcién constante es creciente (y decreciente). 1

La expresion correcta deberia ser que una funcion
creciente es aquella cuya grafica “no baja”.

Monotonia e inyectividad

Se deduce directamente de la definicion de funcion estrictamente monéto-
na que puntos del dominio distintos tienen imagenes distintas. En parti- 3

cular, las funciones estrictamente mondtonas son inyectivas. ;Es cierto el \
reciproco? Es facil encontrar ejemplos de que no es cierto en general. Por

ejemplo, la funcion f : [0,3] — R definida como 1+ f
X, si0<x <2,
f(x):{S—x, si2<x <3,

no es creciente ni decreciente. La funcién f no es continua y podria pen-
sarse que este fenomeno no se presentaria en funciones continuas, pero no 3
es dificil conseguir un ejemplo con funciones continuas. ;Dénde presen-

2
ta problemas de continuidad la funcién f? Pues eliminemos esos puntos.
Considera la funcion g : [0,1] U [2,3] — R definida como 1+ g
X, si0<x <1,
f(x):{S—x, si2 <x <3,

o 1 2 3

Como puedes ver, para la inyectividad no es una condicion suficiente
para probar monotonia si consideramos funciones que no sean continuas
0 que no estén definidas en intervalos. En otro caso, el resultado es cierto.

Figura A.9 Monoto-
nia e inyectividad
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A.2.1

A2.2

A.2.3

FUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES

Funciones elementales

Funciones potenciales

La funcion potencial f : Rt — R definida como f(x) = x? tiene sentido para cualquier expo-
nente b real. En el caso particular de potencias naturales, se puede extender la definicién a toda la
recta real.

a) f es biyectiva de R en R*, continua y derivable con f’(x) = bxP~1.

b) (xy)b = xbyP.
c) Sib > 0, f es estrictamente creciente y verifica limy_.ox? = 0 y limy_ 1 x? =

+ 00,
b b _

d) Sib <0, f es estrictamente decreciente y verifica limy_qx? = +co0 y limy_ 0 x? = 0.

A

41 f(x) = x?

3 +

2 +

1 +

g(x) =Jx
2 1 0 1 2 3 4 5
_1 +
.2 +

Figura A.10 Funcion potencial

Como consecuencia se obtiene que los polinomios, suma de funciones potenciales con exponente
natural, son derivables en todo R. Mas concretamente, si p(x) = ao + a1 x + ..
p(x)=a1 +2ax +...+napx" 1, vx eR.

.+ apx™, entonces

Funcién exponencial

La funcion exponencial de base e, f : R — R esta definida como f(x) = e*. A veces usaremos la

notacion exp(x) para indicar e*.

a) f es continua y derivable en R con f”(x) = e*.

b) f es biyectiva de R en R* y estrictamente creciente.

¢) lim e =0y lim e¥ = +c.
X——00 X—+00

d) eXtY = eXe,

Funcion logaritmo neperiano

La funcion logaritmo neperiano, g(x)
exponencial.

= In(x) para x positivo, es la inversa de la funciéon
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-4

Figura A.11 Funciones exponencial y logaritmo neperiano

a) g es derivabley g’ (x) = %
b) g es biyectiva de R™ en R y estrictamente creciente.
¢) limn(x) = —c0oy lim In(x) = +oo.
x-0 X—+oo
d) In(xy) =In(x) +In(y), Vx,y € R".
e) In (%) =In(x) -In(y), Vx,y € R,
f) In(xY) = yIn(x), Vx € RT, y € R.
g) In(1) = 0,In(e) = 1.
Haciendo uso de la siguiente formula se deducen las demas funciones elementales, excepto las
trigonométricas

ab = en@”) — el!Inl@ vg e R, b eR.

A.2.4 Funcion exponencial de base a = 1
f:R—-R, f(x)=a* VxeR

a) f es biyectiva de R en R*, continua y verifica a*™> = a*a”.

b) Sia > 1, f es estrictamente creciente y verifica limy—_c a* = 0 y limy_ 10 a* = +o0.
¢) Sia < 1, f es estrictamente decreciente y verifica limy_.—o a* = 4+ y limy_ 1o a* = 0.
d) f es derivabley f'(x) = a*In(a).

2 -1.5 -1 -05 o 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura A.12 Funcion exponencial
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A.2.5 Funciones logaritmicas de base a + 1

La inversa de la funcién exponencial es la funcién logaritmo. Su comportamiento depende de la
base de la expoencial que hayamos considerado. Es por esto que en algunos casos tengamos que
distinguir entre base mayor o menor que uno.

In(x)
In(a)

g:R* =R, g(x)=1log,(x) = Vx € R

a) g es biyectiva de R* en R y continua. Ademas g es la inversa de la funcién exponencial de base
a. Verifica también que

log, (xy) =log,(x) +1log,(y),
loga<§> =log, (x) — log, (),
log, (x?) =zlog, (x)

para cualesquiera x,y € R*, z € R.
b) Sia > 1, g es estrictamente creciente y

)lclil%loga(x) =—o00, Yy Xlllpoologa(x) = +o00,

c) Sia < 1, g es estrictamente decreciente y

)lcizr(l)loga(x) =+o00, Yy XEIPwloga(x) = —oo.
A
34
— f(x) =In(x)
21 — g(x) =logys(x)

\

Figura A.13 Funcion logaritmo

Funciones trigonométricas

A.2.6 Las funciones seno y coseno

a) Son derivables en todo R y sen’ (x) = cos(x), cos’(x) = —sen(x).
b) Son funciones periédicas de periodo 21
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sen(x + 21) = sen(x), cos(x + 21r) = cos(x).

c) sen?(x) + cos?(x) =1,V x € R. Formula fundamen-
d) cos: [0,7r] — [—1,1] es una biyeccion estrictamente decreciente con cos(0) = 1, cos (%) -, ‘aldetrigonometria
cos(mr) = —1.
e) sen: [—%, %] — [-1,1] es una biyeccién estrictamente creciente con sen (—%) = —1,sen(0) =
TT
0, sen (?) =1.

f) La imagen, tanto de la funcion seno como de la funcién coseno, es el intervalo [—1,1].
g) La funcion coseno es par: cos(—x) = cos(x), Vx € R.

h) La funcion seno es impar: sen(—x) = —sen(x), Vx € R.
i) cos(x + 1) = —cos(x), sen(x + 1) = —sen(x), Vx € R.
j) Las funciones seno y coseno no tienen limite en +oo ni en —oo.

A

| taneo)
X (cos(x),sen(x))
AY

angulo x

I
I
‘ .

\

Funcion seno

\

o
o3

—1 + Funcién coseno

Figura A.14 Las funciones seno y coseno
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Algunos valores destacados de seno y coseno

Figura A.15 Circulo trigonométrico

Teorema del coseno

bh
Teorema del coseno: c2 = a® + b2 — 2ab cos(0)

h =asen(0)
Area=%

Figura A.16 Triangulo
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A.2.7 La funcion tangente

Como se verifica que cos(x) =0 < x = % + k1, k € Z, podemos definir la funcién tangente
como
sen(x)
cos(x)

tan: A — R, A:R\{%+kn:kel}, tan(x) =

A

\

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
- b
> 0 E
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura A.17 Funcion tangente

a) tan(x + 1) = tan(x), Vx € A.

b) tan : ]—% %[ — R es una funcién continua y estrictamente creciente y ademas verifica que
limxa,% tan(x) = —» ylimxﬁg tan(x) = +o.

¢) La funcion tangente es derivable y

1

7 _ 2 _
tan (x) =1 + tan“(x) = 7cosz(x)'

A.2.8 Secante, cosecante, cotangente

Siempre que los respectivos denominadores no se anulen, se pueden definir las siguientes

funciones
1
cosec:B — R, cosec(x) = ——, VX E€B
sen(x)
sec: A — R, sec(x) = 1 , VxeA
cos(x)
cos(x)

cotan: B — R, cotan(x) = VY x € B,

sen(x)’
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donde A =R\ {5 +km:keZ}yB=R\{km: k €7}
Dichas funciones son continuas y derivables en su correspondiente dominio y

sec’ (x) =tan(x) sec(x),
cosec’ (x) = — cotan(x) cosec(x),

cotan’ (x) = —cosec?(x) = —(1 + cotan®(x)).

sen2(x)
A.2.9 Inversas de funciones trigonométricas

Funcion arcoseno

Esta funcion es la inversa de la restriccion de la funcién seno al
intervalo [-%, 7], y por tanto arcsen : [-1,1] — [-7, 5] verifica T
que sen(arcsen(x)) = x, Vx € [-1,1].

Ademas, es una funciéon biyectiva, continua y estrictamente cre-

Arcocoseno

ciente con ™
s s 2
arcsen(—1) = 5 arcsen(0) = 0, arcsen(l) = >
Por ultimo, es derivable en el intervalo abierto ] — 1, 1[ con derivada
, 1
arcsen (x) = ——.
V1 - x? !

| Arcoseno

Figura A.18 Arcoseno vy
arcocoseno

Funcidén arcocoseno

Es la funcion inversa de la restriccion de la funcién coseno al intervalo [0, 7T], vy por tanto
cos(arccos(x)) = x, Vx € [-1,1].
Esta funcion es biyectiva, continua y estrictamente decreciente con

arccos(—1) = 1r, arccos(0) = E, arccos(1l) =0

2
Es derivable en el intervalo abierto ] — 1, 1[ con derivada
, -1
arccos’ (x) = ——.
V1 - x2

Funcion arcotangente

Es la inversa de la restriccion de la funcién tangente al intervalo ]—% %[ y, por tanto,
m T
arctan: R — ]——, —[
22
verifica que tan(arctan(x)) = x, Vx € R.
a) Esta funcién es biyectiva, continua y estrictamente creciente con

—E, arctan(0) = 0, xl—l»I-Ii—loo arctan(x) = n

li t = .
xi@w arctan(x) > >

1

b) Es derivable en R y arctan’ (x) = 175-
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Figura A.19 Funcién arcotangente

A.2.10 Identidades trigonométricas

a) Identidades pitagoricas

senz(x) + COSZ(X) =1
tanz(x) +1 = sec? (x)

cotan®(x) + 1 = cosec?(x)

b) Suma y diferencia de angulos

sen(x + y) = sen(x) cos(y) = cos(x) sen(y)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) ¥ sen(x) sen(y)

tan(x) + tan(y)
1 ¥ tan(x) tan(y)

tan(x = y) =
¢) Angulo doble

sen(2x) = 2sen(x) cos(x),

cos(2x) = cos?(x) —sen?(x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sen®(x)

d) Angulo mitad
5 1
sen<(x) = 5(1 — cos(2x))

cos?(x) = %(1 + cos(2x))

tan(f) _1-cos(x)  sen(x)
2)  sen(x) 1+ cos(x)

e) Producto
sen(x) sen(y) = % (cos(x — y) — cos(x +y))
cos(x) cos(y) = % (cos(x — ) + cos(x + 7))

sen(x) cos(y) = % (sen(x + y) + sen(x — y))
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A.2.11 Funciones hiperbdlicas

De forma analoga a como estan definidas las funciones seno y coseno, podemos interpretar
geomeétricamente las funciones hiperbolicas. El papel que juega la circunferencia unidad x2 + y2 =
1 lo pasa a representar la hipérbola x2 — 12 = 1. En este caso, relacionamos el punto (x, y) con el
area o que aparece sombreada en la figura A.20.

A
x,¥)
senh(x)
Area « .
cosh(x) i
x2-y2=1

Figura A.20 Seno y coseno hiperbolicos

Las funciones hiperbélicas estan definidas como:
eX —e X eX +e X senh(x)

senh(x) = = cosh(x) = 5 tanh(x) = cosh(x)

Por analogia con las funciones trigonométricas hablaremos también de tangente, secante y
cosecante hiperbolica.

| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1

4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

—1+ — Seno hiperbolico

27 — Coseno hiperbolico

Figura A.21 Funciones hiperboélicas
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A.2.12 Identidades hiperbdélicas

a) Identidades “pitagéricas”

COShz(X) — senhz(x) =1,
tanh?® (x) + sech®(x) = 1

cotanh? (x) — cosech®(x) = 1

b) Sumas y diferencias de angulos.

senh(x + y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y),
senh(x — y) = senh(x) cosh(y) — cosh(x) senh(y),
cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y),
senh(x — y) = cosh(x) cosh(y) — senh(x) senh(y).

¢) Angulo doble

—1 + cosh(2x) coshz(x) _ 1 + cosh(2x)

nh? = ,
se (x) > 5
Funciones hiperbdlicas inversas

arcsenh(x) = In (x +Vx2 + 1)

arccosh(x) = In (x +x2 — 1)

1
arctanh(x) = lln<1 +x>
2 1-x
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B.1

B.1.1

B.1.2

GEOMETRIA PARABOLAS, ELIPSES E HIPERBOLAS

Geometria

B

Parabolas, elipses e hipérbolas

Ademas de las curvas asociadas a lineas rectas, funciones trigonométricas o a cualquier otra
funcion elemental, hay tres curvas que tienen una destacada importancia: las secciones conicas.
Los griegos ya conocian que el corte de un cono por un plano producia solo tres tipos de curvas:
parabolas, elipses e hipérbolas. Vamos a comentarlas con mas detalle.

Parabola
{(x,y) eR?: y=ax2+bx+c}

Una parabola es el conjunto de puntos que equidistan de un punto A

dado, llamado foco, y de una recta llamada directriz. Larecta perpen-
\ y

dicular a la directriz y que pasa por el foco se llama eje de la parabola.
La interseccion del eje y de la directriz se llama vértice.
Figura B.1 Parabola

v

Elipse ) )
{(x,y)eﬂ&z: ZZ+Z2—1}

Area=1mab

Una elipse es el conjunto de puntos verificando que la
suma de las distancias a dos puntos fijos (F y F’), llama-
dos focos, es una constante mayor que la distancia entre
los focos. El punto medio del segmento que une los focos
se llama centro. El segmento que pasa por los dos focos
y acaba en la elipse se llama eje mayor. El segmento per-
pendicular al eje mayor y que acaba en la elipse es el eje
menor. Las intersecciones de los ejes con la elipse se lla- —b
man vértices de la elipse. Los focos son los puntos (c,0)
y (—c,0) que verifican a? = b? + c2. El caso particular
a = b es conocido: la circunferencia. Figura B.2 Elipse

Las ecuaciones que hemos escrito describen elipses
0, en el caso particular de que los semiejes coincidan, circuferencias centradas en el origen de
coordenadas. Si el centro esta en el punto (h, k) la ecuacion es
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B.2

SUPERFICIES CUADRATICAS GEOMETRIA

(x-n? (-k?
a2 o -

Es inmediato comprobar que la circunferencia de radio » centrado en el punto (h, k) es

1.

(x—h)?+(y-k?=7r?
y su longitud es

Longitud de una circunferencia de radio v= 2mrvr

Hipérbola

2 2
2. X Yoo _
{(x,y)e[R RN —1}

Una hipérbola es el conjunto de puntos que verifican que la diferencia de las distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es una constante positiva menor que la distancia entre los focos (F

y F').

Superficies cuadraticas

a) Esfera: (x —a)2 + (y —b)2 + (z—c)? = R?
“—, Secciones paralelas al plano xy: circunferencias.
Secciones paralelas al plano xz: circunferencias.

| Secciones paralelas al plano yz: circunferencias.
_4 3
Volumen = 57TR

Area = 41TR?

2
+5 =1

b) Elipsoide: % + 2 z

bZ

3 Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
| Secciones paralelas al plano xz: Elipses.

~—/  Secciones paralelas al plano yz: Elipses.
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RRTIIY
B

SUPERFICIES CUADRATICAS

-] ¢ Cilindro eliptico: Z—; + Jb’—zz =1

' Secciones paralelas al plano xy: elipses.
/ Secciones paralelas al plano xz: rectas.
| Secciones paralelas al plano yz: rectas.

Volumen = mrab xaltura

d) Cilindro hiperbélico: Z—; - %’—22 =1

e) Paraboloide eliptico: x2 + ¥ z
p 2t

Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz: Parabolas.

Secciones paralelas al plano yz: Parabolas.
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GEOMETRIA

f) Paraboloide hiperbélico: x2

2" p =z
1

' Secciones paralelas al plano xy: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano xz: Parabolas.
|
|

’ Secciones paralelas al plano yz: Parabolas.

2 2 2
g) Cono eliptico: 3z + 37 — %, =0

Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
/ Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

’ Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.

Y

h) Hiperboloide eliptico de una hoja: %> + b—zz -==1

2
aZ
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.
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i) Hiperboloide eliptico de dos hojas: Z—j + i‘,’—j -z

YN
I
[
_

Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.
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ALGUNAS TABLAS DERIVADAS

Algunas tablas
C

C.1 Derivadas

A la lista de derivadas de funciones habra que afiadir las reglas que permiten derivar funciones
compuestas a partir de éstas como la regla de la cadena.

Funcion Derivada
fx)=x",xeRnez F(x) = nx™!
f(x)=ln(X),X€|R+ f’(X)zl/x

f(x)=log,(x),x eRT,a>0,a=1

f'(x) =log,(e)/x

fx)=a¥,xeR,a>0,a=1 f'(x) =a*In(a)
f(x) =eX x eR, f(x) =e*
fx)=x% x>0 &0 f(x) = ax®!
f(x) = sen(x) S (x) = cos(x)
f(x) = cos(x) f'(x) = —sen(x)
i . ’ _ 1
f(x) =tan(x), x eR\ {T +kmw: kez] f ) = o570
, _ -1
f(x) =cotan(x),x e R\ {krr: ke 7z} f'(x)= sen2(x)

f(x) =sec(x)

f'(x) = sec(x) tan(x)

f(x) = cosec(x) f'(x) = — cosec(x) cotan(x)
f(x) = arcsen(x), x €] —1,1[ f(x) = 1
1—x?
f(x) = arccos(x), x €] —1,1[ f(x) = -1
1 —x?
, _ 1
f(x) = arctan(x) f(x)= Tox2
o =l
f(x) = arccotan(x) f(x) = o2
f(x) = arcosec(x) fl(x) = B S
xv1 — x?
f(x) = arcocosec(x) fl(x) = I
x\1 — x?

f(x) = senh(x)
f(x) = cosh(x)

f(x) = tanh(x)

_363_

f'(x) = cosh(x)
S’ (x) = senh(x)
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DESARROLLO DE TAYLOR

Funcion

f(x) = cotanh(x), x # 0
f(x) = arcsenh(x)

f(x) = arccosh(x)

f(x) = arctanh(x)

f(x) = arccotanh(x)
f(x) = arcsech(x)

f(x) = arccosech(x)

C.2 Desarrollo de Taylor

Derivada
, _ -1
Fx) = senh? (x)
, B 1
, _ 1
fix) = N
£l = —1
S P
, 1
fo0) = 5
, B -1
S = i
1

frx) = x| +/1 + x2

ALGUNAS TABLAS

Los desarrollos de Taylor que recogemos a continuacion han aparecido con anterioridad o se
pueden calcular por métodos similares.

Funcion

1-x

eX

In(1 + x)

)

sen(x)

cos(x)
arctan(x)
1+ x)k
senh(x)

cosh(x)

C.3 Primitivas

Desarrollo de Taylor

Dxt=1l+x+x2+x3+---
n=0
*® X X2 3
Z W =1+x+ ? aF ?
n=0
2 3 © n+l,n
x4 X _ =D""x
Y-ttt h 2 n
n=1
2 3 © n
ppl o T E
n
n=1
3 5 e Ny-2n+1
X X (-1)"x
X— "+ = >
3! 5! oo 2n + 1)!
2 4 €9 N,-2N
X X (-1)"x
-+ = Y
2! 4! fopur 2n)!
.o ﬁ N XfS . B © (_1)nx2n+1
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Lalista de primitivas de las funciones elementales no es la mas completa que se puede encontrar.
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ALGUNAS TABLAS

PRIMITIVAS

Hay textos con listas mucho mas amplias. Sin ir mas lejos, la lista de derivadas que acabamos de
leer es mucho mas extensa. En este caso no se trata de que la lista sea exhaustiva sino de tener
una base sobre la que comenzar a calcular una primitiva de funciones mas generales.

a Xa+1
Jx dx = i1 (a+-1)
X _ 1 X
Ja dx = ln(a)a
Jsen(x)dx = —cos(x)

Jtan(x) = —In|cos(x)]|

J 1 dx = — cotan(x)

sen?(x)
1
——— dx = arcsen(x)
J V1 —x2
1
J 15 22 dx = arctan(x)

Jsenh(x) dx = cosh(x)
Jtanh(x) dx = In|cosh(x)|

1
J‘ m dx = tanh(x)

j 1 dx =1In|x]|

X

Je" dx = e*

Jcos(x) dx = sen(x)
Jcotan(x) =In|sen(x)|

J 1 dx = tan(x)

cos2(x)
-1
————dx = arccos(x)
V1 —x2
-1
J 15 2 dx = arccotan(x)

Jcosh(x) dx = senh(x)
Jcotanh(x) dx = In|senh(x)|

J % dx = — cotanh(x)
senh” (x)
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D.1

PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS PROGRESIONES ARITMETICAS

Progresiones aritmeticas y geometricas

D

Progresiones aritméticas

Cuando una sucesion de numeros verifica que la diferencia entre dos términos consecutivos es
constante decimos que la dicha sucesion es una progresion aritmética. Por ejemplo
a) 0,5, 10, 15,... es una progresion aritmética donde la diferencia entre términos consecutivos es
5,
b) a,a +d, a + 2d, a + 3d,... es una progresion aritmética cuya diferencia es d.
Es facil calcular cualquier término de una progresién aritmética conociendo el primer término
y diferencia comun. El término n-ésimo de una progresion aritmética cuyo primer término es a y
la diferencia es d es

[término n-ésimo = a+ (n— 1)d}

Suma de una progresion aritmética

;Cuanto vale la suma de los términos de una progresion aritmética? Parece natural que la suma
de los n primeros términos de una progresion aritmética con término inicial a y diferencia d sélo
dependa de estos dos parametros, pero ;jtenemos una féormula? Para sumar

a+(a+d)+@a@a+2d)+---(a+ (n-1)d)

fijemonos en que si sumamos el primer término y el ultimo, el segundo y el penultimo y asi
sucesivamente siempre obtenemos el mismo resultado. Quiza es mas facil verlo de la siguiente
forma, sumemos los términos de la progresién con los mismos términos, pero escritos en orden

inverso:
a + a+(n-1)d = 2a + (n—-1)d
a+d + a+(n-2)d = 2a+ (n-1)d
a+2d + a+(n-3)d = 2a+ (n-1)d
+ = 2a+ (n-1)d
a+n-3)d + a+2d = 2a+ (n-1)d
a+n-2)d + a+d = 2a+ (n-1)d
a+n-1)d + a = 2a+ (n—-1)d

na+ n-1)4a)

Asi obtenemos que

2la+(a+d)+(a+2d)+---(a+(n—-1)d)] =na+ (n—-1)d),

y por tanto
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D.2

PROGRESIONES GEOMETRICAS PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS

n(2a+ (n- 1)d)

a+(a+d)+@+2d) +---(a+ (n-1)d) = >

La férmula anterior permite calcular la suma de los términos de una progresion geométrica en
funciéon del primer término, la diferencia y el nimero de términos. También se puede escribir la
suma en funcion de la diferencia, el primer término y el tltimo. Si notamos

ai=a,a=a+d, az=a+2d,..., an=a+ (n-1)d,

entonces

n(aj + an)
aj+az+---ap=———71,

Progresiones geomeétricas

Cuando una sucesién de numeros verifica que la razon entre dos términos consecutivos es
constante decimos que la dicha sucesion es una progresion geométrica. Por ejemplo
a) 2,4, 8, 16,... es una progresion geométrica donde la razén entre términos consecutivos es 2,
b) a,a-v,a -2 a-v3,. esuna progresion geométrica de razoén r.

Como en las progresiones aritméticas, es facil calcular el término n-ésimo de la progresion cuyo
término inicial es a y la razoén es v. Dicho término es

[término n-ésimo = a - r"‘lj

Suma de una progresion geométrica

En el Ejemplo 7.3 ya vimos cémo calcular su suma. Para calcular la suma de los n primeros
términos,

a+ar+ar’+ - +ar™
fijémonos que

(1-7) (a+ar+a72 +ar"‘1) =a-ar"

de donde se deduce que

_ a— ar
atar+ar’+ .- varl =" "
1-r
Utilizando la notacién
_ _ _ 2 _ n-1
ay=a, a» =ar, az = ar-<,..., ap = ar"

podemos expresar la suma en funcion del primer término, el illtimo y la razoén:

da] — dptr

ay+dz+ ---+dp= 1_r
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ALGUNOS EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

Algunos ejemplos y contraejemplos
/s

a) Una funciéon continua en un tnico punto

X, six € Q,
-x, sixeR\Q

Flx) = {

b) Una funcién continua pero no derivable

La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real pero no es derivable en el origen.
¢) Una funcion derivable pero no de clase C!

La funcion f : Rj — R definida como

Flx) = {xz sen(%) , six>0,
0, six=0
vale como ejemplo. Es derivable pero la derivada no es continua en el origen.
d) Una funcion de clase C" pero no de clase C"**!
Véase el Ejemplo 5.32
e) Una funcion integrable que no admite primitiva
La funcién f : [0,3] — R definida como f(x) = 0O parax = 0,1,2,3y f(0) = f(1) = f(2) =
f@3)=1.
f) Una funcién con primitiva pero que no es integrable (Riemann)
La funciéon f:[-1,1] - R

Flx) = {\/117 silx|<1,
0, six ==+1
no esta acotada y, por tanto, no es integrable Riemann. Su primitiva ya la conoces.
g) Una serie convergente pero no absolutamente convergente
Cualquier sucesion decreciente (pero no demasiado rapidamente) y unos cambios de signo
son suficientes para construir un ejemplo: Z(—l)”% nos vale.
h) Una serie con sumas parciales acotadas pero que no es convergente

Las sumas parciales de la serie > (—1)" estan acotadas pero la serie no es convergente (su
término general no tiende a cero).
i) Una sucesion que no es convergente ni divergente
Por ejemplo {(—-1)"}
j) Una sucesion que diverge positivamente pero no es creciente
La sucesion {x,}, donde x,, = nsinespary x, = n2sines impar.
k) Un conjunto que no es abierto ni cerrado
Cualquier intervalo semiabierto (o semicerrado, segun se mire): [0, 1[, por ejemplo.
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GLOSARIO

Glosario

a

adherencia 10

argumento 20

argumento
principal 20

asintota
horizontal 54
vertical 53

b
binomio de Newton 9
bola
abierta 247
cerrada 247

C
campo
de pendientes 206
escalar 248
vectorial 250
catenaria 158
codominio 339
cola 33
conjugado 19
conjunto
abierto 10, 247
acotado 248
cerrado 10, 248
de medidanula 119
inductivo 8
constante
de Euler-Mascheroni 175
convergencia
absoluta 169
incondicional 169
cota
inferior 4
superior 4
criterio
de Abel 172
de comparaciéon 169

de comparaciéon por paso al limite 170

de condensacion 171
de Dirichlet 172

delaraiz 37, 170

del cociente 170

de Leibniz 172

de Pringsheim 172

de Raabe 171

de Stolz 37

de Sylvester 271
curva

de nivel 249

integral 206

d
derivada
direccional 260
parcial 259
desigualdad
de Cauchy-Schwarz 247
de Minkowski 117
de Schwarz 117
triangular 7, 246
determinante
principal 271
diferencia 367
diferencial 260
directriz
de una parabola 357
discontinuidad
de salto 57
esencial 57
evitable 56
distancia 19, 246
dominio 248, 339

e
ecuacion
de Bernoulli 216
ecuacion diferencial 203
ecuacion diferencial
en derivadas parciales 203
exacta 211
homogénea 214
lineal 204, 209
lineal homogénea 204, 209
ordinaria 203
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f
factor integrante 212
foco
de una elipse 357
de una hipérbola 358
de una parabola 357
forma
binémica 18
cartesiana 1/
polar 19
trigonométrica 21
férmula
de Euler 23
de Moivre 22
de Taylor 80
infinitesimal del resto 79
frontera 11
funcion
armoénica 279
funcion
acotada 252, 344
biyectiva 341
concava 82
componente 250
continua 56, 251
convexa 82
creciente 60, 345
de clase C! 262
de clase C! 77
de clase C* 77
decreciente 60, 345
de Lagrange 273
derivable 71
diferenciable 260
error 211
estrictamente creciente 60, 345
estrictamente decreciente 60, 345
estrictamente monotona 60, 345
homogénea 214
impar 343
integrable 116
inyectiva 341
localmente integrable 120
monoétona 60, 345
par 343
periddica 343
sobreyectiva 341

g

gradiente 260
grado 204
grafica 339

h
hiperplano tangente 263

i
identidad del paralelogramo 247
imagen 248, 339
impropiamente integrable 123
infimo 5
integral

impropia 123

indefinida 120

inferior 115

superior 115
interior 10
intervalo 10

J
jacobiano 260

1
lema
de conservacién del signo 58
limite
funcional 51
lateral 52
logaritmo 24
logaritmo
principal 24

m
matriz
hessiana 269
jacobiana 260
mayorante 4
modulo 19
modulo 246
minorante 4
minimo
absoluto 4
condicionado 273
relativo 74
multiplicador de Lagrange 273
maximo
absoluto 4, 252
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condicionado 273 aislado 11, 248
relativo 74, 269 critico 75, 269
de acumulacién 10, 248
n de inflexiébn 83
numero desilla 270
algebraico 6 interior 10, 247
combinatorio 9 singular 210
trascendente 6
numeros r
complejos 17 radio de convergencia 190
norma 119, 246 recorrido 248
recta
o tangente /2
orden 203 regla
ortogonal 247 de Barrow 122
de la cadena 57, 74, 252, 263
p del nimeroe 37
parte de los signos 272
imaginaria 18 del sandwich 33
real 18 resto de Taylor 80
parte entera /74
particion 115 S
periodo 343 serie
periodo aritmético-geométrica 174
fundamental 343 armoénica 167
plano tangente 263 armonica generalizada 172
polinomio de ntmeros reales 165
caracteristico 221 de potencias 190
de Mclaurin 79 hipergeométrica 175
de Taylor 79, 268 telescopica 173
potencial 211 solucion
preimagen 339 general 205
primitiva 121 particular 205
principio sucesion 31, 340
de induccion 8 sucesion
problema acotada 32
de contorno 205 acotada inferiormente 32
de valores iniciales 205 acotada superiormente 32
producto convergente 31
escalar 246 creciente 34
progesion decreciente 34
aritmética 367 de Fibonacci 31
geométrica 368 divergente 36
progresion parcial 33
geométrica 166 suma
propiedad de Riemann 120
de compacidad 59, 253, 276 inferior 115
punto integral 120
adherente 10, 247 parcial 165
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superior 115
supremo 5

t
teorema
de Bolzano-Weierstrass 35
de cambio de variable 122, 323
de Cauchy-Hadamard 190
de Darboux 120
de derivacion de la funcion inversa 74
de la funcion implicita 265, 266, 267
de la funcién inversa 76, 264
de Lebesgue 119
de los ceros de Bolzano 58
del valor intermedio para la derivada 75
del valor medio 59, 75
del valor medio generalizado 75
de Pitagoras 247
de Poincaré 211

GLOSARIO

de Riemann 169

de Rolle 75

de Schwarz 268

de Weierstrass 253

fundamental del Calculo 121
triangulo

de Pascal 10

de Tartaglia 10

v
valor absoluto 19
vector
normal 263
vértice
de una elipse 357
de una parabola 357

w
wronskiano 220
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