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CAPiTULO 1

La medida de Lebesgue en RY

Desde la antigiiedad el hombre ha tenido que enfrentarse al problema de medir
longitudes, areas y volimenes de figuras mas o menos elementales; si bien de hecho
la historia estd llena de acontecimientos que asi lo avalan, hay que constatar que la
formalizacion de la teoria de la medida es reciente.

En términos generales el problema de medir en RY consiste en asignar a cada
subconjunto A de RY su medida u(A), con la que se pretende cuantificar su tamaio.
Naturalmente esta asignacion ha de poseer ciertas cualidades que nos dicta la razon, a
saber

u(A) =20
y
(AT U...UA,) =u(A1) +...+u(Ay)
para cualesquiera conjuntos Ay, . ..,A, disjuntos entre si. No obstante, el desarrollo ex-

itoso de la teoria exige que la anterior condicion de aditividad sea vélida para cualquier
sucesion (A,) de conjuntos disjuntos entre si, esto es

u (OM) = i#(An)~
n=1 n=1

Es también natural requerir que la medida asignada a las figuras mas elementales
posibles, esto es los intervalos N-dimensionales (rectdngulos en dimensién dos u or-
toedros en dimension 3) venga dada por la formula tradicional. No todos los subcon-
juntos de R se pueden someter a estas reglas. Aquellos que si lo hacen constituyen
una familia, los conjuntos medibles, que goza de las propiedades que seguidamente
codificamos.
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1.1. Espacios de Medida

1.1.1. Definicion y propiedades basicas

1.1.1 Definicién (de c-dlgebra y de medida). Sea Q un conjunto no vacio. Una fa-
milia ¥ de subconjuntos de Q recibe el nombre de G-dlgebra si verifica las siguientes
propiedades:

L. QeX.

ii. AEL=A:=Q\A €L
iii. [A,€X,VneN]= JA, €L
n=1

La pareja (Q,X) se denomina espacio medible 'y los elementos de ¥ se denominan
conjuntos medibles .
Sea (Q,X) un espacio medible. Una medida sobre ¥ es una aplicacién

X — [0,

verificando la siguiente propiedad conocida como c-aditividad

n=1

A, € VneN, AiNA;j=0(i#j)] =nu (OAn> = i,u(An).
n=1

Para evitar situaciones triviales, se supone siempre que existe A € X tal que u(A) < oo.
La terna (Q,X, u) se denomina espacio de medida.

En el caso particular de que u(Q) = 1 se dice que u es una probabilidad y en esta
situacion se acostumbra a usar una terminologia especifica. Por ejemplo los conjuntos
medibles reciben en esta situacion el nombre de sucesos.

1.1.2 Proposicion. Sea (Q,X) un espacio medible.

1. Se verifican las siguientes afirmaciones:

i. 0.
ii. ABEXL=AUBEX.

iii. [An €X,VneN]= A, €X.
n=1

iv. ABEL=ANBEZX.
v. ABeX=A\BcZL
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2. Siu es una medida sobre ¥, entonces:

i. u(0)=0.
ii. [A,B€EX, ANB=0]= u(AUB)=u(A)+ u(B) (aditividad).
iii. [A,B€X, ACB|= u(A)<u(B) (monotonia).

. [Ap€X, A, CAyp1,VneN]|=u <| |An> = limu(A,) (crecimiento con-
n—oo
n=1
tinuo).

V. [An€X, Ay DA, VneEN, u(Ar) < o] = (ﬂAn> = limu(A,) (de-
n—oo
n=1
crecimiento continuo).

vi. [A,B€X]= u(AUB) < u(A)+u(B) (subaditividad).

vii. [A, €Z,VneN] = u (UA,,) < Y u(A,) (o-subaditividad).
n=1

n=1
Demostracion. 1.1. Es consecuencia de las propiedades i y ii de la definicién ya que
Q°=0.
1.ii. Basta tomar A] = A, A, =By A, =0n=3,4,... en la condicién iii de la
definicion.
1.iii. Es consecuencia de las propiedades ii y iii de la definicion ya que

ﬂAn:<UA;> :
n=1 n=1

1.iv. Se prueba como el apartado 1.ii pero utilizando la propiedad 1.iii anterior.

1.v. Es consecuencia de la igualdad A\B = AN B usando 1.iv y el axioma ii de la
definicion.

2.i. Tomemos A € X tal que u(A) < o, entonces

u(A) = u(AUOUO...) = u(A) +u(0) +u(0) + ...,

luego u(0) = 0.
2.i. y(AUB) =u(AUBUOUOU...) =u(A)+u(B)+0+0+... = u(A) +u(B).
2.iii. p(A) < p(A) +u(B\A) = u(AU (B\A)) = u(B).
2.iv. Pongamos B; = A y By+1 = Apt1\Ay, Vi € N. Se tiene que:

n
A, = LJZ%,\#ZEIN
k=1

U= Us
n=1 k=1
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It <91An) = (,Q Bk) = ];,U(Bk) =

lim (u(B1)+ ... +u(By)) = lim y (U Bk) = lim u(Ay),
k=1

con lo que

donde se ha utilizado el axioma de c-aditividad, la definicién de suma de una serie y
la propiedad de aditividad finita (propiedad 2.1i de este resultado).
2.v. La propiedad de aditividad finita nos asegura para n € N que

u(Ar) = u(A\Ay) + u(An)

(A i)

con lo que al ser u(A) < oo, utilizando ademads la propiedad 2.iv, se tiene

—H (nfjAn> = (AI\QA”> =u (nQI(Al\An)> =

Im p(A1\A,) = 1 (u(A1) — (An) = (A1) — 1im p(A,)

y también que

de donde obviamente se deduce la propiedad 2.v.
2.vi. pf(AUB) = u(AU (B\A)) = u(A) +u(B\A) < u(A) +u(B).
2.vii. Pongamos B, = U]_ Ay, Vn € N. Se tiene que

(oo} (=) n (oo}
u(UAn> =u<UBn)_,}EI;M Z (Ax) = ) u(An),
n=1 n=1 k=1 n=1
donde se han utilizado 2.iv, 2.vi y el concepto de suma de una serie. [

1.1.3 Definicién (Propiedad c.p.d.). Sea (Q,X,u) un espacio de medida. Se dice que
una propiedad P(®) relativa a un punto genérico ® € Q se verifica casi por doquier
(lo cual abreviaremos por c.p.d.) con respecto a u si el conjunto de puntos donde dicha
propiedad no se verifica es un conjunto de medida cero. Se omite la referencia a la
medida u si no hay lugar a confusion.

Observacion 1.1.4. Obsérvese que ahora la 6-subaditividad asegura que, en cualquier
espacio de medida, la union numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.

En particular, Si (P,) es una sucesion de propiedades relativas a un punto genérico
o € Q tal que cada una de las cuales se verifica c.p.d., entonces se verifican todas
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simultineamente c.p.d., es decir, si se considera la propiedad P determinada por: P se
verifica en ® si, y s6lo si, todas las P, se verifican en ®, entonces P se verifica c.p.d.
En efecto, si para cada n natural E,, C Q es el conjunto de medida cero en el que no se
verifica P,, entonces el conjunto

E:={weQ: Pno se verificaen 0}

es de medida cero, pues E = U>_ | E,.

1.1.2. Ejemplos

1. La o-algebra generada por una familia de subconjuntos de Q.

Sea Q un conjunto no vacio cualquiera. La familia () constituida por todos los
subconjuntos de Q es una c-dlgebra en Q. Si {X; : i € I'} es una familia de -dlgebras en
Q, entonces X = Nj¢;L; es una 6-dlgebra en Q. En consecuencia si § C P(Q2), entonces
la interseccion de todas las o-dlgebras en Q2 que contienen a § (entre las cuales hay al
menos una: P(Q)) es la menor 6-dlgebra en Q que contiene a S y recibe el nombre de
C-dlgebra generada por S.

2. La c-élgebra de Borel y la medida de Borel.

La c-dlgebra de Borel en R" es la -dlgebra generada por la familia de todos los
conjuntos abiertos de RY. En lo sucesivo se notard por B y sus elementos se denominan
conjuntos borelianos.

Es claro que los conjuntos cerrados son borelianos, asi como que ‘B estd generada
también por la familia de todos los subconjuntos cerrados de R". De hecho B contiene
las siguientes familias de subconjuntos topolégicamente relevantes:

1. Conjuntos del tipo Gg que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
interseccion numerable (y decreciente, si se quiere) de abiertos.

ii. Conjuntos del tipo F5 que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
unién numerable de cerrados. Es inmediato comprobar que un conjunto B del
tipo Fs se puede expresar como unién numerable y creciente de conjuntos com-
pactos. En efecto si B=U;’_ F;, es una expresion de B como unién de cerrados,
también B se puede expresar de la forma B = U;’_, K;,, donde para cada n

K, =B(0,n)N(FU...UF,).

Se verd mas adelante que B es la ¢-dlgebra generada por los intervalos acotados de
RN . La relevancia de esta 6-dlgebra radica en el hecho de que existe una tinica medida
sobre B que extiende el volumen de los intervalos acotados. Esta medida recibe el
nombre de medida de Borel, se nota por A y se puede describir de la siguiente manera:

A(B) = inf{Zv(In) : BC U I,, I, intervalo acotado de R
n=

n=1
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para todo B € B.

La expresion que define la medida de Borel tiene perfecto sentido para cualquier
subconjunto de R dando lugar a la llamada medida exterior de Lebesgue, \*. Desgra-
ciadamente A* no es una medida sobre la 6-dlgebra P(RY).

3. La c-dlgebra y la medida de Lebesgue.

La c-dlgebra de Lebesgue en RY (que presentamos en el tema siguiente), se nota
por M y es la mayor c-dlgebra en RV que contiene a los intervalos acotados y sobre
la cual la medida exterior de Lebesgue es aditiva. De hecho la restriccién de A* a M
es la inica medida sobre M que extiende el volumen de los intervalos acotados. Esta
medida recibe el nombre de medida de Lebesgue y la notaremos también por A.

Curiosamente M es s6lo un ligero agrandamiento de B, de hecho es la com-
pletacion de B, es decir:

M={BUZ: BEB,ZCAc Bcon\*(A) =0}

yparaBUZconB€ ByZ CA € BconAA) =0 se define A(BUZ) = A(B).

4. La o-algebra y la medida inducida.
Si (,X) es un espacio medible y E es un subconjunto medible de Q no vacio, es
inmediato comprobar que

Yr:={ENA:AcX} (={A€X:ACE})

es una c-algebra en E, que se denomina G-dlgebra inducida.

Si (,X,u) es un espacio de medida y E es un subconjunto medible no vacio de
Q, es inmediato probar que la restriccion, ug, de u a la 6-dlgebra X es una medida
sobre X que se denomina medida inducida. En lo sucesivo cualquier subconjunto
medible no vacio de un espacio medible (resp. de medida) se considerard como un
espacio medible (resp. de medida) con la G-dlgebra (resp. la medida) inducida. La
terna (E,Xg,ug) se denomina espacio de medida inducido.

5. La medida contadora.
Sea Q un conjunto no vacio cualquiera. Se considera ¥ = P(Q) y se define u sobre
Y. por

(A) = numero de elementos de A si A es finito
HA) = oo si A es infinito.

En el caso particular de que el conjunto €2 sea finito con n elementos, la medida v

definida por V(A) = # es una probabilidad.

6. Medidas de Dirac.
Sea Q un conjunto no vacio cualquiera y sea ® € Q. Se considera X = P(Q) y se
define &y, sobre X por

1 si ocA
o ={0 3 ogh
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7.Seal € R™. Se consideran Q = NU{0} y £ = P(Q). Se define una probabilidad
P en Q mediante la expresion

Ry
P({k}) =M

para todo k € Q.
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1.2. Medida de Lebesgue en RY

1.2.1. Medida exterior de Lebesgue

Comenzamos ahora la construccién de la medida de Lebesgue en RY. Como anun-
cidbamos, el germen de dicha construccion es el volumen de los intervalos de dimen-
sién N, concepto que precisamos a continuacion.

1.2.1 Definicién (Volumen de un intervalo de dimensién N). Un intervalo en RV es
un conjunto de la forma
I=1 x---xXIy

donde Ii,,...,Iy son intervalos (cada uno de ellos de cualquier tipo, abierto, cerrado o
semiabierto, acotado o no) de R. Cuando el intervalo / es acotado y no vacio se define

su volumen por:
v(I) := (supl; —infl;)--- (suply —infly).

Por coherencia convenimos que v(0) = 0.

Si N =1 el volumen 1-dimensional de un intervalo acotado I C R se llama la lon-
gitud de Iy se representa por £(I). Para N = 2 (N = 3) el volumen 2-dimensional
(3-dimensional) de un intervalo acotado en R? (R?), que no es otra cosa que un rectan-
gulo (ortoedro) de lados paralelos a los ejes, es el drea (volumen) de dicho rectangulo
(ortoedro).

Si A es un subconjunto de R", la manera m4s natural en la que cabe pensar medir
A es sin duda la que da la siguiente definicion.

1.2.2 Definicién (de la medida exterior de Lebesgue en RY). La medida exterior de
Lebesgue, *, en RY es por definicién la aplicacién

A P(RY) — [0, 0]

dada por

A*(A) = inf{ Z v(I,): AC U 1, I, intervalo acotado de RN} € [0,0]
n=1

n=1

para todo A C RV (obviamente, existen sucesiones (I,,) de intervalos acotados de RY
que verifican las condiciones exigidas en la definicion).

Desgraciadamente la medida exterior de Lebesgue en RY no es ni tan siquiera
aditiva y por tanto no es una medida. Esta sin embargo bastante cerca de serlo, en el
sentido de que la restriccion de esta medida exterior a una conveniente ¢-dlgebra de
subconjuntos de RY si que es una medida. La mayor -dlgebra para la que esto ocurre
es la llamada c-4lgebra de Lebesgue de RY que presentamos seguidamente.
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1.2.3 Definicién (de la medida de Lebesgue en RY). La medida de Lebesgue, A, en
RY es la restriccién de la medida exterior de Lebesgue a la 6-dlgebra M definida por

M ={BUZ: Be B, ZCR" con A*(2Z) = 0}.

Respecto de la definicién anterior, hemos de advertir que debemos aun justificar
que el conjunto M considerado es efectivamente una c-dlgebra y por supuesto debe-
mos justificar el calificativo de medida que hemos atribuido a la restriccion de la me-
dida exterior de Lebesgue a M . Esta serd la principal labor que llevaremos a cabo en
este tema.

Puesto que todo intervalo acotado de RN est4 contenido en un intervalo acotado
que ademds es abierto y cuyo volumen es tan proximo al volumen del intervalo original
como se quiera se puede establecer la siguiente identidad que es crucial para demostrar
que A*(I) = v(I) para cualquier intervalo acotado I de RV,

1.2.4 Proposicion.

= inf{ Y vl AcC | I, I intervalo abierto y acotado de ]RN}

n=1
para todo A C RV,
Demostracion. Para abreviar notamos por a(A) al segundo miembro de la igualdad a
demostrar. Es claro que A*(A) < &(A). Si A*(A) = oo, entonces A*(A) = &(A). Supong-

amos ahora que A*(A) < o y probemos que a(A) < A*(A). Observemos que si I =
I} X ... x Iy es un intervalo acotado, y si para 0 < & definimos

[(8) :=|infl} — &,supl; +d[x - -+ x]|infly — &, suply + d],

entonces se tiene que /() es un intervalo abierto acotado con I C I(8) y claramente se
verifica que

lim v(1(3)) = v(1).

Ahora, dado € > 0, tomemos una sucesién (I,,) de intervalos acotados de R" tal que

ACUIny Zv ) SA(A)+ 5.

Como acabamos de ver, existe para cada n € N un intervalo abierto acotado J, tal que

€

Concluimos que

il i( (In)"i_%):iv(ln)—Fggk*(A)—l—e

y por tanto ot(A) < A*(A). O
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Seguidamente exponemos las propiedades basicas de la medida exterior de Lebesgue.

1.2.5 Proposicién. La medida exterior de Lebesgue en RV satisface las siguientes
propiedades:

i. A*(0)=0.
ii. [A,BCRN, ACB]= M\ (A)<A*(B) (monotonia).
iii. [An CRN VneN]= )" (U > < Z n) (G-subaditividad).

Demostracion. i. Es inmediata ya que el vacio es un intervalo acotado de volumen
cero.

ii. Es consecuencia de que si una sucesién (I,;) de intervalos acotados de RY cubre
B también cubre A.

iii. Si Y, | A*(A,) = oo, no hay nada que probar. En otro caso sea € > 0. Para cada
n € N tomemos una sucesion (I,,,) de intervalos acotados de RY que cubre A, y tal

que
Z Hy

el
Denotemos A = U;>_;A,. Si G es cualquier biyeccién de N sobre N x N, de A C
Ui—115(x) deducimos, teniendo en cuenta el Apéndice 1.4.1, que

< ki: V(Ic(k)) = i i v(lmﬂ) < i X*(An) +€
=1

y la arbitrariedad de € demuestra la 6-subaditividad. U

1.2.6 Definicién (de medida exterior). Sea Q un conjunto no vacio. Una medida exte-
rior en Q es por definicion una aplicacién

H () — [0, 0]
verificando las siguientes propiedades:
i. u*(0)=0.
ii. [A,BCQ,ACB|= u"(A) <u*(B) (monotonia).

iii. [A, CQ,VneN] =y (UA ) Z u*(A,) (o-subaditividad).

1.2.7 Proposicién (Regularidad de la medida exterior de Lebesgue). Sea A C RY.
Existe B C RYN boreliano tal que A C By A*(A) = A*(B).
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Demostracion. Si A*(A) = oo podemos tomar B = R". En otro caso para cada n € N
existe una sucesion (I, ,) de intervalos abiertos acotados tal que A, C U _ Ly, y
Yoo 1 V(Inn) < A*(A) + 1. En consecuencia el conjunto G, = Us_ Iy, es un abierto
que contiene a A y verifica A*(G,) < A*(A) + % Finalmente el conjunto B =N _,G,
es un boreliano (de tipo Gg) que verifica A C B C G, Vn € N, luego

A*(A) < A (B) < A*(Gy) < N*(A) +

- - - n
con lo que A*(A) = A*(B). O
Del resultado anterior y de las propiedades de la medida de Borel-Lebesgue se
deduce el siguiente resultado.

1.2.8 Proposicion. Sea (A,) una sucesion creciente de subconjuntos de RN. Entonces

W(UM>:mmmm.
n=1

Demostracion. Como para cada n natural se tiene que A, C U>_|A,, deducimos de la
monotonia de la medida exterior que A*(4,) < A* (U;":lAn), y en consecuencia

HmWM@SW(UAJ.
e n=1

Para probar la desigualdad contraria podemos suponer que limA*(A;) < co. Para cada
natural n se puede elegir un boreliano B, tal que A, C B, y A*(A,) = A(B,). Notemos
C, = U}_,By. Es claro que (C,) es una sucesién creciente de borelianos tal que

A (An) < ACp), VneN.
Probemos por induccién que
A (An) =MCp), VneN.
Se tiene que A*(A) = A(C}) y para cada n natural que
MCni1) = MCn) = MCp1 \ Cn) = MBny1 \ (Bat1NCy)) =

ABai1) — MBust NCa) < M(Bust) — M (An) = A (Ani1) — ' (An),

donde se ha utilizado la hipétesis de induccién. Del desarrollo anterior y teniendo en
cuenta de nuevo la hipétesis de induccién

MCni1) <A (Any1),
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y por tanto
x(CnJrl) =A" (An+1)-

Por tltimo, utilizando el crecimiento continuo de la medida de Borel-Lebesgue, con-
cluimos

A (O An> <\ (O c,,) = limA(C,) = HmA* (4,).
n=1

n=1

1.2.2. Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue

Disponemos ya del bagaje necesario para presentar el teorema fundamental de la
leccion en el que se describe el espacio de medida (RY, M, 1.).

1.2.9 Teorema (de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue).
i. La familia de subconjuntos M de RY definida como sigue
M ={BUZ: Be B, ZCR" con\*(Z) =0}
es una -dlgebra en RN que contiene a los intervalos acotados.

ii. La restriccion a M (resp. ‘B) de la medida exterior de Lebesgue es la iinica
medida sobre M (resp. ‘B) que extiende el volumen de los intervalos acotados.

Demostracion. i. Es claro que RN € M. SiAUZ € M, con A € By A*(Z) =0, en-
tonces, en virtud de la regularidad de la medida exterior de Lebesgue (Proposicion
1.2.7), existe B € B tal que Z C By A*(B) = 0. En esta situacién podemos escribir

(AUZ)  =ANZ°=AN[B°U(Z°NB)| =[A°NB|UIA“N(Z°NB)],

y por tanto (AUZ)¢ =A'UZ/, siendo A’ = A°NB° € By Z' = A°N(Z°NB) que satisface
A (Z') <\(B) =0, porlo que (AUZ) € M.

Si ahora (A, UZ,) es una sucesion de elementos de M con A, € By A*(Z,) =0
para cada n € N, entonces

U@.uz,) = (UAn> U (U Zn> €M
n=1 n=1 n=1
puesto que U A, € By A* (U7 Z,) < Yoo A (Z,) = 0.

Finalmente observemos que todo intervalo acotado de R" es unién de un interva-

lo abierto, y por tanto boreliano, y el conjunto Z unién de sus eventuales caras que
claramente verifica A*(Z) = 0.
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ii. La prueba de este apartado es laboriosa. Comprobaremos ahora que la restriccién
de A" a M es una medida. Supuesto que A* sea aditiva en la c-dlgebra M obsérvese
que para cualquier E € M necesariamente ha de satisfacerse que

M (A) =V (ANE) + A (A\ E)

para todo subconjunto A de RY. En efecto, dado A C RY seaBE€ BconAC By
A*(A) = A*(B) (Proposicién 1.2.7). Se tiene

M (A) =N (B) = M (BNE) + A (B\ E) > M (ANE) + A (A\ E)

y la subaditividad de A* (es inmediato que una medida exterior es subaditiva) nos per-
mite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad. Es natural entonces
considerar la familia

C={ECRN: M(A) =1 (ANE)+ A" (A\E), VA C R},
Probaremos seguidamente las siguientes afirmaciones:
a) C esuna G-dlgebra y A* es una medida sobre C.
b) La c-dlgebra M estd contenida en la ¢-dlgebra C.

Como consecuencia de estos apartados se concluye que A es una medida.
a) Es inmediato comprobar que RY € 'y que para cualquier A € C también A€ € (.
Dados E,F € CyA C RV, tenemos:

AM(A)=A"(ANE)+A(ANE°) =
AMANENF)+A(ANENF)+AN(ANENF)+ A (ANENFC).
Al sustituir A por AN (EUF) queda
AM(AN(EUF))=A(ANENF)+A(ANENF ) +A (ANE°NF), (1.1)
y por tanto
AM(A)=A"(AN(EUF))+ A (ANENF) =AM (AN(EUF))+ A" (AN(EUF)°).

Obtenemos asi que EUF € C. Por induccién se sigue que la unidn finita de conjuntos
de C pertenece a C.
Sean ahora E, F' € C disjuntos, por (1.1) se tiene:

M (AN(EUF))=A"(ANE)+A"(ANF),

para cada subconjunto A de R". Si ahora Ej,E,...,E, € C son disjuntos dos a dos,
obtenemos por induccion que:

A (AN(E\U...UE,)) =LA (ANE)) +...+ A (ANE,), (1.2)
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para todo subconjunto A de R". Sea finalmente (E,) una sucesién de elementos de C
disjuntos dos a dos y pongamos F, = E;U...UE,,Vn € N,y E = U”_|E,. Entonces

n

M(A) =A(ANF,)+A(A\F,) Z (ANEy) +1M(A\F,) >

i M (ANE)+A(A\E),

donde se ha usado (1.2) y la monotonia de A*. Haciendo que n — o y usando la o-
subaditividad y la subaditividad de A*, obtenemos

o)

(ANE,) + A (A\E) > \* <U (AﬂEn)> + A (A\E) =

n=1

||M8

=LA (ANE)+A"(A\E) > A" (A),
lo que demuestra que E € Cy que:

i (ANE,) +A"(A\E), (1.3)

para todo subconjunto A de RY. Tomando A = E en (1.3) obtenemos la ¢-aditividad
de A*, es decir

[E,€C,VneN, ENE;=0(i # j)| = A* (U En> =) M(E
n=1 n=1

Probemos finalmente que la unién numerable de elementos de C pertenece a C. En
primer lugarsi E, F € C, setiene que ENF = (ECUF€)¢ € Cyenconsecuencia E\ F =
ENF¢ € C. Sea ahora una sucesion cualquiera (E,) de elementos de C. Definimos por
recurrencia

IﬁZZ:El

n
Foi1:=En \ | Ex.
k=1

De lo ya demostrado F, € C, Vn € N. Claramente dichos conjuntos son disjuntos dos
a dos por lo que concluimos que

UE.=UFecC
n=1 n=1

b) Supongamos que S es un semiespacio de RY del tipo:

{(x1,...,xy) ERN: x; <} (resp. <,>,>),
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para algiin i con 1 <i<d y algiin « € R. Veamos que S€ C.SiACRN yA C U 1y
siendo I, un intervalo acotado de RV para todo n € N, entonces los intervalos [, NS
recubren AN Sy los intervalos I, \ S recubren A\S y por tanto se verifica

AM(ANS)+A"(A\S) <

Z V([ NS) + Z V(I \S) = Z V(I NS) + vl \S)) = Z V(In).

n=1 n=1 n=1 n=1
Consecuentemente L*(ANS) +A*(A\ S) <A*(A) y la subaditividad de la medida ex-
terior nos permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y que
por tanto S € C. Como cualquier intervalo acotado de RY se puede expresar como la
interseccion de 2N semiespacios del tipo anterior y éstos pertenecen a C podemos ase-
gurar que también los intervalos acotados pertenecen a C. Como ‘B es la 6-4lgebra gen-
erada por los intervalos acotados de R podemos ahora concluir que B C C. Supong-
amos finalmente que Z C RY verifica que A*(Z) = 0. Para cualquier A C R" se tiene
entonces

M (ANZ)+A5(A\ Z) = A*(A\ Z) < A*(4),

donde se ha utilizado la monotonia de A*. La subaditividad de A* nos permite concluir
que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y por tanto Z € C. Hemos probado
que M C C (de hecho probaremos enseguida que ambas G-dlgebras coinciden).

Una vez probado que A es una medida, demostraremos ahora que extiende el volu-
men de los intervalos acotados, esto es,

A1) = v(I),

para todo intervalo acotado I de R". Esta es sin duda la parte mds dificil del teorema.
Supongamos que I es un intervalo acotado de RV, Es claro que A(I) < v(I), pues I es
un recubrimiento de si mismo. En consecuencia si v(I) = 0, también A(/) = 0. Para
probar la igualdad en el caso v(I) > 0, observemos que si I = I} X ... x Iy, y para cada
d tal que

0<d< %ml’n{supll —infl},...,suply —infly}
definimos
1(8) = [infI} +3,supl} — J] x ... x [infIy + J,sup Iy — 9],
se tiene que /(d) es un intervalo cerrado tal que I(8) C Iy

lim v(I1(8)) =v(I).
i v(1(8) =v()
Fijado € > 0, podemos en consecuencia tomar un intervalo cerrado K contenido en /

tal que
v(I) <v(K)+e.
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Sea (I,) una sucesion de intervalos abiertos y acotados de R" que recubran I y tal que

Y v(l) < M) +e.
n=1

Puesto que K es compacto ha de ocurrir que K C I} U... U1, para conveniente m € N.
Se verifica entonces que

WK) < V() 4o o) < Y vll) SAD) +e
n=1

(para comprobar la primera desigualdad véase el Apéndice 1.4.2), y por tanto v(I) <
A(I) +2¢. Como quiera que la anterior desigualdad es vdlida para cualquier positivo €
podemos concluir que v(I) < A(I) y en consecuencia A(I) = v(I).

Sea u una medida definida sobre la 6-dlgebra M (resp. B) que extiende el volumen
de los intervalos acotados. Probemos que para cualquier conjunto medible E se tiene
que u(E) < ME). En efecto sea (I,) una sucesién de intervalos acotados de R tales
que

EcC |
n=1
De la monotonia y la 6-subaditividad de la medida u se deduce que

(o)

u(E) < u <D zn) < Y ulln) = ¥ v(l)
n=1 n=1

= n=1

yeén consecuencia

H(E) <07 (E) = ME).

Conviene resaltar que hemos probado que cualquier medida que extienda el volumen
de los intervalos (definida sobre cualquier G-dlgebra que contenga los intervalos aco-
tados de R" es mds pequefia que la medida exterior de Lebesgue.

Probemos ahora la desigualdad contraria. Sea E € M y para cada n € N sea [,, =
[—n,n] X -+ x [—n,n]. En virtud de la propiedad antes mostrada tenemos que

p(ln) =l NE) = p(lp \ (IO E)) < MIp \ (1. NE)) = M) =M1 NE)
para todo n € N. En consecuencia A(I, NE) < u(I,NE) Como limA(I,NE) =AE)y
limu(I, NE) = u(E) podemos concluir que efectivamente A(E) < u(E). O
Existe una magnifica relacién entre la medida de Lebesgue y la topologia de RY
que recogemos en el siguiente resultado.

1.2.10 Teorema. Sea E C RN, Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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i. E€M.
ii. V(A)=A(ANE)+A*(A\E), VA CRY,
iii. Ve >0, 3G C RY abierto tal que EC Gy M (G\E) <¢
iv. 3JA CRY de tipo Gg tal que E C Ay N (A\E) =
v. Ve >0, 3F C RN cerrado tal que F CE y\*(E\F) <¢
vi. 3B C RN de tipo Fs tal que BC E y M*(E\B) =
Si E es medible, entonces se verifican las siguientes identidades:
ME) = if{MG) : G C RY abierto, E C G} (regularidad exterior)
ME) = sup{MK) : K C RY compacto, K C E} (regularidad interior).
Demostracién. Comenzamos probando que para E C RY se verifica
A (E) = inf{M(G) : G C R" abierto, E C G},
lo que es una generalizacién de la regularidad exterior. Notemos por comodidad
o= inf{A(G) : G C R" abierto, E C G}.

Por monotonia es A*(E) < o por lo que si A*(E) = o entonces también o0 = co. En
otro caso, dado € > 0 tomemos una sucesion (I,) de intervalos abiertos acotados cuya
unién contenga a E, y tal que

i ) <A(E)+e.

Entonces G = U;°_,I, es un abierto que contiene a E, con lo que usando la definicion
de medida exterior de Lebesgue, tenemos

o < A(G) i ) <A*(E)+e.

Siendo € > 0 arbitrario, se sigue que a0 < A*(E).
i=ii. En la demostracién del teorema anterior se ha probado ya que M C C, donde

C={ECRN: M(A)=A(ANE)+L*(A\E), VA C RV},

ii= iii. Fijemos € > 0. Si A*(E) < oo, tomemos un abierto G con E C G y A(G) <
A*(E) +e¢. Porii

MG) = A (GNE) + A" (G\E) = M*(E) + A*(G\ E).
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En consecuencia
AV (G\E) <e.

En el caso en que A*(E) = oo, definamos E,, = EN| —n,n[x ---| —n,n[, Vn € N. Como
para cada natural n se verifican E, € Cy M*(E,) <M]—n,n[x ---x]—n,n[) = 2n)N <
oo, por lo ya demostrado, existe un abierto G, conteniendo a E,, y tal que

Pongamos G = U;’_,G,. G es abierto, y como E = U;>_,E,, G cubre a E. Ademas
como G\ E C U, (G, \ E,) se tiene

[ee]

N'(G\E) <\ (U<Gn\En>) < Y MG \En) <e
n=1

n=1

donde se ha empleado la monotonia y la 6-subaditividad.

iii= iv. Para cada natural n sea G, C R" un abierto tal que E C G, y A*(G, \ E) <
%. Definiendo A = N}°_, G, se obtiene un conjunto de tipo G con E C A 'y, puesto que
A\E C G, \E, Vn € N, se tiene

V(A\E) <A (Gy\ E) < % Vn €N,

y por tanto A*(A\ E) = 0.
iv=i. La hipétesis nos dice que A,A\ E € M (A es boreliano y A*(A\ E) = 0 por
lo que ambos pertenecen a M), luego E = A\ (A\E) € M.
Hemos probado que i < ii < iii < iv. Para comprobar que también i < v < vi
basta tener en cuenta que
EeMsSE eM

y que v (resp. vi) son las escrituras de iii (resp. iv) para el conjunto E°.
Probemos finalmente la regularidad interior. Sea £ medible y notemos

a = sup{M(K) : K C R compacto, K C E}.

Es claro que a0 < A(E). Para probar la otra desigualdad consideremos para cada natural
nel conjunto E,, = EN] —n,n[x --- x| —n,n[. Puesto que (E,) es una sucesion creciente
de conjuntos medibles con unién E, por el crecimiento continuo

ME) = lim M(E,,).

n—oo

Por v, para cada natural n existe F;,, C RN compacto contenido en E, tal que

MEL\ Fy) < %
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En consecuencia, (F,) es una sucesion de compactos contenidos en E tales que
MEn) = MF,) + ME,\ F,), Vn €N,
y por tanto, tomando limite obtenemos

ME) = lim M(F,,).

n—o0

Hemos probado que A(E) < a. N

A continuacién estudiamos el magnifico comportamiento de la medida de Lebesgue
frente a las transformaciones afines. Empezamos probando que si ¢ : RY — RV es una
aplicacion continua, entonces (p_1 (B) € B,VB € B. En efecto, la familia

{BeB:9 (B) e B}

es una c-algebra que contiene los abiertos, luego coincide con la 6-4dlgebra de Borel y
por tanto
¢ '(B) € B,YB c B.

En particular los homeomorfismos de RN sobre RV conservan los borelianos. Con-
viene llamar la atencién sobre el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre con los
borelianos, la imagen inversa por una funcidn continua de un medible puede no serlo.
De hecho existen homeomorfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos med-
ibles. Sin embargo si es cierto que el trasladado de un medible es medible. En efecto,
como las traslaciones conservan los conjuntos borelianos, basta probar que si a € RV y
Z C R con M(Z) =0, entonces A(a+Z) = 0, lo cual se deduce de que v(I) = v(a+1)
para todo intervalo acotado 7 de RY.

1.2.11 Teorema (Invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue).

i. Si u es una medida sobre M (resp. B) invariante por traslaciones y tal que
o= u([0,1[N) < oo, entonces u= o\

ii. La medida de Lebesgue es la tinica medida sobre M invariante por traslaciones
para la que la medida del intervalo [0,1[N es 1.

Demostracién. i. Notemos Qo = [0,1N y 0, = zinQo, Vn € N. Para cada natural n, Q
es unién de 2" intervalos trasladados de Q,, dos a dos disjuntos, por lo que

u(0n) =12~ % _oi(0,)

Al ser u invariante por traslaciones deducimos que

u(Q) = av(Q), para cualquier cubo diddico.
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La descomposicion de un abierto en unién de diddicos disjuntos (véase el Apéndice
1.4.4) nos asegura que

u(G) = aA(G) para cualquier conjunto abierto G.

Sea ahora K un compacto y tomemos / intervalo abierto acotado conteniendo a K.
Entonces como u(I) < oo, tenemos

u(K) = p(l) — p(I\ K) = o(I) — aMI\ K) = o[MT) — A1\ K)] = 0A(K).

Para E € M, en virtud de las regularidades de la medida de Lebesgue y de la monotonia
de u, se tiene que

oA(E) = asup{A(K) : K C E compacto}
= sup{aA(K): K C E compacto}
= sup{u(K) : K C E compacto}
<u(E)

oA(E) = ainf{A(G) : E C G abierto}
= inf{oA(G) : E C G abierto}
= inf{u(G): E C G abierto}
> u(E).
ii. Veamos que A es invariante por traslaciones. Para cada a € R, definimos u :
M — [0, o] por
UE)=Ma+E),VE€M
y basta probar, en virtud del teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue,

que u es una medida sobre M que extiende el volumen de los intervalos. Sea (E,) una
sucesion de conjuntos medibles disjuntos. Se tiene que

I (QE) =1 <a+ngEn> =X (ngl(a+En)> =

donde se utilizado que los conjuntos a + E,, son disjuntos dos a dos. Finalmente

[e )

iluaw) = Y u(Ey),

n=1

ull)=Ma+1)=v(a+I)=v(I),

para todo intervalo acotado 7 de R". La unicidad es consecuencia inmediata dei. [J
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1.2.12 Teorema. Sea T : RY — RY una aplicacion lineal. Para todo conjunto medible
E C RV se verifica que el conjunto T (E) es medible y

MT (E)) = |detT[ME),

donde notamos detT al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es
una isometria euclidea, entonces

MT(E)) = ME), VE € 9.

Demostracion. Supongamos que det7 # 0. Entonces 7 es un isomorfismo y por lo
tanto aplica borelianos en borelianos. Esto nos permite definir u : B — [0, 0] por

u(B) = MT(B)), VB € B

que es claramente una medida invariante por traslaciones y tal que u([0,1[Y) < oo (por
ser T ([0, 1[V) acotado). Asi, en virtud del teorema 1.2.11.i, se sigue que existe a7 > 0
tal que

u(B) = orA(B), VB € B,

y por tanto
MT(B)) = arA(B), VB € B.

Si ahora Z es de medida cero, entonces, en virtud de la regularidad de la medida exte-
rior de Lebesgue (Proposicién 1.2.7), existe B boreliano con Z C B tal que A(B) = 0.
Se tiene pues que

T(Z) C T(B) = MT(2)) < MT(B)) = arA(B) = 0 = M(T(Z)) = 0.

En consecuencia,

MT(E)) = orME), VE € M.

Seguidamente probamos que o7 = 1 en el caso particular de que 7 sea una isometria.
En efecto, tomando como E la bola unidad euclidea B, al ser T (B) = B, obtenemos

A(B) = MT(B)) = arA(B).

Si T es una isometria, sabemos que la matriz asociada tiene determinante +1, ya que
la matriz asociada es ortogonal.

En el caso general en que 7 sea una aplicacion lineal con detT # 0, es sabido
(véase Apéndice 1.4.3) que existen isometrias lineales Q1 y Q> y una aplicacion lineal
D, tal que D(e;) = aje; (1 <i<N),donde ay,...,0y son reales positivos, tales que

T = Q1DQ>,

y en consecuencia det D = |detT| # 0.
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Es inmediato comprobar que
N
AMD([0, 1) = A([0,04] X ... x [0,0x]) = Hocj =detD,
j=1

luego ap = det D, como pretendiamos demostrar.
Sabemos entonces que

MD(E)) =detD ME) = |detT|ME), VE € M.
Por el resultado ya probado para isometrias, sabemos que
MT(E)) = M(Q1DQ2)(E)) = M(DQ2)(E)) = |detT| MQa(E)) = |detT| A(E),

para todo E € M.

Supongamos finalmente que det7 = 0. En esta situacién 7 (R ) est4 incluido en un
hiperplano de R" y por tanto existe una isometria lineal Q verificando que Q(T (RY)) C
{0} xRN ~1. En consecuencia, por lo ya demostrado,

MT(RY)) = MQ(T(R"))) <A({0} xRY™1) =0

y de ello deducimos que
MT(E))=0,VE € M.

]

Finalizamos el tema estudiando el comportamiento de la medida de Lebesgue
frente a las aplicaciones de clase C'.

1.2.13 Lema. Sean G C RY abierto, f: G — RN y K > 0 tales que

1£G6) = FW)lleo < K[lx =], Y,y € G
Entonces M*(f(E)) < KNA*(E), VE C G.

Demostracion. Si A*(E) = oo no hay nada que probar. En otro caso, fijado € > 0 existe
una sucesion (1,) de cubos diddicos disjuntos dos a dos cuyo cierre estd contenido en
Gy tales que

Ec|Jhy i v(I,) <A(E) +e.
n=1 n=1

En efecto: como consecuencia de la regularidad de la medida exterior de Lebesgue
(Proposicion 1.2.7) y de la regularidad exterior de la medida de Lebesgue (Teorema
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1.2.10) existe un abierto G’ tal que E C G’ y M(G") < A*(E) +¢. Entonces como suce-
si6én (I,) se puede tomar la particion canénica de GN G’ en cubos diddicos (Apéndice
1.4.4). Para cada natural n escribamos I, = Bw(ay, ;). Se tiene entonces que

f(I,) C Ew(f(an)7Krn)a

y en consecuencia
M (f(E)) <A <U

i }\’(Ew(f(a”)’Kr”)) - i K2 (Em(f(an)7rn)) =

n=1 n=1

ZKNx o (an, 1)) KNZv ) <KY(V(E)+e).

Por dltimo de la arbitrariedad de € se deduce que
N (F(E)) < K"M(E).
O]

1.2.14 Proposicion. Sean G C RN abierto y f: G — RY una funcion de clase C'. Se
verifican las siguientes propiedades:

i. f(Z) es de medida cero para todo Z C G de medida cero.
ii. f(E) esmedible paratodo E C G medible.

Demostracion. i. Para cada natural n sea G, = {x € G : ||[Df(x)|| < n}.Es claro que
G, es abierto y que basta probar que

Mf(ZNG,)) =0, ¥n € N.

Es sabido que G, se puede expresar como una unién numerable de bolas abiertas (no
necesariamente disjuntas entre si). En efecto, para cada x € G, existen b, € G, N QN y
re € QT tales que

X € Boo(by, 1) C Gy.

Es claro que

Gn= | Beoo(br,1%)

xeG,

y que la familia {Bw(by,ry) : x € G, } es numerable (jObsérvese que estas bolas se
repiten muchas veces!). Pongamos

{Bm(bx,rx) X e Gn} = {Boo(bk,rk) ke N}.
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El teorema del valor medio nos asegura que para cada k natural la funcién f verifica

1£ () = F ) lloe < nl|x = ylloo, Vi, y € Beo(by, 1),
y del lema anterior se deduce que
M (f(ZNGy) Z F(ZNBuo(by,11)) <nNZx*ZmB (be,r)) = 0.
k=1 k=1

ii. Sea E C G medible. El apartado v) del Teorema 1.2.10 nos proporciona una
sucesion (Fy) de cerrados contenidos en E tal que A (E \ U7_,F,) = 0. Consideremos
para cada n € N el compacto

K,=(FU...UF,)NB(0,n).

Se tiene entonces que K, C E, Vn € Ny que A (E \ U‘,’f:lKn) = (0. Como

f(E)=f<OKnU(E\UZ°_1Kn)> = U1 f(Kn) Uf (E\U;Z1 K)

n=1

concluimos que f(E) es medible pues la continuidad conserva la compacidad y el
apartado i) nos asegura que f (E \Ur, Kn) es medible (de hecho es de medida cero).
]

Observacion 1.2.15. Adelantando bastante los acontecimientos nos tomaremos la lib-
ertad de avanzar que si en el resultado anterior la funcién f es inyectiva y detJ f(x) # 0
para todo x € G, entonces se verifica

A(f(E)) = / et £ (x)| dx
E
para todo E C G medible. En el caso particular N = 1 basta con exigir la condicién

f'(x) # 0 para todo x € G, en cuyo caso f'(x) > 0 para todo x € G, o bien f/(x) <0
para todo x € G, y en el primer caso se verifica

= /Ef’(x)dx



1.3 Medidas de Lebesgue-Stieltjes en RY 29

1.3. Medidas de Lebesgue-Stieltjes en RY

Las medidas mds importantes en RY son indudablemente aquellas que estdn definidas
en la 6-dlgebra de Borel de RY y que son finitas sobre los subconjuntos acotados de
RV . Estas medidas se suelen conocer con el nombre de medidas de Lebesgue-Stieltjes
y resultan estar asociadas a un tipo particular de funciones conocidas como funciones
de distribucion. La teoria se desarrolla esencialmente de igual manera en cualquier di-
mension. Expondremos seguidamente esta teoria en R y esbozaremos posteriormente
el desarrollo de la misma en RY.

1.3.1. Medidas de Lebesgue-Stieltjes en R

1.3.1 Definiciéon (Medidas de Borel-Stieltjes). Una medida de Borel-Stieltjes en R es
una medida u definida sobre la 6-dlgebra de Borel B de R tal que u(I) < oo para todo
intervalo acotado / de R. La completacién de una tal medida recibe el nombre de
medida de Lebesgue-Stieltjes en R.

1.3.2 Proposicion (Funcion de distribucién asociada a una medida de Borel -Stieltjes).
Sea puna media de Borel-Stieltjes en R. Entonces la funcion F, : R — R definida por

u(0,x])  si x>0
Fy(x) = 0 si x=0
—u(]x,0]) si x<O0

verifica las siguientes propiedades:

I FH es creciente;

ii. lim  F,(x) = Fy(a) para todo a € R.

xX—a, x>a
Demostracion. i.Seanx,y € Rconx <y.Six <0y 0 <y,entonces F,(x) <0< F,(y).

Supongamos ahora que 0 < x < y. Entonces ]0,x| C|0,y] y en consecuencia

Fu(x) = u(]0,x]) < u(]0,5]) = Fu(y)-

Si x <y <0, entonces |x,0] C|y,0] y por tanto u(]y,0]) < u(]x,0]), que nos permite
concluir

Fu(x) = —u(]x,0]) < —p(ly, 0]) = Fu(y)-
ii. Sea a > 0y sea (x,) una sucesion decreciente con limx, = a. Como ]0,a| =
N*_,]0,x,] tenemos que

Fy<a>:mo,a]):y(mo,xn]):,;gguuo,xnbz lim Fy(x,) = lim_Fy(x).
n=1

x—ax>a

Andlogamente se verificaria la propiedad ii para a < 0. [
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Las propiedades aparecidas en el anterior resultado dan origen al concepto de fun-
cioén de distribucion en R que precisamos a continuacion.

1.3.3 Definicion (Funcién de distribucion en R). Una funcion de distribucion en R es
una funcién F : R — R que verifica las siguientes propiedades:

1. F es creciente.

ii. lim F(x)=F(a) paratodoa € R.
x—a, x>a
Observacion 1.3.4 (Funcion de distribucién asociada a una probabilidad). Si IP es una
probabilidad definida en B, entonces se satisface la condicion exigida en la proposicion
anterior y en esta situacion la funcién de distribucion de [P se acostumbra a definir de
la siguiente manera (mds simple que la dada en la proposicion)

Fp(x) = P(] —o0,x])

para todo x € R. Obsérvese que ahora la funcién de distribucion satisface la siguiente
propiedad adicional:
iii. lim Fp(x) =0y lim Fp(x) = 1.
X——o0 X—oo

Comprobaremos ahora que a partir de cualquier funcién de distribucién F en R
podemos construir una medida de Lebesgue-Stieltjes en R cuya funcion de distribucion
asociada es F. El propésito es construir una medida Ar sobre la G-dlgebra de Borel
de tal manera que Ar(]a,b]) = F(b) — F(a) para cualesquiera a,b € R con a < b.
El germen para esta construccion es la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes que se
define seguidamente.

1.3.5 Definicion (de la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes asociada a una fun-
cién de distribucién). Sea F' una funcién de distribucién en R. La medida exterior
de Lebesgue-Stieltjes asociada a F, A3, en R es por definicion la aplicacion

Af 2 P(R) — [0, o]

dada por

Ap(A) = inf{ i(F(bn) —F(ay)): AC D]an,bn], an,b, €R, a, < bn}
n=1

n=1
paratodo A C R.
1.3.6 Definicion (de la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a una funcién de dis-
tribucién). Sea F una funcién de distribucién en R. La medida de Lebesgue-Stieltjes

con funcién de distribuciéon F, Ar, en R es la restriccion de la medida exterior de
Lebesgue a la 6-dlgebra My definida por

Mp ={BUZ: Be B, ZCR" con \j;(Z) =0}.
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Como sucedié con la o-dlgebra de Lebesgue y la medida de Lebesgue, hemos
de justificar que el conjunto Mg considerado es efectivamente una c-dlgebra y por
supuesto debemos justificar el calificativo de medida que hemos atribuido a la restric-
cién de la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes a M. Esta serd la principal labor que
llevaremos a cabo en este tema.

Puesto que todo intervalo acotado de R estd contenido en un intervalo acotado que
ademads es abierto y cuya longitud estd tan préxima a la longitud del intervalo original
como se quiera se puede establecer la siguiente identidad.

1.3.7 Proposicion.
Ai(A) = inf{ Y (F(bn) —F(an) : A C | J)an,bul, an,bn € R, a, < bn}
n=1 n=1
para todo A C R.

Demostracion. Es idéntica a la demostracion de la Proposicion 1.2.4. 0

1.3.8 Teorema (de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue-Stieltjes en R).
Sea F una funcion de distribucion en R. Se verifican entonces las siguientes afirma-
ciones.

i. La familia de subconjuntos Mr de R definida como sigue
My ={BUZ: Be B, ZCR" con \i:(Z) =0}
es una 6-dlgebra en R que contiene a los intervalos acotados.

ii. La restriccion a My (resp. B) de la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes es la
tinica medida sobre My (resp. ‘B) tal que

Ar(Ja,b]) = F(b) — F(a)
para cualesquiera a,b € R con a < b.

Demostracion. Es enteramente similar a la demostracion del Teorema 1.2.9 de exis-
tencia y unicidad de la medida de Lebesgue. U

Observacion 1.3.9.

1. Conviene observar que la medida de Lebesgue en R es justamente la medida
correspondiente a la funcion de distribucion F(x) = x para todo x € R.

ii. Es inmediato que si dos funciones de distribucién difieren en una constante, en-
tonces las correspondientes medidas de Lebesgue-Stieltjes asociadas son idénti-
cas.
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1.3.10 Teorema. Sea F : R — R una funcion de distribucion. Supongamos que F es
continua en un intervalo abierto I de R. Entonces

Ap(E) =M (F(E))
para todo subconjunto E C 1.

Demostracion. Sea E C Iy sea € > 0. Existe una sucesion de intervalos (]a,,b,]) de
manera que
lan,by) C I, Vn €N,

Sea J, = F(]an,b,]) para cada n € N. Puesto que F es continua y creciente en I, J,, es
un intervalo de extremos F(a,) y F(b,) para cada n € N. Como

F(E)C |

n=1
podemos concluir que
VP < X (0 = TP~ Flan] S K(E) e

Puesto que € es arbitrario, obtenemos que

M (F(E)) <Ap(E).

Para probar la desigualdad contraria, fijemos nuevamente € > 0 y tomemos ahora
una sucesion de intervalos abiertos (J,,) de manera que

MS
/\
>§
+
o

Paracadan € N,seal, = {x € I : F(x) € J,}. Puesto que F es continua en / podemos
asegurar que I, es abierto. Ademads, el crecimiento de F' garantiza que cada /,, es un in-
tervalo |a,, b, . Por otra parte es claro que E C U, |a,, b,[. En consecuencia, tenemos

que . .
< Y IF(on) — Flan)] = X (0n) < W (F(E)) e
=1 n=1

n
Finalmente haciendo € — 0 obtenemos la desigualdad deseada Ay, (E) <A*(F(E)). O
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Observacion 1.3.11.

i.

il.

Si unimos la informacién proporcionada por el anterior resultado a la informa-
cién avanzada en la Oservacion 1.2.15 del tema anterior obtenemos que en el
caso de que la funcién de distribucién F sea de clase C' en un intervalo I, en-
tonces la medida de Lebesgue-Stieltjes se puede calcular en el interior de dicho
intervalo mediante la siguiente identidad

A (E) = /E F'(x)dx

para todo subconjunto E C I medible. De hecho, esta expresion de la medida de
Lebesgue-Stieltjes asociada a la funcion de distribucién F es vélida siempre que
F sea absolutamente continua en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido
en el intervalo considerado 7 (lo cual es cierto en el caso particular de que F sea
derivable en dicho intervalo y su derivada sea localmente integrable en I, esto es
integrable en todo intervalo cerrado y acotado contenido en /). La justificacion
de las anteriores afirmaciones estd todavia muy lejos de nuestro alcance y su
demostracion exige avanzar muchisimo mds en la teoria.

Es totalmente elemental verificar a partir de la definicién (aunque también se
desprenderia del comentario anterior) que la medida de Lebesgue-Stieltjes es
idénticamente cero para cualquier subconjunto contenido en un intervalo abierto
en el que F sea constante.

1.3.12 Proposicion. Sea F : R — R una funcion de distribucion. Entonces

u({a}) = F(a)— lim_F(x)

x—ax<a

para todo a € R.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion creciente en R con limx, = a. Entonces {a} =
N, ]xn,a] y en consecuencia

(o]

wr({a}) =pr | (ln.a] | = lim pp(fx,a]) = lim [F(a) — F (x,)] =

n—oo
n=1

F(a)— lim F(x,) =F(a)— lim F(x).

n—oo x—ax<a

1.3.2. Ejemplos

.

Consideremos la funcion de Heaviside F : R — R, que estd definida por

0 si x<0,
F(x):{l si 0<ux.
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= Discontinuidades: el O con salto 1. En consecuencia Ar({0}) = 1.

= Intervalos en los que F es constante: | — oo, 0[ y |0, +oo[. En consecuencia
e (] —o0,0[) = £ (]0, +oo[) = 0.
m Si E € B, entonces

e (E) = 1 (B — 0,00 4 2 (£ 1 0}) + A (N0, o) =
wEnon={1 3 0EF

il. . Consideremos F : R — R, definida por
F(x)=E(x), VxeR.
= Discontinuidades: Z con salto 1 en cada uno de los puntos. En consecuen-

cia Ap({k}) =1 para todo k € Z.

= Intervalos de constancia: |k,k + 1[ para k € Z. Por tanto Ar(Jk,k+ 1[) =0
para todo k € Z.

m Sea £ € B. Entonces

E) = Y AEANKD+ Y ArENk A1) =
k=—o0 k=—o0

i Ar(EN{k})

= Z {O . ke E, =card(ENZ).
k=—o0 k=—0c0

1 si keE

iii. Consideremos F : R — IR, definida por

0 si x <0,
Fx)=¢ x si 0<x<I,
1 si 1 <x.
= Discontinuidades: ninguna.

= Intervalos de constancia: | —o,0[ y |1,4-oo]. Por tanto Ag(] —0,0[) =0y
Ar(]1,4o0]) = 0.
= Intervalos de derivabilidad (no trivial): ]0, 1] con F'(x) = 1.

= Obsérvese que han quedado los puntos 0 y 1 cuya medida es cero por con-
tinuidad de F.

s Sea E € ‘B. Entonces
7\,F(E) = A,F(Eﬂ] —OO,OD —l—)LF(Eﬂ{O}) +7\,F(Eﬂ]0, ID —l—}\,F(Eﬂ{l})

AR (EN]T, +oo]) = Ap(EN]0, 1]) = /Em}o |l =ME0, 1),
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iv. Consideremos F' : R — R, definida por

0 =i x <0,
Fx)=1< 2x si 0<x<1,
2 si 1 <x.
= Discontinuidades: ninguna.

= Intervalos de constancia: | — e, 0] y |1,+oco[. Por tanto Ap(] —e0,0[) =0y
Ar(]1,4eo[) = 0.
= Intervalos de derivabilidad (no trivial): ]0, 1] con F’(x) = 2.

= Obsérvese que han quedado los puntos 0 y 1 cuya medida es cero por con-
tinuidad de F'.

= Sea E € ‘B. Entonces
Ap(E) = Ar(EN] = o0,0) +Ar (EN{0}) + Ar (ENJO, 1]) +Ar (EN{1})
A (EN)L, 4oo]) = Ap(ENJ0,1]) = / |y 24r=2E 1),
ENJ0,1
v. Consideremos F : R — R, definida por
0 si x <0,
Fx)=< 2x si 0<x<l,

5 si 1 <x.

= Discontinuidades: el punto 1 con salto 3.

= Intervalos de constancia: | — o0, 0] y |1,4-oo[. Por tanto Ap(] —o0,0[) =0y
Ar(]1,4o0]) = 0.
= Intervalos de derivabilidad (no trivial): ]0, 1] con F'(x) = 2.

= Obsérvese que ha quedado el punto 0 cuya medida es cero por continuidad
de F.

m Sea E € ‘B. Entonces

Ar(E) = Ap(EN] —o0,0[) + Ap (E N {0}) +Ar(ENJ0, 1) + Ar(EN{1})
+Ap(EN1, o)) = Ap(EN]0, 1)) + Ar(EN{1}) =

0 si 1€E,
/EH}O,I[de+{ 3 si l€E.

E(x) si x<0,
¥ osi 0<x<1,
X si 1 <x<2,

x+2 si 2 <x.

vi. Consideremos F : R — R, definida por
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= Discontinuidades: los puntos de {k € Z: k < 0} con salto 1 y el punto 2
con salto 2.

= Intervalos de constancia: todos los de la forma |k — 1, k[ parak € Z y k <O0.
Por tanto Ap(Jk — 1,k[) = 0 para k < 0.

= Intervalos de derivabilidad (no trivial): ]0,1[ con F'(x) = 2x, ]1,2[ con
F'(x) =1y]2,4o0[ con F'(x) = 1.

= Obsérvese que ha quedado el punto 1 cuya medida es cero por continuidad
de F.

m Sea £ € B. Entonces

Ar(E) = i Ar(EN)k—1,k[) + i Ar(EN{k})+Ar(EN]O,1[)+

k=—c0 k=—oco
A(EN{1}) +Ap(EN1,2[) + Ar(EN{2}) +Ap(EN]2,+oo) =
O (0 si k€E,
k_Z—oo{ 1 si keE T Em]071[2dx+

0 si 2¢E
ldx+ . ’ +/ 1d
/Eﬂ]l,Z[ . { 2 st 2€E. EN]2,+o0] !

1.3.3. Medidas de Lebesgue-Stieltjes en RY

1.3.13 Definicion (Medidas de Borel-Stieltjes en RN). Una medida de Borel-Stieltjes
en RN es una medida u definida sobre la 6-dlgebra de Borel B de R tal que u(I) < oo
para todo intervalo acotado I de R". La completacién de una tal medida recibe el
nombre de medida de Lebesgue-Stieltjes en RV .

También las medidas de Borel-Stieltjes en R" tienen asociada una funcién de dis-
tribucion cuya definicién precisamos inmediatamente.

1.3.14 Definicién (Funcién de distribucién en RY). Una funcion de distribucion en RY
es una funcién F : RY — R que verifica las siguientes propiedades:

1. Siay,...,an,by,...,by € Rson tales que a; < by,...,ay < by, entonces

1 N
ALy AN, F >0,

aj 7b1 ’ an,
donde Afay, by esta definido como sigue

AK bkF:F("'7bk7"')_F("'7ak7"')

Ak,

parak=1,...,N.
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1.
lim F(xl,...,xN):F(al,...,aN)
(X140 XN )= (@1 5o GN )y X101 5. XN >AN

para todo (ay,...,ay) € RV,

La manera en que se realiza esta asociacion es igual de simple que en dimensién
uno pero bastante mds engorrosa de escribir. Por este motivo nos abstendremos de ello
y simplemente informaremos a continuacion la manera en la que esta asignacion se
lleva a cabo en el caso de tratar con una probabilidad en RY.

Observacion 1.3.15 (Funcién de distribucién asociada a una probabilidad). Si P es una
probabilidad definida en B, entonces su funcién de distribuciéon Fp puede obtenerse
mediante la expresion

Fp(xq,...,xn) =P(] —oo,x1] X -++ X]| — 00, xpn])
para todo (x1,...,xy) € RV,

Comprobaremos ahora que a partir de cualquier funcién de distribucién F en RY
podemos construir una medida de Lebesgue-Stieltjes en RY cuya funcién de distribu-
cién asociada es F. El propdsito es construir una medida Ar sobre la G-dlgebra de
Borel de tal manera que

Ar(lay,b1] % ---]an,by]) = A}lhbl —-AVay.byF
para cualesquiera ay,...,ay,b1,...,by € R con a; < by,...,ay < by. Para abreviar,
en lo sucesivo, notaremos
vr(Jai,bi] X ---Jan,by]) = Ay, 4, - Ay F
para cualesquiera ay,...,an,by,...,by € R con a; < by,...,ay < by y notaremos J

a la familia de todos los intervalos de RY de la forma ]ay,b1] x --- x]ay,by]. El ger-
men para esta construccion es la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes que se define
seguidamente.

1.3.16 Definicion (de la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes asociada a una funcién
de distribucién). Sea F una funcién de distribucién en RY. La medida exterior de
Lebesgue-Stieltjes asociada a F, A}, en RY es por definicion la aplicacién

Ay P(RY) — [0,
dada por
Ai(A) = fnf{ Y vel): AC b In € 3} :
n=1

n=1

para todo A C RV,
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1.3.17 Definicion (de la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a una funcion de dis-
tribucién). Sea F una funcién de distribucién en RY. La medida de Lebesgue-Stieltjes
con funcién de distribucién F, Ap, en RY es la restriccién de la medida exterior de
Lebesgue a la 6-dlgebra My definida por

Mr ={BUZ: Be B, ZCR" con \;(Z) =0}.

1.3.18 Teorema (de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue-Stieltjes en RV).
Sea F una funcion de distribucion en RN. Se verifican entonces las siguientes afirma-
ciones.

i. La familia de subconjuntos My de RY definida como sigue
Mp ={BUZ: B€ B, ZCR" con\p(Z) =0}
es una c-dlgebra en RN que contiene a los intervalos acotados.

ii. La restriccion a My (resp. ‘B) de la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes es la
tinica medida sobre Mg (resp. ‘B) tal que

A (1) = vi(I)
para todo I € 7.
Observacion 1.3.19.

i. Conviene observar que la medida de Lebesgue en RY es justamente la medida
correspondiente a la funcién de distribucién F(xp,...,xy) = x1 ---xy para todo
(xl,...,xN) e RV,

ii. Es inmediato que si dos funciones de distribucién difieren en una constante, en-
tonces las correspondientes medidas de Lebesgue-Stieltjes asociadas son idénti-
cas.
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1.4. Apéndices

1.4.1. Orden, topologia y aritmética en [0, ]

El conjunto
[0,00] ;={xeR: 0 <x}U{eo}
se considera como un conjunto totalmente ordenado, extendiendo el orden usual de
[0, +oo[ mediante el convenio

x < oo, Vx € [0,00].

Es inmediato que todo subconjunto de [0, 0] tiene supremo e infimo. En [0, o] se con-
sidera la topologia del orden, para la cual los conjuntos de la forma [0, o[ y |B,0] con
o, € QT, forman una subbase numerable. Dicha topologia coincide con la topologia
de la compactacién por un punto de [0, +oo[. De esta forma [0, o] se convierte en un
espacio métrico compacto (homeomorfo al intervalo [0, 1]). Es inmediato que toda
sucesién mondétona creciente de elementos de [0, 00| es convergente (al supremo del
conjunto de sus términos).

Si extendemos la operacién suma en [0, o] mediante
X400 =o0o+x =00 Vx € [0,o]

tenemos claramente que la suma es asociativa y conmutativa y que O es el elemento
neutro. Ademads la suma es compatible con el orden:

[x,y € [0,00,x <y] = x+2z<y+z Vz€[0,].

Si Y,>1a, es una serie de elementos de [0,], entonces, al ser creciente la sucesién
de sumas parciales, dicha serie es convergente (aunque su término general no tienda a
cero).

Notemos que la suma es continua, es decir:

a,b,ay, by, € 10,0, ‘v’nEN,{ EZ") Z }} = (ay+b,) — a+b.

Como consecuencia se tiene, por ejemplo, que
[an,by € [0,00], Vn €N = Y (an+bn) =) an+ ) ba
n=1 n=1 n=1

Mas atin, si a : N x N — [0, 0] es una sucesién doble de [0,0] y G es una biyeccién
de N sobre N x N, se tiene:

>

n=1lm

Mx

ZZamn—Z%

1 m=1n=
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En efecto. Veamos, por ejemplo, la igualdad

M N o
Z Zamn < Zac(k), VM e N,
m=1n=1 k=1
luego
N oo o N oo
Y Y dma= Y Y ann < Y o)
n=1m=1 m=1n=1 k=1
y por tanto

DI

Reciprocamente, para K € N fijo, existen M,N € N tales que

K M N
Z A (k) < Z Z Am,n,
k=1 m=1n=1
luego
K o N N oo 0 oo
Zac(k) < Z Z Amn = Z Z Amap < Z Z Am,n,
k=1 m=1n=1 n=1m=1 n=1m=1
y por tanto
Y Aoy < Y, X dma
k=1 n=1m=1

Aplicando lo ya demostrado a b,, , = a,,, y a la biyeccion Toc : N — N x N, donde
t(m,n) = (n,m), se obtiene la otra igualdad.

La definicion de producto es algo mas problemdtica. Extendemos el producto usual
en [0, o[ mediante el convenio:

xoo = oox = 00, Vx €]0,00], 0o =000=0".

Es inmediato comprobar que este producto es asociativo, conmutativo y distrib-
utivo respecto de la suma, asi como que 1 es el elemento neutro. El haber definido
0 0 = o0 ) = 0 hace evidente que el producto no sea continuo. No obstante es claro que
si {a,}y {bn} son sucesiones crecientes de elementos de [0, |, {a,} —ay {b,} — b,
entonces {a,b, } — ab. En particular,

la,a, € [0,]|,Vn € N] = a Z a = Z aay.
n=1 n=1
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1.4.2. Subaditividad del volumen

Si un intervalo acotado esta incluido en la union de un nimero finito de intervalos
acotados, estoes I C I; UL U...UI,, entonces

v(I) <v(l))+...+v(I).

i. Empezaremos probando que si un intervalo acotado / es unién finita de intervalos
Ii,...,I, disjuntos dos a dos, entonces

v(I)=v(l)+...+v(I,).

Fijemos j € {1,...,N}, sean S, T semirrectas disjuntas cuya union sea R y pong-
amos

A

S:={x=(x1,...,xy) €l :x; €S},

. (1.4)
T:={x=(x1,....xn) €l :x;€T}.

Se deduce directamente de la definicion de volumen que
v(I) = v(S) +v(T)

puesto que £(7;(I)) = £(n;(INS)) +£(rn;(INT)), mientras que para k # j es £(mi (1)) =
((m(INS)) = U(m(INT)).

Probaremos la proposicién por induccion sobre el nimero de intervalos que inter-
vienen en la descomposicion. Acabamos de demostrar que el enunciado es cierto siem-
pre que en la particion intervienen s6lo dos intervalos. Sea n > 2 un natural tal que el
enunciado es cierto para todos los nimeros naturales precedentes. Sea I un intervalo
acotado de RY tal que I = I; U. ..U, para intervalos disjuntos. Sean I} = A X ... X Ay,
I, = By X ... X By las expresiones de I; e I, como producto de intervalos acotados de
R, sea j € {1,...,d} tal que A;NB; =0 (por ser [y N1, = 0 tal j existe), sean Sy T
semirrectas disjuntas de R tales que

A;CS, B;CT,SUT =R
y definamos Sy T como en (1.4). Por ser I; C S, I, C T tenemos:
S=@nn)u..ulSnl,_),T=Tnh)u...u(Tnl,)

expresiones de Sy 7' como uniones de n — 1 intervalos acotados dos a dos disjuntos.
Aplicando la hipétesis de induccién y que v(0) = 0, tenemos:

v(I) = v(S) +v(T) =

SN+ +v(SNL—1)) + (W(T L)+ +v(TN1,)) =
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(vSOL)+v(T L))+ 4+ (VSN L) +v(T N L)) =v(lh) + - +v(I),

yaqueparak=1,...,n
I, = (ﬁﬂ]k) U (fﬂ[k)

es una particion disjunta de I; en dos intervalos.

ii. Probemos ahora que la diferencia de dos intervalos acotados se puede expresar
como union finita disjunta de intervalos acotados.

Como la interseccion de dos intervalos es un intervalo, es suficiente probar que
para cada intervalo I de R", el conjunto R" \ I se puede expresar como unién finita
de intervalos disjuntos dos a dos. Para evitar casos triviales, podemos suponer que
0#1#RN,

Probaremos que es cierta la afirmacién anterior por induccién sobre N. Para N = 1,
es claro que el complemento de un intervalo es una semirrecta o bien es union disjunta
de dos semirrectas, por tanto, R\ / se expresa como unién de, como méaximo, dos
intervalos disjuntos. Supuesto que es cierta la afirmaciéon para N, y para cualquier
intervalo de R, sea I un intervalo de RVN*!, luego I coincide con el producto de N + 1
intervalos de R, que llamaremos /; (1 < j < N+1). Si notamos J :=1; x ... x Iy,
entonces J es un intervalo de RY. Por hipdtesis de induccidn, existe una familia finita
{C1,...,C,} de intervalos de RV, dos a dos disjuntos, tales que

RV\J=U",C;;

también R \ Iy;; se puede expresar como union de dos intervalos disjuntos, que 1la-
mamos J1,J5. Entonces, es claro que

RNH\IZ(@@NJ)xRﬁJUx(R\m+Q): " (CxR)UI X)) U X o).
Es facil comprobar que los conjuntos que aparecen en la descomposicidn anterior son
intervalos de RV *! disjuntos dos a dos.

La subaditividad del volumen es consecuencia de i y de la monotonia del volumen.
En efecto, si notamos

J=1 U(Iz\II)U(I3\(12U11))... =1 U(Iz\]l)U((I3\12)\Il)....

se tiene que
v(I) <v(J) <v(l) 4 +v(l)

donde se han utilizado la monotonia del volumen y el apartado ii ya que, por ejemplo,

L= (]2\]1) U (12 ﬂ]l).

1.4.3. Descomposicion de un isomorfismo lineal

1.4.1 Proposicién. Si T es un automorfismo de RN, probaremos que existen dos isometrias
01,07 € L(RN) (norma euclidea) y un operador diagonal D en RN con valores pro-
pios positivos tales que Q1DQr =T.
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Demostracion. Antes de iniciar la demostracion, es inmediato comprobar la siguiente
identidad algebraica para una matriz B cuadrada de orden N:

(xB'|z) = (x|zB), Vx,z€ RV

Para comprobar la igualdad, como ambas expresiones definen aplicaciones bilineales,
basta comprobar que coinciden sobre el producto de vectores de una base. En efecto,
si 1 <i,j <N tenemos

(e,-B’\ej) = ((byiy. .. ,bN,‘)lej) =bji= (ei’(bjl,-- . ,ij>) = (ei‘ejB) (*)

Sea A la matriz asociada a T (en términos de la base candnica), esto es, 7(x) =
xA’, Vx € RV, Entonces, la matriz S = A’A es simétrica y no singular por ser T un
isomorfismo.

Ademads, la forma cuadratica asociada a S es definida positiva, ya que, si x € RN \
{0}, usando (*) y que A es una matriz inversible, tenemos

(S(x)]x) = (xA'Alx) = (xA"|xA") = ||xAt||% > 0.

Por tanto el operador S tiene N valores propios reales y positivos, que llamamos
Al,...,Ay (algunos pueden tener multiplicidad mayor que 1 y en tal caso aparecen
en la lista repetidos tantas veces como indique su orden de multiplicidad). En general,
ocurre que vectores propios asociados a distintos valores propios son ortogonales (es
muy fécil de comprobar). Si un valor propio tiene multiplicidad k > 1, en el subespacio
propio asociado, que tiene dimension &, se puede obtener un sistema ortonormal con k
elementos. Asf podemos conseguir una base ortonormal {y1,...,yy} de R tal que

S(yj)=Ajy; (1<j<N).

Llamamos u; = y/A; > 0. Los operadores lineales que intervendrdn en la descomposi-
cién de T verifican (por definicion)

0:2(v)) = ej Diey) =pjej, Qile) = Hijw,-) (1<j<N).
Es claro que Q5 es una isometria , ya que transforma la base ortonormal {y,...,y,}
en otra ortonormal (la base candnica). También es claro que D es diagonal, con val-
ores propios positivos y que se verifica que T = Q1DQ», ya que es ambos operadores
lineales coinciden sobre la base {ey,...,en}.
Sdlo resta probar que Q; es una isometria y para ello basta comprobar la imagen
de la base candnica es una base ortonormal. En efecto, se tiene que

(01(e0)|Q1(e)) = lfﬂ(T@k)my,-)) -

—— (A |y;A") =
J kM j

1
——(W|yA'A) = —
oy i

donde se ha usado (x), que la base es ortonormal y que A; = ,u? (I<j<N). O

7\‘.
SO7)) = 22 (ly) = 8.
klS(y;)) o klyj) = o,
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1.4.4. Cubos diadicos

1.4.2 Definicién (de cubo diddico de dimensién N). Dado a = (ay,...,ay) € RN y
0 > 0, llamamos N-cubo de lado d y vértice a al intervalo acotado

Q(a,d) = [ar,a; 4+ 0[X|az,a, + §[x... X [ay,an + .

Para cada n € N notaremos por P, el conjunto de todos los N-cubos de lado 2%, con
vértice en un punto x de RV cuyas coordenadas sean miiltiplos enteros de % Es decir:

1
Pn:{Q(x,i> c xeRY, 2"erN}.

Tales intervalos acotados se denominan cubos diddicos de dimension N.

No es dificil probar que para cada natural » la familia P, constituye una particién
(numerable) de RV,

En RY tenemos el siguiente resultado acerca de la expresién de un conjunto abierto
como unién de cubos diddicos disjuntos, que serd frecuentemente usado.

1.4.3 Proposicion (Descomposicion canénica en cubos diddicos). Todo conjunto abier-
to no vacio G en RY es union de una sucesion (Q,) de N-cubos diddicos dos a dos
disjuntos y cuya adherencia estd contenida en G. Ademds si K C G y K es compacto
entonces se verifica que K C U |0, para algiin m € N.

Demostracion. Paran =1 sea S; el conjunto de los N-cubos diddicos de lado % cuya
adherencia estd contenida en G. Paran € N, n > 1 sea §, el conjunto de los N-cubos
diddicos de lado 21—,, cuya adherencia estd contenida en G y no estan contenidos en
ningin N-cubo diddico de lado mayor que 2—1,1 cuya adherencia esté contenida a su
vez en G. Como U;’ ;S, es una familia numerable de N-cubos diddicos, podemos
considerar una enumeracién {Q, : n € N} de ésta. Probamos ahora que la sucesién
(Qy) satisface las propiedades deseadas.

Para cada natural n definimos

P U{Q:0€S,} siS,#0
10 siS, =0

Es claro que U Q) = U Fy y que G D U~ Fy. Veamos que G C U,” ;. Paraello
sea x € G; por ser G abierto en RY existe p > 0 tal que Bo.(x,p) C G. Sean € N tal
que % < pyseaQ c P, tal que x € Q (la familia P, es una particién de R"). Para todo
y € O se tiene que ||y — x|l < % < p, asi resulta que Q C G; por tanto, o bien Q € S,,,
obien Q C Q' con Q' € S,, y m < n. En cualquier caso se tiene que Q C U F, por lo
que x € U, F,. Hemos demostrado asi que G = U7, Q).
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Veamos que Q,NQ, =0 parap #q.SeaQ, €S,y Q4 €S,. Sim = nentonces Q,
y Qg4 son N-cubos diddicos distintos de igual lado y por tanto se tiene que Q, NQ, = 0.
Sim#n, Qpy Q4 son N-cubos diddicos de distinto lado y, por definicién de los
conjuntos Sy, el de menor lado no estd contenido en el de mayor lado, luego se tiene
que Q,NQ, = 0.

Sea ahora K C G compacto. Si G = RY entonces 0, € 51, Vp € Ny la existencia
de m es inmediata. En otro caso, sea:

a=mf{|ly—x|l.: x€ K, yc RV\ G}.

Por ser K compacto y R¥\G cerrado y ambos disjuntos, ha de ser o > 0. Sea 71 el més
pequeiio nimero natural tal que 2%0 <. Siahorax€ Ky Q € Py, estal que x € Q, se
tiene que Q C G por lo cual, o bien Q € S,,, 0 bien Q C Q' con Q' € S,, y m < np, asi
resulta que

KCU® F,.

Como K es un conjunto acotado es claro que para todo n € N el conjunto

{Q: Q€S ONK#0}

es finito, en consecuencia la familia

{0: 0€8,, ONK#0, 1 <n<np}

es finita y, segiin acabamos de ver, K esta contenido en la unién de dicha familia, luego
dm € N tal que K C U, O,. O

1.4.4 Corolario. La c-dlgebra generada por los intervalos acotados de RN coincide
con la 6-dlgebra de Borel de RV

Demostracién. Sea ¥ la c-dlgebra generada por los intervalos acotados de RY. En
vista del resultado anterior se tiene que X contiene todos los subconjuntos abiertos de
RY y por tanto B C X. Veamos que todo intervalo acotado de RY pertenece a B y en
consecuencia X C ‘B. En efecto, basta pensar que un intervalo acotado de dimensién N
es la interseccion de 2N semiespacios que obviamente son borelianos por ser abiertos
o cerrados. [

1.5. Ejercicios

1. Estudiar el comportamiento de las medidas asociadas a las siguientes funciones
de distribucion.

i. F: R — R definida por

E(x) si x<0,
X2 si 0<x<1,
F(x)= X si 1<x<2,
x+2 si 2<x<3,

5 si 3<x
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ii. F:R — R definida por

F(x)

si
si
si
si
si

x <0,
0<x<1,
1<x<2,
2 <x<3,

3<x.



CAPITULO 2

Integral asociada a una medida

2.1. Funciones medibles

2.1.1. Funciones medibles y funciones simples

2.1.1 Definicion (Funcién medible). Sea (Q,X) un espacio medible. Una funcién f :
Q — R se dice medible si

ez
para todo A € B.

La anterior definicién no es mas que un caso particular de la nocién de aplicacién
medible entre espacios medibles que precisamos a continuacion.

2.1.2 Definiciéon. Sean (Q;,X;) y (Q2,X,) espacios medibles, se dice que una apli-
cacion f: Q; — Q) es medible cuando

(B e

para todo B € X;.

Las funciones medibles en un espacio medible (Q,X) no son pues otra cosa que
las aplicaciones medibles con valores en R cuando éste se considera provisto de su
o-dlgebra de Borel.

Observacion 2.1.3.

i. Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea f : Q — R una funcién medible. Se
puede definir entonces una medida uy en la 6-dlgebra de Borel B de R de la
siguiente manera
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para todo A € ‘B. Esta nueva medida recibe el nombre de medida imagen de u
por f.

ii. Sean (Q1,X))y (,X;) espacios medibles y sea f : Q) — £, una aplicacion.
Teniendo en cuenta que

Q) =9,
T (@2\B) =i\ f'(B)
y oo oo
f_l(Uan) = Ulf_l(Bn)

podemos afirmar que la familia

{Bezzzf‘l(B) 621}

es una c-dlgebra contenida en ¥X,. En consecuencia, para comprobar que f es
medible basta verificar la condicién de medibilidad para una familia de subcon-
juntos de X, que genere la X». Puesto que la 6-dlgebra de Borel de RY estd gen-
erada por los subconjuntos abiertos de RV, tenemos en particular que, si (Q,X)
es un espacio medible, entonces una aplicacién f : @ — RV es medible si, y
sélo si, verifica la condicion

G cx

para todo subconjunto abierto G de RV. En consecuencia cualquier aplicacién
continua de RY en R es medible.

Hemos observado anteriormente que para comprobar la medibilidad de una funcién
podemos limitarnos a estudiar la condicion de medibilidad para una familia generadora
de la c-dlgebra de Borel de R. Recordemos ahora que los intervalos acotados generan
esta o-dlgebra y que estd también generada por cada una de las siguientes clases de
intervalos de R:

{l =00 a € R},
{lot, +oo[: o € R},

{]—o0,0]: € R}

{lo, +oo[: o € R}.
En consecuencia obtenemos la siguiente caracterizacion de la medibilidad de una fun-
cion.

2.1.4 Proposicion. Sean (Q,X) un espacio medible y [ : Q — R una funcion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. fesmedible.
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L.

il

.

.

El conjunto {® € Q: f(®) < a} es medible para todo o. € R.

El conjunto {® € Q: f(®) > a} es medible para todo o. € R.

El conjunto {® € Q: f(®) < o} es medible para todo o € R.
)

El conjunto {® € Q: f(®) > o} es medible para todo o. € R.

Ejemplo 2.1.5.

L.

11.

1il.

1v.

Sean (Q1,X)), (Q2,%2) y (Q3,X3) espacios medibles. Si f: Q) — Q y g:
Q, — Q3 son aplicaciones medible. Entonces la composicién go f es medible.

La restriccion a un subconjunto medible (con la 6-4lgebra inducida) de una fun-
ci6n medible es medible.

Sea (Q,X) un espacio medible. Recordemos que la funcién caracteristica de un
subconjunto A de Q, x4, es la funcién de Q en R definida por

1 si x€A

XA(X):{O Siox¢A

Se tiene que )4 es medible si, y sélo si, el conjunto A es medible. En efecto,
basta observar que para cualquier o € R se verifica que

_ [ Q\A si <0
{mEQ.xA(m)<oc}_{ A s oas0

Sea (Q,X) un espacio medible. SiE € Xy f: E — R, entonces a f le asociamos
la funcién fyg : X — R (prolongacién por cero fuera de E) dada por

| flo) si w€E
() (@) = { 0 si ®cQ\E.
Entonces f es medible si, y s6lo si fg es medible. En efecto, para B abierto de
R se tiene que

g [ ECU{0EE: f(0)€B}=E‘Uf'(B) si 0€B
(/) 1<B)_{ {ocE: f(o)eB}=f'(B) si 0¢B

Por otra parte, la inclusién de E en Q es medible, luego la restriccion de fyg a
E es medible, por ser composicion de medibles (f = fyg o iE).

Sea (Q,X,u) un espacio de medida completo. Si f,g: Q — R son funciones
iguales c.p.d., entonces f es medible si, y sélo si, lo es g. En efecto, supongamos
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Vi.

Vii.

por ejemplo que la funcion f es medible y que el conjunto Z={w € Q: f(w) #
g(®)} es de medida cero. Para A € B se tiene que

g '(A)=(g'(A)NZ)u(g 1 (A)NZ)
= (g '(ANZ)u(f(A)NZ)

es medible ya que g~!(A) NZ es medible por ser u completa, y f~1(A) NZ¢ es
medible por ser f medible.

Obsérvese que si la medida no es completa dos funciones iguales c.p.d. no tienen
que ser simultdneamente medibles. En efecto, si es A un subconjunto no medible
de un conjunto Z de medida cero, entonces las funciones f, g : @ — R definidas
por
0 si wmeQ\Z
fl)=0, VoeQ, g®w)=<¢ 1 si meA
2 si meZ\A

son iguales c.p.d. pues

{ocQ: flo)#g(0)} =Z.

f es medible y sin embargo, como

g '({1}) ={ocQ: glo)=1} =4,
y {1} es un boreliano, concluimos que g no es medible.

Sea (,X) un espacio medible y sean f,g: Q — R. Entonces la funcién 4 :
Q — R? definida por i(®) = (f(®),g(®)) para todo ® € Q es medible si, y
solo si, lo son f y g. En efecto, si G es un abierto de R2, entonces existen dos
sucesiones (I,) y (J,) de intervalos acotados de R tales que G = (U, _ I, X J,
con lo que concluimos que

hi(G) = O (1, x Jy) = O [f_l(ln)ﬂg_l(Jn) €x.
n=1

n=1

El espacio de medida de mayor importancia para nosotros es sin duda RY con la
medida de Lebesgue y para éste disponemos ya de los siguientes ejemplos basi-
cos de funciones medibles. Si E C R" es cualquier conjunto medible, entonces
las siguientes funciones definidas sobre E son medibles:

= ]as continuas,

= las continuas c.p.d.,

= las iguales c.p.d. a una medible y en particular las iguales c.p.d. a una
continua,
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= las composiciones de una medible y una continua.

En este contexto es conveniente advertir que precisamente en este espacio med-
ible (R, M) cualquier conjunto susceptible de ser construido con las técnicas
basicas de la Teoria de conjuntos es medible y, en consecuencia, cualquier fun-
cion definida mediante el uso de las técnicas habituales del Analisis es medible.

2.1.6 Proposicion (Estabilidad algebraica de las funciones medibles). Sean (,X) un
espacio medible, f,g : Q — R funciones medibles y o € R. Entonces las funciones
f+g of y fg son medibles. Si ademds suponemos que f no se anula, entonces la
funcion % también es medible.

Demostracién. Recordemos que la aplicacién i : Q — R? definida por

h(o) = (f(®),¢(®))

para todo @ € Q es medible. Por otra parte, como las funciones de R? en R

(x,y) = x4y, (x,y)—xy

son continuas, se deduce que las funciones obtenidas por composiciones con % de éstas
son medibles, esto es f+ g y fg son medibles.

Por dltimo, si f no se anula, basta componer la funcién medible f con la funcién
continua x — )_1( de R* en R para obtener la medibilidad de ]lt . [

Consideramos ahora las funciones medibles més sencillas: las funciones simples.
Serd clave en la teoria el hecho de que cualquier funcién medible positiva es limite
puntual de una sucesion creciente de funciones simples positivas.

2.1.7 Definicién (Funcién simple). Sea (Q,X) un espacio medible. Una funcién s :
Q — R se dice simple si es medible y su imagen es un conjunto finito, esto es, s(Q) =
{ou,...,a,} para convenientes m € Ny a,...,0, € R. Claramente los conjuntos

A,'ZI{(DE.Q.iS(O)):(Xi} (izl,...,m),

son medibles y forman una particiéon de Q. La funcién s se expresa entonces en la

forma
m
s = Z OGiXA; -
i=1

2.1.8 Proposiciéon (Estabilidad algebraica de las funciones simples). Sean (Q,X) un
espacio medible, s,t : Q& — R funciones simples y o € R. Entonces las funciones
f+g of y fg son simples. Si ademds suponemos que f no se anula, entonces la
funcion % también es simple.
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2.1.2. Sucesiones y series de funciones medibles

2.1.9 Proposicioén (Sucesiones de funciones medibles). Sea (Q,X) un espacio med-
ible y sea (f,) una sucesion de funciones medibles en Q. Entonces se verifican las
siguientes propiedades:

I.

ii.

iii.

.

El conjunto E ={® € Q: (fy(®)) es mayorada} es medible y si dicho conjunto
no es vacio, la funcion f : E — R definida por

f(o) =sup{f,(0) : n € N}
para todo ® € E es medible.

El conjunto E = {w € Q: (f,(®)) es minorada} es medible y si dicho conjunto
no es vacio, la funcion f : E — R definida por

f(®) = inf{f,(®) :n € N}
para todo ® € E es medible.

El conjunto E = {® € Q: limsup f,(®) € R} es medible y si dicho conjunto no
es vacio, la funcion f : E — R definida por

f(®) =limsup f,,(®)
para todo ® € E es medible.

El conjunto E = {® € Q: liminf f,,(®) € R} es medible y en caso de ser no es
vacio, la funcion f : E — R definida por

f(®) =liminf £, (o)
para todo ® € E es medible.

El conjunto E = {® € Q: (f,(®)) es convergente} es medible y si dicho con-
junto no es vacio la funcion f : E — R definida por

f(w) = lim f, (@)

para todo ® € E es medible.

Demostracion. i. Es inmediato que

E= | Ntoca: @ <m|.

m=1 [n=1

y, por tanto, E € X. Por otra parte, supuesto E # 0, para cada o € R se tiene que

(0CE: f(©) <l = ({OEeE: filo)<a}—En(|{oeQ: fi(o) <a}
n=1

n=1
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es medible, de donde se deduce que f es medible.
ii. Apliquese i a la sucesion (—fp,).
iii. El conjunto
F={0wecQ: (f,(w))es mayorada}

es medible por i. Es claro que si F = 0, entonces también E = Q. Supuesto F' # 0,
consideremos, para cada natural n, la funcién g, : F — R definida por

gn(®) = sup{fi(®) : k> n}
para todo ® € F, que es medible por i. Es claro que
E={wecF: (g,(w)) es minorada}

que es medible por ii. Supuesto E # 0 se tiene que f(®) = inf{g,(®) : n € N} también
es medible por ii.

iv. Apliquese iii a la sucesion (—fj,).

v. Se consideran los conjuntos

Fi={oweQ: limsup f,(®) € R}

F,={weQ: liminf f,(0) € R},

que son medibles (por iii y iv). Es claro que si F; N F; = 0, entonces E = 0. Supuesto
FiNF, # 0, las funciones g : F] — R definida por g(®) = limsup f,(®), Yo € F;
y h: F, — R definida por h(®) = liminf f,(®), Yo € F, son medibles por iii y iv,
respectivamente. Entonces

E={ocFnNk: g =h(0)}=FRNkKRNg-h"'{0})

es medible y finalmente, supuesto E # 0, como f(®) = g(m)(= h(®)),Vo € E, con-
cluimos que la funcién f también es medible. [

2.1.10 Proposiciéon (Series de funciones medibles). Sea (Q,X) un espacio medible y
sea Y f, una serie de funciones medibles en Q). Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

i. El conjunto E ={® € Q: Y f,(®) es convergente} es medible y la funcion
f: E — R definida por

f((D) - Z fn(m)
n=1
para todo ® € C es medible.

ii. ElconjuntoE={®€ Q: Y f, es absolutamente convergente en ®} es medible.
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Demostracion. i. Apliquese la Proposicién 2.1.8.v ala sucesion de funciones (Y} _; fx),
las cuales son medibles en virtud de la proposicion 2.1.6.
ii. Basta ahora con aplicar el apartado anterior a la serie de funciones medibles

X1 fal- n

2.1.11 Teorema (de aproximacion de Lebesgue). Sea (,X) un espacio medible y sea
f:Q — [0,00[ una funcion medible. Entonces, existe una sucesion creciente (s,) de
funciones simples positivas que converge puntualmente a f en Q.

Demostracion. Fijado n natural, definimos
En:{wegzngf((o)}

y,parak =1,2,...,n2",

k—1 k
Eﬂ,k = {(DG Q: 7 < f(())) < ?}

Como f es medible, los conjuntos E, y Ej ; también lo son. Definimos entonces la
funcidén simple

n2" k—1

Sn = Z TXEH’]( -l-l’lXEn.

k=1
(obsérvese que los conjuntos cuyas funciones caracteristicas aparecen en la definicién
anterior forman una particion de Q).

Probemos que la sucesion (s,) asi obtenida es creciente, es decir,

sn(®) <spp1(w), VneNVoeQ.
Sea m € Q. Sin € Nes tal que ® € E,,, entonces

n2n+1
(@) =n="0p < f(0),

y, por tanto, s,(®) < s,+1(®). En otro caso, si ® € E, k., entonces al ser

k—1 k 2k—2 2k—1 2k—1 2k
[ on ’i[:[zn—kl 7 on+l [ [211—1—1 ? on+1 [

obien ®w € E, | 21 6 ® € E, 2. En el primer caso,

k—1
sn(®) = o Sn+1(0),
mientras que en el segundo
k—1 2k—1
sp(®) = o T = Snt+1(0).
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Veamos ahora que para ® € Q se verifica

lim s, (®) = f(o).

n—oo

Sea ® € Q y sea n un natural tal que f(®) < n. Se tiene entonces que

5a(0) < F(®) < $n(00) + zi

Asi, para n suficientemente grande, se verifica que

1

0< f(®@) —5n(0) < 5.

de donde se obtiene la convergencia anunciada. 0

2.1.12 Corolario. Sea (Q,X) un espacio medible y sea f : Q — R. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

i. fesmedible.

ii. Existe una sucesion (sy) de funciones simples en Q que converge a f.
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2.2. Integral asociada a una medida

2.2.1. Definicion de integral asociada a una medida

2.2.1 Definicién (Integral de una funcién simple positiva). Sea (Q,X,u) un espacio de
medida y sea s: Q — [0, +oo[ una funcién simple. Entonces

m
§= Z OGXA; 5
i=1
donde {Aj,...,A,} es una particion de Q en conjuntos medibles y se define la integral

de s como el elemento de [0, ] dado por:
/ sdu:=Y ou(A;).
Q i=1

Observacion 2.2.2. Conviene observar que la medida de cualquier conjunto medible
E puede expresarse como

w(B) = [ apdu= [ due.

Estas identidades son importantes porque nos permitirdn en su momento calcular me-
didas utilizando técnicas de integracion.

2.2.3 Definicion (Integral de una funcién medible positiva). Sea (Q,X, 1) un espacio
de medida y sea f : Q — [0, 0] una funcién medible. Se define la integral de f como
el elemento de [0, 0| dado por

/fd,u::sup{/sd,u: s simple,Ogsgf}.
Q Q

Sea f: Q — R se definen las funciones
f+7 fﬁ Q—R

por

Es inmediato comprobar que

f=r=r,

fl=f"+r.
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2.2.4 Definicion (Funcion integrable e integral de una funcién integrable). Sea (Q, X, u)
un espacio de medida y sea f : Q@ — R una funcién medible. Se dice que f es inte-
grable si la funcién medible positiva | f| verifica

[ 171 <

Si f es integrable, entonces las funciones f y f~ son medibles positivas y tienen

| raui=[ 1" du= [ 5~ du

2.2.2. Integral de funciones simples positivas

Comprobamos en primer lugar que la definicién que acabamos de dar de integral
para una funcién simple positiva es independiente de la expresion de la funcién simple
que elijamos. Supongamos que se da la igualdad

Y oixa, =Y Bjxs;
=1 =

donde m,n € N, 0 < o,B; < 4o Vi,j y {Ai,...,An},{Bi1,...,B,} son dos parti-
ciones de €2 en conjuntos medibles, entonces comprobaremos que se verifica la igual-

dad . .
Y oiu(Ay) Z Bu(B
i=1 j=1

En efecto, usando que la medida es aditiva y que si para ciertos indices i, j se verifica
que A;NB; # 0, entonces evaluando la funcién simple en esta interseccién se tiene

o; = 3, obtenemos
Z OCl‘u o, (Aiﬂ < 1 Bj )
H(AiNB;j)

||
™=
'MS

0%“( =1 (A mBj))
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2.2.5 Proposicion. [Propiedades de la integral de funciones simples positivas] Sea
(Q,X,u) un espacio de medida. Si s,t : Q — [0,0[ son funciones simples 'y o € [0, 0],
entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i [o(s+1)du= [osdu+ ot du.
ii. [o(os)du=afqsdu.
778 [sgt] = [osdu< [otdu.
. Josdu=0si,ysdlosi,s=0c.p.d.

Demostracion. Pongamos
m n
§= ZaiXAi ytr= Z BjxB;;
i=1 j=1

con m,n naturales, .1, . .., Oy, B1,- - -, Pn € [0,y {A1,...,Am},{B1,... By} particiones
de Q en conjuntos medibles.
i. Es claro que
{AinB;:1<i<m,1<j<n}

es una particién de Q en conjuntos medibles (algunos de los cuales pueden ser el vacio
y por tanto se pueden suprimir). Se tiene que

m n
S‘f‘l:ZZ (0 +Bj)Xa;nB;-
i=1 j=1

Por tanto,
m n m n n m

/Q s+1) Z Z (0 + B )u(A; N Bj) Z Z (AinB;)+ Y B; Y uAinB)).
i=1j=1 =1 j=1 j=1 =1

Usando que los conjuntos {By,...,B,},{A1,...,An} son particiones de Q y la aditivi-

dad de la medida se tiene que

i (AiNBj) = u(Ai), i”(AiﬂBj)Zﬂ(Bj)-

Usando estas igualdades vélidas para 1 <i<m,1 < j < n, se obtiene que

/(s+t)d,uz/sd,u—|—/tdy.
Q Q Q
i1. Se tiene que

/Q (ous) du = i_ilocociumi) = oci_il au(A;) = o /Q s du.
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iii. Como s < ¢ por hipétesis, entonces si ® € A; N B; # 0 tenemos que
s(0) = a; < B; =t(w). Por tanto

/Qsd,u ZZ(X,,uAﬂB fi u(A;NB;) /tdy.
i=1j= i=1j=1

iv. Se tiene que
m
/ sdu=0%& ) ou(A) =0 ou(A) =0,i=1,....m&
Q i=1

OC,'ZO
W) 1<i<m & s5s=0 cpd.
u(A;) =0

2.2.3. Integral de funciones medibles positivas

El siguiente resultado junto con el Teorema de aproximacién de Lebesgue per-
miten obtener comodamente las propiedades de la integral de las funciones medibles
positivas.

2.2.6 Proposicion. Sean (Q, X, u) un espacio de medida y f : Q — [0, 00 una funcion
medible. Si (s,) es una sucesion creciente de funciones simples positivas que converge
puntualmente a f en C, entonces

/fdyzlfm/ Sy du.
Q Q

Demostracion. De la definicion de integral para funciones medibles positivas se de-

duce que
/Sn du < / fdu
Q Q

lfm/snd,ug/fd,u.
Q Q

Para probar la otra desigualdad, sea s una funcién simple positiva con s < f y sea
0 < p < 1. Para cada natural n definimos

para todo n € Ny, por tanto,

F, = {co €Q: sy(w) > ps(co)}.
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Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que

En efecto, para cada ® € Q, se tiene

f(CO)ZO = ek

flw)>0 = ps(o)< f(w)(p<l) =ImeN:weF,

Supuesto que s = Y ;' | 0kX4,, para cada natural n se verifica que

P Y u(ANF) =Y pogu(AcNF,) =
=1 i=1

[ pste, du< [ s, du< [ sidu @0
Q

donde se ha utilizado la definicién de F;, y la monotonia de la integral. Para cada
ke {l,...,m}, (AxNF,) es una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que

U AkﬂF = Ay,

y por tanto se sigue de la propiedad de crecimiento continuo de u que
u(Ar) =limu(ANEF,).

Tomando limite cuando n — oo en (2.1) obtenemos que

8] Z OCk‘Ll(Ak) < lim/an d,u,

k=1
es decir,
p/ sd,ugh'm/ sp du.
Q Q
Tomando ahora en la desigualdad anterior limite cuando p — 1 obtenemos que
/sd,ugh’m/ sy du.
Q Q
Considerando por ultimo la arbitrariedad de s, concluimos que
/fd,uﬁh’m/ sy du.
Q Q
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2.2.7 Proposicion (Propiedades de la integral de funciones medibles positivas). Sea
(Q,X,u) un espacio de medida. Si f,g: Q — [0, son funciones medibles y o. €
[0,00], entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i. Jo(f+8)du=Jofdu+ [o8du.
i folof) du=afy f dp.
iii. £ <g| = Jofdu< Jogdu.
. Jof du=0si,ysdlosi, f=0c.p.d.
Ademds si f = g c.p.d., entonces [ f du= [g g du.

Demostracion. i. El Teorema de aproximacion de Lebesgue nos asegura la existencia
de dos sucesiones crecientes (s,) y (¢,) de funciones simples positivas con lims, = f
y limz, = g. En consecuencia (s, +1,) es también una sucesion creciente de funciones
simples positivas con lim(s, +1,) = f + g. En virtud de la proposicién anterior se tiene

que
/(f+g)d,u:h'm/(sn—i—ln)dy:h'm(/ sndy-l-/tndy) =
Q Q Q Q

lirn/ snd,u-i—lfm/ tndy:/fdu-l-/gdy.
Q Q Q Q

ii. Es inmediata de la definicion.
iii. Sis: Q — [0,00[ es una funcién simple con s < f, entonces s < g, y por tanto

/sdué/gdﬂ-
Q Q
| ans [ gdu
Q Q

En el argumento hemos utilizado dos veces la definicién de integral de una funcién
medible positiva.

iv. Sea (s,) una sucesion creciente de funciones simples positivas convergente a f.

Supuesto que [ f du= 0, entonces [, s, du=0, Vn € N, y en virtud del apartado
iv) de la Proposicién 2.2.5 es s, = 0 c.p.d., Vn € N, de donde concluimos que f =0
c.p.d. (pues { € Q: f(0) # 0} C Upen{m € Q: s,(®) #0}).

Supongamos ahora que f = 0 c.p.d. Entonces, como 0 <, < f, se tiene que

En consecuencia

s, =0 cpd, VneN,

luego
/sndy:O, VneN
Q
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y por tanto [, f du=0.
Finalmente, como para cualesquiera dos funciones medibles positivas f y g se

verifica

de los apartados iii) y 1) anteriores se deduce que

/QfdMS/Q!f—gldqu/diy-

Si suponemos que f = g c.p.d., entonces, teniendo en cuenta iv) deducimos que

| raus [ edu

/di/JS/Qfdu,
/Qfduz/ggdu.

De igual forma

por lo que

]

Observacion 2.2.8. De la ultima afirmacion se deduce que para calcular la integral
de una funcién medible positiva pueden ignorarse, si asi se desea, los valores que
toma dicha funcién en un conjunto de medida cero. Esto es, el conocimiento de una
funcién medible positiva en algin subconjunto medible E de Q tal que u(Q\E) =0,
es suficiente para calcular la integral de dicha funcion.

2.2.4. Funciones integrables

Claramente si una funcién medible positiva tiene integral finita, entonces ésta es
integrable y su integral coincide con la integral como funcién medible positiva (lo cual
legitima la notacién introducida). Mds generalmente, conviene observar que si gy &
son funciones medibles positivas tales que

/gdu<°°, /hdu<°° y f=8—h
Q Q

entonces f es integrable y
| rdu=[ gau— [ nan
Q Q Q

En efecto, es claro que |f| es medible y las propiedades de la integral de una funcion
medible positiva nos aseguran que

/Ifld/J:/Ig—h!duS/(g+h)du=/gdﬂ+/hdu<°°-
Q Q Q Q Q



2.2 Integral asociada a una medida 63

Por otra parte, al ser fT +h = f~ + g, se sigue que

/f*du+/hdu:/fdu+/gdu,
Q Q Q Q

| rau= [ gau— [ nau

2.2.9 Proposicion (Propiedades de la integral). Sea (Q,X,u) un espacio de medida.
Si f,g: Q — R son funciones integrables y oL es un niimero real, se verifican las
siguientes afirmaciones:

y en consecuencia

i. f+gesintegrabley [o(f+g)du= [of du+ [ogdu.
ii. af esintegrabley [o(0f) du=o [ f du.
iii. [f<g| = Jof dus fog dp.
. |fof dul < Jo|f] du.
Ademds si 'y g son medibles e iguales c.p.d., entonces

f es integrable < g es integrable,

/Qfduz/ggdu-

Demostracion. i. Puesto que f+g = (fT+g")— (f~ +g ), el resultado se deduce
de la aditividad de la integral para funciones medibles positivas y de la observacion
hecha antes.

ii. Sabemos que of es medible y que

en cuyo caso

Lttt du= [ 1of 171 du= o [ 17]da <

y por tanto o.f es integrable. Por otra parte oof = ouf ™ — a.f ~, por lo que si o > 0 se
tiene que

Jalaf) du= [o(af ") du— [o(of ™) du=a fo fTdu—ofof~ du=a [, f du,

y si o < 0, entonces es

Ja(of) du= [o(=of7) du— [o(—af ) du=—a [o f~ duta [ T du=a o f du.

iii. Se tiene que

ff=f<gt—-g=fT+g <gr+f =
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:>/Q(f++g) duﬁ/g(g++f) du =
/Qf+du+/9g_ dué/gg+dy+/gf‘ du =

= [ rtdu= [ 5 dus [ g du— [ ¢ du
Q Q Q Q

/Qfdué/ggdu-

iv. Como |f| es claramente integrable y —|f| < f < |f|, los apartados anteriores

nos dan
~ [ Atdu< [ raus< [ 111 dn
Q Q Q

'/Qfdu‘éfglfldu-

Finalmente si f,g son medibles e iguales c.p.d., entonces |f| = |g| c.p.d. y la

Proposicién 2.2.7 garantiza que
[ 11 da= [ 1g] du
Q Q

lo que prueba que f es integrable si, y sélo si, lo es g. Por otra parte, como |f — g| =0
c.p.d., si f y g son integrables, entonces concluimos que

'/Qfdy—/ggd,u‘Z‘/Q(f—g)dy‘§/9|f_g‘dy:(),

donde se ha aplicado nuevamente la Proposicién 2.2.7.

es decir,

es decir,

]

Observacion 2.2.10. De la ultima afirmacién de la proposicién anterior se deduce
que para estudiar la integrabilidad, y el valor de la integral cuando proceda, de una
funcién medible pueden ignorarse los valores que dicha funcién toma en un conjunto
cualquiera de medida cero.

2.2.11 Proposicion. Sean (Q,X,u) un espacio de medida, E€ X, ECD CQy f:
D — R una funcion. Entonces f|g es integrable en E si, y solo si, fXE es integrable

en Q, en cuyo caso
[ fedu = [ e dn
E Q
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Demostracion. Sabemos que fg es medible en (E,Xg) si, y s6lo si, fX £ es medible en
(Q,X), por lo que para la demostracién daremos por supuesta la medibilidad de ambas
funciones.

Supongamos en primer lugar que 0 < f. Tomemos una sucesion creciente de fun-
ciones simples positivas (s,) que converge puntualmente a fxg. Es claro entonces que
(Su|£) s una sucesion creciente de funciones simples positivas definidas en £ que con-
verge puntualmente a fjg. Por la Proposicion 2.2.6 aplicada a las funciones fig y fXEe
tenemos que

/f|E dug = lfm/ Sn|E AHE Y / fxe du= lfm/ snXE du.
E E Q Q

Observemos que para cada n € N se verifica que s, (®) = 0 para todo ® € E€, luego si
m
Sp = Ol XAy

k=1

para convenientes m € N, o, ..., 0, € [0,y {A,...,A,,} particién de Q en conjun-
tos medibles, necesariamente ha de ocurrir que

o, =0, sil<k<my AyNE®#0,
luego

m m

Y oue(AcNE) =Y ogu(Ar),
i=1 k=1

/ SnE dHE = / SnXE du.
E Q
Ahora, de las anteriores expresiones se sigue que

[ e due = | 7z du

de donde se obtiene el enunciado. Finalmente, para f arbitraria, aplicando lo anterior
a | f| obtenemos que

J Ve duse = [ 1F1e due = [ 171 du= [ |xel du

por lo que f|g es integrable en E si, y s6lo si, g es integrable en Q. Ademds, es ese
supuesto, dado que

fe=fe=fe v fre=f"ae—f A

de nuevo aplicando lo anterior a f* y f~ obtenemos que
[ e = [ g due [ i due =
E E E

/ngJFXEdH—/ng_XEdH:/QfXEd,U-
]

y, por tanto
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2.2.12 Definicion (Integral de una funcién en conjunto medible). Sean (Q,X,u) un
espacio de medida, D C Qy f: D — R una funcién. Si E € X con E C D, entonces
se dice que f es integrable en E si se verifica que f|g es una funcion integrable en el
espacio de medida (E,Xg,ug), y en tal caso definimos la integral de f en E por

[ f dui= [ e due.

En virtud del resultado anterior este concepto se puede también expresar en térmi-
nos del espacio de medida inicial. En efecto, f es integrable en E si se verifica que
fxE es integrable en el espacio de medida (Q,X,u), y en tal caso la integral de f en E

viene dada por
[ fau= [ fuedu
E Q

2.2.13 Definicién (Integral de una funcion definida c.p.d.). Sea (Q,X,u) un espacio
de medida. Una funcién f definida c.p.d. en Q es integrable si lo es en un conjunto
medible E con u(E€) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos

/Qfdy::/Efdy.

Esta definicién no depende del conjunto medible E. Obsérvese que si F es cualquier
otro conjunto medible con u(F¢) = 0 en el que f esté definida y sea integrable, en-
tonces fxg = fYr c.p.d. pues coincidenen ENF (con f)y

p((ENF)) = p(ECUF®) <u(EC)+u(F) =0,

con lo que

[t du= [ furdu= [ fredu= [ ran

2.2.14 Proposicion (Aditividad respecto del conjunto de integracién). Sean (Q,X,u)
un espacio de medida, D C Qy f: D — R una funcion. Si E,F € X son disjuntos con
EUF C D, entonces f es integrable en EUF si, y solo si, f es integrable en E y en F,

y en tal caso
[ rdu= [ rau+ [ rau
EUF E F

Demostracion. Puesto que
JXeur = fXE+ fXF,

de las propiedades de las funciones medibles se sigue inmediatamente que

fxEeur es medible si, y s6lo si, fxg y fXr son medibles.
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En tal caso, de las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas se

tiene que
[ Aftdu= [ 151 dur [ 171 du
EUF E F

de donde se deduce que f es integrable en EUF si, y s6losi,loesen E yen F , en
cuyo caso se verifica la férmula del enunciado. 0

Notacion. Sea I C R un intervalo de extremos o0y B con —oo < ot < B < +ooy
f 1 — R una funcién integrable (respecto de la medida de Lebesgue). Entonces se

usa la notacién 5
| 7 ax
o

para designar la integral [; f d\. En el caso de que F' sea una funcion de distribucion en
Ry f: I — R es una funcién integrable respecto de la medida de Lebesgue-Stieltjes
Ar, entonces notaremos

[ starcs

para designar la integral [; fdAr.
Cuando se consideran funciones integrables en un subconjunto medible E de RY
su integral se nota por

/Ef(xl,...,xN)d(xl,...,xN)

en lugar de [ fdA. Si F es ahora una funcién de distribucién en RNy f:E—Res
una funcién integrable respecto de Ar, entonces [ fdAr se nota por

At ) dF ().

Ejemplo 2.2.15.
i. Sea (Q,Z,u) un espacio de medida:

= Si f:Q — R es una funciéon medible y existe g : Q& — R integrable tal
que |f| < g, entonces f es integrable.

» SiE€Xconpu(E) <oy f:E— R es medible y acotada, entonces f
es integrable. En particular, toda funcién continua definida en un subcon-
junto compacto de R" es integrable (respecto de la medida de Lebesgue).
Es obligado advertir, sin embargo, que el cédlculo de la integral de una tal
funcion incluso en las situaciones mds sencillas es todavia inabordable.

En efecto, para probar la primera afirmacion basta tener en cuenta la monotonia
de la integral para funciones medibles positivas y la definicion de funcién inte-
grable. Ahora la segunda afirmacion es consecuencia de que |f| < Mg, donde
M es una cota de f.
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ii. Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea ¢ : Q@ — R una funcién medible.
Denotemos por uy la medida imagen de u por ¢. Si f: R — [0,+oco[ es una
funcién (Borel) medible, entonces

[ Sy = | foodu

Ademas una funcion (Borel) medible cualquiera f : R — R es integrable re-
specto de gy si, y solo si, la funcién f o ¢ es integrable respecto de u, en cuyo
caso se verifica la identidad

[ sdus= [ 1o0du

iii. Sea F : R — R una funcién de distribucién y sea f : R — [0, 4co[ una fun-
cién (Borel) medible. Para el cdlculo de [ f(x)dF (x) para cualquier E € B se
procede como sigue

= para cada punto de discontinuidad a de F notemos ¥, al salto de F en a.
Se tiene entonces que Ar({a}) =0,y

/ " F)dF (x) = Daf(a).

= en cada intervalo abierto / en el que F es constante se tiene que Ap (/) =0
y

/ F(0)dF (x) = 0.

I
= en cada intervalo abierto / en el que F es de clase C! se tiene que

/a ! ) F' ().

para cualesquiera a,b € I con a < b. De esta manera la integral de Lebesgue-
Stieltjes se convierte en una integral de Lebesgue.

= finalmente para calcular [ f(x)dF (x) se descompone E en las partes cor-

respondientes a cada uno de los casos anteriores y se aplica la correspon-
diente formula. Se tiene entonces que

[ 0@ = ¥ duf@+ [ f0F
acANE Jn

donde A denota el conjunto de los punto de discontinuidad de F' y J denota
la unién de todos los intervalos abiertos en los que F es de clase C'.

Una funcién (Borel) medible f : R — R es integrable respecto de F si, y sélo
si, YuenBalf(a)| < ooy fF' es integrable respecto la medida de Lebesgue, en
cuyo caso se verifica la identidad

/_ iwf (x)dF (x) = Y Baf(a) + /j FX)F (x)dx.

acA
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2.3. Teoremas de convergencia

Es usual en Andlisis Matematico trabajar con funciones que estdn definidas como
limite (en algin sentido) de una sucesiéon de funciones. Es fundamental, por tanto,
ser capaces de deducir la integrabilidad de una tal funcién a partir del conocimiento
de la integrabilidad de las funciones que la aproximan y, en su caso, relacionar el
valor de la integral de la funcién limite con el valor de las integrales de las funciones
aproximantes.

En este tema obtendremos los teoremas de convergencia para la integral de Lebesgue.
El Teorema de la convergencia monétona 2.3.1 y su primera consecuencia, el Teorema
de la convergencia dominada 2.3.6, nos permitirdn, en condiciones razonables, inter-
cambiar el limite y la integral. El Lema de Fatou 2.3.7, otra consecuencia del teorema
de la convergencia monoétona, nos proporcionard un resultado aceptable incluso care-
ciendo de convergencia.

Recordemos que si (Q,X,u) es un espacio de medida y (f,,) es una sucesién de
funciones de Q en R, entonces decimos que (f,,) converge casi por doquier si el con-
junto de puntos ® € Q en los que la sucesion (f,(®)) no es convergente es de medida
cero. En ese caso, dada una funcién f : Q — R, se dice que (f,) converge casi por
doquier a f si el conjunto

{we Q: (fy(m)) no converge a f(®)}

es de medida cero. El problema natural es si podemos garantizar la integrabilidad de la
funcién f a partir de la integrabilidad de las funciones f,, y mas ambiciosamente cabe
preguntarse si se verifica la identidad

/ fdu= lim / fod.
Q n—e JQ

Es importante advertir que la respuesta en general es negativa para ambas cues-
tiones. Ilustramos este hecho en el ejemplo 2.3.9.

2.3.1. Teorema de la convergencia monétona

En 1909 el matematico italiano Beppo Levi publicé un interesante resultado sobre
la integracion término a término de series de funciones positivas, una version equiv-
alente de dicho resultado se refiere a la integracién término a término de sucesiones
crecientes de funciones y es conocida como Teorema de la convergencia mondtona.

2.3.1 Teorema (de la convergencia monétona). Sea (Q,X,u) un espacio de medida
y sea (f,) una sucesion mondtona de funciones integrables en Q verificando que la
sucesion de sus integrales ( Jo f,,d,u) estd acotada. Entonces (f,) converge casi por
doquier a una funcion f integrable en Q. y

/Qfdyzlim/ﬂfnd,u.
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que (f,) es una sucesion creciente de
funciones positivas y sea M > 0 tal que

/f,,dng, VneN,
Q

Como las funciones f,, son medibles, el conjunto {® € Q: lim f,(®) € R} es medible,
y por tanto el conjunto

E:={0cQ: limf,(®) = +o}

también es medible. Probaremos que u(E) = 0. Fijemos K > 0 y para cada n natural
consideremos el conjunto medible

E,={oeQ: f,(0)>K}.
Se tiene que

KuE)= [ Kdu< [ fodu< [ fodu<m,

M . . )
y por tanto u(E,) < ra Como la sucesion de funciones es creciente, entonces la suce-

sion de conjuntos (E,) también lo es, por tanto, por el crecimiento continuo de la
medida (Proposicion 1.1.2.2.iv) sabemos que

H (CJ En) =limu(E,) <
n=1

x| %

M
Como E C U, E,, entonces u(E) < X De la arbitrariedad de K, obtenemos que

u(E) =0.
Sea f: Q — R la funcién definida por

0 si wekE
f<‘°):{1fmfn(co) i 0EE°

Como f = lim f,Xkc, f es medible y claramente (f,) — f c.p.d. Probaremos que
[ du=tim [ fdu (<)
Q Q

(y en consecuencia la funcién f = | f| serd integrable). Fijado n € N el conjunto

{(DE Q: fn(m) 7£ (anE‘)(OJ)} :Eﬂ{(DG Q: fn(w) 7£ O}

es de medida cero y f,xgc < f. En consecuencia

[ ddu= [ fites du< | 1 du
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y por tanto

tim [ fudu< [ fan
Q Q

Para probar la otra desigualdad, sea s una funcién simple positiva con s < f y sea
0 < p < 1. Para cada natural n definimos el conjunto

F,={0ecQ: ps(o) < fr(w)}.
Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que
UFR =2
n=1
En efecto, para cada ® € Q2 se verifica una de las siguientes afirmaciones
= f(®)=0en cuyo caso ® € Fy

= f(®) > 0y entonces ps(®) < f(), puesto que p < 1, y en consecuencia existe
un natural n tal que ® € F,,.

Supuesto que s = Y ;' | 0kX4,, para nada n natural se verifica que

m
pY. AN F) < [ (22)
k=1
En efecto,
m m
P Y oy u(AxnNF) =Y pogu(AnF,) =
k=1 k=1
[ psundus [ fors, du< [ fudu
Q Q Q
donde se han utilizado la definicién de F;, y la monotonia de la integral. Para cada
ke {l,...,m}, (AxrNF,) es una sucesién creciente de conjuntos medibles tal que
Un=1 (Ak N Fn) = Ay , y por tanto se deduce del crecimiento continuo de la medida

u (Proposicion 1.1.2.2.iv) que u(Ax) = limu(Ax N F,;). Tomando limite cuando n — oo
en (2.2) obtenemos en consecuencia que

m m
pmemmeZﬂWmmﬂhmmAﬁ@.
k=1 k=1

Por otra parte } ;" | oxu(Ag) = [o sdu'y por tanto

p/sd,ugh’m/fnd,u.
Q Q
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Tomando ahora en la desigualdad anterior limite cuando p — 1 obtenemos que

/sd,uglim/fnd,u.
Q Q

Considerando por ultimo la arbitrariedad de s, concluimos que

/fduéh’m/fndy-
Q Q

Supongamos ahora que (f;;) es una sucesion creciente sin ninguna otra limitacion.
La sucesion (f, — f1) es también creciente y ademds f,, — f; > 0 para todo n € N.
Como claramente la sucesion ( Jo(fu—11) d,u) estd mayorada, podemos asegurar que
(fn — f1) converge casi por doquier a una funcién integrable g y que

| gdu=tim [ (£, f1) du

Definimos entonces f = g+ f, que es integrable, y observamos que ( f;,) converge casi
por doquier a f'y que

/Qfdu=/g(g+f1)du=ﬁm /Q(fn—fl)dw/gfl du = lim /and,u.

Por dltimo, si la sucesién (f,) es decreciente notemos que basta aplicar lo ya
demostrado a la sucesion (—f,) . En efecto, si (—f;,) — g c.p.d. con g integrable y

/Qg du=lim /Q(_fn) du,

entonces (f,) converge casi por doquiera f = —gy

/Qfd“:/g<_g)d.‘1:—/9gdp:
—tim [ () dyu=—tim (= [ f, dua) =1im | f,
L]

Es conveniente codificar el siguiente resultado practico que serd utilizado en la
prueba del Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas
2.3.3.
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2.3.2 Corolario. Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea ( f,,) una sucesion mondtona
de funciones integrables en Q verificando que la sucesion de sus integrales ( Jo fnd,u)
estd acotada. Si f : Q — R es una funcion medible tal que (f,,) converge a f casi por
doquier, entonces f es integrable en Q. 'y

/Qfdy:h'm/gfndy.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.1 la sucesion (f,,) converge casi por doquier a una
funcién g : Q@ — R integrable y ademas

/gd,u:h’m/ S du.
Q Q
Comprobemos que f = g c.p.d. Si
A={0cQ: g(o) =lmfu@)}y B={0cQ: f(0)=lmfw)},
entonces A,B € Xy u(A°) =0 = u(B°). De la inclusién
ANBC{oeQ: f(w) =g(n)},
se obtiene que {m € Q: f(w) # g(®w)} C (ANB)° = A°UBC, y el primer conjunto,

que es medible, tiene medida cero. Como f y g son medibles, y hemos obtenido que
coinciden c.p.d., se sigue que f es integrable y su integral coincide con la de g. 0

2.3.3 Corolario. Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea (f,) una sucesion creciente
de funciones medibles positivas en Q que converge casi por doquier a una funcion
medible positiva f. Entonces

/Q fdu=lim /Q ym

Demostracion. La sucesion ( Jo fn d,u) es creciente. Si es acotada, el resultado se sigue
del Corolario anterior. Si no es acotada, entonces lim [, f, du = ooy al verificarse que

/fnd,ué/fdy,VneN,
Q Q
deducimos que también [, f du = oo. O

La dltima consecuencia inmediata del Teorema 2.3.1 que resaltamos nos asegura la
continuidad absoluta de una medida definida por integraciéon de una funcién medible
positiva.
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2.3.4 Corolario. Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea f : Q — [0,+o0[ una
funcion medible. Entonces la aplicacion v : £ — [0, 0| definida por

v(E) = | fdu

para todo E € ¥, es una medida que ademds es absolutamente continua respecto de y,
es decir:
[Ec€XZ, u(E)=0]=v(E)=0.

Ademds si f es integrable, entonces: dado € > 0 existe & > 0 de manera que V(E) < €
para todo conjunto medible E con u(E) < 9.

Demostracion. Sea E = J,cn En, donde (E,) es una sucesion de elementos disjuntos
de X. Obsérvese que

fre=r1Y xe.= Y, X,
n=1 n=1

V(E):/Efd,“:/QfXEd,U y

VE) = [ fdu= [ £, du

En consecuencia

V(E):/QfXE duz/glim(kéfm)duz

lim | <k§ fe,)dua = lfmé1 | s du= ké | s~ k:ilvwk)

donde se ha utilizado el Corolario anterior. Asi v es una medida. Por dltimo si u(E) =0,
entonces el apartado iv) de la Proposicién 2.2.7 nos asegura que [q f X du = 0, esto
es, V(E) = 0. Hemos probado que v es absolutamente continua respecto .
Supongamos ahora que f es una funcion integrable. Sea € > 0. Para cada natural n
sead,={meQ: f(w) <n}.Setiene que A, € X,Vn € Ny que (fxa4,) s una sucesion
creciente de funciones integrables que converge a f. El Corolario 2.3.2 garantiza que

tim [ foa,du= | fdu
Q Q

€ 3
Existe entonces n € N tal que [o (f — f Xa,) du < > Tomamos & = > Si E € X con
n
u(E) < 9, entonces

v(E) = [ fdu= [ (F=raa)du+ [ fra,du

€ €
< (= run)dut [ ndu<’ns
Q E 2

= €.
2n
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Observacion 2.3.5.

i.

11.

1il.

La funcion que f que aparece en el resultado anterior se denomina funcion de
densidad de la medida v respecto de la medida u. La condicién que garanti-
za la existencia de una tal funcién de densidad la proporciona el teorema de
Radon-Nikodym: en el caso de que u sea una medida finita y v sea una medida
absolutamente continua respecto de u, entonces existe una funcion integrable
f:Q — [0,+00[ de manera que

v(E) = [ fdu
Q
para todo E € X.

Supongamos que Vv es la medida introducida en el corolario anterior a partir de
la medida u y la funcién de densidad f. Entonces la integracion respecto de la
medida v estd intimamente relacionada con la integracion respecto de la medida
original u. A continuacién exponemos esta relacion:

= Sig:Q — [0,+oo[ es una funcién medible, entonces se verifica la identi-

dad
/ gdv = / gfdy.
Q Q

= Sig:Q — R es cualquier funcién medible, entonces g es integrable re-
specto de V si, y s6lo si, la funcién g f es integrable respecto de u, en cuyo
caso se verifica la siguiente identidad

/Q gdv = /Q gfdu.

La informacion aportada en el apartado anterior es especialmente util cuando se
trabaja con la medida de Lebesgue-Stieltjes Ar asociada a una funcion de dis-
tribucion F. El problema de integrar respecto de una tal medida se puede con-
vertir en un problema de integracion respecto de la medida de Lebesgue siempre
que se pueda disponer de una funcién de densidad, lo cual ocurre cuando Ap
sea absolutamente continua respecto de A. En R la continuidad absoluta de Ap
respecto de A estd caracterizada por la continuidad absoluta de la funcién de
distribucién F lo cual acontece, en particular, siempre que F sea derivable y la
funcidn derivada sea integrable.

2.3.2. Teorema de la convergencia dominada y lema de Fatou

En la practica no siempre nos encontramos con sucesiones mondtonas de fun-
ciones, por lo que el Teorema 2.3.1 no puede ser utilizado en tales ocasiones. Afor-
tunadamente, la limitaciéon que impone la monotonia se suprime en el siguiente teore-
ma de convergencia, que a cambio exige la condicién de dominacién de la sucesion.
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La dominacién suele acaecer con frecuencia y normalmente no es dificil su compro-
bacion.

2.3.6 Teorema (de la convergencia dominada). Sea (Q,X,u) un espacio de medida y
sea (f,) una sucesion de funciones integrables que converge casi por doquier en Q a
una funcion medible f. Supongamos que existe una funcion integrable g tal que

|ful <gcpd., VneN.

Entonces f es integrable y
tim [ 17~ il du=0.

/Qfd,uzlim/gfnd,u.

Demostracion. Sea E € ¥ con u(E€) = 0 tal que para cada ® € E se verifica que
(fu(®)) converge a f(®) y |f2(®)| < g(®), Vn € N. Para cada natural n es |f,xg| <
g Xe y en consecuencia |fxe| < gxe con lo que fyg es integrable y, por tanto, f es
integrable.

Para cada natural n, sea g, : E — R la funcién definida por

gn(®) = sup{|f(®) — fi(®)| : k=>n}.

Se tiene que 0 < g,xe < 2gXE, con lo que g,XE, que es medible, también es inte-
grable. Como (gan) es una sucesion decreciente de funciones integrables positivas
que converge a cero, el Corolario 2.3.2 garantiza que

En consecuencia

lim/ gnXedu=20.
Q

Como |f — fulxe < gnXE, Vn € N, se tiene que

0< [1f—fildu= [ 1f— fubudn < [ gitedu ¥ne N
Q Q Q

y por tanto concluimos que

tim [ 1 = fuldut = 0.
Q

Finalmente, al verificarse

’ /Qfdﬂ— /andu' = ’ /g (f—fn)du‘ < /Q f = fuldp,

se tiene en consecuencia que

/Qfdy:ﬁm/andy.
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Mostraremos seguidamente que, incluso careciendo de convergencia puntual de la
sucesion de funciones, podemos conseguir un resultado del mismo tipo.

2.3.7 Teorema (lema de Fatou). Sea (Q,X,u) un espacio de medida y sea (f,) una
sucesion de funciones medibles y positivas en € tal que

liml’nf/ o du < oo
Q

Entonces, existe una funcion f integrable en Q tal que

liminf f, = fcpd. y /fd,u < h’minf/ fn du.
Q Q
Demostracion. Para cada natural n, consideremos la funcién g, : Q — R definida por

gn(®) = inf{fy(w) : k> n}.

Se tiene que 0 < g, < fi, para k > n, luego 0 < [ g, du < [ fx du, parak > n, y en
consecuencia 0 < [, g, du < fnf{fQ fedu: k> n} y, por tanto,

Og/gndyglfml’nf/fndy<oo.
Q Q

Como la sucesion (g,) es creciente, el Teorema 2.3.1 nos asegura que (g,) converge
casi por doquier a una funcion integrable fy que [, fdu = lim [, g,du. Hemos proba-
do que

/ f du < liminf / £ du.
Q Q

2.3.3. Teorema de la convergencia absoluta

Con frecuencia nos encontramos con el problema de integrar funciones definidas
como la suma de una serie de funciones (piénsese por ejemplo en las funciones definidas
por una serie de potencias). La conjuncion de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.6 nos permiten
a continuacion establecer un procedimiento muy natural para resolver este problema
de integracion.

2.3.8 Teorema (de la convergencia absoluta). Sea (Q,X,u) un espacio de medida y
sea Y f, una serie de funciones integrables en ). Supongamos que

rg/ﬂ|fn|dﬂ<°°-
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Entonces la serie Y. f,, converge absolutamente casi por doquier, existe una funcion f
integrable en Q tal que Y > | f, = [ casi por doquier y ademds

n
h’m/ ’f— ka’ du=0.
Q k=1

En consecuencia

/Qfdyzg/gfndu-

Demostracion. Paracadan € N,sea G, =Y}_, |fi|- (Gn) es una sucesion creciente de
funciones integrables tal que

n oo
G dpi = / du < / du < oo,
RTZES W NETED WAIZRY

El Teorema 2.3.1 garantiza, en consecuencia, la existencia de una funcién integrable
G tal que (G,) converge casi por doquier a G. Este hecho nos permite afirmar que la
serie ) f, converge absolutamente casi por doquier, esto es el conjunto medible

E={weQ: il|fn(oo)|<oo}

verifica que u(E¢) = 0. Como toda serie absolutamente convergente es convergente
podemos definir la funcién medible f : Q — R por

flw)=

I

Y /(@) si ocE
n=1

0 si ®eES
es decir,

f = Z anE
n=1

Como el conjunto medible {® € Q: ¥ | f,(w) # f(®) } es un subconjunto de E€, se
sigue que es de medida cero, y en consecuencia

Y fu=/fcpd
n=1

Veamos que la funcién f cumple las condiciones del teorema. Para ello considere-
mos la sucesién (F;,) de funciones integrables en Q definida por

n
F, = ka, Vn € N.
k=1
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Obsérvese que (F,) — f c.p.d. y que es facil comprobar que |F,| < G c.p.d., Vn € N.

El Teorema 2.3.6 nos permite concluir que f es integrable y que

lfm/ \f — Fuldu = 0.
Q

Por tanto,
/fd,u:lim/ Fndy:h’m/ <ka> du
Q Q o\ i
n o]
—timY" [ fidu=Y [ fud
k=17 n=17€
Ejemplo 2.3.9.

i. Se considera la sucesién de funciones (f;) en |0, 1] definida por

2

Tome Vx €]0,1[, Vn € N.

Ju(x) =

Obsérvese que
lim f,,(x) =0 Vx €]0,1]
n—oo

y que, para cada n € N, f, es integrable con

/01fn(X)dx _ /01 Vi sdx = [arctan(\/ﬁx)}:) = arctan(y/n).

1+nx

En consecuencia

lim fn( )dx = lim arctan(y/n) = g

n—oo n—oo

hmfn dx—/ 0dx=0

0 n—oo

ii. Se considera la sucesién de funciones (f,) en 0, 1| definida por

2 n
fulx) = (1+%) Vx €]0,1[, Vn € N.

Entonces ,
lim f,(x) =" Vx€]0,1],

n—oo
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1ii.

v

= la sucesion (f,(x)) es creciente para cada x €]0, 1]

= cada una de las funciones f, es integrable en |0, 1]

= la sucesion ( fol fn(x)dx) estd acotada pues

1 1 1
fn(X)dxg/ exzdxg/ edx=eVneN
0 0 0

En consecuencia

1 2\" 1
<1+—) dx:/ lim
0 n 0 n—ee

Iim

n—oo

2\ " 1
<1+x—> dx:/ e dx
n 0

Se considera la sucesién de funciones (f,) en ]0, 1| definida por

1
ful) = ﬂ Wx €0, 1[Vn € N.
1+n
Entonces
lim f,(x) =0 Vx €]0,1]
n—oo

= ahora la sucesion (f,) no es monétona

= |fu(x)| < 3 Vn €N, Vx€]0,1]y la funcién 1 es integrable en |0, 1].

En consecuencia

1 +nx 1

1+ nx

1
nl_m/o —1+n2x2dx_ A nh—ml—i—nzxzdx_/ Odx =0

Es importante destacar en este punto que la dominacién por una constante, co-
mo la llevada a cabo en el presente ejemplo, resulta efectiva siempre que estemos
trabajando en un espacio de medida finita. En otro caso las funciones constantes
no son integrables y en consecuencia la dominacién por una tal funcién es com-

pletamente inutil.

Se considera la serie de funciones

—1)"
Z( )"

n!

Entonces

(o)

y

n=0

La serie

2n

dx _Z/ —dx =

Lol

2n

= e_x2 Vx € R.

2 22n+1

022(2n+1)n!

1 2n+1]
mr1
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€S convergente yeén consecuencia
2 © (] n22n+1
/ e dx = Z —< ) .
0 = (2n+1)n!
2.3.4. Integrales dependientes de un parametro

2.3.10 Teorema. Sea (Q,X,u) un espacio de medida, sea I un intervalo de R de ex-
tremos 0Ly B con —eo < o < B < 4ooysea f: 1 xQ— R una funcion verificando las
siguientes propiedades:

i. Vx €1, la funcion ® — f(x,) es integrable en Q.
ii. Yo € Q, la funcion x — f(x,m) tiene limite en el punto a (o < a < P).
iii. Existe g : Q — R integrable tal que

If(x,m)| < g(0), Vx eI, Vo € Q.

Entonces la funcion
x| flo)du
Q
tiene limite en el punto a, la funcion

® — lim f(x, )

X—a

es integrable y
lim fxcod,u /hmfx(o)

X—a

Demostracion. Sea (x,) una sucesion en / cuyo limite es a. Para cada n € N se consid-

era la funcion @, : Q — R definida por @,(®) = f(x,,®) Yo € Q. Definamos ademds

Qo : Q@ — R por ¢p(®) = lim f(x,®), Vo € Q. Sabemos que (@,) es una sucesion
X—a

de funciones integrables en Q que converge a ¢p. Ademads |@,| < g paratodon € Ny
en consecuencia el teorema de la convergencia dominada (Teorema 2.3.6) nos permite
concluir que @ es integrable en Q y que

/(pod,u:h'm/ ¢ndu.
Q Q

Lo anterior demuestra el teorema. O]

2.3.11 Corolario. Sea (Q,X,u) un espacio de medida, sea I C R un intervalo y sea
f I xQ — R una funcion verificando las siguientes condiciones:

i. Vx €1, la funcion ® — f(x,) es integrable en Q.
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ii. Yo € Q, la funcion x — f(x,) es continua en I.
iii. Existe g:Q — R integrable tal que

[f(x,0)| <g(0), Vxel, Vo Q.
Entonces la funcion ¢ : I — R definida por

X) /Qf(x,(o)d,u Vxel

es continua.

Demostracion. Sea a € 1. En virtud del teorema 2.3.10 y la continuidad de la funcién
x+— f(x,o) (para cada ® € Q) tenemos que

lim fx(od,u /hmfx(x)d,u /fa(o

X—a

]

2.3.12 Corolario. Sea (Q,X,u) un espacio de medida, sea I C R un intervalo y sea
f I xQ — R una funcion verificando las siguientes condiciones:

i. Vx €1, la funcion o — f(x,®) es integrable en Q.
ii. Yo € Q, la funcion x — f(x,®) es derivable en I.

iii. Existe g : Q — R integrable tal que
‘f ‘<g( ), Vxel, Vo e Q.

Entonces la funcion @ : | — R definida por

:/f(x,(x)d,quel
Q

es delivable en 1 con
/ ax ()C, CO) d‘u, X €

Demostracion. Sea a € I. Para cada x € I\ {a} y cada ® € Q, el teorema del valor
medio garantiza la existencia de un punto cy ¢ del intervalo abierto de extremos a y x
tal que

=t L v

'f x,®) — f(a, m)‘ ‘af
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La hipétesis iii nos asegura ahora que

'f(xyw) —f(a,0)

—da

‘ <g(w), Vo € Q.

El teorema 2.3.10 asegura entonces que

lim 20 = 9(@) —lm/f GO) -
x—a X—a x—a
lim f(X, 0‘)) —f(a,(!)) d/J _ f(x,a)dy
Qx—a xX—a Q ot
[
Ejemplo 2.3.13.

i. Se considera la funcién @ :]0, +eo[— R definida por

1
:/ Vxe Ydx Yt €]0, +oo|.
0

para cada x €]0, 1] la funcién ¢ — /xe”"* es continua

para cada x €]0, 1] se tiene que

|Vxe ™| < v/xe™ 0 — \/x Vr €]0, +oo|.

2
5

1
x7+l:| =
+1

0
Por el corolario 2.3.11 obtenemos que @ es continua en |0, 4-oo|.

V/x es integrable en ]0, 1] pues [ v/xdx = [—

Por otra parte tenemos que

tx

» para cada x €]0,1[ la funcién ¢ — /xe '* es derivable con derivada t —

xe ¥

= para cada x €]0, 1] se tiene que

| —v/xxe ™| < Vaxe % = /xx Vr €]0,+oo]

1
= /xx es integrable en ]0, 1] pues folx3/2dx_ [ }rlxz“}o = %

= Por el corolario 2.3.12 obtenemos que ¢ es derivable en |0, 4-oo[ con deriva-
da

1
o' (t) :/ —x32e ™ dx Vit €]0, 4-oo].
0
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ii. Seguidamente mostramos la manera de proceder cuando no se obtiene automaéti-
camente una dominacion integrable como pasaba en el ejemplo anterior.

Se considera la funcién @ :]0, 4-oo[— R definida por

~+oo
o(t) = Vxe Pdx Vit €]0, +oo|.
0

—tx

= para cada x €]0,+oo[ la funcién ¢ — /xe ™ es continua

= para cada x €]0, +oo[ se tiene que

|Vxe ™| < /xe ™ = /x Vt €]0,+oo]

y esta es la mejor dominacién posible.

~+o0
e \/x 1o es integrable en |0, +-oo pues [5" \/xdx = [%ﬂx%“} , =
2

e Se fija 0 < ou y movemos 7 s6lo en |o, +oo[. Entonces
|\/)_ce*tx‘ < Vaxe ™Vt €]al, +oo|.

Esta dominacion si que es integrable.

e Por el corolario 2.3.11 obtenemos que ¢ es continua en | o, +oo[. Como
o > 0 es arbitrario concluimos que ¢ es continua en |0, +oo].

Para el estudio de la derivabilidad se procede de manera similar.

—1x

» para cada x €]0,+oo[ la funcién t — /xe ™ es derivable con derivada 7 —

—/xxe ¥

= para cada x €]0, +oo[ se tiene que
|—\/}xe_”" < Vaxxe O = /xx Wt €]0, 400

y esta es nuevamente la mejor dominacion posible.

~+oo
e /xx no es integrable en |0, +-oof pues [, x*/2dx = [%x%“] =
3

oo,

e Se fija 0 < oo y movemos 7 s6lo en |o, +oo[. Entonces

‘x3/2e*tx < X2t €)a, 4o,

Esta dominacidn si que es integrable.

e Por el corolario 2.3.12 obtenemos que ¢ es derivable en ]o, 4-oo[. Co-
mo o > 0 es arbitrario concluimos que @ es derivable en |0, 4-oo[ con
derivada

—+oo
o'(t) = / — X326 dx Vit €]0,+oo).
0
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Como
—+oo
o' (t) :/ —x32e ™ dx < 0 Vi €]0,+oo
0

podemos asegurar que @ es estrictamente decreciente. En consecuencia @ tiene
limite en 0 y en 4-o0. Desgraciadamente no disponemos de una dominacion inte-
grable para calcular dichos limites. Sin embargo, para estudiar el comportamien-
to de @ en 0 podemos hacer uso del lema de Fatou en la siguiente forma

—+oo

oo oo
lim(7) = lim Vxe Ydx > / lim v/xe dx = Vxdx = oo
t—0 t—0./0 0 t—0 0

y por tanto h’r%(p(t) = (. Para calcular el limite en 4o observemos que
11—

Vxe ™ < \/xe TVt €)1, 400, Vx €]0, 40|

y esta dominacion si que es integrable. En consecuencia

oo +o0
lim ()= lim @)= / lim xe Pdx= [ 0dx=0.
0

t——+too [—)+OO7[>1 f—>+°°7t>1 0



86 Integral asociada a una medida

2.4. Ejercicios

1. Sea Q un conjunto no vacio, sea ® € Q y sea Oy, la medida de Dirac concentrada
en ®. Demostrar que cualquier funcién f : Q — R es integrable con

| fdd0 = r(0).

2. Sea u la medida contadora en N. Demostrar que una funcién f : N — R es inte-

grable si, y sélo si,
Y 1 f(n)] <o,
n=1
en cuyo caso se verifica
[ fau=Y. o).
N n=1
3. Estudiar la integral asociada a la medida imagen en las siguientes situaciones:

1. La medida imagen de la medida de Lebesgue por la funcién parte entera E :
R — R.

1. La medida imagen de una medida cualquiera por una funcién constante.

iii. La medida imagen de una medida cualquiera por la funcién caracteristica de un
conjunto medible.

4. Estudiar la integral asociada a la medida de Lebesgue-Stieltjes respecto de las sigu-
ientes funciones de distribucion:

i. La funcién de Heaviside F : R — R, que estd definida por

0 si x<0,
F(x)_{l i 0<x.

ii. . La funcién parte entera E : R — R.
iii. La funcién F : R — R, definida por

0 si x <0,
Fx)=¢ x si 0<x<I,
1 si 1 <x.

0 si x <0,
Flx)=< 2x si 0<x<l,
2 si 1 <ux
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v. La funcién F : R — R, definida por

0 si
F(x)=< 2x si
5 si

vi. La funcién F : R — R, definida por

E(x) si
2 .
x si
Fx) = x si
x+2 si
vii. F': R — R definida por
E(x) si
x? si
F(x) = x si
x+2 si
5 si
viii. F: R — R definida por
E(x)
2
F(x) = x
x+2
E(x)+5
ix. F: R — R definida por
0 si
F(x)=< 2x si
3 st
X. F : R — R definida por
0 si
2x sl
FOO=9 145 s
5 si
xi. F': R — R definida por
0 st
F(x)=«¢ l+x si

x <0,

0<x<1,

si
si
si
si

1 <ux.

x <0,
0<x<1,
1<x<2,

2 <ux.

x <0,
0<x<1,
1 <x<2,
2 <x<3,

3<x.

x <0,
0<x<1,
1<x<2,
2<x<3,

3 <x.

x <0,

0<x<1,

1 <ux.

x <0,
0<x<1,
1<x<2,

2 <ux.

x <0,
0<x<l,
1 <x.
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xii. F: R — R definida por

F(x)=x+E(x) VxeR.

5. Sea (®,) una sucesién de nimeros reales con ®, > 0 para todo n € N. Se define
la medida p sobre (N, P(N)) por u({n}) = ®, para todo n € N. Demostrar que una
funcién f: N — R es integrable si, y sélo si,

Y If(m)|on < oo,
n=1
en cuyo caso se verifica
[ fdu= Y. rmon.
N n=1
6. Se considera el espacio de medida (Q2,X, ), siendo

Q = {*70707‘}7

£={0.0,(#},{0.9.8}}

1 3
u(0) =0, u(Q) =1, p({#}) = 7 yu({O,V,4}) = 7.
i. Probar que la funcién f: Q — R definida por

f(®)=1(C)=0, f(V)=f(4) =1
no es medible.

ii. Probar que la funcién g : Q — R definida por

f(d)=—1, f(O)=f(V) =g(d) =1

es integrable. Calcular las integrales

/ gdu
{%,0.0.4}

/ gdu.
{0.0.8}



2.4 Ejercicios 89

7. Sea (Q,X,u) un espacio de medida con u(Q) < o y sea (f,) una sucesién de
funciones medibles en  que converge a una funcién f. Supongamos que existe una
constante M > 0 tal que |f,,| < M para todo n € N. Probar que f es integrable y que

/fd,u: h’m/fnd,u.
Q n—eo /)
8. Calcular

n—oo

1
lim [ fu(x)dx
0

para cada una de las siguientes sucesiones de funciones:

nx

i falx) = 1 +n2x

Vx €]0,1[, Vn € N.

ii. fu(x) =LIn(x+n)e*cos(x) Vx €]0,1[, Vn € N.

1
i f(x) = (112;1 Vx €]0, 1], Vn € N.
1
iv. fulx) = ’;x—{—nn(éc)z Vx €]0, 1], Vn € N.
ny/x
v. fulx) = T\’gxz Vx €]0,1[, Vn € N.
. 13/2
V1. fn(X) = m Vx 6]0, 1[, Vn € N.
2\ " x
vil. fu(x) = (1 + ;) sen <;> Vx €0, +oo[, Vn € N.
vill. fp(x) = Vx €]0, 4o, Vn € N.

(1)

9. Probar las siguientes identidades:

.t ox > (—1)"H
) dx = .
L[ = Y

n=1
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oo o, o
iv. Va > 0.
v /0 1+e Bx Z b

. 5V > 0.
) 1+e et Z 06+[3 P

10. SeaI" : R"™ — R la funcién definida por

too
= / X le ¥dx
0

Probar que
i. I" es derivable y dar una expresion de su derivada.

ii. HmI'(f) = oo .

t—0

11. Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

i. @:]0,4[— R,

T
:/ In(14tcosx)dx, Vt €] —1,1].
0

iii. @: [0, 4oo[— R,

+ee arctan(rx)
(P(l) —/0 de Vit € [0,+ [

Calcular lim;_ 4 o @(2).

iv. @:[0,40o[— R,

Foo ln(x2 —|—t2)
(p(t) —/O de Vt - [0,+°°[

v. p:R— R,

~+oo
(p(t):/oo Sfi( )d vt e R.
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vi. 9:]0, 40— R,

—+oo
o) = / x 127 dx Vit €]0, 40,
0

Calcular 1im, o @(¢) y imy— 4o @(2).

12. Calcular
1.

1 2
lim Xe ™ dx.

t— oo 0

1
lim X e'dx.
t— oo 0
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CAPITULO 3

La integral de Lebesgue en RY

El objetivo de este capitulo es el estudio de la integral de Lebesgue en RY, esto
es, la integral asociada al espacio de medida (RV, M, ). Tras el asentamiento en las
lecciones precedentes de los pilares basicos que sostienen la teoria de la integracion,
podemos ahora abordar la cuestion fundamental para nosotros: proporcionar métodos
que permitan reconocer cuando una funcién f : E C RV — R es integrable y, en caso
afirmativo, calcular su integral.

Es importante tener presente que el problema de integraciéon planteado contiene
dos cuestiones distintas: una es la integrabilidad de la funcién (hasta ahora sabemos
que son integrables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones
caracteristicas de conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte com-
pacto) y otra es calcular, supuesto que la funcidn sea integrable, el valor de su integral.
En este sentido debemos advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integracion:

= Métodos que proporcionan la integrabilidad de f aunque no el valor de la inte-
gral.
= M¢étodos que proporcionan la integrabilidad de f y el valor de su integral.

= Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la funcion sea
integrable.

El lector tendrd cuidado en lo sucesivo de advertir con precision la informacién
que cada resultado proporciona al respecto.

Dividimos la presente leccién en dos secciones:
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I. Integrales simples, esto es, integrales de funciones de una tnica variable real.
Nuestro objetivo serd la integracién de funciones definidas en un intervalo I de
R.

II. Integrales multiples, es decir, integrales de funciones de varias variables reales.
En esta seccidon abordaremos el problema de la integracion de funciones en un
subconjunto medible E C RV,

3.1. Integrales simples

3.1.1. Acotacion local e integrabilidad local

Antes de abordar el problema de la integrabilidad de funciones definidas en inter-
valos de R es conveniente introducir la siguiente debilitacion de dicho concepto.

3.1.1 Definicion (Acotacién local e integrabilidad local). Sean I un intervalo de R
y f: I — R una funcioén. Entonces f es localmente acotada si es acotada en cada
intervalo compacto contenido en /. f es localmente integrable si es integrable en cada
intervalo compacto contenido en /

Es claro que toda funcién medible localmente acotada es localmente integrable. En
particular, toda funcién continua en / es localmente integrable.

También es cierto que toda funcion localmente integrable es medible. En efecto,
si —oo < a0 < B < 400 son los extremos de Iy (a,) y (by,) son sucesiones de niimeros
reales de I con a,, < b, Vn € N tales que lima,, = a. y limb,, = 3, entonces Xjanb) = f
c.p.d. y es claro que f es medible, ya que cada funcion fY,, 5,] €s medible por ser
integrable.

Es importante observar asi mismo que, como consecuencia de ser 7 = XJq.p[ ¢-P-d.,
una tal funcién f es integrable en [ si, y sélo si, es integrable en o, B[, en cuyo caso se
tiene que

/ fan=[ far
1 Jo. Bl

hecho que nos permite notar cualquiera de las integrales que aparecen en la igualdad
anterior por

/aﬁf(x) dx

(si o, B € R, entonces I puede ser cerrado o semicerrado). Es usual definir
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El hecho antes comentado de que una funcion definida en un intervalo de R es inte-
grable en éste si, y s6lo si, lo es en su interior nos permite limitarnos al estudio de la
integracion de funciones en intervalos de R de la forma Ja., B[ con —oo < ot < B < 0.

3.1.2 Proposicion (Aditividad respecto del intervalo de integracion).

i. Sea f:|o, B[— R una funciony seay€|o, B[. Entonces f es integrable en o, B[
si, y s6lo si, es integrable en |0,y y en |V, B[, en cuyo caso se verifica la identidad

/aﬁf(x) dx = /(:f(x)dx—i—[ff(x) dx.

ii. Sean o,y € [—o0, 40|y sea f :|a,b[— R una funcion integrable, donde a =
min{a, B,y} y b = max{a,B,y}. Entonces

/Ocﬁf(x) dxz/:f(x) dx+/YBf(x) dx.

Demostracion. 1. Es un caso particular de la Proposicion 2.2.14.
ii. La férmula que se pretende demostrar es equivalente a

[ o) ax+ [l as [ g ax=o, ()

férmula que es trivial si dos de los tres puntos que aparecen en ella coinciden, pues en
tal caso se reduce a

/abf(x) dx+/baf(x) dx=0.

Ademds, si se permutan de cualquier forma los puntos o, 3 y 7, el primer miembro
de la formula (x) permanece 6 queda multiplicado por —1. Ello permite suponer que
o <y < B cuyo caso la formula es cierta por el apartado i). 0

3.1.2. Regla de Barrow

Uno de los principales métodos de integracioén para funciones de una variable real
es la regla de Barrow, que hace uso de una primitiva de la funcion original para estudiar
la integrabilidad de esta funcion y calcular su integral. Resaltamos que las funciones
que habitualmente se presentan en la préactica son localmente acotadas. Mostraremos
seguidamente que la integral proporciona un método de construccién de primitivas,
al menos para funciones continuas, y que toda funcién definida en un intervalo que
admita primitiva es medible.
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3.1.3 Proposicion. Sea f :Ja,B[— R una funcion localmente integrable y sea a €
|o, B[. Entonces la funcion F o, B[— R definida por

para todo x €|a,B|, es derivable en cada punto x €|a,B| donde f sea continua y
ademds F'(x) = f(x).

Demostracion. Supongamos que f es continua en un punto x €|a, B[. Dado € > 0, la
continuidad de f en x nos asegura que existe 6 > 0 tal que

(vejo,Bl, 0<ly—x<8) = [f(y)—f¥)|<e

Para un tal y se verifica

‘w_f(x)‘: ]yix\ /ayf(t) dt—/axf(t) dt — (y—x)f(x)| =
ﬁ /xyf(f)dt—(y—x)f(x) = |y1x| /xyf(t) dt—/xyf(x) di| =
|y1x! [ (0 -rw) ar| < ‘yiﬂ [0 sena < =) [Cear] =

donde se ha utilizado la proposicién anterior. Hemos probado que la funcién F es
derivable en x y que F'(x) = f(x). O

Observacion 3.1.4.

i. La funcién F definida en el resultado anterior se denomina integral indefinida
de f.

ii. Recordemos que una funcién f :]a, B[— R admite primitiva si existe una fun-
cién F :Jo, B[— R tal que F'(x) = f(x), Vx €]a, B[. Se dice también que F es
una primitiva de f. Cualquier funcién que se obtenga sumando a F una constante
es también una primitiva de f y de esta forma se obtienen todas las primitivas de

f.

3.1.5 Lema. Si f :|o, B[— R una funcion que admite una primitiva F en |o, B, en-
tonces f es medible. Si ademds, f es localmente acotada, entonces [ es localmente
integrable y se verifica para cada |a,b] C|o, B[ que
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Demostracion. Fijemos [a,b] C]o,B[. Veamos que fj, 5 es medible. En efecto sea

m € N tal que b+ % < B. Para n natural con n > m se verifica, al ser G una primitiva
de f, que

— f(x), Vx € [a,D]

de donde se deduce que f|, ;] es medible por ser limite de una sucesion de funciones
continuas. Sean ahora (a,) y (b,) sucesiones en |a, B[ con a, < b,, Vn € N, (a,) \, a
y (by) /' B, entonces S Xjanby) — J 10 que nos permite concluir que f es medible por
ser limite de una sucesion de funciones medibles.

Supongamos ahora que f es ademds localmente acotada. En ese caso, por ser f
medible, sabemos que es localmente integrable. Sea [a,b] un intervalo acotado con-
tenido en |, B[ y témese m € N tal que b+ % < B. Haciendo uso del Teorema del valor
medio obtenemos que para cada x € [a,b] y cada natural n con n > m existe ¥, €]0,1]

tal que
F<x+l) —F(x) :f()c%—%)1
n nj)n

F(x+1)—F(x)

1
n

y, por tanto, la funcién

=7 (5 20 < tinp].

es integrable en [a,b]. En consecuencia el teorema de la convergencia dominada nos

asegura que
b b
h’m/a n [F <x—|—%) —F(x)} dx:/a f(x) dx.

/abn [F (w%) —F(x)} dx—

n/abF (x—i—%) dx—n/abF(x) dx:n/aiz F(x) dx—n/abF(x) dx =

1

b+% at,
:n/b F(x)dx—n/a F(x)dx — F(b) — F(a),

Ahora bien

donde se ha usado la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y la Proposi-
cién 3.1.3 aplicada a la funcién continua F. Asi hemos probado que

b
la,b] Clo, B[ = / £(x) dx=F(b) — F(a).
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3.1.6 Proposicion (Regla de Barrow).

I.

iL.

Sea f :|o,B[— R una funcion localmente acotada e integrable que admite
primitiva F en |o, B|. Entonces existen ll’rr&F (x) y linéF (x), ambos son finitos
x— X—

y ademads
/ ()= lim F(x) — lim, F (x)
x—o
Sea f :la, B[— [0, +oo[ una funcion localmente acotada que admite primitiva

]
F en o, B[. Entonces f es medible y

B
/ f(x)dx = lim F (x) — lim F(x),
o x—yB xX—0
donde los limites pueden ser Hoo. En consecuencia f es integrable si, y so-

lo si, el segundo miembro de la igualdad anterior es real, o equivalentemente
limF (x), imF (x) € R.
x—0o x_>B

Demostracion. i.Para probar que existe h’rréF (x) € R, consideremos un punto ¢ €]a,, B]
X—

y una sucesion (b,) de nimeros reales del intervalo [c, B[ tal que limb, = B. Se tiene
claramente que lim (¢ »,] = fX[c,p[» Y también que

e | < 1f] VR EN.

Como | f| es integrable el teorema de la convergencia dominada 2.3.6 nos asegura que

11m f dx—/f

Por otra parte, el lema anterior nos garantiza que

[ x= o) F o

y, por tanto, (F (b)) es convergente (en R) y

/cﬁf(x) dx = Ifm F (by) — F(c).

Dada la arbitrariedad de (b,,), se verifica que

lim F (x) = im F'(by,).

x—PB

Hemos probado que

B
/C F(x) dx = 1im F (x) — F(c),

x—P
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Andlogamente se prueba que

/acf(x) dx=F(c)— lim F(x).

xX—0

Finalmente la Proposicién 3.1.2 nos permite concluir que

B
/OC f(x) dx = lim F (x) — lim F (x).

x_>B x—0

ii. En este apartado, como F’(x) = f(x) >0, Vx €|, [, la funcién F es creciente
y en consecuencia estd asegurada la existencia de los limites de F en o y B (pudiendo
ser +o0). El lema anterior nos garantiza que f es localmente integrable (luego medible)

y que b
la,b] Clou B[ = /af(x)dx:F(b)—F(a).

Sean (ay) y (b,) dos sucesiones en |, B tales que lima, = o y limb,, = 3. Entonces
lim %4, 5,) = f- El Teorema de la convergencia monodtona para funciones medibles
positivas 2.3.3 nos asegura que

B .
/Oc fx)dx= h’m/ab fx)dx= lim(F(bn) —F(an) —

=lmF (b,) —limF(a,) = lim F(x) — lim F(x).
XHB X—
Obsérvese finalmente que al ser F creciente, se tiene lim,_.o F (x) < 400 y tiene sentido
la expresion
lim F(x) — lim F (x) € [0, +oo].

x-)B X—0

Es claro ademads que f es integrable si, y solo si, la expresion anterior es finita. 0

Observacion 3.1.7.

i. Es importante tener presente que una funcién f :Jo, f[— R que admita una
primitiva F en ]o, B[ y tal que existen ll’rréF (x) € R, h’n&F (x) € R puede no ser
x— A=

integrable.

ii. Los dos apartados de la regla de Barrow siguen siendo vélidos sin exigir la
acotacion local de la funcién (en ii hay que exigir en tal caso la medibilidad).
Esta generalizacion se probard en el capitulo dedicado al Teorema fundamental
del célculo.
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La regla de Barrow nos permite estudiar la integrabilidad y calcular la integral en el
caso de que dispongamos de una primitiva de la funcién problema. Es conveniente en
consecuencia reconocer aquellas funciones cuya primitiva se puede obtener de manera
inmediata. Estas son las que tradicionalmente se conocen como integrales inmediatas.
En el Apéndice 3.3.1 de esta seccion incluimos algunas tablas donde recopilamos la
mads bdsicas de estas integrales inmediatas.

Ahora la regla de Barrow nos permite discutir la integrabilidad y calcular la integral
en su caso de las funciones potenciales.
Ejemplo 3.1.8. Para cada p € R sea f, : RT™ — R la funcién definida por
fox)=x, VxeR".
Entonces se verifica:
i. fp no es integrable en ]0, +oo[ para ningtin valor de p € R.

ii. Sip eR",entonces f, es integrable en |0, B[ siy sélo si, p > —1, siendo

y, en particular,

iii. Si € R™, entonces f, es integrable en o, 4o si, y sélo si, p < —1, y en tal

caso ol
+oo o
/ P dx = —
o p+1

/Jf‘”dx_1
x0T

iv. Si 0 < <P < oo, entonces f, es integrable en |o, B[ para cualquier valor de

p € R, siendo
B
/ xP dx =
o B .
log(g) si p=-1

En efecto, f, es una funcion medible y positiva que, para cualquier real p, admite
primitiva en R™ dada por

y en particular

o1 Pt

p+1 .
)fC>+1 si. p#£-—1

F(x) =
log(x) si p=-1
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Puesto que
. _f oo st p+1<0
)lcl—rf(l)F(x)_{ 0 si p+1>0"
y
. ) 4o si p+12>0
xkrfooF(”_{ 0 si p+1<0

el enunciado se sigue aplicando el apartado ii de la proposicién anterior.

3.1.3. Cambio de variable

Los resultados de este apartado son la particularizacion para integrales simples de
los correspondientes para integrales multiples (Teoremas 3.2.11 y 3.2.12).

3.1.9 Teorema (Cambio de variable para funciones medibles positivas). Sean [ y J
intervalos abiertos de R, ¢ un difeomorfismo de clase C' de I sobre J y f:J —
[0, 4-co[ una funcion medible. Entonces

/ dx—/f ()| dr.

3.1.10 Teorema (Cambio de variable). Sean I y J intervalos abiertos de R, ¢ un difeo-
morfismo de clase C' de I sobre J y f :J — R una funcién medible. Entonces f es
integrable en J si, y solo si, (f o )|d'| es integrable en I cuyo caso

/ a’x—/f (1)] dt.

Observacion 3.1.11.

i. En la practica, dada una funcién f :)o, f[— R medible queremos saber, uti-
lizando un adecuado cambio de variable, si es integrable, y en tal caso calcular
su integral. Es importante tener en cuenta que una funcion derivable ¢ : I — R
es un difeomorfismo si, y sélo si,

o' (1) #£0, Vtel.

En cuyo caso es bien conocido (Teorema del valor medio) que ¢ es estrictamente
mondtona y ocurre una de las posibilidades siguientes:

DHe'(t)>0,veel o 2)¢'(t)<0, Vel
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il.

En el caso 1) se tiene que |¢/| = ¢’ y que I =]¢ ! ( +),6~'(B—)[, mientras que
en el caso 2) se tiene que |¢'| = —0¢" y que 7 =)o~ (B—), 6! (a+)[, donde como
es habitual

o YoH)= lim_¢7'(x) y ¢07'(B-)= lim ¢ '(x).

X—0, x>0 x—>[57 x<[3

En consecuencia, se tiene que f es integrable en ]a, B[ si, y sélo si, (f o )¢’
es integrable en /, en cuyo caso obtenemos la siguiente formula del cambio de

variable:
o 1(B-) ,
[rwac=[" " romen a
Hot)

A partir del Teorema fundamental del cdlculo se prueban versiones mds gen-
erales del teorema del cambio de variable donde no se exige que ¢ sea de clase
C'. Concretamente:

Sean I y J intervalos abiertos de R y ¢ una funcion derivable de I sobre J tal
que ¢'(t) £ 0, Vr € I. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i. Si f:J—[0,4c0| es una funcion medible, entonces

/ dx—/f (1)] dt.

ii. Si f:J— R es una funcion medible, entonces f es integrable en J si, y
s6lo si, (fod) O (t) es integrable en I, en cuyo caso

/ dx—/f (1)] dt.

Recordamos en la tabla del Apéndice 3.3.2 algunos de los cambios de variable més
habituales.

3.1.4.

Integracion por partes

El dltimo método de célculo de integrales es la férmula de integracion por partes.

3.1.12 Proposicion (Férmula de integracion por partes). Sean u,v :|o, f[— R fun-
ciones derivables tales que u'v y wv' son localmente acotadas e integrables. Entonces
existen h’n(lx u(x)v(x)y h’rréu(x)v(x) y se verifica

xX— X—

B B
/ Wt (1) di = Tim u(x)v(x) — lim u(x)v(x) — /Oc W (0)v(t) dt.

o x—PB xX—0
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Demostracién. uv es una primitiva de la funcién «'v 4+ uv' que es integrable y en con-
secuencia el resultado se deduce directamente de la regla de Barrow. [

Observacion 3.1.13.

i. Hay que observar que la utilidad de la anterior férmula depende de la habilidad
que se tenga para expresar el integrando en la forma adecuada. En el Apéndice
3.3.3 recordamos algunos de los procedimientos habituales.

ii. La férmula de integracion por partes es valida también sin exigir la hipétesis de
acotacion local, ya que la regla de Barrow no la requiere.

3.1.5. Criterios de comparacion

En el estudio de la integrabilidad de una funcién localmente integrable f : I — R
definida en un intervalo I de R es decisivo el comportamiento de la funcién en los
extremos del intervalo. Puesto que sabemos que para cada ¢ € I: f es integrable en /
si, y solo si, f es integrable en IN| —oo,c| y en I N [c,+oo[; podemos centrar nuestro
estudio en intervalos semiabiertos y, por una simple cuestién de simetria, nos bastara
con enunciar los resultados para intervalos de la forma:

[0, B[ con —eo << P < oo

Es importante destacar que la idea que subyace en lo que sigue es la siguiente propiedad
elemental:

Si f : I — R es una funcion localmente integrable para la que existe
una funcion g : I — R integrable tal que | f| < g, entonces f es integrable.

El primer resultado muestra que si B < +eo y la funcién es acotada en las cercanias
de B, entonces f es integrable.

3.1.14 Proposicion. Sean —oo < a < B < 4ooy f: [0, B[— R una funcion localmente
integrable. Supongamos que existen ¢ € [, B[ y M > 0 tales que

[fl<M,  Vxele,Bl
(lo cual ocurre en particular si f tiene limite finito en 3). Entonces f es integrable.

Demostracion. Como f es integrable en [a, c] por hipétesis y es también integrable en
[c, B[ por ser acotada, concluimos que f es integrable. O
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Ejemplo 3.1.15.
i. Lafunciénde f:]0, 1[— R definida por f(x) = sen(%) es localmente integrable
(por ser continua) y al ser acotada (pese a que no tiene limite en 0), es integrable.
ii. La condici6n no es necesaria. La funcién de ]0, 1[ en R definida por x — \/L}’ no

estd acotada y, sin embargo, es integrable, es mas sabemos incluso que fol % =

2.

3.1.16 Proposicién (Criterio de comparacion). Sean —co < << ooy f,g: [0, B[—
R funciones localmente integrables con g(x) # 0, Vx € [o, B[. Supongamos que

tim 7

B g(x)

Entonces
i. SiLeR\{0}, f esintegrable si, y solo si, g es integrable.
ii. SiL=0y gesintegrable, entonces f es integrable.
iii. Si L= =+ooy f esintegrable, entonces g es integrable.

Demostracion. i) Existe ¢ €]a, B[ tal que

|£| @ X€E|c
3 <‘g<x> <2IL|, Vxé€][c,B[

y, €n consecuencia,

L]
> 8@ <If)<2IL[g(x)],  Vx € e, Bl

de donde se deduce que f es integrable en [c,B] si, y s6lo si, g es integrable en [c, .
Como fy g son integrables en [a, ¢, de lo anterior deducimos 1).

ii) Existe ¢ €]a., B] tal que

‘ fx)

() <1, Vxé€leP|

yeén consecuencia

f@ <lg&)],  vxele,pl

de donde, supuesto g integrable, deducimos que f es integrable en [c, 3[. Como f es
integrable en [, ¢] de lo anterior concluimos que f es integrable en [, B[.
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f(x)

x
—‘ > 1, Vx € [c,B[y en consecuencia
x

g(x)
If()] > [g(x)],Vx € [c, Bl

de donde, supuesto f integrable, deducimos que g es integrable en [c,[3[. Como g es
integrable en [, ¢] de lo anterior concluimos que g es integrable en [, f[. O

iii) Existe ¢ €]a, B[ tal que

Observacion 3.1.17. Supongamos que —eo < ot < B < 400y que f :]o., f[— R es una
funcion localmente integrable. Para estudiar la integrabilidad de f deberemos estudiar
su comportamiento en los extremos del intervalo oy .

= Siempre que el extremo sea infinito el extremo serd problematico y se procedera
a comparar con conveniente funcién con el fin de aplicar la proposicién 3.1.16.

= Cuando el extremo estudiado sea finito nos podemos encontrar con dos situa-
ciones distintas:

e la funcidn estd acotada en las cercanias del extremo, lo cual ocurre siempre
que la funcidn tenga limite finito en tal extremo, en cuyo caso aplicamos la
proposicion 3.1.14;

e la funcidn no estd acotada en las cercanias del extremo, lo cual ocurre siem-
pre que tenga limite infinito en tal extremo, y en este caso procedemos

a comparar con conveniente funcién con objeto de aplicar la proposicién
3.1.16.

Hay que advertir en este punto que el problema radica en la habilidad para encon-
trar la funcién apropiada con la que comparar nuestra funcioén original en el punto
en cuestion. La eleccidn de esta funcion test debe de tener en cuenta los siguientes
detalles:

= La funcidn test ha de ser suficientemente parecida a la funcién original al tender
al extremo considerado.

En la prictica solemos encontrarnos con funciones que son producto de varias
y s6lo en uno de los factores reside la clave de la integrabilidad de la funcién
siendo el resto irrelevante para el problema. Este hecho se materializa eligiendo
precisamente este factor como funcién test. ;Cémo elegir el factor adecuado?
Es cuestion de averiguar cual es el factor que predomina sobre el resto y tal
informacion suele ser proporcionada por la escala de infinitos.

= La funcioén test ha de ser suficientemente simple como para que poder estudiar
su integrabilidad mediante la regla de Barrow, cambio de variable o integracion
por partes.
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Ejemplo 3.1.18.

.

ii.

La funcién f : R — R definida por
flx)= e_xz, Vx e R,

es localmente integrable por ser continua. Por simetria, nos podemos limitar a
estudiar su integrabilidad en [0, +oo[. Y a su vez nos podemos limitar al intervalo
[1,+oo[ donde se puede comparar con el ejemplo tipo x~2 para concluir que f es
integrable pues

—x? X2

3 =-— —0 cuando x— +oo.
X ex

e

Sean p € Ry y€ R*. Consideramos la funcién f :]0, +oo[— R definida por
f(x) =xPe™ Vx €]0, 40|

El problema de la integrabilidad de esta funcidn reside en los dos extremos del
intervalo 0 y +oo.

= Como ya se ha advertido anteriormente —+oco es siempre un punto prob-
lemadtico. En +oo ¢l factor que predomina es obviamente e~ *. La funcién
x +— e~ ¥ es trivialmente integrable en |0, 4oo[ pues disponemos de una
primitiva x — —Tle—vx que tiene limite finito en ambos extremos y, de hecho,

f0+°° e Pdx = % Podemos aventurar entonces que la f va a ser integrable

en la parte que involucra oo, esto es en cualquier intervalo [a, +co| con

o > 0. La constatacion de este hecho exige sin embargo un poco de esfuer-
P~
xPe

zo adicional. Obsérvese que lim
x—4oo e~ X

y en esta situacién la integrabilidad de la funcién x — e~ no nos pro-
porciona la integrabilidad de la funcién f. Este tipo de inconvenientes se
suelen solventar aumentando sensiblemente la funcion test para conseguir
que el limite correspondiente sea finito y sin que este aumento merme la in-
tegrabilidad de la funcién test. En nuestro caso concreto tomaremos como
funcion test (en +o<) la funcién

es +oo en el caso de que p > 0,

x'_>eﬁx

con O < 7y cualquiera. Con esta eleccion la funcion test sigue siendo inte-

grable y ahora
PV p
. xPe . x
lim = lim ———=0
X—foo o—OX x—oo @(Y—8)x

pues y— 06 > 0.
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= Pasamos ahora a estudiar el comportamiento de f en 0. Merece la pena
detenerse un momento para verificar si en 0 hay efectivamente problema.
Como limxPe ™ = 4o siempre que p < 0 el punto 0 ha de considerarse

x—0

como problemdtico (aunque sélo en el caso de que p < 0). El factor e ¥
tiene limite 1 en 0. En consecuencia la clave se de la integrabilidad se
encuentra en el otro factor xP. En efecto

xPe

lim =lime ¥ =1.
x—0 X x—0

En consecuencia f es integrable en la parte que concierne al cero, esto es
10, B] (para B > 0 arbitrario), si, y sélo si, lo es la funcién x — xP. Por otra
parte esta ultima funcién la conocemos perfectamente. En la regién que
nos ocupa es integrable si, y sélo si, p > —1. Por tanto f es integrable en
10,B] si, y sélo si, p > —1.

= Unimos ahora la informacién obtenida para los dos extremos. En lo ref-
erente a +oo siempre tenemos integrabilidad y en lo que respecta al 0 hay
integrabilidad si, y s6lo si, p > —1. Podemos concluir que f es integrable
en |0, +oo[ si, y sélo si, p > —1.



108 La integral de Lebesgue en RV

3.2. Integrales miltiples

3.2.1. Teoremas de Fubini y Tonelli

Para calcular integrales multiples no se dispone de ningtin procedimiento elemental
comparable a la regla de Barrow, pero se dispone de un resultado fundamental que rela-
ciona la integral en R" con integraciones sucesivas en espacios de menor dimension,
lo que en dltima instancia permite evaluar integrales multiples realizando integraciones
iteradas en cada una de las variables. Este resultado es el Teorema de Fubini.

3.2.1 Teorema (de Fubini). Sean p,q € Ny sea f: RP x R? — R una funcion inte-
grable. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i. Para casitodoy € R, la funcion definida en R? por

x> f(x,y)

es integrable en R y la funcion definida casi por doquier en RY por

v [ se) de

es integrable en RY.
ii. Para casitodo x € RP la funcion definida en R? por
y fx,y)

es integrable en R? y la funcion definida casi por doquier en RP por

x— [ (x,y)dy
R4

es integrable en R?.

= Jar [/qu(x,y) dy} dx.

Demostracion. Designemos por ¥ el conjunto de todas las funciones f : RPT¢ — R
integrables que satisfacen las propiedades i, ii y iii antes enunciadas. La demostracion
consiste en probar que F contiene todas las funciones integrables en R?” x R?, lo que
haremos en varias etapas. Puesto que los papeles de p y g son intercambiables, es
suficiente comprobar iy la primera igualdad de iii.
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a. F es un espacio vectorial. La demostracion es consecuencia inmediata de que la
unién de dos conjuntos de medida cero es de medida cero y de las propiedades de la
integral de Lebesgue.

b. F es estable por paso al Iimite de sucesiones mondtonas: si (f,,) es una sucesion
monotona de funciones de F que converge puntualmente hacia una funcion integrable
f, entonces f € F.

En efecto, podemos suponer que (f,,) es creciente (en otro caso considerariamos la
sucesion (—f;)). En primer lugar, como para todo (x,y) € R” x R? se verifica que

fu(x,y) — f(x,y),

la monotonia de la integral nos asegura que

Lo ey den< [ fley)dey).  vaeN @)
RPxRY

RP xR4

y se deduce del Teorema de la convergencia monétona 2.3.1 (para funciones en R *9)
que

lim fa(x,y) d(x,y) :/ fxy) d(x,y). (3.2)

RP xR RP xRY
Utilizando que la unién numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero,
se deduce la existencia de Z C R? de medida (g-dimensional) cero tal que para todo
y € R?\ Z y para todo n € N, la aplicacién

xﬁfn(xay)

es integrable en R? y la funcién definida casi por doquier en RY por

Fn(y) = /Rpfn(xay) dx

es integrable en R?, siendo ademads

/Ran()’) dy:/Rq {/Rpfn(x,y) dx} dy:/Rpqufn(x’y) d(x,y).

La sucesion (F,) es claramente creciente (podemos definir F,(y) =0, Vy € Z). La
desigualdad (3.1) nos permite en consecuencia aplicar el teorema de la convergencia
mondétona 2.3.1 (para funciones en R?) para deducir que para casi todo y € RY, la
sucesion (Fy(y)) es convergente, luego acotada. Ahora, como para cada y € R? es

lim £, (x,y) = f(x,),

de nuevo el teorema de la convergencia mondtona 2.3.1 (para funciones en R”) nos
asegura que para casi todo y € R? la funcién

x— fx,y)
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es integrable en R” y que

tim [ fuley)de= [ fley)d

Puesto que por hipétesis

/ [/ Ju(x,y) a’X} dy:/ fu(x,y) d(x,y), VneN (3.3)
Ra Ra RP xR4

de nuevo la desigualdad (3.1) nos permite aplicar el Teorema de la convergencia moné-
tona 2.3.1 (para funciones en R?) para afirmar que la funcién definida casi por doquier
en RY por

y /Rpf(x,y) dx

es integrable en R? y ademads

lim | {/Rpfn(x,y) dx} dy:/Rq [/Rpf(x,y) dx] dy.

Por dltimo, teniendo ahora en cuenta (3.2) y (3.3), concluimos que

/Rl’qu Joy) dlx,y) = /Rq [/]RP f(xy) dx] dy.

¢. SiE C RPT1 =R? x RY es medible con A(E) < o, entonces X € F .
La demostracién de este apartado la dividiremos en varios subapartados:
c.1. Si ] es un intervalo acotado de R? y J es un intervalo acotado de R?, entonces

XixJ € .{f
En efecto,

Xixs(x,y) =x1(x)xs(y), V(x,y) € RP xRY
y, consecuentemente, fijado y € R? la funcién definida en R? por

X = XIXJ(-xvy>

es la funcién
X; si oyelJ
0 si y¢J

que es integrable con integral

S1

[y a={ "0 % ST v,

lo que prueba i. Probemos la primera igualdad de iii.

L) () =203 0) = v(I) =
RPxRY
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/qu(I)XJ()’) dy:/Rq [/RPXIXJ(x,y) dx] dy.

¢.2. Si G C RP*Y es un conjunto abierto con M(G) < oo, entonces g € F .
Pongamos G = U;,_,I, para conveniente sucesion (,) de intervalos acotados de
RP*4 disjuntos dos a dos. Entonces

XG = Z X1, -
n=1

Definamos

o= ZXIka VneN.
k=1

Por los apartados ay c.1, f, € F Vn € N. Por b, concluimos que X € F.

¢.3. SiA C RP™ es un conjunto Gg con MA) < e, entonces (s € F.
En efecto, sea (G,) una sucesién decreciente de conjuntos abiertos de R4 tal que

MGy) <o, VneN y A= ()G

n=1
Entonces (X¢,) \, X4 y el apartado b nos permite asegurar que x4 € F.

c.4. Si Z C RP™4 es un conjunto de medida cero, entonces ¥z € F .
En efecto, existe una sucesion (G,) de conjuntos abiertos de R”4 tal que

ZCGut1 CGy, YneN y limA(G,)=0.
Sea A=(;_; G,. Este conjunto satisface
ZCA,MA)=0y xa € F (subapartado anterior).

Se tiene, por tanto, que

o= = [t = [ [ waas| v

y en consecuencia, en virtud de la Proposicion 2.2.7 1v),

/ Xa(x,y) dx=0, (c.p.d.y€R)
RP
y, fijado uno de estos y, también

Xa(x,y) =0,(c.p.d. x e RP).

Al ser
0 S XZ(x7y) S XA(xvy)a
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concluimos que para casi todo y € RY, la aplicacién x — xz(x,y) es cero c.p.d., y por
lo tanto integrable. De nuevo la Proposicién 2.2.7 iv) nos asegura que para casi todo
yeR?es

/ XZ(x7y> dx:o7
RP
y, por tanto, la aplicacion definida casi por doquier en R por

yH/ Xz(x,y) dx
RP

es nula c.p.d. y por tanto, integrable. Hemos probado 1) para xz. Otra vez la Proposicion

2.2.7 iv) nos dice que
/ U xz(x,y) dX] dy=0
R4 RP

0= 7\,(2) = /RPXR‘IXZ()CJ)) d(X,y)

la primera igualdad de iii queda probada.

y como

Probemos ya el apartado c. Sea E C R”"4 un conjunto medible con medida finita.
El Teorema 1.2.10 nos asegura la existencia de un conjunto Gg, A, y un conjunto de
medida cero Z tales que
A=EUZ y ENZ=0.

Se tiene que
XE=XA—Xz-
Como A(A) < oo, virtud de los apartados c.3, c.4 y a, concluimos que Xz € F.

d. Si f : RP*Y — R es una funcion integrable, entonces f € F.

En efecto, en virtud del apartado a, bastard probar que f*y f~ estdn en F. Veamos
que fT € F (la comprobacién de que f~ € F es idéntica). El Teorema de aprox-
imacién de Lebesgue 2.1.11 nos asegura que existe una sucesion creciente (s,) de
funciones simples positivas que converge a f . Es claro que las funciones s, son in-
tegrables y, virtud de los apartados a y c, cada s, € F. Por ultimo el apartado b nos
permite concluir que f € F. O

Observacion 3.2.2.

1. Las propiedades i y ii del teorema anterior se resumen diciendo que la funcién
f tiene integrales iteradas y la propiedad iii garantiza que ambas son iguales e
iguales a la integral de la funcién f.

ii. Es importante recordar que el orden en el que se realicen las integraciones it-
eradas es irrelevante. En la préctica elegiremos el orden de integracién que nos
resulte mas conveniente en cada problema.
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3.2.3 Corolario. Sean p,q € N y sea E C RP™ un conjunto medible. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

i. Para cada casi todo x € R?, el conjunto
E(x):={yeR?: (x,y) € E}
es medible.
ii. Para cada casitodo y € RY, el conjunto
E(y):={xeRP:(x,y) €E}
es medible.

Demostracion. SiA(E) < oo, basta aplicar el Teorema de Fubini a . En otro caso, la
propiedad es cierta para cada conjunto E,, = E N B.(0,n), y basta pensar que

E=|]JE.

n=1

Observacion 3.2.4 (Férmula del teorema de Fubini en conjuntos medibles).

i. Si E C R? es un conjunto medible y f : E — R es una funcién integrable,

entonces
=B
[roemawn= [ rend] e
E x=04 E(x)
y=B>
= / / f(x,y) dx| dy,
y=0 [JE(y)
siendo
o] = 1’nfE1, B] = supEl, Oy = insz, Bz = SupEz
donde

E| = Tl:l(E) y E, = TCZ(E)
(71, son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada x €]ou, B

(resp. y €]az, B2[) es
E(x)={yeR:(x,y) €E}

(resp. E(y)={xeR:(x,y) €E}).
En particular, cuando E =]a, B[x]7,8[, con —eo <ot < B < ooy —oo <y <<

—+o0, entonces
x=p y=0
[royawn= [ [ s o] as

_ [ { /x ) dx] dy.
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ii. Sea E C R? un conjunto medible y sea f : E — R una funcién integrable. La
integral de la funcién f se puede calcular mediante una integracién simple y una
integracion doble:

[t = [T pena i) &

(@)
/ f,y,2) d(x,z)| dy
E(y)

:/XX_B‘ :/E(x)f(X,y,z) d(y,z)| dx,

siendo
o = infEi, Bi = supk;, (l = 17273)ﬂ

donde E; = m;(E), y para x €]ot;, B1[, y €]ow, B2[ vy z €]os, B3| es
E(x)={(n2) €eR?: (x,y,2) €E},
E(y)={(x,2) €R*: (x,,2) € E},

E(z) ={(x,y) € R?: (x,y,z) € E}.

Cada una de las integrales dobles que aparecen anteriormente se pueden expresar
(s1 asi se quiere) como dos integrales simples mediante el procedimiento estable-
cido en el apartado anterior. En consecuencia nuestra integral triple se puede
realizar mediante tres integraciones simples (;Cudntas posibilidades hay?).

Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema de Fubini y el hecho de que

XE(X,Y) = Yjay B [()XEw) (¥), ctx€ERVyeR

se tiene que:

[ st dte) = [ rteonee) ateo = [ | [ et o] ar=

/R{/Rf(xyy)X](xl,Bl[(X)XE(x)(y) dy} a’x:/R[/Rf(x,y) KW (V) dy:| o py [(X) dx =

/}ahﬁl[ [/E(x)f(x,y) dy} dx:/(:l51 [/E(x)f(x,y) dy:| dx.

Finalmente, un intercambio de papeles, da la otra igualdad. 0

Ejemplo 3.2.5.
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i. Area del circulo. Sea E = {(x,y) € R?: x> +y?> < r?} (r > 0). Se tiene

X=r y=vr2—x2 X=r
_ _ _ 2_ .2
ME) = /Ed(x,y) = /x:r [/y:m dy] dx = /x:rZ rf —x? dx

=1
" 20/r2 — 2sin?(t)rcos(t) dt

t=—

a

INEIR

t= =2

— [ 2P cos(t) di = / * (14 cos(20)) dr

t=— t—=—

1 =
= [rz (t + - sin(Zt))] = .
2 s

ii. Volumen de la esfera. Sea E = {(x,y,z) € R3 : x? +y* + 22 < r?} (r > 0).

AE) = /E d(x,y,7) = /: [ /E } d(x,y)] dz

7=r
= d(x, d
/z——r {/{(x,y)eRzz x24y2<r2—z2} (x y)} ¢
:/' M{y) eR: 24y <P -2} da
Z

z=r 31" 4
= / n(rr—2)dz=n {rzz— Z—] = 7.
Z

S
[SIE

(S

Observacion 3.2.6.

i. El teorema de Fubini garantiza que si una funcién f es integrable entonces to-
das sus integrales iteradas existen y coinciden. En consecuencia si alguna de
las integrales iteradas no existe o aun existiendo no son todas iguales, entonces
podemos concluir que la funcién no es integrable. Puesto que no se trata de un
método muy econémico no debe ser usado sistemdticamente para estudiar la no
integrabilidad de una funcion.

Es conveniente saber también que la existencia e igualdad de todas las integrales
iteradas de la funcién no garantiza en absoluto la integrabilidad de ésta. A con-
tinuacién damos un ejemplo de este hecho.

ii. El teorema de Tonelli, que veremos posteriormente, nos muestra la manera de
verificar si una funcién es o no integrable mediante integraciones iteradas.

Ejemplo 3.2.7.
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i. La funcién f :]0,1[x]0, 1[— R definida por

2 .2
f(x7y) = ﬁ?

admite las dos integrales iteradas pero no son iguales y en consecuencia f no es
integrable. En efecto, como

9 —x \_ -y
ax X2 +y2 - (X2 _|_y2)2

se tiene, utilizando la regla de Barrow que

/yi_ol [/xijf(x,y) dx} dy = /i_ol { 2:; r_l N

/ [ ) }yZI —T
= = |—arctan =—.
0 1+y i

Anélogamente se prueba que

/x::()l U:)If(x,y) dy} dx = g_

ii. La funcién f: R x R — R definida por

Xy

flx,y) = 2122

admite las dos integrales iteradas y son iguales, pero, sin embargo, no es inte-

grable. En efecto B )
/yi__:w { /x i:mf (x,¥) dx] dy =
/yi:”{/x:w Xydx+/ flx,y) dx}d —
/yym [ [ i+ s dx] dy =

Y=t
/ 0dy=0,
y

——o0

donde se ha utilizado que f(—x,y) = —f(x,y), V(x,y) € R. Andlogamente se

prueba que
X—=-o00 y:+<>o
/ { [ rew dy} dx =0,
X=—0o0 y:—oo
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Veamos que no es integrable. Si fuese f integrable también lo seria |f| con lo
que, en virtud del Teorema de Fubini, se tendria que

/RZ |f(x,)] d(x,y) = /:::)o [/x:::)o |f(x,9)] dy} dx,

X=-t00 X=--00 X
/ £y dr = / b
X

== = (X2 4?)

|
| ‘ x2+y = b 2 4y? 1yl

Yy, €n consecuenc1a,

Ai:j{éiiﬂf@Jﬂdﬁdy:+w.

Obsérvese que se ha usado el hecho de que la existencia de las integrales iteradas
de |f| es una condicién necesaria para la integrabilidad de f. El siguiente teorema
afirma que dicha condicién es también suficiente para que una funcién medible sea
integrable.

pero

3.2.8 Teorema (de Tonelli). Sean p,q € Ny sea f : RP x R? — R una funcion med-
ible. Supongamos que alguna de las siguientes integrales iteradas:

/R,, VM £ (x,y)] dy} dx, /Rq{ » £ (x, )| dx} dy

es finita. Entonces f es integrable.
Demostracion. Para cada n € N, la funcién f;, : R?T9 — R definida por

fuleyy = { LGNk st 3+ vl <7
n(X, 0 si HXH%ﬂLHyH%znZ

es integrable (puesto que estd dominada por 7 en el conjunto {(x,y) € R? x RY : ||x||3 +
[y|I3 < n*} que es de medida finita por ser acotado). El Teorema de Fubini nos dice
ahora que

/Rpqufn(x,y) d(x,y) = /Rq {/Rpfn(x,y) dx] dy:/Rp [/qun(X,y) dy] dr.

y, como f,; < estdn mayoradas por una cualquiera de
las integrales iteradas de |f| y obtenemos asi, en virtud de la hipétesis hecha, que la

sucesion
([, ) dten)
RP xR4

estd mayorada. Puesto que la sucesién (f,,) es creciente y ademds la sucesién (f;,)
converge puntualmente a |f|, el Corolario 2.3.2 nos asegura que la funcién | f| es inte-
grable. [




118 La integral de Lebesgue en RV

Combinando los teoremas de Fubini y Tonelli obtenemos el siguiente resultado.

3.2.9 Corolario. Sean p,q € Nysea f: RP x R? — R una funcion medible. Entonces
f es integrable si, y solo si, alguna de las siguientes integrales iteradas:

/RP {/Rq £ (x,9)] dy} dx, /Rq URP | (x,y)] dx] dy

es finita. En tal caso las dos son finitas y coinciden. Ademds

/Rpquf(x’y) d("’”:/Rp [/qu(x,y) dy] dxz/Rq [/Rpf(x,y) dx} dy.

A continuacién haciendo uso del corolario anterior daremos una muy importante
interpretacion de la integral de una funcién en términos de la medida de Lebesgue.

3.2.10 Corolario. Sea f: RY — [0, 40| una funcion medible. Entonces f es inte-
grable si, y solo si, el conjunto

Pr={(x,y) eRV"': 0 <y < f(x)}

tiene medida finita, en cuyo caso

/RNf(x) dx =2 (Py).

Demostracion. Observemos en primer lugar que el conjunto Py es medible. En efecto,
no es dificil comprobar que la funcién ¢ : R¥*! — R definida por

O(x,y) = f(x) -y
es medible y por otra parte
Pr={(x,y) RV 10 < ¢(x,y)} N (RY x RT).

Como la funcion xp, : RNF1 — [0, +oo[ es medible podemos aplicar el corolario
anterior para deducir que Xp, es integrable (es decir A (Pf) < +o0) si, y solo si, la

integral iterada
[ Lot o] as

xp (%,5) = %4 () X0, r0o ()

es finita. Puesto que

donde
A={xeR": f(x) >0},
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se tiene para cada x € RY que

y=teo y=-teo
[ty ay= [ aa ) dy
y p— oo

——o00

Y=o
= Xa(x) /y X0, ()[(V) dy

e
) [ ay =

Concluimos en consecuencia que la finitud de la integral iterada de xp, antes consid-
erada equivale a la integrabilidad de f y que en tal caso se tiene:

M (Pr) = /RNH 2y (%,3) d(x,y) = /R f(x) dx.

3.2.2. Teorema del cambio de variable

3.2.11 Teorema (del cambio de variable para funciones medibles positivas). Sean Q
y G subconjuntos abiertos de RY, ¢ un difeomorfismo de clase C' de Q sobre Gy
f G — [0,4+oo| una funcion medible. Entonces

[, 7= [0t | detse) | a

para todo subconjunto medible E C Q.

Demostracion. A lo largo de la siguiente demostracién notaremos por || - || la norma
en RV definida por
[|X]|e0 = max{|x1],...,|xn|}

para todo x € RY. Para a € RY y r > 0 definimos
Boo(a,r) = {x e R : |x—a| < r}.
Si T : RY — RN es una aplicacién lineal notaremos
T = max{{[|T (x) oo : [Ix]le =1}
La proposicién 1.2.14 nos asegura que ¢ y ¢! aplican conjuntos medibles en con-
juntos medibles, esto es,

E C Q es medible < ¢(E) es medible.
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Observemos ahora que la integral del segundo miembro de la férmula del enunciado
tiene sentido por ser (f o $)|detJy| medible positiva. En efecto, |detJy| es medible por
ser continua. Veamos que f o ¢ es medible. Si U es un abierto de [0, 4-oo[, entonces

(fed) ') =0""(f1(U))

que es medible por el comentario anterior. Si la igualdad es cierta, en particular lo serd

para f =1, es decir
/ dx = / |detJy(1)] dt
O(E) E

para todo conjunto medible E C , equivalentemente

MO(E)) = [ |detso(o) dr

para todo conjunto medible E C Q. Probaremos la anterior igualdad en dos etapas:
a. Demostramos en primer lugar que para cadaa € Q y cada p > 1 existe d > 0 tal
que Bo(a,d) CQy

. /|det]¢ 0] dt < Mo /\det1¢ )| di

para todo conjunto E C B (a,d) medible. En efecto, si notamos 7 = D¢(a), obsérvese
que existe € €]0, 1] tal que

(1—e[r"p" - (1+efr1)"
1+e¢ 1—¢

pl< <p.

Fijemos un tal & y denotemos o := 1 —¢||7~!|| y B:=1+¢|T""||. Asi la anterior
cadena de desigualdades puede escribirse:

Ahora, tomemos 8 > 0 tal que B(a,d) C Qy

I df < 5 1Do(x) T <e (1)
. 1—£<ﬁ£ﬁgg<1+s 2)

Del teorema del valor medio y de (1) se deduce que

100) = 0(3)loe < BIT(6) = T(3)]le
%y € Bo(a,3) ;‘{ oI T(x) — T3]l < 0(5) — 0o
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En efecto, si x = y no hay nada que probar. En otro caso

[0() =0l < [[0(x) = () =T (x = ¥)[leo + [|T (x = ) |o»
= [1(0(x) =T(x)) = (0(y) = T () lleo + [IT (x =) |o=
< e =ylleosup{[[Do(z) = Tl : z €], y[} + [T (x =) |eo
< eflx = ylleo+ [|T(x = y) |0
=e||T7H T (=) |, + 1T (=)l
<el| T IT (=)l + 1T (=)o
=BIT(x) =Tl

Yy as1 mismo
1T (x) =T ()lleo < [[0(x) = 0(y) =T (x = y)lew + [|0(x) = O(¥) |0
= [[(0(x) =T(x)) = (9() =T () llo=+ l0(x) = ()|
< e = ylleosup{[|Do(z) = T'[| - z €]x, y[} + [[9(x) = 0(¥)|eo
< &flx = ylleo +[0(x) = (V) leo
=€[|T (T (x =) [l + [0(x) = 0 () |
<e|T I (=) oo+ 10(x) = 0 () |,

luego
|7 (x) =T (y)leo < |0(x) = O(¥)][eo-

Las desigualdades anteriores se escriben también

[(@oT ™) (T(x) = (90T~ )(TM))|., <BIT () =T ) ]les

[(T00™) 00— (T00™) 0]l < 51009 — 00l

para cualesquiera x,y € B(a,d). Equivalentemente

u,v € T(Bw(a,8)) = || ((])oT*I) (u) — ((])OT*I) )|, < Bllu—vllos

_ _ 1
u,v € O(Beo(@,8)) = [[(T 00 ) (u) — (Too ) )|, < = vlle
Al verificar 9o T~y T o~ ! las desigualdades anteriores en los abiertos T (Bw(a, d))

y 0(Bw(a,d)) respectivamente, el Lema 1.2.13 y el Teorema 1.2.12 nos aseguran ahora
que si E C Bw(a,d) es medible, entonces

MO(E)) =M ((0oT ") (T(E))) < BYMT(E)) = BY| detJy(a) [ M(E)

| detJo(a) | ME) = MT(E)) =1 ((To9™") (9(E))) < o A((E)).
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Hemos probado que si E C Bw(a,d) es medible, entonces se tiene
o | detdy(a) | ME) <MO(E)) < BY | detdy(a) | ME). (3.4)
Por otra parte (2) se escribe también
(1 —¢)|detJy(a) |<|detJy(r) |< (1+¢€) | detdy(a) |,Vt € Bo(a,d)

y en consecuencia si E C Bw(a,d) es medible, entonces se tiene

/E(l—e) | detJo(a) | dt§/E|detJ¢(t)| dtg/E(1+e)|detJ¢(a)| dr,
o equivalentemente
(1—¢) | detJo(a) | ME) < / [ detdo(r) | di < (1+€) |detdy(a) | ME) (3.5
E

La conjuncién de (3.4) y (3.5) prueba el apartado a).

b. Demostraremos ahora que para todo conjunto medible E C € se verifica:

MOE)) = [ | dety(t) | di.

Fijemos p > 1. Usando un argumento similar al utilizado en la Proposicién 1.2.14
para expresar un abierto como una unién numerable de bolas abiertas, comprobemos
que € se puede expresar como unién numerable de bolas abiertas, en cada una de las
cuales se cumplen las desigualdades del apartado a). En efecto, para cada x €  existe
d(x) > 0 tal que se cumplen las condiciones del apartado a). Entonces

Q= U Boo(x,8(x)).

xeQ

Para cadax € Q sean b, € QNQ" y r, € Q7 tales que
X € Boo(bx, 1) C Boo(x,8(x)).

Es claro que Q = U,cq B (by, 7y) y que la familia {Bw(by, ry) : x € Q} es numerable.
Pongamos
{Boo(by,1y) : x € Q} = {Boo(by, 1) : n € N}.

Sea E C © medible. Es inmediato que E se puede expresar como una unioén numerable
de conjuntos medibles disjuntos entre si

E = | Eycon Ey C Beo(bn,r), VneN.

n=1
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El apartado a) nos garantiza que para cada natural n se tiene

p! [ 1 dety(n) | di <MQ(ED) <p [ |detdo(0) |

Como la aplicacion

E—>/ |detJ¢(t)| dt
E

es una medida sobre la G-dlgebra Mg (Corolario 2.3.4), la suma de las anteriores
desigualdades proporciona la siguiente:

! /E | detdy (1) | d < MO(E)) < p /E | detd(t) | dr.

Por dltimo de la arbitrariedad de p se deduce el apartado b).

¢. Probaremos ahora que para toda funcién simple positiva s definida en G se veri-
fica que

/ s(x) dx = / s(0(1)) | dety(r) | dr,VE C Q medible.
O(E) E
Para probar c) basta probar que si £ C Q es medible, entonces

/  TALE= / 14 (0(1)) | dety(1) | dt,¥A C G medible,
O(E E

o lo que es lo mismo

/ dx = / | detJo(r) | dt,¥A C G medible
o(E) Ene-1(4)

es decir

MO(E)NA) = [

| detJy(t) | dt,VA C G medible
Eng~'(A)

lo que se deduce facilmente de b) por ser ¢ biyectiva.

d. Finalmente veremos que para toda funcion medible positiva f definida en G se
verifica

/ Flx) dx = / £(01)) | detds(t) | dt,VE C Q medible.
o(E) £

El teorema de aproximacion de Lebesgue 2.1.11 nos asegura que existe una suce-
sion creciente (s,) de funciones simples positivas que converge a f y basta aplicar c)
y el Teorema de convergencia creciente para funciones medibles positivas 2.3.3. [
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3.2.12 Teorema (del cambio de variable). Sean Q y G subconjuntos abiertos de RN, ¢
un difeomorfismo de clase C' de Q sobre G, E C Q medibley f : §(E) — R una funcion
medible. Entonces f es integrable en §(E) si, y solo si, (f o )| detJy| es integrable en
E, en cuyo caso se verifica

/ dx—/f )| detdy(1)| dt.

Demostracion. Por definicion, f es integrable en ¢(E) si [y (g | f(x) | dx <o, 1o cual
equivale, en virtud del teorema anterior, a que

/|fy )) | detd(t) | dr = /| )) | |detd(t)] di < oo,

es decir (fo¢) | detJy | es integrable en E.
En el caso de que f sea integrable en ¢(E) aplicamos nuevamente el teorema anterior

para obtener
/ f(x) dx=/ f(x) dx—/ f(x) dx=
/f“L )) | detJy(t) | dt — /f ) | detJy() | dr =
[, 17(0(0) 1 detsy(0) (] di— [ [£(6(0) | dety(0) ] di =
/f )| detdo(t) | d.

Observacion 3.2.13.

a) Para reconocer que ¢ es un difeomorfismo de clase C! de Q sobre ¢(Q) es usual
utilizar el teorema global de la funcién inversa. En la practica el conjunto de
integracién ¢(E) es conocido y el problema radica en encontrar un cambio de
variable adecuado y en conocer E, esto es, el conjunto de RV que se aplica
mediante el difeomorfismo ¢ en el conjunto de partida. Es usual también, una
vez efectuado el cambio de variable, utilizar el teorema de Fubini para calcular
la integral.

b) En las condiciones del Teorema del cambio de variable, obsérvese que si ademas
A (G¢) =0, entonces para cualquier conjunto medible E C R" una funcién med-
ible f: E — R es integrable si, y s6lo si, (fo¢)|detJy| es integrable en ¢! (E),
en cuyo caso se tiene la siguiente férmula del cambio de variable

/Ef(x) dx = /q)l(E)f(¢(t))|detJ¢(t)\ d.
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En efecto, como A(E \ G) = 0, es claro que f es integrable en E si, y s6lo si, es
integrable en £ N G, en cuyo caso

/Ef(x) dx:/Eme(x) dx.

El teorema del cambio de variable nos asegura ahora que f es integrable en ENG
si, y solo si, (f o¢)|detJy| es integrable en 6! (E N G), en cuyo caso

(@MzﬁﬂmaﬂwnwﬁMmdh

ENG

Puesto que 0" (ENG) = ¢~ !(E) se sigue de ambos resultados que f es inte-
grable en E si, y s6lo si, (f o 0)|detJy| es integrable en ¢! (E), en cuyo caso

/E flx) dx = /q) gy TO) [ detdol0) | d.

lo que prueba la férmula del cambio de variable de uso habitual en el calculo de
integrales.

Ejemplo 3.2.14.

i. Coordenadas polares. Las coordenadas polares en el plano estdn dadas por el
difeomorfismo ¢ de clase C*, del abierto

Q=R"x] -1
sobre el abierto
G=R2\{(x,0): x<0},
definido por
o(p, ) = (pcosV,psin®d).

Es inmediato comprobar que
detJy(p,0)=p >0
para todo (p,?) € Q.

En resumen
x = pcos(9),
y = psin(d),
d(x,y) = pd(p,9),
y una funcién medible f : E — R en cualquier conjunto medible £ C R? es
integrable si, y sélo si la funcién p f(p cos(9), psin(®)) es integrable en ¢~ (E),
en cuyo caso

[ S dwy) = [ flpeos(®).psin())p d(p,®).
E 0~H(E)
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il.

Ejemplo: drea del circulo. Sea E = {(x,y) € R? : x> +y> < r?} con r > 0. Se
trata de calcular A(E). Se tiene

r b
ME%ﬁ/d@J%=/ pﬂmﬁﬁf/{/ pﬁﬂdp:nﬂ,
E 10,r[x]—m,x| 0 —T

donde se han utilizado los teoremas de Fubini, del cambio de variable y la regla
de Barrow.

Coordenadas cilindricas. Las coordenadas cilindricas en el espacio estdn dadas
por el difeomorfismo ¢ de clase C, del abierto

Q=R"x]—n,n[xR
sobre el abierto
G =R\ {(x,0,2): x<0, z€ R},

definido por

o(p,B,z) = (pcos(1), psin(B),z).
Se tiene que

detJo(p,0,2) =p >0

para todo (p,%,z) € Q. Esto es
x = pcos(9),
y = psin(9),
z = z
2)

d(x,y,z) = pd(p,9,z),

y una funcién medible f : E — R en cualquier conjunto medible £ C R es
integrable si, y s6lo si, la funcién pf(pcosd,psind, z) es integrable en ¢! (E),
en cuyo caso

[ Sy dtena) = [ flpeosd,psind.2)p d(p.8.)
E 0~1(E)

Ejemplo: volumen del cilindro. Sea E = {(x,y,z) € R?®: x> +y* <r?,0<z < h}
con r,h > 0. Se trata de calcular A(E). Se tiene

ME) = [ dtya) = [ pd(p,0,2) =
E 10,r[x]—m,m[x]0,h]

(1] o] ao-s
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iii. Coordenadas esféricas (geogrdficas). Las coordenadas esféricas en el espacio
vienen dadas por el difeomorfismo ¢ de clase C™, del abierto

—TT T
Q=R"x]— ==

sobre el abierto
G=R3\{(x,0,2): x<0, zeR},

definido por
0(p,B,9) = (pcos(B)cos(@), psin(B) cos(), psin(@)).
Se tiene entonces que
detJy(p,9,9) = p*cos(¢) > 0
para todo (p,0,9) € Q. En este caso

x = pcos(®)cos(9),
y = psin(®)cos(9),
z = psin(9),
d(x,y,z) = p*cos(@)d(p,d,0)

y una funcién medible f : E — R en un conjunto medible cualquiera E C R> es
integrable si, y s6lo si, la funcién

p*cos@f(pcos(V) cos(@), psin(V) cos(@), psin(@))

es integrable en ¢! (E), en cuyo caso
/Ef(x,y,z)d(x,y, 2) =

/¢1 () f(pcos(®)cos(),psin() cos(9), psin(¢))p? cos(9)d(p, D, ®).

Ejemplo: volumen de la esfera. Sea E = {(x,y,z) € R} : x> +y?> + 7> <r?} con
r> 0. Se trata de calcular A(E). Se tiene

K(E)=/ d(x,y,2) = . PPcospd(p,v,9)
E 10,r[x]—-mm[x] £, [

r T I r oL
:/ [/ [/2 pzcos(pd(p} dﬁ] dp :/ { 2p2dﬁ} dp
0 [J-n[/F 0 [J-m

) 4_ 3
:/47tp dp = zmr'.
0 3
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3.3. Apéndices

3.3.1. Integrales inmediatas

’ Funcion \ Primitiva H Funcion \ Primitiva ‘

X o =1 | gt f'(X)<f(x)> ﬁ(f(@))aﬂ

1 J'(x)
— In|x In|f(x
- || o £
aOCx (a > 0) l aOUC f/(x)af(x) Laf(x)
’ alna Ina
P éeax f'(x)el™ e/ &)
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| Funcién | Primitiva ||  Funcién |  Primitiva |
sen(o) | —g cos(ow) f/(x)sin(f(x)) | —cos(f(x))
cos(ow) | g sin(ow) f&)cos(f(x) | sin(f(x))
tan(ow) | 5 nfcos(ow)| [ f/(x)tan(f(x)) | —In|cos(f(x))|
cot(ow) | g Insin(ow)] fi(x)cot(f(x)) | In[sin(f(x))
| e | iy | e
| | gy | e
11_x2 arcsin(x) 1fl(jf)(x)2 arcsin(f(x))
ﬁ arctan(x) : J{ /}2)2 arctan(£(x))
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| Funcién |  Primitiva | Funcién | Primitiva |
sinh(or) | g cosh(ow) f(x)sinh(f(x)) | cosh(f(x))
cosh(ow) | Lsinh(o) | f/(x)cosh(£(x)) | sinh(£(x))

tanh(ow) | Lin(cosh(ow) | f(x)tanh(f(x)) | In(cosh(f(x)))
coth(ow) | L in(|sinh(cx)] | f(x)coth(f(x)) | In(|sinh(£(x))
e | A | L (o)
sinhzl(ocx) o coth(on) sinrjlzgf)(x)) ~ coth(/(x))
x21+ ~ | arcsinh(x) f]E ;c(;)+ - arcsinh(f(x))
G | e | arcomn(s(o)
sinhx = _;x arcsinhy = In(x-+ Vi +1)
coshx = +2€ * | arccosh(x) = (cosh|R+> )= <x + \/m)
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3.3.2. Cambios de variable habituales

| Integrando | Cambio Nuevo integrando | Nuevos limites |
R( ) t » (1 —2 ) 2 2arctan(B—)
cosx,sinx) | x = tan (—) , /
2 14+22714+£2) 1412 2arctan(0+)
R(t exp(P—)
R(eY) x=Int ki) /
t exp(a+)
arcsin(B—)
R(x,v/1—x%) | x=sint R(sint,cost)cost /
arcsin(0+)
arccosh(p-)
R(x,v/x*—1) | x=cosht R(cosht,sinht) sinh? /
arccosh(a+)
arcsinh(p-)
R(x,v/x*+1) | x=sinht R(sinhz,cosht) cosh? / .
arcsinh(o+)
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3.3.3. Integrales por partes habituales

| Funcién \ Partes
P(x)e u(x) = P(x), v'(x) = &*
P(x)In(x) u(x) = In(x), vV (x) = P(x)
P(x)sin(x) u(x) = P(x), v/ (x) = sin(x)
P(x) cos(x) u(x) = P(x), v (x) = cos(x)
P(x) arcsin(x) u(x) = arcsin(x), v/ (x) = P(x)
P(x) arccos(x) u(x) = arccos(x), v (x) = P(x)
P(x) arctan(x) u(x) = arctan(x), v'(x) = P(x)
werl R S
st { s = { i) v = { s
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3.4. Ejercicios

1. Probar que existen las siguientes integrales y que tienen le valor que se indica en
cada caso:

1l.

[} rray ~wesen () —ansen (1)
—_— = arcsSen | — —arcsen | — .
0 V204 8x—2 3 12

1il.

1v. )
I x T
dx = —
/0 1 —x6 6
V.
/+°° x—1 3t +1In2
X= —:.
1 x3=3x2+x+5 10
Vi.
/+°° X V3T
dx = ——.
o 3+x* 12
Vii.
/+°° dx m
oo e 2
Viil.
T T
/coszxdx:/ sen’x dx = T.
—T —T
iX.
-
. ¢ cos(Px) x—a2+62.
X.
T d b 0.8 c R
=—— _(a>0,peR).
/0 e~ sen() dr= 1 ( )
xi.

T

1
/ \/1—x2dx:g 7 / (1 + cosx)? dx = 3m.
—1

—T
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Xii.

Xiii.

X1v.

XV.

XVi.

XVii.

XViil.

Xiv.

11.

1ii.

iv.

z 4
/2 |senx|® dx = 3

(S

i

/02 sen?d cos2 O dd = 171:_6

/0] <l—p%> pdp:%.

/+°° dx B T
0 1+x24+y2  2,/14y2

[\S[o%)

/1 4y = In(14Vv2).
0 \/1—|—y2

/+°° dx _ T (y>0)
0o (I+y)(1+w2)  2(14y)/y '

+oo 1
A S —
o (I+y)y 0

oo dy teo ] 1 x? 21nx
_ _ dy=—— +1).
/0 (14y)(1+yx?) /0 1 —x2 (H—y H—yxz) YT (x#£1)

. Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

X

=1 Vx €]0,4-oo|.

1P Inx Vx €]0,+oo[ (p € R).

%Csen (}C) Vx €]0,1].

x%(1 —x)P vx €]0,1] (o, B € R).

In(x)In(1 —x) Vx €]0, 1].
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vi. xPsen(x) Vx €]1, 4o (p € R).

3. Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

1.
flx,y) =e ™ —2¢2 en 10, 1[x]1,4oo].

ii.
F(x5,y) = (x=y)e 7 en 10, 4o0[x]0, +oo].

iii.

1— 2
Flen) = 2 en 0,100 el
1v.
f(x,y) =sin (x%) en {(x,y) eR?: x¥*+y* <1}.
V.
f(x,y) — ¢ 0P en {(x,y) € R>: 0<x,0<y < x}.
Vi. |
flx,y)=e" en {(x,y) € R>: 0<x,0<y< ;}
vii.
f(x,y) =e¢ )l en ] —1,1[xR.
Viii. .
flx,y) = VI en {(x,y) eR?: 0<x, 0<y<x}.
iX. ()
B cos(xy n
flxy) = 0 122) /o) en ]3,1[xR™.
X. .
f(x,,2) TR en R*\{0} (a€R).
Xi. X
m en {(x,y) eR?: 2 +y*>1} (aeR).
Xii.
Xy

m cn {(x,y)GRz: O<x2—|—y2< 1} ((XGR)
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Xiii. _ _
sin(x) sm(g) -
(2 +y?)
4. Demostrar la integrabilidad y calcular la correspondiente integral de las sigu-
ientes funciones:

1.
X

V1+22+)?

en {(x,y) €R?*: y* <2x, 0<x <2}

11.

2 2
VXy en {(m)eRZ: 0§y,( x:y> S)—g}-

1ii.
2xy(2 —3x) . 1
iy O {(x,y) ER*: 0<x,0<y,y SE_X}'
iv.
x+y en {(xy) €ER?: y* <x+2, 07 <y+2}.

V.
y? en {(x,y) e R*: x> +y* <R*}.
vi. ;o
X"ty 2. 2,2
—————en {(x,y) R : x"+y" <1,0<y}.
‘/1+x2_|_y2 { }
vii. ) ) ) )
X ) 2. X )
;—Fﬁ en {(X,y)ER : a—2—|—ﬁ<1}.
Viii.
1 1
—— = en {(x,y)ERZ: O<x<1,0<y<—}.
(14+x24y2)2 V3
iX.
1
(l—l—x+y+z)3 en {(x,y,z)ERS: 0<x,0<y,0<z, x+y+z<1}.
X.

X2 4+y?+7% en {(x,y,z) eRY: 0<x,0<y, 0<z, f+%+)—cg 1} (a,b,c >0).
a C
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xi.

(P
en
= R2
w {(x,y) €ER?: x> +y? > 1}
w {(x,y) €ER?: x> +y? < 1}
» {(x,y) €R>:0<x, 0<y}.
n {(x,y) ERZ: 24y > 1, x| <y}
Xi. 1
T2 o 10 4elx]o 1.
xiii.
xye_(x2+y2) en R2.
X1v. )
en |0, o0 x|0, ool
(i) el
XV.
e " en ]0,+o0[x]0, 4oo].
XVi.
e “sin(xy) en ]0,+o0[x]0, 1].
XVIl.
e en {(x,y) eR*: 0<x<y<1}.
XViil.
Vx+y en |0,1[x]0,1].
XiX.
x—yen {(x,y) eR*: ¥ +y* <1}.
XX.
e en {(x,y) €ER*: 0<y<x}
XXI. {
e en {(x,y)eR?: 1<x,0<y<—}.
X
XXIl.

e P en =1, 1[xR2.
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XXiii. N
en {(x, eR?: O0<x<1,0<y<x}.
XXiv.
sin(x> +y%) en {(x,y) e R?: x¥* +y* < 1}.
XXV. .
3. 2,2, 2
m en {(x,y,z)GR c0<x +y 4z <1}
XXVi.
In(x>+y%) en {(x,y) e R*: 0 < x,y,a® <x>+y* < b?}.
XXVil. L,
e en {(x,y,2) eR}: P4+y*<1,0<z< 1}
XXViii.
Va2 +y2 en {(x,y2) eRY: 1 <x?4+y* <2, 1<z<2).
XXiX. s
2e2 ) en {(x,y,2) € R?: P2 4+yP 422 < 1}
XXX. .
Xty
j—y en {(x,y) eER?: 0<y<x, 0<x< 1}.
XXXI. ) ) )
X Z
zen {(xy2) €R: 0<xnz S+ + 5 <1}
XXXil.
x%sin(xy) en [0,7] x [0,1].
XXXIii. .
——————— en [0,2] x[0,1] x [—1,4].
VX+y+z+2
XXX1V.
2v/x—3y* en {(x,y) eR?: 0<x<1,x* <y</x}.
XXXV. |
——— en {(x,y) €R*: 0<x<1,0<y<x}.
(14+x2+y?)2
XXXVi.

4
y; en {(x,y,2) €R3: 0<yz, ¥ +y? <x, ¥+’ +2 <1}
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XXXVil. »
(x+) en [0,2] x [0,1].
(x+2y+1)(y+1)
XXXViil. -
e en {(x,y) eR?: 0<x,y, x+y< 1}.
XXXIX.
3..2,.2,..2
xyz en {(x,y,2) ER*: x*+y " +z7 < 1}.
x1.
z en {(x,y,z) € R : Z2+y+2<1, 24+ —72<0,0 < z}.
xli. |
en {(x,y,z eRY: P +y?+22 <1}
2 r—3e o w3 y }
xlii.
x—y en {(x,y) eR?: 0<x,y, X>+y* < 1}.
xliii.
(P +y*)7 en {(x,3,2) €ER: 0<?+y2<1,0<y, 0<z< 1},
xliv.
Py en {(xy2) ERY: P4y <1},
xlv. .
—————en {(x,y,2) € R3: 0<x,yz ¥+ +22< 1}.
VX2 +y 422
x1vi.
—— en {(x,y,2) eR}: 1<?+y* <2, 1 <z< 2}
x2+y2
xlvii.
(P +y)2% en {(x,y,2) eR: > +y? <1, -1 <z<1}.
xlviii.
x*y* en {(x,y) eR*: 0<x<y*, 0<y<2+x, x<1}.
xlix.
% en {(x,y) €eR?*: 0<x<1,0<y<1}.
1.
3

Xz
7 en {(x,y,2) eRY: 0<x,y,z, XH+Y+22 < 1}.
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li.
xe_xT'2 en {(x,y) ER?*: 0<ux, 1 <y<2, x*<y}.
lii. .
TxtyTa) en {(x,y,z) eRY: 0<ux,y,z, x+y+z< 1}.
liii. 3202 i o
m en {(x,y) €eR*: 0<x"+y <1}
liv. | i e
W en {(x,y) eR*: 0<x +<§> < 1}.
lv. 1
V= en ]0,+o0[x]0, 1[x]0,1].
lvi.
}f en {(x,y,z) € R : 0<x,y,z, y<x, X’ +y’ <z, X’ +y’+22 < 2}.
lvii.
xen {(x,y) ER*: 1<x*+y* <2, x> <y}.
lviii.

zen {(x,y,2) €ERY: 1 <X +y?+72 <2, 0 <z <x*+y*}.

5. Calcular la medida de los siguientes conjuntos:
i. Z
{ey2) eR: P +y? <(1-2), P +y* < T}
il.
{(,y,2) eRY: X2 4+y?+72 <3, 2 +y* -2 <1,0<z}.
iii.
N
{XGRNZ x:a-l—Ztkek, 0<n <1, k:1,...,N},
k=1
donde a,eq,...,exy € RV,
iv.
N N
{XERNI x:a—i—Ztkek, 0 <, Ztkg I, k=1,...,N},
k=1 k=1

donde a,eq,...,ey € RV,
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v. Boveda de Viviani:

1\? 1
{(x,y,Z)€R3: <x—§> +y2§Z7x2+y2+z2§1,0§z}.

Vi.
{(6,3,2) €RY: 0 <x,y,2, 3 +y5 +25 < 1},

vii. Sélidos de revolucion. Sea E C]0,+oo[ xR un conjunto medible. Consideremos

el conjunto
S = {(x,y,z)]R3 : <\/x2+y2,z> € E}

(solido de revolucién obtenido al girar el conjunto E contenido en el plano XZ
en torno al eje OZ). Probar que S es medible y que

A(S) = 271:/ xd(x,2).
E
Aplicacion: probar que
= El volumen del toro engendrado por la rotacién en torno al eje OZ del
1 2
circulo (x—1)3 4+ (z—1)> < 2 (salvavidas) es EX
= El conjunto

1
E:{(x,z)E]Rz: 1<x,0<z<;}

tiene drea uno y que el sélido engendrado al rotar dicho conjunto en torno
al eje OZ tiene volumen infinito.
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