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Tema

Conceptos basicos en espacios normados

En lo que sigue trabajaremos siempre con espacios vectoriales reales o complejos. Usaremos
la letra K para denotar indistintamente al cuerpo R de los nimeros reales o al cuerpo C de los
numeros complejos.

1.1. Espacios normados y espacios de Banach

Una seminorma en un espacio vectorial X es una funcién v : X — R verificando
(i) vlx) = A v(x) (AeK, xeX)
(i) v(x+y) <v(x)+Vv(y) (x,y €X) (Desigualdad triangular).
Se deduce claramente de las condiciones anteriores que v(0) = 0 y que v(x) > 0 para todo
x € X, asi que una seminorma no puede tomar valores negativos. Cuando la igualdad v(x) =0

s6lo se verifica para x = 0 decimos que Vv es una norma. Se suele escribir entonces ||x|| en lugar
de v(x). Asi pues, una norma en X es una funciéon x — ||x||, de X en R, verificando

(@) [[Ax]] = [A[[lx]] -~ (A € K, x € X)
(@) flx+yll < [lxl[+ [y Gy €X)
(iii) |x[|=0 = x=0.

Un espacio normado es un espacio vectorial X dotado de una norma || - ||.

En cualquier espacio normado X consideramos siempre la distancia d definida por
d(x7y>:Hy_xH (X,yEX).

Es facil comprobar, usando las propiedades de la norma, que en efecto d es una distancia en
X. Obsérvese que d permite a su vez recuperar la norma, ya que

Ix = d(0.%) (x€X).
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Observemos también que la distancia d tiene un buen comportamiento con respecto a la
estructura de espacio vectorial; mds concretamente, es invariante por traslaciones:

dx+z,y+z)=dxy) (x,yz€X)
y es invariante por giros y homogénea por homotecias, ya que

d(Ax,hy) = [Md(x,y) (M€K, x,y € X)

Podemos pues manejar en un espacio normado cualquier nocién que tenga sentido en los
espacios métricos. Recordemos algunas de estas nociones:

= Es facil comprobar que un subconjunto A de un espacio normado X estd acotado si, y
s6lo si, existe una constante positiva M tal que ||a|| < M para todo a € A.

= También es claro que una sucesién {x,} en un espacio normado X converge a un x € X
cuando {||x, —x||} — 0, mientras que {x,} es una sucesion de Cauchy cuando para cada
€ > 0 se puede encontrar un nimero natural ng tal que ||x, —x,,|| < € para n,m > ny.

Cuando la distancia d, asociada a la norma || - || de un espacio X, es completa, es decir,
cuando toda sucesién de Cauchy es convergente, decimos que la norma || - || es completa o
también que el espacio normado X es completo. Un espacio de Banach es un espacio normado
completo. Un poco mas adelante veremos ejemplos en abundancia de espacios normados no
completos y de espacios de Banach.

De manera mas general, dado un subconjunto A de un espacio normado X, decimos que A
es completo cuando toda sucesion de Cauchy de elementos de A converge a un elemento de
A; en tal caso, es inmediato comprobar que A es cerrado en X. El reciproco se da cuando el
propio X es completo, es decir: si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces A
es completo si, y solo si, A es cerrado en X.

La discusién anterior tiene especial interés cuando trabajamos con subespacios. Es claro
que un subespacio M de un espacio normado X es a su vez un espacio normado mediante la
restricciéon a M de la norma de X. Si M es un espacio de Banach, sabemos que M ha de ser
cerrado en X. En sentido contrario, un subespacio M de un espacio de Banach X es un espacio
de Banach si, y solo si, M es cerrado en X. Contra lo que la intuicién geométrica parece indicar,
debe quedar claro que un subespacio de un espacio normado, no tiene por qué ser cerrado.

Recordemos que un espacio métrico siempre puede verse como subconjunto denso de un
espacio métrico completo, su completacion. Pues bien, si X es un espacio normado y llamamos
X a su completacién como espacio métrico, es rutinario comprobar que tanto las operaciones
de X (suma y producto por escalares) como su norma, pueden extenderse de manera tinica a X
convirtiéndolo en un espacio de Banach, del que X queda como subespacio denso; en resumen,
todo espacio normado X puede verse como subespacio denso de un espacio de Banach X, su
completacion. Mds adelante veremos una construcciéon muy elegante de la completacién de un
espacio normado.
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1.2. Topologia de la norma

En cualquier espacio normado X, la topologia asociada a su distancia suele denominarse
topologia de la norma. Salvo que se especifique lo contrario, cualquier nocién topolégica que
manejemos en un espacio normado se refiere siempre a la topologia de la norma.

Asi pues, un conjunto A C X es abierto cuando para cada xy € A se puede encontrar una bola
abierta de centro xq y radio r > 0 contenida en A. Por tanto, para cualquier xo € X, las bolas
abiertas de centro xq y radios positivos forman una base de entornos de xo. Es claro que igual
ocurre con las correspondientes bolas cerradas. El manejo de estos entornos bésicos resulta
especialmente cémodo; en efecto, consideremos la bola unidad de X, esto es, el conjunto

B={xeX: |x| <1}

Es claro que la bola cerrada de centro x¢ y radio r > 0 puede escribirse como xo + B, luego
cualquier bola cerrada se obtiene a partir de la bola unidad mediante una homotecia y una
traslacién. Andloga situacion se tiene, obviamente, usando bolas abiertas: si llamamos U a la
bola abierta unidad de X, esto es,

U={xeX: x| <1},
es claro que xp 4 rU es la bola abierta de centro xg y radio r.

Dos normas || -||1 y |- ||2 en un mismo espacio vectorial X son equivalentes cuando dan
lugar a la misma topologia. Usando que la bola unidad para cada una de ellas ha de ser entorno
de cero en la topologia asociada a la otra, obtenemos inmediatamente que || - ||; y || - ||2 son
equivalentes si, y solo si, existen dos constantes estrictamente positivas oy B tales que

afxl[r < llxll2 < Blixfl - (x € X).

Como consecuencia inmediata obtenemos que dos normas equivalentes dan lugar a los mis-
mos subconjuntos acotados y a las mismas sucesiones de Cauchy. Por tanto, cualquier norma
equivalente a una norma completa también es completa.

La topologia de la norma muestra también un buen comportamiento respecto a las opera-
ciones de espacio vectorial. Mds concretamente, para cualquier espacio normado X:

= La aplicacién suma: (x,y) — x+y, de X x X en X es continua (considerando natural-
mente en X X X la topologia producto)

= La aplicacion producto por escalares (A, x) — Ax, de K x X en X también es continua
(considerando ahora en K su topologia usual y en K x X la topologia producto).

Un espacio vectorial topolégico (abreviadamente EVT) es, por definicion, un espacio vec-
torial X dotado de una topologia que hace que se verifiquen las dos afirmaciones anteriores. Asi
pues, cualquier espacio normado es un ejemplo de EVT. Un espacio vectorial X # {0}, con la
topologia trivial (los tnicos subconjuntos abiertos son el vacio y el propio X) es un ejemplo
(trivial) de EVT cuya topologia no procede de una norma. Obviamente existen ejemplos mas
interesantes.

Destacamos un hecho importante que se verifica en cualquier EVT y es fécil de comprobar:
el cierre de un subespacio de un EVT vuelve a ser un subespacio.
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1.3. Series.

Las nociones conocidas sobre convergencia de series numéricas pueden extenderse ficil-
mente a series de elementos de un espacio normado. A cada sucesion {x, } de elementos de un

espacio normado X asociamos la sucesion de sumas parciales {s,} definida naturalmente por
n

Sp = Z x. Cuando la sucesion {s,} converge, decimos que la serie Z X, €s convergente y
k=1 n>1
definimos la suma de dicha serie por:

oo n
Y x=lims, =lim ) x.
n—o0 n—oo
n=1 k=1

Cuando la serie Z Xo(n) CONVerge para cualquier permutacion 6 del conjunto de los nimeros
n>1
naturales, decimos que la serie Z x, es incondicionalmente convergente; se puede demostrar
n>1

que, en tal caso, la suma Z Xg(n) NO depende de la permutacion ¢ que utilicemos. Finalmente
n=1
decimos que la serie Z X, es absolutamente convergente cuando la serie numérica Z ||l
n=1 n=1
es convergente; por tratarse de una serie de términos positivos, esta tltima afirmacion suele

(o]
expresarse simplemente escribiendo Z ||%]| < ee. A continuacién enunciamos una ttil carac-
n=1
terizacion de la complitud de un espacio normado en términos de series:
Proposicion. Un espacio normado X es un espacio de Banach si, y sélo si, toda serie abso-
lutamente convergente de elementos de X es convergente.

Puesto que una serie convergente de términos positivos es siempre incondicionalmente con-
vergente, deducimos que, en cualquier espacio de Banach, toda serie absolutamente convergente
es, de hecho, incondicionalmente convergente. Asi pues, siempre en un espacio de Banach, la
relacion entre los distintos tipos de convergencia es la siguiente:

convergencia absoluta = convergencia incondicional =—> convergencia

Incluso en K disponemos en abundancia de series convergentes que no son incondicionalmente
convergentes. De hecho, sabemos que en K la convergencia incondicional equivale a la abso-
luta. Enseguida vamos a encontrar multitud de ejemplos de series incondicionalmente conver-
gentes en espacios de Banach, que no son absolutamente convergentes. Un importante teorema
de la teoria de series en espacios de Banach (el Teorema de Dvoretsky-Rogers) afirma que en
cualquier espacio de Banach de dimensién infinita puede siempre encontrarse una serie incondi-
cionalmente convergente que no es absolutamente convergente.
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Ejemplos de espacios normados

A continuacion presentamos una amplia coleccion de espagie permiten ilustrar los
conceptos y resultados expuestos hasta ahora, asi comodosn a aparecer mas adelante.
Empezamos con unas desigualdades que tendran un papeticlavgue sigue:

2.1. Desigualdades de Young, Holder y Minkowski

Dado un nimero regb mayor que 1 (en adelante escribiremos simplementepl< )
definimos su exponente conjugapiomediante la igualda& + i* = 1y observamos que tam-
bién 1< p* < «, asi como que la relacion entpey p* es s?métpr)ica( p*)* = p.

Pues bien, para cualesquied € R™ se tiene:

k

aP bP :
ab< F + F (Desigualdad de Young).

La prueba de esta desigualdad es una facil consecuenciacdeMaxidad de la funcion
exponencial real. De la desigualdad de Young se deduceandgficultad la siguiente:

S«

N N 1/p N 1/p
Y abk < (Z akp> (Z bkp*> (Desigualdad de Holder)
=1 =] =]

vdlida para k p < «, cualquielN € Ny cualesquieray, ay,...,an, b1,bp,...,by € R™.
A partir de la desigualdad de Hdélder no es dificil deducir:

N 1/p N 1/p N 1/p
(Z (a+ by) p) < <Z akp> + (Z bkp> (Desigualdad de Minkowski)
k=1 k=1

k=1

igualmente valida parad p< o, Ne Ny aj,ap,...an,b1,bp,...,by € RT.
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2.2. Algunos espacios de dimension finita

Para 1< p< oy x= ((X(1),X(2),...,x(N)) € KN, definimos:

N 1/p
X = (z \x<k>|p)
k=1

Merece la pena admitir también el valpe= o, en cuyo caso escribimos
IX||o = max{|x(k)| : k=1,2,...,N}.
La notacion se justifica por el hecho de %um IX||p = [|X|| para todox € KN.

Para comprobar qug- ||, es una normdl < p < «), dos de las condiciones a verificar
son evidentes y solo la desigualdad triangular merece damenTanto pargp = 1 como para
p = o« dicha desigualdad es inmediata, mientras que pargpXk « es claramente equivalente
a la desigualdad de Minkowski. Observemos que la desigdaldaldlder toma la forma:

(YR < [Xllp Iyllp (1< p<oo, xyeKY)

Mz

k=1

y si adoptamos el convenio de gpé = « cuandop = 1 y (coherentementg)* = 1 cuando
p = o, la desigualdad resulta también cierta para 1, co.

La siguientes figuras muestran la bola unida@&écon la normd| - ||, para distintos valores
dep:

Todas las normas recién definidasiEhson equivalentes, como se deduce de las siguientes
desigualdades de comprobacion inmediata:

IXlleo < [IXp < [IXll2 S N[Xes (1< P< o0, xEKN).

Asi pues, todas estas normas generan la topologia produli} g todas ellas son completas.
El espacio de Banach que obtenemos dotanid ae la normd| - ||, suele denotarse ptb@‘,
notacién que se entendera mejor enseguida.
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2.3. Algunos espacios de sucesiones

Consideremos el espacio vectorial produltd, cuyos elementos son todas las sucesiones
de escalares, es decir, todas las funcionelN da K, con operaciones definidas puntualmente
0, Si se quiere, término a término:

[X4+y](n) =x(n)+y(n); AX(n)=Ax(n) (neN, xyeKkY AeK)

Vamos a considerar una amplia gama de subespaciss deie, dotados de la norma apropiada
en cada caso, se convertiran en importantes ejemplos de@sga Banach.

2.3.1. Los espaciok, (1< p< )

Fijado 1< p < o, denotaremos padp al conjunto de las sucesiones KN tales que la serie

Z Ix(n)|P es convergente, abreviadamente:
n>1

lp={xeK": il\x(n)|p<oo} (1< p<o).

Por ejemplol; esta formado por los términos generales de las series darescabsolutamente
convergentes.

Pasando al limite cuandd — o en la desigualdad de Minkowski, obtenemos que

P 1/p o 1/p o 1/p
(Z(ak+bk)p> < (Zakp> + (Z bkp>
k=1 k=1 k=1

para cualesquiera sucesiof@g} y {bx} de nimeros reales positivos yp < . A partir de
estadesigualdad de Minkowski para series facil deducir qué, es un subespacio vectorial
deK"Y y que definiendo

. 1/p
IXllp = (lexm)lp) (xelP),

se obtiene una norma ép

Vamos ahora a probar qliges un espacio de BanacBea{x,} una sucesion de Cauchy en
Ip Yy, fijadok € N, consideremos la sucesion de escalgrgék) }. Para cualesquiera,n € N es
claro quexn(k) —Xm(K)| < [[Xn — Xml||p, @si que{xn(Kk) } es una sucesion de Cauchylénluego
convergente. Definiendo, para cdda N, x(k) = rI]er(]oxn(k) obtenemos una sucesiére K.

Nuestro objetivo es comprobar gque |,y que{||x, —X||p} — 0, concluyendo la demostracion.

Para ello, empezamos fijando- 0 y usando quéx, } es una sucesion de Cauchylgmpara
encontrar umg € N tal que, paran,m > ng se tengd|x, — Xm||p < €. Por tanto, para cualquier
N € N, tendremos

2

[ (K) = Xm(K)[P < (1[%0—Xml[p)” < €P.

k=1
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Fijado un naturah > ng, la desigualdad anterior, valida pare> ng nos permite escribir

ZIXn (K)[P = lim z|xn (K)|P < €P

m—o0

Yy, puesto qué\ € N era arbitrario, deducimos que
Z IXn(K) —x(K)|P < €P

Hemos probado que, — x € |p, luego tambiéx = X, — (Xn — X) € |p, pero entonces la dltima
desigualdad nos dice quie, — ||, < €. Como esto ultimo es valido pare> ng, tenemos que
la sucesiéon{x,} converge &, como queriamos.

Analizamos ahora brevemente la relacion entre los espégipara distintos valores de
p. Si tomamos K p < g < « y fijamos una sucesiorne |, como quiera qu%’mx(n) =0,

tendremos$x(n)|% < [x(n)|P paran suficientemente grande, con lo que el criterio de comparacio
para series de términos positivos nos dice geely. La implicacion contraria no es cierta:
la sucesion{n'/P} esta erlq pero no enl,. En resumidas cuentas, el conjumgose agranda
estrictamente al aumentpr

2.3.2. Los vectores unidad el

Para cada € N denotemos poe, a la sucesion cuyn-ésimo término es 1y los demas se
anulan, es decign(n) = 1y en(k) = 0 parak # n. Fijado 1< p < o es obvio ques, € |p, de
hecho corjen||, = 1y decimos que, es eln-€simovector unidad enlp. Asi pues, tenemos en
Ip la sucesion{e,} de vectores unidad que claramente son linealmente indigpees, o que
prueba qué, tiene dimension infinita. Vamos ahora a observar con detentmel subespacio
engendrado por los vectores unidad.

En general, dado un subconjurtode un espacio vectoria{, denotaremos por Lia al
subespacio vectorial d¢ engendrado pdE, es decir, el conjunto de todas las combinaciones
lineales de elementos @& Volviendo al caso que nos interesa, pAra: |, podemos empezar
fijando unN € Ny observando el subespacio engendrado pdXlpameros vectores unidad, es
decir,Xy =Lin {e1,ey,...,en}. Es evidente quEy, con la norma que hereda g se identifica
totalmente con el espacio normado que hemos Ilarﬂé.déodemos por tanto ver cada espacio
Iy como un subespach-dimensional déy, lo que justifica hasta cierto punto la notacion.

Consideremos ahora el subespacidgengendrado por todos los vectores unidad, es decir,
Lin {en: n € N}, que evidentemente tiene dimension infinita numerable &gtacio vectorial,
un subespacio dEN que obviamente es el mismo para todos los valoreg, de denota por
K™, Definiendo elkoportede una sucesiére KN como el conjuntgn € N : x(n) # 0}, es
claro queK™ esta formado por las sucesiordss soporte finito, es decir, sucesiones cuyos
términos se anulan todos a partir de uno en adelante.

Vamos a ver ahora qu€Y) es denso en cada uno de los espagiosn 1< p < «. Paraello
basta pensar en la forma mas natural de aproximarnos a uesiG@uenediante sucesiones de
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soporte finito. Mas concretamente, dadoxunl, podemos considerar la serE X(N) &y, una

n>1
serie de vectores dg. Para cada < N la n-ésima suma parcial de dicha serie es una sucesion
de soporte finito, cuyos primeros términos coinciden con los xlg el resto se anulan. Como

la intuicién nos hace pensar, la serie dada converge edentinte &, pues para € N tenemos

00

— . K)ellP = K)[P,
[ k;x()wll PR

=n+1

y usando que el resto de una serie convergente ha de tender deducimos que

8

x=Y x(Nen (x€lp, 1< p<o),
n=1

como queriamos.

Queda asi de manifiesto qéY) es un subespacio densoldejue no es el total. Dicho de
manera equivalente, si consideramo&étY la norma que hereda tis, tenemos un ejemplo de
espacio normado no completo, cuya completacion es preeigaty. Abundando en la misma
idea, tomemos X p < g < « y veamos dP como un subespacio vectorial g entonces en
|p, ademas de la norma progja||p, que le convierte como sabemos en un espacio de Banach,
disponemos de la norma que heredédgue podemos seguir llamanfid|q. Con esta segunda,

Ip es un subespacio propio densdgrya que contiene al subespacio defst); por tanto, es
también un espacio normado no completo cuya completaciélvea setty. Deducimos que
enlplas normag| - ||py || - || no son equivalentes, puesto que una es completa y otra no.

Volviendo al desarrollo en serie obtenido anteriormerda,mauy poco esfuerzo adicional se

puede comprobar que, siempre pard p < o y cualquierx € Ip, la seriez x(n) ey converge
n>1
incondicionalmente. Por otra parte, es claro ¢u@)en||p, = |X(n)| para todon € N, luego
dicha serie convergera absolutamente si, y solossly. Por tanto, tomando & p < o y una
sucesiork € |, tal quex ¢ |1, deducimos que la seri§ x(n) e, converge incondicionalmente
n>1
enlp pero no converge absolutamente. Por ejemplo, pargplk », la seriez % converge
n>1

incondicionalmente el pero no converge absolutamente.

2.3.3. Bases de Schauder y espacios de Banach separables

Observemos la suceside,} de los vectores unidad en cualquiera de los espagiosn
1 < p< . Se trata, como ya se ha dicho, de un conjunto de vectoredrieate indepen-
dientes, pero no forman una base algebraich,del subespacio que engendrarnked’, que
es denso ey pero no es el total. Sin embargo, cada vestarl, se expresa como una es-
pecie de combinacion lineal infinita de los términos de maesicesion, mas concretamente,
[00)

X= Z x(Nn)en, serie que converge (incluso incondicionalmente) en laltgpa de la norma del
n=1
espacidp. Ademas, no es dificil convencerse de que dicha expresianies, es decir, si para
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00

una sucesion de escalargs,} tuviésemos tambiér = Z On €, Se tendria obligadamente
n=1

an = X(n) para todon € N. Podriamos decir que la sucesifa, : n € N} se comporta como
una especie de base lgg siempre que no nos limitemos a hacer combinaciones ligiéaleas
sino que admitamos sumas de series del tipo que venimosanaoejEllo motiva la siguiente
definicion.

Se dice que una sucesién,} en un espacio de Banaghes unabase de Schaudede X
cuando para cada vectoe X existe una unica sucesi¢i} de escalares tal que

(o]
X = Anu
nzl nyn

Asi pues, nuestras consideraciones anteriores se resuoiendd que{e,} es una base de
Schauder dé, para 1< p < «. Se dice quele,} es labase de vectores unidadie I,. El
concepto de base de Schauder es muy util en el estudio deplas@sde Banach.

Notemos que los vectores de una base de Schdugleren cualquier espacio de Banath
siempre son linealmente independientes. El subespacemdrapoY = Lin {u,: n € N}, tiene
dimensién infinita numerable, luego como espacio vectesasomorfo & V): claramentey
es denso eiX y se comprueba sin mucha dificultad que no puede coincidirXcohsi pues,
todo espacio de Banach que admita una base de Schauder eamienbespacio denso de
dimensién numerable. Deducimos g¥e como espacio topolégico, egparable es decir,
existe un conjunto numerable densoXertEn efecto, seé un conjunto numerable denso En
si K = R podemos tomah = Q; siK = C, sirveA = Q +iQ. Consideramos el conjunto de las
combinaciones lineales de términos de la sucefinh con coeficientes efx:

N
Ez{ Zékuk : NGN,61,52,...,5NEA}.
k=1

Es facil ver queE es un subconjunto numerableMpademas, usando géees denso efk, se
comprueba también sin dificultad que toda combinacion lide&rminos de la sucesidmui, }

se aproxima por elementos Beesto es, qu¥ esta contenido en el cierre BEePuesto qu¥ era
denso erX, deducimos que tambidhes denso eX y tenemos el conjunto numerable denso en
X que buscabamos. Obsérvese que en el tltimo razonamientamashusado la complitud del
espacioX, sino solamente el hecho de gueiene dimension numerable y es densoXe\si
pues,cualquier espacio normado que contenga un subespacio aendonension numerable
es separableEl reciproco es evidente, si un conjunto humerdbles denso en un espacio
normadoX, entonces Lift es un subespacio de dimension numerable den3o Besaltemos
que los espacidg con 1< p < « son espacios de Banach separables.

Durante algun tiempo, en todos los espacios de Banach ségsacabocidos se disponia de
una base de Schauder. Ello motivo a Stefan Banach a pregunt®3@2 si en todo espacio de
Banach separable se puede encontrar una base de Schaudebl&ina fue resuelto en 1973
por el matematico sueco Per Enflo, construyendo una gamapdeies de Banach separables
sin base de Schauder.
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2.3.4. Espacios de sucesiones acotadas

En la discusién anterior hemos excluido siempre el gasoo, que ahora vamos a estudiar.
Recordemos qui) denotaba el espacio de Banach que se obtiene dotakiode la norma
del maximol|| - ||». Esta claro como podemos extender esta norma haciendorggeegentido
para una sucesion de escalares: la sucesion debera estataagocomo pudiera no tener un
término con modulo maximo, usamos el supremo. Denotaremok, el subespacio d&N
formado por todas las sucesiones acotadas de escalamgadbmente:

lo = {x € K" : sup{|x(n)| : n€ N} < oo}
Se comprueba sin dificultad qlig con la norma definida por
IX||o = sup{|X(n)] : ne N}  (X€lw)

es un espacio de Banach.

Hacemos aqui un inciso para comentar que, al igual que lguddad de Minkowski,
también la desigualdad de Holder tiene su version parass&@ancretamente, tomande |,

1 1 ,
eyelp con 1< p< oo, D + o = 1y los convenios ya adoptados de quie= o cuandop =1
y p* = 1 cuandop = o, tenemos:

00

> DIV < [l [

Subespacios destacadosldeson el espaci@y de las sucesiones convergentes a cero y
el espacioc de las sucesiones convergentes. Es facil comprobar quesasobosubespacios
cerrados de. y por tanto espacios de Banach con la notmé. que ambos heredan dig.
Observemos también quese obtiene afiadiendo una rectega, con mas precisidrg es un
hiperplano erc. Concretamente, si denotamos pa la sucesion constantemente igual a 1, es
claro quec = ¢ & Ku.

Prestemos atencion a los vectores uniflad: n € N} que obviamente estan todos en
El subespacio que engendran (que como espacio vectorial siiyiamente siendd™)), visto
ahora como subespacio dg suele denotarse papo. Pues bien, otra vezg es denso enp;
mas aun{e,} es una base de Schauderogdeya que es facil comprobar que

X= nix(n)en (x € c),

la serie converge incondicionalmente (pero no siemprelatasoente) y se tiene también la uni-
cidad del desarrollo. En particulag vuelve a ser un espacio de Banach separable. No es dificil
comprobar que, afiadiendd &} la sucesiomu constantemente igual a 1, 0 mas rigurosamente,
tomandoey = u, se obtiene una base de Schaugr: n > 0} del espacia de las sucesiones
convergentes, espacio que también resulta ser separable.

Por el contrarid., no es separable. Para comprobarlo, como casi siempre quédese
probar que un espacio métrico no es separable, bastardemagnsubconjunto no numerable
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AC | tal que, para algad > 0, se tengda— b|| > & cualesquiera seanb € Acona## b. Pues
bien, sedP(N) el conjunto de todas las partesNeue, como bien sabemos, no es numerable;
para cadd& € P(N) seaxg la funcion caracteristica de, es decirxg(n) =1 cuandon€ E 'y
xg(n) =0 cuandan ¢ E. Es claro que sk, F € P(N) y E # F, entonceg|xg — Xr||» = 1, con

lo que tomand®? = {xg : E € P(N)} obtenemos un subconjunto no numerabld.d&al que
cualesquiera dos elementos distintosAdestan a distancia 1. Intuitivameritees mucho mas
grande que&g 0 quec, no posee ningun subespacio denso de dimension numerable.

Tal vez merezca la pena observar las relaciones de inclesitte todos los espacios de
sucesiones que han aparecido. Patafl< q < o, como espacios vectoriales (prescindiendo
de normas) tenemos:

CoCliClpClgCcoCcCle,

. : . .1 )
inclusiones todas estrictas. La suce AT 1) } esta ercy pero no er parap < .

2.4. Espacios de funciones continuas

Es facil generalizar la definicion del espakiconsiderando, en vez de sucesiones acotadas,
funciones acotadas en un conjunto arbitrario. Mas conoetée, si\ es un conjunto no vacio,
consideramos el espacio vectorial produkt®d, formado por todas las funciones fleen K,
con operaciones definidas puntualmente:

X4+Y|(A) =xA)+yQA); [ax](A) =ax(\) (AeA xyeK" aek)

Denotaremos pdf) al conjunto de todas las funciones acotadad @K, que evidentemente
es un subespacio vectorial Hé':

13 = {xe K" : sup{|[x(\)| : A €A} < 0}
Es facil ver que definiendo
Xl = SUP{[X(A)] s AEA}  (xe ()

se obtiene una norma éf) y que la convergencia en esta norma equivale a la convesgenci
uniforme enA. Se puede comprobar entonces sin dificultad l§ues un espacio de Banach.
Como casos particulares ya conocidos tenemos obviarheftaandoA = N) y IN (cuandon

es finito corN elementos). Nos interesan ahora determinados subespatipgue aparecen de
forma natural cuandf esta provisto de una topologia que asegure la abundanaimdeties
continuas dé\ enk.

SiL es un espacio topolégico localmente compacto y de Hausderibtamos pdCop(L) al
subespacio d&; formado por lagunciones continuas de soporte compactesto es funciones
continuasf : L — K tales que el conjunto

sopf)={teL: f(t)#0},
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llamadosoporte de la funcionf, es compacto. Es claro que una tal funcién esta acotada y, de
hecho su valor absoluto (o médulo) alcanza un valor maximalgim punto de.:

[Tl =max{[f(t)] :tel} (feCooll)).

En generalCqo(L) puede no ser un subespacio cerradtides lo que ocurre, por ejemplo,
cuandoL = R) pero en cualquier caso podemos describir el cierr€gdé.). Denotamos por
Co(L) al subespacio d&; formado por las funciones continuas cgeeanulan en el infinito
Decimos que una funcioh: L — K se anula en el infinito cuando, para tads 0, el conjunto
{teL : |f(t)| > &} es compacto. Si recordamos la compactacion por un duetd U {o},
nuestra terminologia resulta coherente, ya que una fursmatinuaf : L — K se anula en
el infinito cuandot’l_lfpo f(t) = 0, equivalentemente, cuandopuede extenderse a una funcién

continua eri_ definiendof («) = 0.

Pues bien, no es dificil comprobar que el cierr€CggL) enl es precisament&y(L). Por
una parte, es evidente que si una funcion contihua — K tiene soporte compacto, entonces
f se anula en el infinito, ya que para toglo- 0, el conjunto{t € L : |f(t)| > €} es cerrado y
esta contenido en el soporte @ePor otra parte, se comprueba sin dificultad Gué_) es un
subespacio cerrado di, luego es un espacio de Banach. Tenemos asi asegurada &dnclu

Coo(L) € Co(L). La otra inclusién es un buen ejercicio de aplicacion del &eim Urysohn.

En particular, tomandd = N con la topologia discreta, cuyos Unicos subconjuntos com-
pactos son los finitos, reaparecen el espagjale las sucesiones de soporte finito y el espacio
Co de las sucesiones convergentes a cero.

El caso mas interesante se presenta cuando tenemos de Ineg$agio topoldgico com-
pacto de HausdorK. Es claro que entonc€po(K) = Co(K) es el espacio de Banach de todas
las funciones continuas df con valores escalares, al que denotamos simplement@(gor
dotado por supuesto con la norma del maximo. Si de nuevo tosmanN la topologia discreta
y K es la compactacion por un punto Beentonce£(K) no es otra cosa que el espacide
las sucesiones convergentes.

Es claro que aqui tenemos una amplisima gama de espacios @ehBantre los que cabe
destacar por ejemplo el espacio C[0,1] de las funciones ragadi en el intervalg0,1] con
valores reales o complejos. Es sabido (Teorema de Wekssijae toda funcion continua de
[0,1] enR es limite uniforme de una sucesion de funciones polinémioagoC|0, 1] tiene un
subespacio denso de dimension numerable, es decir, esaticedp Banach separable.

En Andlisis de Fourier tiene interés el espaCid@’) de todas las funciones continuas en
la circunferencia unidad] = {z< C: |z| = 1}, con valores complejos. En lugar de funciones
definidas erll’, vemos los elementos de este espacio como funciones masoednR. Mas
concretamente, cadac C(T) se identifica con la funciéh : R — C definida porf (t) = f(et)
parat € R, que es una funcién continua &xcon periodo & Asi pues, podemos considerar
C(T) como el espacio de todas las funciones continuas-getiodicas d&R enC, que es un
espacio de Banach con la norma

9]l = max{lg(t)[ :t e R} (g€ C(T)).
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2.5. Espacios de funciones integrables

SeaQ un subconjunto medible d@N con medida (de Lebesgue) positiva. Phira: 1 los
casos mas frecuentes s@n= [0,1] (o cualquier intervalo compactad = R* y Q = R; para
N > 1, es frecuente tomar com® cualquier subconjunto compacto (con medida positiva) o
cualquier subconjunto abierto (no vacio)R®. Trabajaremos con funciones mediblestlen
K identificando dos funciones que coincidan casi por doquaigr.d.), esto es, que coincidan
salvo en un conjunto de medida nula. Denotaremod.pQ) al espacio vectorial formado por
talesfunciones Rigurosamente hablando, los elementos de este espacitases de equiva-
lencia, pero es mucho menos engorroso y mas intuitivo pepsalos elementos dgQ) son
funciones, con las debidas precauciones.

2.5.1. Desigualdades integrales de Holder y Minkowski

A partir de la desigualdad de Young, obtenemos faciimenéesijf,gc L(Q), 1< p< o
. 1 1
y, COmMo S|empre5 + o =1, entonces:

A partir de estadesigualdad integral de Hoéldegbtenemos sin dificultad la correspondiente
desigualdad integral de Minkowski:

(/Q|f(t)+g(t)|pdt)1/p . (/Q|f(t)|pdt)l/p . (/Q]g(t)|pdt)l/p

vélida también para cualesquighay € L(Q) y 1 < p < co.

2.5.2. Los espaciokp(Q)

Todo esta ya preparado para una nueva e importante gamaatgossge Banach. Fijado,
una vez mas, ¥ p < o, definimos:

Lp(Q) = {f e L(Q) : /Q\f(t)\pdt<oo}.

La desigualdad de Minkowski nos asegura claramentd_g(®@) es un subespacio vectorial de
L(Q) y que, definiendo

1/p
Il = ([ 10Pat) (1 <o),

se obtiene una norma &nR(Q). Conviene resaltar que la identificacion de funciones que-coi
ciden c.p.d. es esencial para poder deducif g = 0 quef = 0. La complitud dd_,(Q) es
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un importante teorema en teoria de la integracion. Al menas eascQ = RN, este teorema
debe ser conocido y la demostracién es casi literalmentésiaaen cualquier otro caso:

Teorema de Riesz-FisherPara cualquier conjunto medibl@ C RN de medida positiva y
1< p<oo, Lp(Q) es un espacio de Banach.

Conviene resaltar dos cuestiones importantes relacioradda demostracion del teorema
anterior. En primer lugar, dicha demostracion aprovecltatacterizacion de la complitud en
términos de series comentada en el tema anterior, se pruetent(Q) toda serie absoluta-
mente convergente es convergente. De hecho, para probaneraydicha caracterizacion lo
que se hace simplemente es observar que la idea usada poeRiebzaso dé,(Q) puede
usarse en cualquier espacio normado. La otra cuestion ltaressla relacion entre la conver-
gencia enL(Q) y la convergencia casi por doquier, que se pone de manifieska grueba
del teorema anterior: si una sucesidin} enLp(Q) converge & € Lp(Q), entonces existe una
sucesion parcid] f5(n } que converge 4 casi por doquier eg.

Comparemos de nuevo los espadigéQ) para distintos valores de La situacion es muy
distinta (en algun caso la opuesta) de la que teniamos espacios de sucesiones. Concre-
tamente, dados 4 p < q < o, no es demasiado dificil comprobar las siguientes afirnmasio

» Si Q tiene medida finita (por ejemplo, § esta acotado), entonckg(Q) esta estricta-
mente contenido ey (Q).

» Si Q tiene medida infinita (por ejempla = RN), los conjuntod_p(Q) y Lq(Q) no son
comparables, es posible encontrar funciones de cualgdéerlos que no estan en el
otro.

Concretando al caso en g@ees un abierto d&", conviene observar que el espacio vec-
torial Coo(Q), de las funciones continuas de soporte compacto, estanidoige forma natural
enl,(Q). En efecto: por una parte, es claro qué siCoo(Q), entonces/ |f(t)|Pdt < oo; por
otra, hay que pensar que un conjunto de medida nula tienesﬁarrrzengt)e interior vacio y, por
tanto, dos funciones continuas @mue coincidan casi por doquier, han de ser idénticas. Pues
bien, otro importante teorema en teoria de la integraciéguas qué&op(Q) es denso ehp(Q)
para 1< p < «. De hecho, con cierto esfuerzo adicional, se puede demgsiestoda funcién
deLp(Q) se puede obtener como limite en dicho espacio de una suckesfanciones de clase
C® con soporte compacto contenido@nAsi pues, siempre paralp < c y cualquier abierto
Q C RN, la situacion de€Soo(Q) enLp(Q) es enteramente analoga a la que teséalentro de
|p. Para destacar otro caso importante, cuade [0, 1], también es cierto que[0,1] es un
subespacio denso dig[0, 1] para 1< p < co.

2.6. Funciones esencialmente acotadas

Sea como ante® un subconjunto medible d&N con medida positiva. Decimos que una
funcion f : Q — K estaesencialmente acotadauando existe una constarie> 0 tal que
|f(t)] < M para casi todd € Q, abreviadamentd:f| < M c.p.d. Denotamos pdrt.(Q) al
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espacio vectorial formado por todas las funciones mediplEsencialmente acotadas @een
K, en el gue seguimos identificando funciones que coincigad.definimos en dicho espacio:

| flle =esssupf|=min{M >0 : |f| <M, cpd} (feLlo(Q)).

Es facil comprobar que el conjunto de constantes que apare@ Ultimo miembro de la
igualdad anterior (los mayorantes esenciales fdetiene efectivamente un minimo, al que
es ldgico llamasupremo esenciabe | f|. Seguidamente, también resulta facil comprobar que
mediante este supremo esencial se consigue efectivanrent®uma erh.(Q). Una sucesion
{fn} converge erL,(Q) si y solo si, converge uniformemente c.p.d.@ncosa que requiere
una explicacién: lo que se quiere decir es que, eligienda padan € N cualquier funciénp,

gue represente a la clase de equivalerigj@xiste un conjunto de medida nltac Q tal que

la sucesion{¢,} converge uniformemente €\ E. A partir de aqui se puede deducir ya sin
dificultad quelL.(Q) es un espacio de Banach.

Comparamos ahotla, () conLp(Q) para 1< p < . Es facil comprobar:

» Si Q tiene medida finita, entoncés, (Q) esta contenido estrictamenteleg(Q).

» SiQ tiene medida infinita, entoncés, (Q) y Lp(Q) no son comparables.

Asi pues, tomando por ejemplo el caso especialmente iatee€3 = [0, 1], para 1< p< q < o,
tenemos las siguientes inclusiones, todas ellas estrictas

C[0,1] C L»[0,1] C Lg[0,1] C Lp[0,1] C L4]0,1].

Notese quee(0, 1] si se identifica totalmente con un subespacio cerrado,{fe1].
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Tema

Operadores y funcionales lineales continuos

En este tema trabajamos con aplicaciones lineales entre espacios vectoriales. Puesto que
los vectores de los espacios que nos interesan (espacios normados) suelen ser funciones, las
aplicaciones lineales entre tales espacios transformarédn unas funciones en otras, y es usual lla-
mar “operadores” a las transformaciones de este tipo. Asi pues, un operador lineal es, sim-
plemente, una aplicacion lineal de un espacio vectorial en otro, l6gicamente ambos sobre el
mismo cuerpo K. Prestaremos especial atencion al caso particular en que el espacio de llegada
es simplemente el cuerpo escalar. Entonces el término “operador” no resulta adecuado, ya que
tipicamente estaremos transformando funciones en numeros y para este tipo de transformacion
se prefiere el término “funcional”. Por tanto, un funcional lineal en un espacio vectorial no es
mads que una aplicacidn lineal de dicho espacio en el cuerpo K sobre el que esta construido.

3.1. Operadores lineales continuos

La continuidad de un operador lineal entre espacios normados puede caracterizarse de varias
maneras, entre las que destacamos la mas Titil, para luego comentar las restantes.

Proposicion. Sean X e Y dos espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es continuo si, y solo si, existe una constante M > 0 tal que:

ITx]| < Mlx|| VxeX. %

Obsérvese que escribimos simplemente 7x en lugar de 7' (x) y que denotamos con el mismo
simbolo las normas de X e Y, lo que no debe causar confusion.

La demostracién de la proposicion anterior es muy sencilla. En efecto, si T es continuo en
cero, la imagen inversa por 7 de la bola unidad de Y (un entorno de cero en Y) es un entorno
de cero en X, que debera contener una bola cerrada de centro cero y radio, digamos, 6 > 0;
deducimos inmediatamente que se verifica > con M = 1/8. Nétese que s6lo hemos usado la
continuidad en cero y que de la continuidad en otro punto xp € X hubiésemos deducido la
continuidad en cero sin mds que observar que Tx = T (x+xo) — Txo para cualquier x € X. As{
pues, <» se cumple tan pronto como 7" sea continuo en algtn punto de X.

17
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Reciprocamente, si se verifica ), llamando d a las distancias de X e Y, tenemos:
d(Tu,Tv) =||Tu—Tv|| =||T(u—v)|| < M|ju—v||=Md(u,v) (u,veEX),

lo que nos dice que T verifica una condicién de Lipschitz con constante M, en particular T
es uniformemente continuo, luego continuo. Resaltamos que para un operador lineal entre
espacios normados, la continuidad en algiin punto equivale a la continuidad en todo punto, a
la continuidad uniforme en todo el espacio de partida e incluso a que el operador verifique una
condicion de Lipschitz. Ejemplos sencillos (con funciones reales de variable real) muestran que,
sin linealidad, cada una de las anteriores afirmaciones es estrictamente mds débil que la que le
sigue.

En otro orden de ideas, observamos que la condicion <} equivale a que T esté acotado en
la bola unidad (abierta o cerrada) de X, o en la esfera unidad de X, o en todo subconjunto
acotado de X. Por esta razén a los operadores lineales continuos entre espacios normados se les
suele llamar también operadores lineales acotados, pues transforman subconjuntos acotados
del espacio de partida en subconjuntos acotados del espacio de llegada: conservan la acotacion.

3.2. Norma de Operadores

Dados dos espacios normados X e Y, denotaremos por L(X,Y) al conjunto de todos los
operadores lineales continuos de X en Y, que es claramente un espacio vectorial con operaciones
faciles de adivinar:

[T+S|x=Tx+Sx; AMT|lx=ATx (T,Se€L(X,Y),AeK xeX).

La condicién < sugiere la posibilidad de definir la norma de un operador 7 € L(X,Y) como
su constante de Lipschitz, es decir, la minima constante M > 0 que puede aparecer en <>, y
eso es exactamente lo que vamos a hacer. Es claro que esta minima constante existe; podemos
calcularla de diversas formas, todas ellas utiles:

IT| :=min{M >0 : ||Tx| < M|x| Vxe X}
T
:sup{% :xEX,x;&O}
—sup{|IT] : x€ X, x| = 1)
—sup{||IT ()] : x € X, [lx] < 1}
—sup{|IT()]| s xEX, x| <1} (T €L(X.Y)).

Es facil comprobar todas las igualdades anteriores, asi como que 7 — ||T|| es efectivamente
una norma en L(X,Y), que recibe el nombre genérico de norma de operadores y al espacio
normado L(X,Y) se le llama espacio de operadores.

Es claro que una sucesion de operadores converge en L(X,Y) si, y sdlo si, converge uni-
formemente en la bola unidad de X, equivalentemente, converge uniformemente en cada sub-
conjunto acotado de X. A partir de aqui, es facil deducir que si Y es un espacio de Banach, en-
tonces también L(X,Y) es un espacio de Banach. En efecto, si {T,,} es una sucesién de Cauchy
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en L(X,Y), la desigualdad ||T,x — T,px|| < ||T — Tn|| ||x|| implica claramente que, para cada
x € X, {Tx} es una sucesién de Cauchy en Y, luego convergente; definiendo 7x = lim T,x

n—oo

para todo x € X, se comprueba sin dificultad que 7 € L(X,Y) y que {||T;, — T||} — 0. Mds ade-
lante veremos que la afirmacion reciproca también es cierta, la complitud de L(X,Y) implica
la de Y. Conviene comentar la razén por la que no podemos probar ya esta implicacion: sin
ninguna informacién adicional sobre los espacios X e Y, no podemos probar en este momento
que exista un operador lineal continuo (no nulo) de uno en otro, asi que poco provecho podemos
sacar de la complitud de L(X,Y) si ni siquiera podemos asegurar que L(X,Y) # {0}.

La implicacion demostrada tiene una aplicacién inmediata: cualquier operador T € L(X,Y)
puede verse como un operador lineal y continuo de X en la completacién Y del espacio normado
Y, es decir como un elemento del espacio de Banach L(X,Y).

La continuidad uniforme de los operadores lineales continuos tiene una importante conse-
cuencia, ya que sabemos que una funcién uniformemente continua entre dos espacios métricos,
cuando el espacio de llegada es completo, puede extenderse (de manera tnica) de un conjunto a
su cierre, o lo viene a ser lo mismo, de un subconjunto denso al total, conservando la continuidad
uniforme. En nuestro caso, podemos partir de un operador lineal continuo en un subespacio den-
so y comprobar sin dificultad que la extension conserva también la linealidad. Asi pues, si M
es un subespacio denso de un espacio normado X, Y es un espacio de Banachy T € L(M,Y),
existe un tinico operador T € L(X,Y) cuya restriccion a X coincide con T. Ademés es facil
comprobar que ||| = ||T]|, con lo cual, la aplicacién T + T identifica totalmente L(M,Y) con
L(X,Y), es una biyeccion lineal entre ellos que conserva la norma. De las dos observaciones
anteriores concluimos que, al estudiar un espacio de operadores L(X,Y), no se pierde mucha
generalidad suponiendo que X e Y son espacios de Banach, pues siempre podemos sustituirlos
por sus respectivas completaciones.

3.3. Funcionales lineales continuos

Por supuesto, todo lo dicho en los apartados anteriores sobre la continuidad de operadores
lineales sigue siendo cierto cuando el espacio de llegada es el cuerpo base, es decir, cuando
discutimos la continuidad de funcionales lineales en un espacio normado.

Asi pues, para un funcional lineal f en un espacio normado X, es equivalente ser continuo en
algun punto, ser continuo en todo punto, ser uniformemente continuo y verificar la desigualdad:

If(x)] < Mjx|| VxeX

para alguna constante M > 0. De nuevo esta condicion equivale a que f esté acotado en la bola
unidad (abierta o cerrada) de X, en la esfera unidad de X, o a que f transforme subconjuntos
acotados de X en subconjuntos acotados de K.

El espacio de todos los funcionales lineales continuos en X se denota por X* (en vez de
L(X,K)) y en él disponemos de una norma que se puede expresar de varias formas, entre las
que destacamos dos:

If]l =min{M >0 : |f(x)| <M|x]| VxeX}
=sup{|f(0)]:xeX, x| <1} (fEX).
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La complitud de K nos asegura que X* siempre es completo. El espacio de Banach X* recibe
el nombre de dual topologico del espacio normado X, para diferenciarlo del dual algebraico,
que estaria formado por todos los funcionales lineales en X. Generalmente no hay lugar a con-
fusién y decimos simplemente que X* es el espacio dual del espacio normado X y también
decimos que la norma de X* es la norma dual de la norma de X.

Hasta qué punto se puede decir que existe una auténtica dualidad entre un espacio normado
X y su dual X*, es algo que discutiremos a fondo mas adelante. De momento tenemos cierta
asimetria, puesto que X * es completo aunque X no lo sea. Como nos ocurria con los operadores,
para un espacio normado X # {0}, sin informacién adicional no podemos asegurar que exista un
funcional lineal continuo no nulo en X, es decir, que X* # {0}. Sin embargo, para la mayoria
de los espacios normados presentados en el tema anterior podremos dar ya una descripcion
concreta y enteramente satisfactoria del espacio dual.

Comentemos también que si M es un subespacio denso en un espacio normado X, cada
f € M* es la restriccién a M de un tinico f € X* y la aplicacién f — f identifica totalmente
M* con X*, es una biyeccion lineal que conserva la norma. En particular, el dual de un espacio
normado X se identifica totalmente con el dual de un espacio de Banach, la completacion de X.

En otro orden de ideas, notemos que un funcional lineal f en un espacio vectorial X, estd
determinado por su niicleo ker f = {x € X : f(x) = 0}, salvo un factor de proporcionalidad: si
f,g son funcionales lineales en un mismo espacio vectorial X y ker f = kerg, entonces f = Ag
para algin A € K. No es de extrafar, por tanto, que la continuidad de un funcional lineal en un
espacio normado pueda caracterizarse en términos de su ntcleo:

Proposicion. Un funcional lineal en un espacio normado es continuo si, y solo si, su niicleo
es cerrado.

En el préximo tema veremos una version mds general de esta proposicion, que serd con-
secuencia evidente de resultados mds importantes. De momento, demostrar directamente esta
proposicién puede ser un buen ejercicio.

3.4. Duales de algunos espacios de Banach

Vamos a describir con detalle los espacios duales de muchos espacios de Banach presen-
tados en el tema anterior. Veremos, por ejemplo, que el dual de un espacio de sucesiones se
identifica frecuentemente con otro espacio de sucesiones. Debe quedar claro desde el principio
lo que entendemos por “identificar”. Como ya hemos comentado un par de veces, dos espacios
normados X e Y deben considerarse idénticos cuando existe una biyeccion lineal S de X sobre
Y que conserva la norma, es decir, ||Sx|| = ||x|| para todo x € X. En vista de la linealidad, esto
es lo mismo que decir que S es isométrica ||Su — Sv|| = ||u — v|| para cualesquiera u,v € X,
por lo que decimos que S es un isomorfismo isométrico de X sobre Y. Cuando existe un iso-
morfismo isométrico entre dos espacios normados X e Y, decimos 16gicamente que X e Y son
isométricamente isomorfos y escribimos X =Y.
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3.4.1. Duales de espacios de dimension finita

Recordemos un hecho sobradamente conocido, pero introduciendo una notacidén que nos
serd ttil en todo lo que sigue. Un funcional lineal en KV queda caracterizado por sus valores en
una base cualquiera de KV. Usaremos la base natural {e; : 1 < k < N}, donde, como siempre,
ex(k) =1y ex(j) =0 para j # k. Concretamente, si f : KV — K es lineal, tenemos:

Zx fler) (xeKM)

De esta expresion se deduce también claramente que f es continuo cuando consideramos en
K" la topologia producto. Definiendo [T f](k) = f(e;) para 1 < k < N, asociamos a cada fun-
cional lineal f en KY un vector T f € K. Reciprocamente, a cada vector y € KV asociamos un
funcional lineal Sy en KV sin mas que definir

= Y ayh) (xeKY),

y es evidente que T'(Sy) =y para todo y € KV, asi como que S(7 f) = f para cualquier funcional
lineal f en KV. En resumen, S es una biyeccién lineal (con inversa T') de K" sobre el espacio
vectorial de todos los funcionales lineales en K%, que son automdticamente continuos cuando
consideramos la topologfa producto en KV

Fijado 1 < p < oo, puesto que lanorma || - ||, genera la topologia producto en K, deducimos
que (13))* va a ser KN con una norma, la norma dual de || - || ,, que ahora vamos a calcular. Dicho
de otra forma, queremos saber qué norma en K" hace que el operador S (equivalentemente su
inverso 7') sea un isomorfismo isométrico.

Para 1 < p < oo, la desigualdad de Holder nos da, fijado y € KV, una estimacién de la norma
de Sy como funcional lineal continuo en lN ya que:

N
X)IZII;IX(k) )| < Z\x NIyl xll, (e dy),

de donde ||Sy|| < ||y||,+. Conseguir la igualdad en esta dltima desigualdad equivale a compro-
bar que la estimacién que hemos hecho es Gptima, para lo cual bastard encontrar un x € KV
para el que todas las desigualdades anteriores sean igualdades, pero eso no es dificil. Para
k=1,2,...,N escribimos y(k) = A|y(k)| con Ay € K y tomamos x(k) = Ag|y(k)|?"~! , obte-
niendo:

k=1
de donde claramente I¥llp+ < [|Sy|| como querfamos. Asi pues, la norma dual de |- ||, es || - || .

1/p
Zly = [Syl(x) < IISyIIIIXIlp—IISyH(ZIy ) :

El mismo resultado se puede probar sin dificultad en los casos extremos, entendiendo que
p* =ococuando p =1y p* =1 para p = c. En resumen podemos escribir:

) =0 (1< p<eo).

Como la relacién entre p y p* es simétrica, el espacio dual de l vuelve a ser lN hay perfecta
simetria entre cada espacio y su dual. La norma euclidea comc:lde con su dual: (lN =10
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3.4.2. Duales de espacios de sucesiones

Empecemos considerando el espacio [, por ahora con 1 < p < o. Para describir su dual
seguimos literalmente el mismo razonamiento hecho en dimensién finita, sustituyendo sumas
finitas por sumas de series y prestando atencion a la convergencia. Concretamente, dados x € [,
ey € [, la desigualdad de Holder nos da:

Z < yllp 11xlps

Manteniendo de momento fija la sucesion y € /,+, deducimos que escribiendo

(Y1) = Y x(n)y(n)  (x€1p),

Sy estd bien definido y es un funcional lineal continuo en I,, que verifica ||Sy|| < [|y||+. El
mismo razonamiento que en dimension finita nos da la igualdad. En efecto, para cada k € N
escribimos y(k) = A|y(k)| donde A, € K verifica |A| = 1 y definimos x(k) = At|y(k)|?"~!. Por
una parte tenemos

i |P—Z|y i BIF <o

luego x € [, y, por otra parte,

oo 1/p
Z, [Syl(x) < ISyl lxll, = [1Syl (Z |y(k) )

k=1
de donde claramente ||y||,+ < ||Sy||, como queriamos.

Podemos ya hacer variar la sucesion y € [+, para obtener un operador lineal e isométrico
S :lp» — [, Para identificar ambos espacios falta comprobar que S es sobreyectivo. Dado un
funcional f € [, buscamos y € [+ tal que Sy = f'y estd claro que solo hay una posibilidad:
debemos tomar y(n) = f(e,) para todo n € N, donde e, denota como siempre el n-ésimo vector
unidad.

Vemos en primer lugar que y € [+, para lo cual refinamos una idea que ya hemos usado. Para
cada k € N, escribimos otra vez y(k) = A|y(k)| con Ay € Ky |Ax| = 1. Tomar la sucesién x como
se hizo antes no es una buena idea, porque para asegurar que x € [, necesitariamos saber que
y € [+ que es precisamente lo que queremos probar. La solucion es “truncar” el razonamiento.
Fijado un N € N consideramos la sucesion xy de soporte finito dada por

N — *
w =Y Mly(k))” e
k=1

es decir, xy (k) = A|y(k)|P" ! para k < Ny xy(k) = 0 para k > N. Tenemos entonces

N 1/p
Z, k)17 —ZXN = flw) < ||fIIIIXN||p—||f||<Z||y II")
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de donde claramente deducimos que Z ()P < ||If]IP, luego y €1 »* COMO querfamos.
k=1
Soélo queda comprobar que Sy = f, pero esto es inmediato. Por la definicién de y tenemos
que [Sy|(en) = y(n) = f(en) para todo n € N; por linealidad, Sy ha de coincidir con f en el
subespacio engendrado por los vectores unidad, pero sabemos que dicho subespacio es denso
en I, luego, por continuidad, ambos funcionales han de coincidir en todo el espacio [,,.

Obsérvese que los vectores unidad en /, muestran de nuevo un comportamiento que re-
cuerda al de una base, siempre que tengamos continuidad: un funcional lineal continuo queda
determinado por sus valores sobre los vectores de la base de Schauder {e,}. En realidad este
hecho se comprueba de manera muy directa: puesto que cada x € [, se expresa en la forma

deducimos que todo f € [, debe verificar

o)

f() = lim £ ;leuoek :,}gxgoéx<k>f<ek>:2x<n>f<en>

n—oo
n=1

para todo x € I, y esto pone claramente de manifiesto que f queda determinado por la suce-
sién { f(e,)}. Obsérvese que el razonamiento anterior podria hacerse igualmente para cualquier
operador lineal continuo en cualquier espacio de Banach con base de Schauder.

Queda pues probado que el operador S con el que hemos venido trabajando es un isomorfis-
mo isométrico y podemos escribir:

L=l (1<p<e).

Obsérvese que seguimos teniendo simetria, el dual de [, vuelve a ser /. El caso p =2 sigue
siendo interesante: [; = .

Al caso p = 1 se le puede dar un tratamiento similar, ahora con p* = co: el operador S se
define formalmente de la misma manera y, razonamientos andlogos a los anteriores, incluso
mds sencillos en algin aspecto, nos llevan a comprobar que S es un isomorfismo isométrico,
obteniendo por tanto que

l{ =l

El caso p = o nos reserva una sorpresa importante. En principio, puesto que en este caso
tomamos p* = 1, nada nos impide definir un operador lineal S : /| — [, de la misma forma que
en los casos anteriores. Comprobamos sin dificultad que S es isométrico, lo que nos permite
identificar /; con un subespacio cerrado de [J. La sorpresa estriba en que esta vez S no es
sobreyectivo. De momento no podemos probar este hecho, pero podemos explicar lo que ocurre.
Si intentamos reproducir los razonamientos de los casos anteriores, el problema con el que nos
encontramos es que un funcional f € IZ, no queda determinado por sus valores sobre los vectores
unidad, porque el subespacio engendrado por dichos vectores no es denso en /... Veremos mas
adelante que existen funcionales lineales continuos en /. que se anulan en los vectores unidad
pero no son idénticamente nulos.
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Sin embargo, no todo estd perdido, porque los vectores unidad si forman una base de
Schauder de ¢, luego un funcional f € ¢ si queda determinado por sus valores sobre ellos,
asi que podemos trabajar con el espacio de Banach c¢( en lugar de /... Con métodos anédlogos a
los usados en ejemplos anteriores se prueba entonces que

Obsérvese que ha desaparecido totalmente la simetria entre un espacio y su dual: el dual de cg
es [, pero el dual de /; es /.

3.4.3. Duales de espacios de funciones integrables

Dado un conjunto medible Q C RY con medida de Lebesgue positiva, pasamos a exponer
la descripcion de los duales de los espacios L,(€) con 1 < p < oo aunque, como se verd, no
lleguemos a ofrecer demostraciones completas.

Para 1 < p < oo, en clara analogia con lo que hicimos para espacios de sucesiones, la de-
sigualdad integral de Holder nos dice que escribiendo

[Sel() = [ F)s0)dr (f € L,(@).g € L (<),

obtenemos, primero con g fija, un funcional Sg € L,()* que verifica ||Sg|| < ||g|,+ y, al variar
g, un operador lineal continuo S : L,+(Q) — L,(€2)* con [|S]| < 1.

Demostrar que S es isométrico requiere una observacion elemental: toda funcién medible
g: Q — K puede escribirse en la forma g = ot|g| donde o es también una funcién medible de Q
en K con médulo constantemente igual a 1. Fijada entonces g € L,+(Q) tomamos, como cabfa
esperar, f = 0|g|” ~!; comprobamos ficilmente que f € L,(Q) y tenemos

R oo\ /r
0 a =151 < sel il = Isell ([ lear)

de donde claramente ||g||,« < ||Sg]|-

En el caso p = 1 tomamos como siempre p* = oo y conseguimos también un operador lineal
isométrico S : L(Q) — L1 (Q)*, definido formalmente igual que en el caso p > 1.

Asi pues, para 1 < p < oo, tenemos un operador lineal isométrico S : L,«(Q) — L,(Q)*.
Pues bien, en todos los casos S es sobreyectivo, con lo que tenemos finalmente:

Ly(Q)" = Ly(Q) (1<p<eo).

Este resultado se conoce como Teorema de Representacion de Riesz. La parte de la demostracion
que aqui no hemos presentado, la sobreyectividad del operador S, se deduce de un teorema
fundamental en Teoria de la Medida: el Teorema de Radon-Nikodym.

La descripcién del dual del espacio L.(Q) vuelve a ser una cuestiéon mds dificil, que no
vamos a abordar.
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3.4.4. Duales de espacios de funciones continuas

En general, para un espacio compacto y de Hausdorff K, la descripcion del dual del espacio
de Banach C(K) requiere conocimientos de Teorfa de la Medida. Uno de los resultados funda-
mentales de dicha teoria, conocido también como Teorema de Representacion de Riesz, identifi-
ca C(K)* con un espacio de medidas reales o complejas en K, dotado de la norma conveniente,
la variacion total de una medida. En el caso mds general de un espacio localmente compacto y
de Hausdorff L, 1a descripcion del dual del espacio Cy(L) de las funciones continuas en L que se
anulan en el infinito no tiene mayor dificultad. El Teorema de Riesz cubre también este caso y
describe Cop(L)* como un espacio de medidas en L. Aqui solamente vamos a presentar algunos
ejemplos de funcionales lineales continuos en espacios de funciones continuas.

Dado un espacio topolégico compacto y de Hausdorff K, puesto que la convergencia uni-
forme en K implica la puntual, observamos que el valor de una funcién en cualquier punto de
K depende de manera lineal y continua de dicha funcién. Mds concretamente, fijado un punto
t € K, podemos definir un funcional §; : C(K) — K de la siguiente forma:

&(f) = f() (feC(K)).

Es evidente que §; € C(K)* con ||§|| = 1. La notacién §; se usa en honor del fisico y matematico
britdnico P. Dirac y suele decirse que d; es el funcional de Dirac en el punto ¢. Podemos construir
nuevos funcionales lineales continuos en C(K) haciendo combinaciones lineales de funcionales
de Dirac y pasando al limite. Obtenemos asi el conjunto A=Lin{d, :r € K} CC(K)*, que es el
subespacio cerrado de C(K)* engendrado por los funcionales de Dirac. En general este subes-
pacio estd lejos de ser el total. De hecho, se sabe que A = C(K)* si, y s6lo si, todo subconjunto
no vacio de K tiene un punto aislado. Un espacio topolégico conexo, pongamos por caso [0, 1],
estd lejos de cumplir tal cosa.

El ejemplo por antonomasia de funcional lineal continuo en C|0, 1] es la integral:

1
o(f) = /0 Fyde (feco,1)).

Es inmediato comprobar que ¢ € C[0,1]* con ||¢|| = 1.

De hecho, podemos hacer algo més general: dada una funcién integrable g € L;[0, 1], es
claro que podemos definir un funcional ¢, en C|0, 1] escribiendo

0:(N)= [ f0gar (reclo),

Otra vez es inmediato comprobar que @, € C[0,1]* con ||@,]|| < ||g||1. Con algin esfuerzo adi-
cional se consigue demostrar también que la dltima desigualdad es de hecho una igualdad, con
lo que L]0, 1] resulta ser isométricamente isomorfo a un subespacio de C|0, 1]*.
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Tema

Espacios normados de dimension finita

Vamos a presentar aqui dos resultados fundamentales acerca de los espacios normados mas
sencillos, los de dimension finita. Estudiaremos el Teorema de Hausdorff, segun el cual todas
las normas en K son equivalentes, del que deduciremos consecuencias importantes. Veremos
también el Teorema de Riesz, que da una caracterizacién puramente topoldgica de los espacios
normados de dimension finita.

4.1. Teorema de Hausdorff

Hasta ahora hemos manejado una sola relacion de equivalencia entre espacios normados:
identificamos dos espacios normados cuando existe un isomorfismo isométrico entre ellos, pues
estd claro que en tal caso los dos espacios son totalmente idénticos.

Sin embargo, muchas propiedades importantes de los espacios normados, la complitud por
ejemplo, no dependen de la norma concreta del espacio, sino solamente de su topologia, son
propiedades que se conservan al sustituir la norma por otra equivalente. Para el estudio de
tales propiedades, podemos identificar dos espacios normados que sean iguales como espacios
vectoriales topoldgicos, aunque no sean isométricamente isomorfos. La aplicacion que permite
hacer este tipo de identificacion recibe el nombre de isomorfismo topolégico:

Si X e Y son espacios normados, un isomorfismo topolégico de X sobre Y es una biyeccién
lineal 7 : X — Y tal que T y T~! son continuas. Naturalmente, cuando tal isomorfismo existe,
decimos que X e Y son topolégicamente isomorfos.

Dos espacios normados isométricamente isomorfos también lo son topolégicamente, pero el
reciproco no es cierto. Por ejemplo, los espacios I2 y l% son topoldgicamente isomorfos, pero se
puede probar sin dificultad que no existe un isomorfismo isométrico entre ellos. Basta observar
que la esfera unidad de /2 contiene segmentos no triviales, lo que no ocurre en l%. Resaltemos
finalmente que dos normas en un mismo espacio vectorial X son equivalentes si, y sélo si, la
identidad es un isomorfismo topolégico de X con una norma en X con la otra.

26
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Pues bien, nuestro objetivo es probar que, para cada nimero natural N, existe, salvo iso-
morfismos topoldgicos, un tnico espacio normado de dimensién N sobre K, a saber, KV con
cualquier norma. De hecho, probaremos algo formalmente més fuerte. Para ello, iremos com-
probando sucesivamente afirmaciones que acabardn confluyendo en un solo enunciado que las
incluya a todas. Empezamos con la siguiente observacion:

[1]1 Para cualquier N € N, todo operador lineal de KN con la topologia usual, en cualquier
espacio normado, es continua.

La comprobacién de este hecho es muy sencilla. Empezando por el caso N = 1, un operador
lineal de K en un espacio normado Y tendra la forma A — Ay, para cierto vector y; € Y, con
lo que la continuidad de T es consecuencia obvia de la continuidad del producto por escalares
del espacio Y. En el caso general, si T : K¥ — Y es un operador lineal, existirdn vectores
y1,92,...,yn € Y (las imagenes por T de la base natural de K" ) tales que 7 tiene la forma

N
Tx = I;lx(k)yk (x = (x(1),x(2),...,x(N)) e KY)

Observamos que T =Ty + 1> + ... + Ty donde, para cada k € {1,2,...,N}, el operador lineal
T; : KN — Y viene dado por Tjx = x(k) yx para todo x € KV. Bastar4 pues comprobar que cada
operador 7} es continuo, pero esto es facil, ya que 7} se obtiene componiendo la proyeccion
x — x(k) de KV en K, que es continua porque en K" tenemos la topologia producto, y la
aplicacion A — Ay, de K en Y, que es continua como hemos visto en el caso N = 1.

El siguiente resultado, clave en lo que sigue, fue obtenido por F. Hausdorff en 1932:

[2] Fijado N € N, todas las normas en KN son equivalentes.

Para probar este hecho bastara ver que cualquier norma || - || en KV es equivalente a una
dada, pongamos por ejemplo la norma euclidea || - ||». Puesto que ésta tltima genera la topologia
producto en KV, el lema anterior nos asegura que la identidad en K”, vista como una aplicacién
de K con la norma || - || en K" con la norma || - ||, es un operador lineal continuo. Por tanto,
existira una constante 3 > 0 tal que ||x|| < B||x||> para todo x € KV y tenemos hecha la mitad
del trabajo.

Para la otra mitad, consideramos la esfera unidad euclidea: S = {x € K" : ||x|| = 1}. El
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue nos asegura que S es un subconjunto compacto de KV con la
topologia usual, que es la asociada a la norma || - ||». Pero entonces, la continuidad de la funcién
identidad antes comentada nos dice que S también es un subconjunto compacto de KV con la
topologia asociada a la norma || - ||, como imagen de un compacto por una funcién continua.
Puesto que cualquier norma es una funcién continua para la topologia que genera, deducimos
que lanorma || - || alcanza su minimo en el conjunto compacto S. Poniendo .= min {||x|| : x € S}
es claro que o0 > 0y que af|x||> < ||x|| para todo x € K. En resumen, existen constantes o, 3 > 0
tales que

olxll2 < [Jxl < Bllxfl2 Vx e KY

lo que concluye la demostracidn.
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Pasamos ahora a generalizar formalmente el resultado anterior para liberarnos del sistema
de coordenadas que inevitablemente tenemos presente en K. En un primer paso tenemos:

[3]1 SiY es un espacio normado de dimension N y consideramos en KV la topologia usual,
toda biyeccion lineal T : KN — Y es un isomorfismo topoldgico

En efecto, definiendo ||x|| = || Tx|| para todo x € KV, es claro que obtenemos una norma en
K" que, por lo que ya sabemos, serd equivalente a la norma euclidea || - ||,. Por tanto existirdn
constantes positivas a y P tales que

ol[xll2 < |7 < Bllxll2 Vr e KY

La segunda desigualdad nos dice directamente que 7 es continuo. Pero dado y € Y, tomando
en la primera desigualdad x = T~!(y) obtenemos ||7~' ()|l < a~!||y||, que nos asegura la
continuidad de 7~!. Siguiendo en la misma linea de generalizacién formal, podemos ya probar
lo siguiente:

[4] SiX eY son espacios normados de dimension finita, toda biyeccion lineal T : X — Y es
un isomorfismo topolégico

En efecto, si X tiene dimension N, existe una biyeccion lineal @ de KV sobre X, con lo que
¥ = T o® es una biyeccién lineal de KV sobre Y. Poniendo en K” la topologia usual, deducimos
de [3] que tanto ® como ¥ son isomorfismos topoldgicos, luego también loes T = Yo d 1.

Por supuesto, el dltimo enunciado nos asegura que dos espacios normados de la misma
dimension finita son topoldgicamente isomorfos, pero nos dice mds: no so6lo existe un isomor-
fismo topoldgico entre los dos espacios, sino que cualquier biyeccion lineal entre ellos es un
isomorfismo topoldgico. Esto es lo nos permite decir que en un espacio vectorial de dimensién
finita hay una topologia de la norma que estd determinada de manera tnica, independientemente
de cualquier sistema de referencia. Pasamos ya a establecer la version definitiva del Teorema de
Hausdorff:

Teorema. Todo operador lineal definido en un espacio normado de dimension finita, con
valores en cualquier otro espacio normado, es continuo.

Demostracion. Sea X un espacio normado de dimension finita N, ¥ un espacio normado
arbitrario y S : X — Y un operador lineal. Pongamos en K" la topologia usual y sea ® : KV — X
cualquier biyeccién lineal. Aplicando [1] sabemos que el operador T = So® : KV — Y es
continuo. Por otra parte, de [3] deducimos que ® es un isomorfismo topolégico, con lo cual,
S =T o®~! es continuo, como querfamos demostrar. |

Obsérvese que el teorema anterior incluye las cuatro afirmaciones que habiamos probado
previamente. Para deducir la afirmacién [4] basta pensar que si 7 es una biyeccién lineal entre
dos espacios normados de dimensién finita, el teorema anterior nos asegura que Ty 7! son
continuas. Las afirmaciones [3] y [2] son casos particulares de [4], mientras que la afirmacion
[1] estd obviamente incluida en el Teorema anterior.
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En Analisis Funcional, los espacios de dimension finita suelen aparecer como subespacios
de espacios de dimension infinita. En esa situacion, los razonamientos anteriores nos dardn en-
seguida informacion relevante. Resaltemos para ello un hecho ya comentado: los isomorfismos
topoldgicos entre espacios normados conservan la complitud, es decir, un espacio normado que
sea topoldgicamente isomorfo a un espacio de Banach es también completo. Como la norma
euclidea en KY es completa, deducimos que todo espacio normado de dimension finita es un
espacio de Banach. Por tanto,

Corolario. Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es cerrado.

Baste un sencillo ejemplo para poner de manifiesto la utilidad del corolario anterior. Dicho
de una manera sugerente, los polinomios de grado menor o igual que un nimero natural N fijo,
forman un subespacio cerrado de cualquier espacio normado que los contenga, pongamos por
caso, L, [0,1] con 1 < p <. Tomando N =1, p =2y K=, obtenemos el siguiente resultado
nada evidente: si f : [0,1] — R es una funcién medible y existen dos sucesiones de nimeros
reales, {a,} y {bn}, tales que

1
lim [ |f(¢) —an—but|*dt = 0,
0

n—oo

entonces existen a,b € R tales que f(t) = a+ bt para casi todo ¢ € [0, 1].

Para obtener nuevas consecuencias interesantes del Teorema de Hausdorff, necesitamos las
nociones de producto y cociente de espacios normados que estudiamos a continuacion.

4.2. Producto de espacios normados

Sean X e Y dos espacios normados y consideremos el espacio vectorial producto X x Y. Es
facil adivinar cémo podemos definir en X X Y toda una gama de normas. Para (x,y) € X xY
escribimos

1l = (1?7 + 16117 P - (1< p < oo [[(6,3) o = méix{ ], 1]}

Se comprueba sin ninguna dificultad que, para 1 < p < oo, || - ||, es una norma en X x Y. Las
desigualdades

G lee < NN < NG <20 e ((xy) X xY)

nos hacen ver que todas las normas recién definidas son equivalentes, todas generan la topologia
producto en X x Y. Es costumbre llamar espacio normado producto de X por Y al espacio
vectorial X x Y, dotado de cualquier norma que genere la topologia producto, por ejemplo,
cualquiera de las normas || - ||, con 1 < p < 0. Obsérvese que este espacio normado sélo es Gnico
salvo isomorfismos topoldgicos. Para estudiar propiedades que se conserven por isomorfismos
topoldgicos esa ambigiiedad no causa ningin problema. Tal cosa ocurre por ejemplo con la
complitud y la siguiente caracterizacion se comprueba de forma rutinaria:

El espacio normado producto X XY es completo si, y solo si, X e Y son completos.

Resaltemos que X e Y pueden verse como subespacios cerrados de X x Y, sin més que
identificarlos respectivamente con X x {0} y {0} x Y, lo cual explica que la complitud de X x Y
implique lade X e Y.
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4.3. Cociente de espacios normados

Para motivar la definiciéon de la norma adecuada en el cociente de un espacio normado
por un subespacio, podemos pensar que en un producto X X Y de espacios vectoriales, cada
factor se identifica de forma natural con el cociente por el otro. Mds concretamente, si notamos
Y = {0} x Y, laaplicacién x — (x,0)+Y = {(x,y) : y € Y’} es una biyeccién lineal de X sobre el
espacio vectorial cociente X x Y/ Y. Pues bien, cuando X e Y son espacios normados y en X X Y
consideramos cualquiera de las normas || - ||, con 1 < p < oo, observamos que la norma de cada
vector x € X puede obtenerse a partir de la clase de equivalencia con la que se identifica, ya que
evidentemente:

]l = min{[ Ce,y)| v € Y} = min{]|uf|, : uw € x4+ Y}

La dltima expresion tiene sentido para cualquier cociente, salvo que el minimo puede no alcan-
zarse, pero siempre tendremos el infimo. Esto explica la préxima definicidn.

Sea X un espacio normado cualquiera y M un subespacio de X. Por razones que se veran
enseguida debemos suponer que M es cerrado en X. Consideramos el espacio vectorial cociente
X /M y para cada clase de equivalencia x+M € X /M definimos

|x+M|| = inf{||x+m| :meM} = nf{||x—m|:meM} =dx,M).

Se comprueba sin ninguna dificultad que de esta forma obtenemos una norma en X /M a la que
llamamos norma cociente. Resaltamos que de la condicién ||x + M|| = d(x,M) = 0 se deduce
que x € M = M y por tanto x + M = 0, pero este razonamiento exige que M sea cerrado en X.
De no ser asi, habriamos obtenido una seminorma en X /M, pero no una norma.

Para familiarizarse con la topologia asociada a la norma cociente, que obviamente podemos
llamar topologia cociente, conviene usar la aplicaciéon cociente

n:X—>X/M; =wx)=x+M VxeX
que sabemos es lineal y sobreyectiva. De la definicién de la norma cociente deducimos que
I < [lxl] V€ X,

luego Tt es un operador lineal continuo con ||xt|| < 1. De hecho, considerando la bola abierta
unidad U = {x € X : ||x]| < 1} es inmediato que w(U) es la bola abierta unidad en X /M. Esto
implica que ||| = 1 (salvo en el caso trivial M = X) pero, lo que es mds importante, tam-
bién implica que T es un aplicacion abierta. En efecto, si G es un subconjunto abierto de X
y tomamos v € 7(G), existird un x € G tal que v =7(x) y un r > 0 tal que x+ rU C G, pero
entonces 7(G) contiene a w(x+rU) = v+ rn(U), que es la bola abierta en X /M de centro v y
radio r, lo que prueba que 7(G) es abierto, como queriamos.

Sabiendo que T es continua y abierta tenemos una Uutil caracterizacion de la topologia co-
ciente: un conjunto V.C X/M es abierto si, y sélo si, 1= (V) es abierto en X. Deducimos
que un conjunto E C X /M es cerrado si, y sélo si, Tc’l(E ) es cerrado en X, pero no debe-
mos pensar que T es una aplicacién cerrada. Por ejemplo, tomando X = R?, M = R x {0} y
C = {(x,y) € R? : xy =1}, es claro que C es cerrado en X, pero 7(C) no es cerrado en X /M.
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Podemos ahora obtener un criterio de continuidad para aplicaciones definidas en el espacio
cociente. Sea Y un espacio topoldgico arbitrario, F : X /M — Y cualquier funcion y considere-
mos la composicién Fom: X — Y. Vamos a comprobar que F es continua si, y s6lo si, lo es F oT.
La continuidad de F implica la de F o7, simplemente porque T es continua. Reciprocamente, si
F oT es continua, dado un conjunto abierto W C Y tenemos que (F o)~ (W) =~ (F~}(W))
es abierto en X, luego F~! (W) es abierto en X /M y hemos probado que F es continua.

Noétese que, para la caracterizacion recién probada, Y no tiene por qué ser un espacio vec-
torial y, aunque lo fuese, F' no tiene por qué ser lineal. No obstante el caso mds interesante se
presenta cuando X e Y son espacios normados, T € L(X,Y) es un operador lineal continuo y
tomamos M = kerT, que es un subespacio cerrado de X, para hacer la factorizacién canonica
del operador T'. Sabemos que existe un tinico operador lineal 7 : X /kerT — Y tal que T = Tom
y la caracterizacion probada nos dice que T es continuo por serlo T'.

Discutimos finalmente la complitud de un cociente. Supongamos que X es un espacio de
Banach y M un subespacio cerrado de X. Usando la caracterizacion de la complitud en términos
de series, probaremos que X /M es un espacio de Banach.

Sea pues Z v, una serie absolutamente convergente en X /M y, para cada n € N, usemos la

n>1
definicion de la norma cociente para encontrar x, € X tal que

1
Vi =Xn+M; x| < |[val| + o

Se tiene entonces - N
Y llxall < Z [vall + Z o <o
n=1 n=1

luego la serie Z X, es absolutamente convergente y, por la complitud de X, convergente. Usan-
n>1
do que la aplicacion cociente T es un operador lineal continuo, deducimos que

n( éxn) = én(xn) = évn

es decir, la serie Z v, converge, como queriamos demostrar.
n>1
En la direccion reciproca, es un buen ejercicio comprobar que la complitud de X /M implica
la de X, siempre que M sea completo. En resumen, con respecto a la complitud de un cociente
de espacios normados se verifica lo siguiente:

Sea X un espacio normado, M un subespacio cerrado de X y consideremos el espacio
normado cociente X /M. Entonces X es completo si, y sélo si, M y X /M son completos.

4.4. Sumas topoldgico-directas

Estrechamente ligada a las nociones de producto y cociente de espacios vectoriales esta
la descomposicién de un espacio vectorial como suma directa de dos subespacios. Vamos a
recordar dicha descomposicién para luego analizarla en el ambiente de los espacios normados.
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Dado un subespacio Y de un espacio vectorial X, siempre existe otro subespacio Z de X tal
que X =Y +Z con Y NZ = {0}. En efecto, dada una base A del subespacio Y, A es un conjunto
de vectores linealmente independientes en X, que estard contenido en una base B, con lo que
basta tomar Z = Lin (B\ A). Decimos que X es suma directa de Y con Z, escribimos X =Y &Z
y decimos también que Z es un complemento algebraico de Y en X. Obviamente, la relacién
es simétrica, Y es un complemento algebraico de Z en X.

La suma directa es la forma “correcta” de descomponer un espacio vectorial: recuperamos
la estructura de X a partir de las inducidas en sus dos subespacios, ya que X resulta ser isomorfo
al espacio vectorial producto Y x Z. M4s concretamente, definiendo

O:YXZ—X; o(vz)=y+z (ye¥,zeZ) (1)

tenemos una biyeccion lineal de Y x Z sobre X. Las expresiones X =Y X Zy X =Y & Z son
en esencia equivalentes, la primera enfatiza una construccion, mientras la segunda resalta una
descomposicion.

La inversa de la biyeccién lineal ¢ definida en (1) nos lleva a considerar las proyecciones
lineales en X asociadas a la suma directa. Recordemos que una proyeccion lineal en un espacio
vectorial X es un operador lineal P : X — X que verifica P o P = P. Pues bien, puesto que ¢!
toma valores en el producto Y x Z tendrd dos componentes a las que, vistas como aplicaciones
de X en si mismo, vamos a denotar por Py Q. Asi pues, escribimos

¢~ (x) = (Px,Qx) (x€X) (2)

y es claro que obtenemos asi dos proyecciones lineales en X, cada una de las cuales deter-
mina a la otra, ya que P+ Q = I donde I es la aplicacion identidad en X. Resumiendo, la
descomposicién X =Y @ Z determina una proyeccion lineal P en X, la unica que verifica
Y = P(X) y Z = kerP. Reciprocamente, si P es cualquier proyeccion lineal en X, es claro
que X = P(X) @ kerP.

La misma forma en que hemos visto que un subespacio Y siempre admite un complemento
algebraico Z, muestra que Z estd lejos de ser dnico (salvo los casos triviales Y = X, ¥ = {0}).
Sin embargo, consideremos la aplicacion cociente de X sobre X /Y o, mds concretamente, su
restriccién a un complemento algebraico Z:

ViZ—=X/Y; y(z)=z2+Y (z€2). (3)
Se comprueba inmediatamente que Y es una biyeccion lineal. De hecho
v l(x4+Y)=x—Px VxcX. (4)

Asi pues, todos los complementos algebraicos de Y en X son isomorfos al espacio vectorial
cociente X /Y, que se convierte en una especie de “complemento candénico”, pues no usamos
ninguna base algebraica en X o en Y para construir X /Y; cualquier descomposicién de X como
suma directa algebraica de Y con otro subespacio nos lleva simplemente a observar que X es
isomorfoaY x X /Y.
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Pues bien, ya estd todo preparado para trabajar con estas nociones en espacios normados
y veremos que la situacién se complica (0 se enriquece, segun se mire). Sea X un espacio
normado, descompuesto como suma directa de dos subespacios: X =Y & Z. Queremos saber
cuando podemos decir que tenemos una descomposicion correcta de X como espacio normado
y no s6lo como espacio vectorial.

Es evidente que en general no vamos a saber recuperar la norma de X a partir de las de Y
y Z, simplemente porque en el producto Y x Z disponemos de muchas posibilidades distintas
para definir una norma. Pensemos por ejemplo lo que ocurre cuando X = R?, ¥ = R x {0},
Z = {0} x R, todas las normas || - ||, en R?, con 1 < p < oo, coinciden obviamente tanto en ¥
como en Z, sin coincidir en X.

Pero volviendo al caso general, lo que si podemos esperar es que a partir de Y y Z podamos
al menos recuperar la topologia de X, es decir, que al identificar X con el espacio vectorial
Y x Z la topologia de X se convierta en la topologia producto. Puesto que dicha identificacion
se hace mediante la biyeccion lineal ¢ definida en (1), lo que nos preguntamos es si @ es un
isomorfismo topolégico del espacio normado producto Y x Z sobre X.

La cosa no empieza mal, porque @ es continua, por ser la restriccién a Y x Z de la operacion
suma, que sabemos es continua en X x X. Para la continuidad de ¢! la cosa se complica: ¢!
serd continua cuando lo sean sus dos componentes y, segin (2), la primera componente es la
proyeccion lineal P de X sobre Y, con nicleo Z; la segunda componente es Q = I — P donde /
denota la identidad en X. Evidentemente, P serd continua si, y sélo si, lo es / — P, pero en general
no estd nada claro que estas proyecciones tengan que ser continuas. Por ejemplo, para que P
sea continua es claramente necesario que Z = ker P sea cerrado, y andlogamente Y = ker (I — P)
debera ser cerrado, pero en principio no habiamos supuesto que Y y Z fuesen cerrados.

Continuemos pues nuestra discusion, suponiendo a partir de ahora que Y y Z son subespa-
cios cerrados de X. Sabemos que, como espacio vectorial, Z se identifica con el cociente X /Y
mediante la biyeccidn lineal y definida en (3). Considerando en X /Y la norma cociente, es
l6gico pedir que ¥ sea al menos isomorfismo topoldgico, de forma que Z sea topolégicamente
isomorfo a X /Y. De nuevo es claro que Y es continua, por ser la restriccién a Z de la aplicacién
cociente : X — X /Y que es continua. Aplicando el criterio de continuidad para aplicaciones
definidas en el espacio normado cociente, y~! serd continua cuando lo sea y~! o, y en vista
de (4) tenemos que Y~ ! o = I — P. Por tanto, de nuevo nos encontramos con que  es un
isomorfismo topolégico si, y solo si, las proyecciones P e I — P son continuas.

Podemos ya recapitular toda la discusion anterior: Sea X un espacio normado, descompuesto
como suma directa de dos subespacios cerrados: X =Y & Z. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

» La biyeccion lineal @, definida en (1), es un isomorfismo topoldgico del espacio normado
producto Y X Z sobre X.

» La proyeccion lineal P : X — X que verificaY = P(X) y Z = ker P es continua

» La biyeccion lineal y, definida en (3), es un isomorfismo de Z sobre el espacio normado
cociente X /Y.
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Cuando se verifica una cualquiera de la condiciones anteriores (y por tanto todas), decimos
que el espacio normado X es suma topolégico-directa de ¥ con Z. Decimos también que
Z es un complemento topoldogico de Y en X. Obviamente también Y serd un complemento
topoldgico de Z en X.

La discusidn anterior pone de manifiesto que descomponer un espacio normado como suma
directa de dos subespacios sélo tiene utilidad cuando la suma es topolégico-directa. Por la mis-
ma razon, los complementos algebraicos de un subespacio, que sabemos siempre existen, tienen
poca utilidad si no son complementos topoldgicos, pero no estd claro que siempre existan com-
plementos topoldgicos. Decimos que un subespacio cerrado Y de un espacio normado X estd
complementado en X cuando existe un complemento topoldgico de Y en X, o equivalente-
mente, cuando existe una proyeccién lineal continua P en X tal que P(X) =Y.

Mas adelante aparecerdn en abundancia ejemplos de sumas topoldgico-directas y, por tanto,
de subespacios complementados. Para citar un ejemplo concreto de subespacio no complemen-
tado, no es demasiado dificil probar, pero tampoco es nada fécil, que co no estd complementado
en L. De hecho, la inmensa mayoria de los espacios de Banach de dimension infinita contienen
subespacios cerrados que no estan complementados.

Para concluir este apartado resaltamos que si Y es subespacio complementado de un espacio
normado X, todos los complementos topoldgicos de Y en X son topolégicamente isomorfos al
espacio normado cociente X /Y, asi que X /Y hace el papel de modelo “canénico” de comple-
mento topoldgico de Y en X, cualquier descomposicién de X como suma topoldgico-directa
de Y con otro subespacio acaba llevdndonos a observar que X es topoldgicamente isomorfo al
producto ¥ x X /Y. Cuando Y no estd complementado, siempre le podemos pedir a X /Y que
sustituya en lo posible a ese complemento topolégico que nos gustaria tener pero no tenemos.
La abundancia de subespacios no complementados hace que el paso a cociente resulte mas til
para espacios normados que para simples espacios vectoriales.

4.5. Nuevas consecuencias del Teorema de Hausdorff

Tras el paréntesis necesario para disponer del cociente de espacios normados y de las sumas
topoldgico-directas, podemos ahora sacar mds provecho al Teorema de Hausdorff. Cabe pregun-
tarse qué ocurre con la continuidad de un operador lineal cuando, en lugar del espacio normado
de partida es el de llegada el que tiene dimensién finita. La respuesta es parte del siguiente
enunciado:

Corolario. Sean X e Y espacios normados, supongamos que Y tiene dimension finita y sea
T : X — Y un operador lineal. Entonces:

(a) T es continuo si, y solo si, kerT es cerrado en X.
(b) T es una aplicacion abierta si, y sélo si, T(X) =Y.

Demostracion. (a) La continuidad de 7 implica obviamente que su nicleo es cerrado.
Reciprocamente, si ker T es cerrado, podemos considerar el espacio normado cociente X /ker T
y la factorizacion canénica de T nos proporciona un operador lineal inyectivo T : X /kerT — Y
tal que T = Tomdondem: X — X /kerT es la aplicacién cociente. Ahora bien, el Teorema de
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Hausdorff nos dice que T es continuo, porque parte de un espacio normado de dimension finita,
luego T también es continuo.

(b) Si T es una aplicacién abierta, T(X) es abierto en Y, lo cual implica que T'(X) =Y,
pues sabemos que en cualquier espacio normado los subespacios propios tienen interior vacio.
Para el reciproco, suponiendo que 7'(X) =Y, tomamos un subespacio Xy de X de forma que la
restriccion de T a Xy sea una biyeccion lineal de X sobre Y, a la que vamos a llamar Tj. Por el
Teorema de Hausdorff, Ty es un isomorfismo topoldgico, en particular es una aplicacion abierta.
Se deduce entonces facilmente que también T es una aplicacién abierta.

Merece la pena comentar que la afirmacion (a) del corolario anterior incluye como caso
particular (tomando Y = K) algo que ya sabiamos: un funcional lineal en un espacio normado
es continuo si, y sélo si, su ndcleo es cerrado. De la afirmacién (b) deducimos que, en cualquier
espacio normado, un funcional lineal no nulo es siempre una aplicacion abierta, independiente-
mente de que el funcional sea continuo o no.

Con respecto a subespacios complementados, el Teorema de Hausdorff nos da la siguiente
informacion:

Corolario. Sea X un espacio normado e Y un subespacio cerrado de X. Si Y tiene codimen-
sion finita en X,es decir, si X /Y tiene dimension finita, entonces Y estd complementado en X.
De hecho, todo complemento algebraico de Y en X es un complemento topolégico.

En efecto, sea Z cualquier complemento algebraico de Y en X y Q la proyeccién lineal de
X sobre Z con nucleo Y. El corolario anterior nos asegura que Q continua, porque tiene nucleo
cerrado e imagen de dimension finita.

4.6. Algunos contraejemplos en dimension infinita

Vamos a presentar algunos ejemplos para mostrar que las hip6tesis de dimension finita en el
Teorema de Hausdorff y sus consecuencias son imprescindibles. Empezamos con el hecho de
que en K" todas las normas son equivalentes. Eso s6lo ocurre en espacios de dimension finita:

(@) En cualquier espacio vectorial de dimension infinita siempre hay dos normas que no son
equivalentes.

En efecto, dado un espacio vectorial X de dimensién infinita, podemos fijar una base E,

expresar cada vector x € X (de manera unica) como combinacion lineal de elementos de E,
N

digamos x = Z oy ux donde el nimero natural N, los escalares o,0,...,0y Yy los vectores
k=1
de labase uy,us,...,uy, dependen de x, pero estdn determinados en forma unica. Si definimos:

N
lxlls =} low
k=1

y hacemos todo esto para cada x € X, obtenemos dos normas en X. Es claro que |||/ < || - [|1,
pero mirando solamente a los vectores de la base, la suma de n de ellos tiene norma 1 segin

s x|l = max{|oy| : k=1,2,...,N},
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| ||~ y norma n segtn || -||;, luego una desigualdad del tipo |- ||} < M|| - ||, para alguna
constante M > 0, implicaria que el nimero de elementos de la base E no puede exceder de M,
contra la hipétesis de que X tiene dimension infinita. Asi pues, las dos normas definidas no son
equivalentes, las topologias que generan son comparables pero distintas.

Respecto a la continuidad de las aplicaciones lineales que parten de un espacio normado de
dimensioén finita tenemos:

(b) En todo espacio normado de dimension infinita existe un funcional lineal discontinuo.

En efecto, dada una base E de un espacio normado de dimension infinita X, como E es
un conjunto infinito, contendrd un subconjunto infinito numerable {u, : n € N}. Para definir
un funcional lineal f en X basta decidir los valores de f en E y podemos hacerlo con entera
libertad, asi que podemos tomar f(u,) = n||u,|| y, por ejemplo, f(u) = 0 para cualquier u € E
que no esté en la sucesion {u,}. Es obvio que el dnico funcional lineal f que cumple esas
condiciones no estd acotado en la esfera unidad de X, luego no es continuo.

Usando el funcional del ejemplo anterior conseguimos otro ejemplo instructivo. En efecto,
fijamos un xg € X tal que f(xp) =1 y definimos 7' (x) = x — 2f(x)xo para todo x € X. Es fécil
ver que T es una biyeccién lineal de X sobre si mismo tal que 7 no es continua y 7~ ! tampoco.
De hecho 77! = T y es claro que, si 7 fuese continua, también lo serfa f. Esta biyeccién
lineal T tiene clara interpretacion geométrica: viendo X como suma directa del nucleo de f
con Kxp, cuando escribimos un vector x € X en la forma x =y+Axg, cony € kerf y A € K,
tenemos claramente que 7 (x) =y — Axp, asi que T se interpreta como la simetria con respecto
al hiperplano ker f, claro que es dificil imaginarse esta simetria, pues dicho hiperplano es denso
en X. En cualquier caso, hemos comprobado lo siguiente:

(¢) En todo espacio normado de dimension infinita existe una biyeccion lineal discontinua.

4.7. El Teorema de Riesz

El segundo resultado fundamental de este tema asegura que, prescindiendo de la estructura
de espacio vectorial, la topologia de un espacio normado es capaz por si sola de decirnos si
el espacio tiene o no dimension finita. Establece por tanto la equivalencia entre una propiedad
puramente topoldgica y una propiedad puramente algebraica.

Es sabido que en cualquier espacio métrico un subconjunto compacto es cerrado y acotado.
En un espacio normado de dimensién finita, es decir, en KV con cualquier norma, el Teorema
de Heine-Borel-Lebesgue nos asegura que el reciproco también es cierto, todo subconjunto
cerrado y acotado de KV es compacto. En particular la bola cerrada unidad de cualquier espacio
normado de dimension finita es compacta y, por tanto, toda bola cerrada es compacta, luego todo
punto tiene un entorno compacto, es decir, el espacio es localmente compacto. Reciprocamente,
si cada punto tiene un entorno compacto es claro que las bolas cerradas serdn compactas, de
donde deducimos que cualquier conjunto cerrado y acotado es compacto. Pues bien, cualquiera
de las propiedades comentadas caracteriza a los espacios normados de dimension finita:
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Teorema (F. Riesz, 1918). Para un espacio normado X, la siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) Todo subconjunto cerrado y acotado de X es compacto
(ii) La bola cerrada unidad de X es compacta
(iii) X es localmente compacto
(iv) X tiene dimension finita.

Demostracion. Ya se ha comentado la equivalencia entre las tres primeras afirmaciones y
que la cuarta implica cualquiera de ellas, luego basta probar, por ejemplo, que (ii) = (iv).

Sea pues B la bola cerrada unidad de X, supongamos que B es compactay sea 0 < p < 1.
Las bolas abiertas centradas en puntos de B y con radio p forman un recubrimiento de B por
abiertos, del cual se podra extraer un subrecubrimiento finito. Deducimos que existe un conjunto
finito F C B tal que B C F + pB. Llamando M al subespacio engendrado por F, es claro que M
tiene dimension finita y verifica:

B C M+ pB. (%)

La demostracion se concluird probando que X = M. Para ello empezamos por iterar la inclusion
anterior:
BCM+pBCM+p(M+pB) =M+pM+p*BC M+p?B,

de donde deducimos claramente, por induccién sobre n, que
B C M+ p'B,

para todo n € N. Dado x € B, la inclusién anterior nos dice que d(x,M) < p" paratodon € N,
luego d(x,M) =0 y x estd en el cierre de M. Asi pues, B C M, pero M es cerrado en X, por ser
un subespacio de dimension finita de un EVT separado, luego B C M y esto implica claramente
que X = M, como se queria. |

Merece la pena resaltar la dltima parte de la demostracién anterior, pues el hecho de que
M tiene dimension finita s6lo se ha usado para asegurarnos de que M es cerrado en X. Dicho
de otra forma, si suponemos que un subespacio cerrado M de X verifica la inclusion (x), de-
ducimos igualmente que M = X. Enunciada por el contra-reciproco, esta afirmacién se conoce
como Lema clasico de Riesz: dado un un espacio normado X, un subespacio cerrado propio M
M=M#X)y0<p<1,existe x € X tal que ||x|| =1y d(x,M) > p. Cuando M tiene dimen-
si6n finita, un sencillo argumento de compacidad permite conseguir incluso ||x|| = 1 = d(x,M).
Esta observacion permite poner de manifiesto cudn lejos estd de ser compacta la bola cerrada
unidad B de un espacio normado de dimension infinita X: existe una sucesién {x,} en B tal
que ||x, —xp|| =1 para cualesquiera n,m € N con n # m; cualquier sucesion parcial de {x,}
verifica la misma condicién, luego estd muy lejos de ser convergente. En espacios concretos se
puede encontrar sucesiones cuyos términos estén ain mas separados unos de otros. Por ejem-
plo, la sucesién {e,} de los vectores unidad en / p, con 1 < p < oo, verifica evidentemente que

llen —emllp = 2!/P para n # m; el caso extremo se presenta para p = 1.
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Tema

Version Analitica del Teorema de
Hahn-Banach

Hay tres grandes teoremas que se conocen como los tres “Principios Fundamentales del
Andlisis Funcional” y todos llevan el nombre de Stefan Banach: el Teorema de Hahn-Banach,
el Teorema de Banach-Steinhaus y el Teorema de la Aplicacion Abierta, también conocido co-
mo Teorema de Banach-Schauder. El primero es una pieza clave para el estudio de la dualidad
en espacios normados. Como cualquier resultado importante en Matemdticas, pero muy espe-
cialmente en este caso, el Teorema de Hahn-Banach admite numerosas versiones equivalentes,
que se aplican en campos muy diversos. En este tema vemos la “version analitica”, que nos
permitird avanzar en el estudio de la dualidad. Mas adelante veremos una ““version geométrica”,
que se caracteriza precisamente por eso, por tener clara interpretacion geométrica.

5.1. Version analitica del Teorema de Hahn-Banach

Antes de enunciar el teorema, el siguiente razonamiento nos proporciona una motivacion.
Dado un espacio normado X # {0}, sin mds informacién sobre su estructura, nos gustaria probar
que existen funcionales lineales continuos no nulos en X. Cuando se defini6 el espacio dual X*
ya se comenté que en general no podiamos probar atin que X* # {0}. Si M es un subespacio
de X de dimension finita, disponemos de sobra de funcionales lineales en M y sabemos que
todos ellos son continuos. La continuidad de un funcional lineal g : M — K se resume en la
desigualdad |g(m)| < ||g]| ||m||, vélida para cualquier m € M, es decir, |g| estd “dominado”
en M por un multiplo de la norma de X. Si pudiésemos extender g a todo X manteniendo el
mismo tipo de “dominacién”, tendriamos desde luego un funcional lineal continuo en X que,
por extender a g, seria no nulo. Pues bien, eso es lo que, con hipétesis bastante mas generales,
nos garantiza el siguiente enunciado, que es la version analitica del Teorema de Hahn-Banach.

38
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Teorema (Hahn 1927, Banach 1929). Sea X un espacio vectorial, provisto de una funcion
Vv : X — R que verifica las siguientes condiciones:

v(x+y) <v(x)+v(y) Vx,yeX; v(rx)=rv(x) VreR" VxecX
Sea M un subespacio vectorial de X y g un funcional lineal en M verificando:
Reg(m) < v(m) YmeM
Entonces existe un funcional lineal f en X que extiende a g, es decir,
f(m)=g(m) Vme M,
y sigue verificando que

Ref(x) < v(x) VxeX.

Si Vv es una seminorma, se tiene de hecho

If(x)] < v(x) YxeX.

Antes de entrar en la demostracion del teorema resaltamos que las hipétesis sobre la funcién
v son mucho mds débiles que las que definen a una norma o incluso a una seminorma; por
ejemplo, no se exige que v(x) = v(—x) para x € X. Al parecer la versién demostrada por Hahn
suponia que Vv es una norma en X; esta otra version mas general es la aportacion de Banach y
es esencial, como se verd, para establecer las versiones geométricas del teorema. Por otra parte,
usar la funcién “parte real” es lo que permite hacer un enunciado comun para el caso real y el
caso complejo; naturalmente, en el caso K = R dicha funcién no es otra cosa que la identidad.
Dividiremos la demostracion en tres etapas.

5.1.1. Caso real, primera extension

Empezamos considerando el caso K =R y s6lo extendemos el funcional g al subespacio
que se obtiene sumando una recta a M. Esta es, con diferencia, la etapa mds importante, pero
no es dificil.

Fijemos pues x € X, con x ¢ M, y consideremos el subespacio ¥ = M @ Rx. Queremos
definir un funcional lineal 4 en Y que extienda a g y siga dominado por v. Obviamente debe-
remos definir /# en la forma:

h(m+Ax) =g(m)+Ao (meM,AeR),
donde o (el valor de A(x)) es una constante a determinar, de forma que se tenga
gm)+ro<v(m+ix) VmeM VYAeR (1)

con lo que 4 cumplird lo que se espera de él. Puede haber la tentacién de tomar o0 = O para
simplificar las cosas, pero a poco que se piense, esa eleccion de o puede no ser vélida, asi que
veamos qué debe cumplir o.
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Para A > 0, dividiendo por A y usando la segunda propiedad de v, (1) toma la forma

g(%) + o < v(%ﬂ).

Si ahora ponemos u = — y observamos que u es un vector de M tan arbitrario como m,

deducimos que o debe cumplir:

o < vVu+x)—g(u) YueM. (2)
Para A < 0 dividimos por —A ambos miembros de la desigualdad (1) y razonamos de forma
andloga, poniendo ahora w = —%, para obtener la otra condicion que debe cumplir o

o> gw)—v(w—x) Ywe M. (3)

Obsérvese que para A = 0 la desigualdad (1) se cumple, por la hipétesis sobre g. En resumen,
esta etapa de la demostracion estard concluida si encontramos o € R verificando (2) y (3).

Ahora bien, para cualesquiera u,w € M, tenemos por hipoétesis:
glu)+gw)=glu+w) <v(u+w) <v(u+x)+viw—x),
donde se ha usado la desigualdad triangular que v verifica. Equivalentemente, tenemos:
gw)—v(w—x) <v(u+x)—gu) YwueM,
de donde, claramente:
sup {gw) —viw—x) :weM} < inf{v(u+x)—gu):uecM}

Si ahora o es cualquier nimero real comprendido entre los dos miembros de la dltima desigual-
dad, es claro que se verifican (2) y (3), luego también (1), como queriamos.

Notese que si la ultima desigualdad es una igualdad, s6lo hay una eleccién posible de o. El
razonamiento anterior permite en la practica discutir la posible unicidad del funcional f cuya
existencia afirma el Teorema, un asunto del que no nos vamos a ocupar.

5.1.2. Caso real, extension definitiva

Para concluir la demostracién en el caso K = R, lo que hacemos intuitivamente es iterar la
extension realizada en la primera etapa, aumentando en cada paso una dimension al subespacio
obtenido en la etapa anterior, hasta “llegar” a X. Naturalmente el nimero de etapas puede ser in-
finito, justo cuando X /M tenga dimension infinita, asi que esta “induccién transfinita” requiere
una justificacién y la formalizamos usando el Lema de Zorn. Recordemos que un conjunto
inductivo es un conjunto ordenado en el que todo subconjunto totalmente ordenado admite un
mayorante y el Lema de Zorn afirma que fodo conjunto inductivo tiene al menos un elemento
maximal.
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Pues bien el conjunto J al que pretendemos aplicar el Lema de Zorn va a estar formado
por todos los pares de la forma (Y,4) donde Y es un subespacio de X que contiene a M y h
es un funcional lineal en Y que extiende a g y estd dominado por v. Definimos un orden en &
escribiendo que (Y,h) < (Z,k) cuando Y C Z y el funcional k extiende a /. Es inmediato que <
es una relacion de orden en F y vamos a comprobar que, con dicha relacién de orden, F es un
conjunto inductivo.

Sea pues Fo = {(Y},h;) : j € J} un subconjunto totalmente ordenado de ' y veamos que

JFo admite un mayorante. Para ello tomamos Y = U Y; y observamos, gracias a que JFy estd
=2

totalmente ordenado, que Y es un subespacio Vectojrial de X, que evidentemente contiene a Y;
para todo j € J y, por tanto, contiene a M. Para definir un funcional lineal hen Y, dadoy €Y,
tomamos j € J de forma que y € ¥; y escribimos 4(y) = h;(y). De nuevo el hecho de que JFy estd
totalmente ordenado hace que nuestra definicion de & sea correcta, es decir, el valor de 4(y) no
depende del indice j € J que usemos para definirlo. Es inmediato que /4 es un funcional lineal
en Y que estd dominado por v y extiende a i para todo j € J, por tanto también extiende a g.
Asi pues, (Y,h) € Fyes claro que (Y},h;) < (Y,h) para todo j € J, luego (Y,h) es el mayorante
de JFy que necesitdbamos.

El Lema de Zorn nos proporciona un elemento maximal de &, digamos (Z, f), y s6lo queda
comprobar que Z = X, pues entonces f serd el funcional lineal en X que nos pide el teorema.
En efecto, si fuese Z £ X, podriamos aplicar la primera etapa de la demostracion para obtener
un par estrictamente mayor que (Z, f), contradiciendo su maximalidad.

Obsérvese que todo el razonamiento anterior resulta bastante rutinario, simplemente el
Lema de Zorn es el instrumento que permite formalizar rigurosamente la idea de iterar un pro-
ceso indefinidamente hasta concluirlo. Conviene resaltar, sin embargo, que siempre que usamos
el Lema de Zorn para formalizar un proceso infinito, nuestro razonamiento no es constructivo,
no tenemos ningun control del resultado del proceso. En nuestro caso, no tenemos forma de
conocer explicitamente el funcional f cuya existencia hemos probado, a diferencia de lo que
ocurria con la primera etapa de la demostracion, en que la construccién del funcional extendido
era explicita.

5.1.3. Fin de la demostracion

Para completar la prueba del Teorema nos queda considerar el caso complejo y comprobar
la dltima afirmacion del teorema (caso de que v sea una seminorma).

El caso complejo se resuelve reduciéndolo al caso real, simplemente observando que to-
do espacio vectorial complejo Z es también un espacio vectorial real, al que para distinguir-
lo podemos notar Zp, sin mds que restringir a R x Z el producto por escalares que tenemos
definido en C x Z. Para cada funcional lineal /& en Z, es claro que Re’ es un funcional lineal
en Zr. Observamos ademds que /& queda determinado por su parte real, ya que evidentemente,
Imh(z) = —Reh(iz) para todo z € Z. Reciprocamente, si @ es un funcional lineal en Zg, definien-
do h(z) = 9(z) — i9(iz) para todo z € Z, es facil comprobar que obtenemos un funcional lineal
h en Z tal que Re/h = ¢. En resumidas cuentas, los funcionales lineales en Zr no son, ni mas ni
menos, que las partes reales de los funcionales lineales en Z.
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Podemos ya resolver el caso complejo. Nos dan un espacio vectorial complejo X (autométi-
camente pensamos en Xg) y un subespacio M de X (automdticamente pensamos que MR es
un subespacio de Xgr). Nos dan también un funcional lineal g en M que verifica precisamente
Reg < v, asi que notando @ = Reg tenemos que @ es un funcional lineal en My que verifica
¢ < Vv, estd dominado por v como veniamos diciendo. Como la extension en el caso real ya la
tenemos resuelta, existird un funcional lineal y en X que extiende a ¢ y sigue dominado por V.
Ahora V sera la parte real de un funcional lineal en X, al que llamamos f. Claramente tenemos
Re f(x) = y(x) < v(x) para todo x € X y f extiende a g, ya que para cada m € M tenemos
Re f(m) = y(m) = ¢(m) = Reg(m), de donde f(m) = g(m) también para todo m € M, porque
tanto g como la restriccion de f a M estdn determinados por su parte real.

Sélo queda probar la ultima afirmacion del Teorema, pero esto es muy sencillo: si v es una
seminorma y sabemos ya que Re f < v, fijado un x € X ponemos |f(x)| = A f(x) con A € K,
|A| =1, y obtenemos:

If ()] = Af(x) = f(Ax) =Re f(Ax) < V(Ax) = V(x),

donde para la tercera igualdad hemos usado que, evidentemente, f(Ax) € R y, para la dltima,
que V es una seminorma.

5.2. Extension equindrmica

El resto de este tema se dedica a los primeros corolarios del teorema recién demostrado.
Nuestra primera aplicacion del Teorema de Hahn-Banach consistird en contestar afirmativa-
mente, a plena generalidad, la pregunta que habiamos planteado como motivacion:

Teorema (de extension equinérmica). Sea X un espacio normado, M un subespacio de X y
g € M*. Entonces existe [ € X* tal que f extiende a gy || f| = |g]|-

Por hipétesis tenemos |g(m)| < ||g|| ||m|| para todo m € M, luego basta aplicar el Teorema
anterior, tomando v(x) = ||g|| ||x|| para todo x € X, con lo que v es una seminorma en X . Obtene-
mos un funcional lineal f : X — K que verifica |f(x)| < ||g]| ||x|| para todo x € X, luego f € X*
y IfIl < |lgl|, pero es evidente que la norma de un funcional no puede disminuir al extenderlo,

ast que || f]| = l&]-

El hecho de que un funcional lineal continuo en un subespacio M de un espacio normado X
se extienda a un funcional lineal continuo en todo el espacio X ya es bastante importante, nos
garantiza por ejemplo la abundancia de funcionales lineales continuos no nulos en cualquier
espacio normado X # {0}, pues siempre podemos tomar como M un subespacio de dimensién
finita de X, en el que tenemos abundantes funcionales lineales, todos ellos continuos. Al hacer
una extension, es claro que, en general la norma del funcional aumenta, y el tltimo teorema nos
dice que podemos hacer la extension sin que aumente, que es lo mejor que nos podria decir. La
existencia de esta extension “equindrmica” tendrd mds adelante consecuencias importantes.

Concluimos este Tema con dos aplicaciones interesantes del teorema anterior. La primera se
deduce del mero hecho de que X* # {0} para cualquier espacio normado X # {0}. Es claro que
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esto nos permite definir operadores lineales continuos no nulos, de X en cualquier otro espacio
normado Y # {0}, pues basta fijar fy € X*\ {0}, yo € Y \ {0}, y definir Tx = fy(x) yo para todo
x € X.Es evidente que T € L(X,Y) e incluso que ||T|| = || fol| ||yo||- Aprovechando esta sencilla
idea, podemos ya probar algo que qued6 prometido en el Tema 3:

Corolario. Sean X # {0} e Y espacios normados. Si el espacio de operadores L(X,Y) es
completo, entonces Y es completo.

En efecto, dada una sucesién de Cauchy {y,} en Y, fijamos f € X*\ {0} y definimos
Thox = f(x)y, (x€X,neN),
obteniendo una sucesién {7, } en L(X,Y) que también es de Cauchy, ya que
1Ty =Tl = 1IfI1lyn —ymll ~ (n,m€N).

Por ser L(X,Y) completo, la sucesién {7, } convergerd en L(X,Y) a un operador T. Puesto que
1Tox=Txl| < T, =Tl (xeX,neN),

deducimos que la sucesion {T,x} = {f(x)y,} converge en Y para todo x € X, con lo que basta
tomar x € X tal que f(x) = 1.

Como segundo ejemplo de extensién, obtenemos un resultado que es la contrapartida de otro
obtenido en el tema anterior. Alli vimos que si X es un espacio normado e Y es un subespacio
cerrado de X, de codimension finita, entonces Y estd complementado en X. De hecho, si Z es
cualquier complemento algebraico de Y en X, se tiene que Z es un complemento topolégico. Si
fijamos nuestra atencion en Z, es claro que tiene dimension finita y también estd complementa-
do. Podria pensarse, por tanto, que cualquier subespacio Z de X, de dimension finita, también
va a estar complementado, pero eso no esta del todo claro, pues para poder aplicar lo anterior
necesitamos un complemento algebraico Y, que desde luego tendrd codimensidn finita, pero que
ademads ha de ser cerrado. Gracias al Teorema de Hahn-Banach vamos a encontrarlo.

Corolario. Si M es un subespacio de dimension finita de un espacio normado X, entonces
M estd complementado en X.

En efecto, sea {uy,uy,...,uy} una base de M. Es claro que las coordenadas de cada vector
m € M dependen linealmente de m, es decir, existen g1, g2,...,gn, funcionales lineales en M,
tales que

N
m= ng(m) Uy
k=1

es la inica expresion de cada m € M como combinacidn lineal de los elementos de la base. Para
k=1,2,...,N, puesto que Y es un espacio normado de dimension finita tenemos g, € M* y
el teorema anterior nos proporciona un f; € X* que extiende a g;. Se comprueba sin ninguna
dificultad que definiendo

N
P = ¥ A weX)
=1

se obtiene una proyeccion lineal continua P en X tal que P(X) = M, luego M estd complemen-
tado en X, como se queria.
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Tema

Dualidad en Espacios Normados

La version analitica del Teorema de Hahn-Banach nos va a permitir ahora profundizar en
el estudio de la dualidad. Empezaremos viendo como a partir del dual de un espacio normado
podemos describir los duales de subespacios y cocientes. Veremos también que todo espacio
normado puede identificarse con un subespacio de su segundo dual y apareceran los espacios
de Banach reflexivos, para los que existe total simetria entre el espacio y su dual.

6.1. Dual de un subespacio

El teorema de extension equinérmica, probado en el tema anterior, sugiere que analicemos
la relacion entre el dual X* de un espacio normado X y el dual M* de un subespacio M de
X. Para cada f € X*, denotemos por R(f) a la restriccion de f a M. Es evidente que R es
un operador lineal continuo de X* en M*; de hecho, es claro que ||[R(f)|| < ||f]| para todo
f € X*. El mencionado teorema nos dice que R(X*) = M*, pues dado g € M* nos proporciona
un f € X* que extiende a g, es decir, que verifica R(f) = g.

Miramos ahora al nicleo de R, que obviamente estd formado por los funcionales lineales
continuos en X que se anulan en M; se le llama anulador de M y se le denota por M°:

M° ={feXx": f(M)={0}}.

Es claro que M° es un subespacio cerrado de X* (por ejemplo, porque M° = kerR). Podemos
pasar ahora R al cociente por su nicleo, obteniendo otro operador ® : X*/M° — M* que ya es
biyectivo. Resaltamos la definicion de ®:

O(f+M°)=R(f) (f+M°eX"/M°).

Pues bien, vamos a comprobar que & es isométrico, lo que nos permitird identificar totalmente
M* con X*/M°. En efecto, dados f € X* y h € M° tenemos claramente:

[@(f + M) || = [IR(f + )| < [1f + 2,

44
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y recordando la definicién de la norma cociente, ||®(f+ M°)|| < ||f + M°||. Para obtener la
desigualdad contraria usamos una extension equinérmica. Mas concretamente, el funcional
R(f) € M* se extiende a todo el espacio X conservando la norma, es decir, existe f c X
(no tiene por qué ser f = f) tal que R(f) =R(f) y || f|l = |[R(f)||. Es claro que f € f+M°y
concluimos:

If + M2 < N7l = IR = [@(f +M°)|| < |l +M°]]. (%)
Asi pues, @ es isométrico y podemos enunciar:

Corolario (Dual de un subespacio). Sea X un espacio normado, M un subespacio de X y
M° su anulador. Para cada f € X*, denotemos por R(f) a la restriccion de f a M. Entonces
M?° es un subespacio cerrado de X* y definiendo:

O(f+M°)=R(f) (f+M €X' /M")
se obtiene un isomorfismo isométrico ® de X*/M° sobre M*. En resumen:

M* = X*/M°

6.2. Mejor aproximacion en un espacio dual

La demostracion del corolario anterior contiene una informacién que conviene resaltar, ya
que tiene gran utilidad en la Teoria de Aproximacién. Observemos que la desigualdad que
aparece en (*) acabd siendo una igualdad. Mds concretamente, dado f € X*, hemos encontrado
f € f+M° tal que ||f|| = || f+ M°||, es decir, el infimo que define la norma cociente es un
minimo. Si ahora ponemos & = f — f € M°, es claro que

d(f,n)=|1f=hll =Ifll =/ +M°|| = d(f,M°),

es decir, la distancia de f a M° se “materializa” en el punto 4, o bien % es un punto de M° que
estd a la minima distancia de f; se dice que /& es una “mejor aproximaciéon” de f en M°.

Expliquemos brevemente el lenguaje que se utiliza en Teoria de Aproximacién. Sea Y un
espacio métrico, con distancia d, y sea Z un subconjunto no vacio de Y. Paracada y €Y, se
llama conjunto de mejores aproximaciones de y en Z al conjunto Pz(y) (posiblemente vacio)
dado por:

Pz(y) ={z€Z :d(y,z) =d(y,2)},

es decir, el conjunto de los puntos de Z cuya distancia a y es la minima posible. Cuando
Pz(y) # 0 paratodo y € Y, se dice que Z es un subconjunto proximinal en Y. Obsérvese que,
para que esto pueda ocurrir, Z ha de ser cerrado en Y.

Pues bien, gracias al Teorema de Hahn-Banach hemos probado que, para todo subespacio
M de un espacio normado X, M° es un subespacio proximinal de X*. De hecho, para cada
f € X*, las mejores aproximaciones de f en M° que hemos encontrado son los funcionales
de la forma h = f — f donde f es una extensién equinérmica (se suele decir una extension
Hahn-Banach) de la restriccion de f a M.
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Reciprocamente, si h € Py (f), tendremos || f — h|| = d(f,M°) = ||[R(f)| luego f=f—h
es una extensién Hahn-Banach de R(f) que evidentemente verifica h = f — f.

Podemos decir que hacer extensiones Hahn-Banach de funcionales lineales continuos en
M es lo mismo que obtener mejores aproximaciones en M° de funcionales lineales continuos
en X. Tendremos unica mejor aproximacion cuando tengamos unica extension Hahn-Banach y
conviene recordar que la unicidad de dicha extension se puede discutir explicitamente, miran-
do la primera etapa en la demostracién de la version analitica del Teorema de Hahn-Banach.
Comentemos finalmente que el resultado obtenido parece aplicarse sélo a una situacién muy
especial, el anulador de un subespacio de un espacio normado como subconjunto del espacio
dual, pero conviene recordar que muchos de los espacios de Banach que venimos manejando
son espacios duales.

6.3. Caracterizacion dual del cierre de un subespacio

Vamos a profundizar atin mds en la relacién entre un subespacio M de un espacio normado
X y su anulador M°. Es claro que todo funcional lineal continuo en X que se anule en M
también se anula en el cierre de M, es decir, M° = (]\_/[) °, luego M no puede quedar determinado
por M°, salvo que sea cerrado. La siguiente consecuencia del Teorema de Hahn-Banach nos
haré ver que M° siempre determina a M. Por tanto, cuando M sea cerrado en X , el propio M
quedard determinado por M°.

Corolario. Sea X un espacio normado, M un subespacio de X y xo € X tal que xo ¢ M,
es decir, d(xo,M) > 0. Entonces existe f € M° tal que ||f|| =1y f(xo)=d(xo,M). Como
consecuencia se tiene:

En efecto, poniendo v(x) = d(x,M) para todo x € X, tenemos una seminorma v en X,y
definiendo g(Axp) = Av(xp) obtenemos un funcional lineal en Kxo que claramente verifica
|g| < v. El Teorema de Hahn-Banach nos da un funcional lineal f en X que extiende a g y
verifica también |f| < v. Comprobamos enseguida que f es el funcional que buscamos. En
efecto, por ser

f)] < vlx) =d@M) < |lx]| - (xeX),

tenemos que f es continuo, con || f|| < 1,y f seanulaen M, es decir f € M°; como f extiende
a g, también tenemos f(xp) = d(xp,M) . Finalmente, para cualquier m € M, podemos escribir

d(x0,M) = f(x0) = f(xo —m) < || f]|xo =],

con lo que la arbitrariedad de m nos permite concluir que ||f|| = 1. La igualdad final del enun-
ciado es inmediata, ya que M C ker f para todo f € M° y reciprocamente, para xo ¢ M hemos
encontrado f € M° tal que xo ¢ ker f. Conviene resaltar una consecuencia que se usa a menudo:
M es denso en X si, y solo si, M° = {0}. Por lo demas, queda claro que, si M es cerrado, en-
tonces M estd determinado por M°, ya que para un vector x € X se tendrd que x € M si, y sélo
si, f(x) =0 paratodo f € M°.
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6.4. Dual de un cociente

Vemos ahora una descripcion del dual de un cociente que es la contrapartida a la del dual de
un subespacio, hecha anteriormente. Esta descripcion no utiliza el Teorema de Hahn-Banach y
se podia haber hecho bastante antes:

Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado X, consideremos el espacio normado
cociente X /M y la aplicacion cociente 7. Para cada g € (X/M)* podemos definir ¥(g) = gom;
es evidente que W(g) € X* y de hecho que W¥(g) € M° . Usando que la bola abierta unidad
de X/M es la imagen por 1 de la bola abierta unidad de X, comprobamos ficilmente que
II¥(2)|l = ||g||- Finalmente, dado h € M°, escribiendo g(x+M) = h(x), es inmediato comprobar
que g estd bien definido, es un funcional lineal continuo en X /M y, claramente, ¥(g) = h. As{
que hemos probado lo siguiente:

Proposicion (Dual de un cociente). Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado
X, consideremos el espacio normado cociente X /M y la aplicacion cociente ®:X — X /M.
Definiendo:

P(g) =gom (g€ (X/M)")

se obtiene un isomorfismo isométrico ¥ de (X /M)* sobre M°, simbdlicamente:

(X/M)* = M°

6.5. Inyeccion candnica en el bidual

La abundancia de funcionales lineales continuos en un espacio normado se pone muy clara-
mente de manifiesto en el siguiente enunciado:

Corolario. Si X es un espacio normado y xo € X \ {0}, existe f € X* tal que ||f|| =1y
f(xo0) = [|xoll.
En realidad esto es caso particular de un corolario anterior, pero el razonamiento es tan

sencillo que merece repetirse: definiendo g(Axp) =Al[xp|| tenemos claramente que g € (Kxp)*
y ||g|l = 1, con lo que basta tomar como f cualquier extensién Hahn-Banach de g.

El corolario anterior nos informa de que el espacio de Banach X* determina la norma de X.
Mas concretamente, nos dice que:

Il = max{[f(x)[ : feX [IfII <1} (xeX) ¢

Esta igualdad estd en clara “dualidad” con la definicion de la norma dual:

IfIl = sup{[f(x)| : x€ X, |lx] <1} (f €X7).

Para resaltar esta simetria, cambiamos a partir de ahora la notacion, usaremos x* para denotar a
los elementos de X*, viéndolos mds como “vectores” de X* que como funcionales en X. Fija-
do un x € X, podemos considerar la aplicacién x* — x*(x), que evidentemente es un funcional
lineal en X*, el funcional de evaluacion en x. La desigualdad |x*(x)| < ||x|| ||x*|| nos dice que



6. Dualidad en Espacios Normados 48

dicho funcional es continuo, es decir, es un elemento del bidual X** de X, un espacio de Ba-
nach que hasta ahora no habiamos considerado, pero que no necesita definicion, es simplemente
el espacio dual de X*.

Asfi pues, cada elemento x de un espacio normado X, da lugar a un elemento de X**, el
funcional de evaluacion en x, al que vamos a denotar por J(x); la definicion formal es

V@I =x"(x) (" eXT).

Tenemos ahora una aplicacion J : X — X**, que evidentemente es lineal. La igualdad <> nos
dice que J es isométrica:

IV = sup{[[J ()] ()] =[] < 1} = sup{pe*(x)[ = [l [} < 1} = [|x]]-

Se dice que J es la inyeccion candnica del espacio normado X en su bidual y hemos visto que
J identifica totalmente a X con un subespacio de X**, simbdlicamente: X = J(X). Es 16gico
preguntarse si ese subespacio es el total, con lo que tendriamos total simetria entre X y X*.

Enseguida nos damos cuenta de que, en general, J(X) puede no coincidir con X**, simple-
mente porque X** siempre es un espacio de Banach mientras que X (equivalentemente J(X))
puede no ser completo. Esta sencilla observacion tiene su utilidad, ya que nos permite con-
seguir de forma muy elegante la completacién de X, con sélo tomar el cierre de J(X) en X**.
Es evidente que J(X) es un espacio de Banach que contiene un subespacio denso, J(X), que es
isométricamente isomorfo a X, luego J(X) es la completacion de X. En resumen, la dualidad
nos da una forma muy cémoda y elegante de construir la completacion de un espacio normado,
sin usar la completacion del espacio métrico, extender las operaciones y la norma, etc.

Hecha la observacion anterior, para un espacio de Banach X nos volvemos a preguntar
si J es sobreyectiva y veremos enseguida que la respuesta puede ser afirmativa o negativa,
dependiendo de X. Se dice que un espacio de Banach X es reflexivo cuando la inyeccién
candnica de X en X** es sobreyectiva, es decir, cuando J(X) = X**. En tal caso, naturalmente,
J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**, podemos escribir X = X** y tenemos total
simetria entre X y X* ya que el espacio dual de X* vuelve a ser X.

Los ejemplos mas sencillos de espacios de Banach reflexivos son los de dimensién finita: es
claro que si X tiene dimension finita N, entonces también X*, y por tanto X**, tiene dimension
N, luego la aplicacién J, que es inyectiva, tiene que ser sobreyectiva. Asi pues, fodo espacio
de Banach de dimension finita es reflexivo, aunque es obvio que la nocién de reflexividad no se
inventd para trabajar con espacios de dimension finita. Enseguida apareceran mas ejemplos.

6.6. Transposicion de operadores

Los espacios [, con 1 < p < oo, son claros candidatos a espacios de Banach reflexivos. En
efecto, sabemos que l; se identifica con [+, luego l;;* deberd identificarse con (/,<)*, que a
su vez, por ser (p*)* = p, se identifica con [ p- Luego tendremos un isomorfismo isométrico de
[,, sobre su bidual: [, = [7*. Sin embargo, esto atin no demuestra que [, es reflexivo, debemos
construir explicitamente el isomorfismo isométrico de [, sobre su bidual que hemos sugerido y
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comprobar (como de hecho ocurre) que se trata de la inyeccion candnica. Para ello, a poco que
se piense, falta saber como podemos definir explicitamente un isomorfismo isométrico entre
dos espacios duales X* e Y* a partir de un isomorfismo isométrico entre los espacios X e Y.
Eso se consigue mediante la transposicidon de operadores, un procedimiento que, en un contexto
mucho més general, vamos a explicar ahora.

Sean X e Y dos espacios normados y 7 un operador lineal continuo de X en Y, es decir,
T € L(X,Y). Podemos componer T con cualquier funcional y* € Y*, y es obvio que y*oT € X*.
Obtenemos asi una aplicacion y* +— y*oT,de Y* en X*, que vamos a denotar por 7*. Obsérvese
que la definicién de 7™ se resume de la siguiente forma:

[T°y](x) = ¥ (Tx)  (xeX,y" eY?). (t)

Es evidente que 7" es un operador lineal y comprobamos enseguida que es continuo. Para
y* €Y* fijo, tenemos:

[Ty 1@ = Iy (T < Iy Tl < Iy TIT i (x € X),

luego ||T*y*|| < ||IT|||ly*|| paratodo y* € Y*,y tenemos T* € L(Y*,X*), junto con la estimacién
|IT*|| < ||T||. Usando el Teorema de Hahn-Banach, més concretamente el corolario visto en el
apartado anterior, comprobamos que dicha estimacién es 6ptima:

177 = sup{|T"y"|| = Iyl < 1} = sup{[y"(Tx)|: [lxl| < L, "]l < 1}
= sup{||Tx] : [lx| <1} =T

En resumen, para cada T € L(X,Y), laigualdad (1) define un operador T* € L(Y*,X*) tal que
IT*|| = ||T]|. Se dice que T* es el operador transpuesto de 7. Operador adjunto y operador
dual son otras denominaciones que también se utilizan.

Algunas propiedades del operador 7™ se caracterizan facilmente en términos de 7. Por
ejemplo, es facil comprobar que ker7* = T'(X)°, asi que T* es inyectivo si, y s6lo si, T(X) es
denso en Y. Otras propiedades que nos interesan se obtendrdn facilmente usando la composicién
de operadores.

Sean pues X, Y, Z, espacios normados, T € L(X,Y) y S € L(Y,Z). Se deduce directamente
de la definicién del operador transpuesto que:

(SoT)* =T*oS".

Supongamos entonces que 7 es un isomorfismo topoldgico de X sobre Y, es decir T
es biyectivo y T~! € L(Y,X). Denotando por Idg al operador identidad en cualquier espacio
normado E, tenemos claramente,

Idy: = (Idy)* = (T ' oT) =T*o (T ")*

y de manera andloga, Idy+ = (T~!)* o T*, con lo que hemos probado que T* es biyectivo y
(T*)~! = (T~1)* es continuo, luego T* es un isomorfismo topolégico de Y* sobre X*. Si
T es de hecho un isomorfismo isométrico, de la igualdad ||T'|| = ||T~!|| = 1 deducimos que
|T*|| = |[(T*)~"|| = 1, es decir, T* también es un isomorfismo isométrico.
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Ahora podemos justificar rigurosamente la reflexividad de los espacios [, con 1 < p < oo,
Conocemos explicitamente un isomorfismo isométrico S : [+ — l;; concretamente,

(o]

[Sy](x) = Zx(n)y(n) (xelp,yely).
n=1
Por tanto S* : [;* — (l,+)" es igualmente un isomorfismo isométrico. Pero también tenemos un
isomorfismo isométrico T : [, — (1 p*)*, cuya definicion es formalmente la misma que la de S,
s6lo que intercambiando p con p*:

Tx)(y) = ilx(n)y(n) (€l xEL).

Entonces, la composicién (S*)~! o T es un isomorfismo isométrico de Ip sobre [*. Debemos
comprobar que (S*)~!oT es precisamente la inyeccién canénica J de [ » en su bidual; equi-
valentemente, es mas directo comprobar que S*oJ = T'. Pero esto es casi evidente, ya que, para
cualesquiera x € [, € y € [+ tenemos:

[($" o) ()] (y) = ()] (Sy) = [Sy](x) = [TA](y)-

Asi pues, hemos probado que J es sobreyectiva, es decir, que para 1 < p <, I, es un espacio
de Banach reflexivo.

Un razonamiento totalmente andlogo al anterior permite probar que, para cualquier subcon-
junto medible Q de RY con medida de Lebesgue positiva, el espacio de Banach L,(Q), con
1 < p < oo, es reflexivo.

Pero volviendo a los espacios de sucesiones y razonando de forma similar a como lo hemos
hecho con los espacios [,, comprobamos sin dificultad que el espacio de Banach cy no es
reflexivo. En efecto, empezamos con un isomorfismo isométrico S : I} — c¢;, formalmente con
la misma definicién que antes:

[ee]

[$)(x) = ) x(m)y(n) (x€co,y ),
n=1
luego $* es un isomorfismo isométrico de c;;* sobre [{. Pero, aqui estd la novedad, /{ no se
identifica con ¢ sino con /.: tenemos un isomorfismo isométrico T : [, — [, dado por

%)

[T2(v) = ) y(n)z(n) (€l z€ ).
n=1
Si llamamos / ala inclusién natural de ¢ en L. y J alainyeccion canénica de cq en su bidual,
lo que ahora tenemos, para cualesquiera x € cg, y € [1, es:

[($" o) ()] (y) = W] (Sy) = [Sy](x) = [T (1(x))](¥),

es decir, $* oJ = T o1, o equivalentemente, J = (S*)_1 oT ol. La interpretacion de esta ul-
tima igualdad es clara, cuando identificamos c;* con . mediante el isomorfismo isométrico
(8*)~1oT, la inyeccién canénica J se convierte en la inclusién natural /. Naturalmente J no
puede ser sobreyectiva, porque I no lo es. Asi pues, cq es el primer ejemplo (y el més sencillo)

de espacio de Banach no reflexivo.
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6.7. Reflexividad de subespacios y cocientes

En lo que sigue consideramos un subespacio cerrado M de un espacio de Banach X y vamos
a comentar la relacion entre la reflexividad de X, la de M y la del cociente X /M, sin entrar en
los detalles de las demostraciones. Recordemos las descripciones de los duales de subespacios
y cocientes obtenidas anteriormente:

M*=X*/M° y (X/M)" =M°
Deducimos entonces que

Pero aplicando a M°, como subespacio cerrado de X*, las descripciones del dual de un subes-
pacio y un cociente, obtenemos también que

(MO)* = X**/MOO y (X*/MO)* = MOO
Asi pues, tenemos finalmente
M** = MOO y (X/M)** = X**/MOO

donde, naturalmente, M°°, segundo anulador de M, no es otra cosa que el anulador de M°, un
subespacio cerrado de X**.

Intuitivamente es facil ahora adivinar lo que ocurre con la reflexividad. Si X es reflexivo,
al identificar X** con X, la caracterizacion dual del cierre de un subespacio nos dice que M°°
se va a identificar con M, es decir, M** se va a identificar con M, luego intuimos que M es
reflexivo. De forma anédloga, vemos que X**/M°° se va a identificar con X /M, luego intuimos
también que X /M es reflexivo.

Naturalmente, los comentarios anteriores no constituyen una demostracion rigurosa, sélo
indican la forma de hacerla, que consistird en calcular explicitamente todos los isomorfismos
isométricos que se han mencionado y aclarar la relacién con las inyecciones candnicas de los
espacios de Banach X, M y X/M. Hecho ese trabajo se puede conseguir una informacién
adicional: si M y X/M son reflexivos, se prueba que X es reflexivo. Omitimos los detalles,
que son laboriosos pero no dificiles, y enunciamos simplemente el resultado que puede probarse
con las ideas sugeridas:

Proposicion (Reflexividad de subespacios y cocientes). Sea X un espacio de Banach y M
un subespacio cerrado de X. Entonces X es reflexivo si, y solo si, M y X /M son reflexivos.

La Proposicién anterior, nos da nuevos ejemplos de espacios de Banach reflexivos: todos
los subespacios cerrados y todos los cocientes de [, (o de L,(Q)) con 1 < p < co. También
nos da nuevos ejemplos de espacios de Banach no reflexivos: el espacio ¢ de las sucesiones
convergentes y el espacio l. de las sucesiones acotadas son espacios de Banach no reflexivos,
puesto que cp no es reflexivo y es un subespacio cerrado de ambos.
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6.8. Reflexividad del dual

Vamos a estudiar ahora la relacion entre la reflexividad de un espacio de Banach X y la del
dual X*, obteniendo que son equivalentes. Usamos un razonamiento debido a J. Dixmier, que
tiene interés en si mismo.

Sea pues X un espacio normado, consideremos la inyeccién canénica Jy : X — X y
el operador transpuesto Jy : X*** — X*. Cada x*** € X*** es un funcional lineal continuo
en X** e intuitivamente, Jy (x***) no es mas que la restriccién de x*** a X cuando vemos
X como subespacio de X**. Por otra parte tenemos Jx+, la inyeccion canénica de X* en su
bidual, que lo que hace, también intuitivamente, es extender funcionales definidos en X a todo
el espacio X**. No debe extrafiarnos que al restringir un funcional que previamente hemos
extendido obtengamos el funcional de partida, es decir, que se tenga

J;E oJy+ = Idy+
cosa que efectivamente sucede, como es facil comprobar.

Si ahora hacemos la composicién en orden contrario y definimos
Px = Jx=oJy

es facil ver que Px es una proyeccion lineal en X*** que se conoce como la proyecciéon de
Dixmier determinada por el espacio normado X. Claramente, la imagen de Py es Jx+(X*) y
su nicleo es kerJy = Jx(X)°, el anulador de X cuando le vemos como subespacio de X**.
Tenemos pues la siguiente descomposicion de X*** en suma directa:

X = Iy (X*) @ Jx (X)°, (%)

vélida para cualquier espacio normado X. Ademads, es claro que la proyeccion de Dixmier es
continua, luego la suma es topolégico-directa. Podemos ya probar:

Proposicion (Reflexividad del dual). Un espacio de Banach X es reflexivo si, y solo si, X*
es reflexivo.

En efecto, si X es reflexivo, tenemos Jx(X) = X**, luego Jx(X)° = {0} y deducimos de
(F) que Jx+(X™) = X, es decir, X* es reflexivo. Reciprocamente, si X* es reflexivo, () nos
dice que Jx(X)° = {0} y deducimos que Jx(X) es denso en X**, pero también es cerrado por
ser X un espacio de Banach, luego Jx(X) =X y X es reflexivo.

Aplicando la proposicién anterior obtenemos que [ no es reflexivo, puesto que Iy =cg y
sabemos que cp no es reflexivo. La misma conclusién habriamos obtenido usando que [} = /.
no es reflexivo.

Pensemos cémo son los sucesivos duales de un espacio de Banach X. Denotando por X ()
al n-ésimo dual de X, es claro que cuando X es reflexivo esta sucesion solo tiene dos términos
significativos, ya que X () =X o X =x*, seglin sea n par o impar. Por el contrario, cuando
X no es reflexivo tenemos dos sucesiones estrictamente crecientes de espacios de Banach, pues
identificando cada espacio con la imagen de su inyeccion candnica tenemos X C X @ cx@® ..
y también X* C X G cx®, . , siendo todas las inclusiones estrictas.
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Version Geométrica del Teorema de
Hahn-Banach

En este Tema abordamos la interpretaciéon geométrica del Teorema de Hahn-Banach, que
consistird en encontrar condiciones suficientes para “separar” dos subconjuntos de un espacio
vectorial. Empezaremos aclarando en qué consiste esta separacion y qué tipo de resultados
podemos esperar. Obtendremos un teorema general de separaciéon de conjuntos convexos en
espacios vectoriales, que es equivalente a la version analitica del Teorema de Hahn-Banach.
Deduciremos consecuencias interesantes para espacios normados.

7.1. Motivacion

En términos muy genéricos podriamos decir que el estudio de la dualidad pretende obtener
informacion sobre un espacio a partir de su dual. Hemos visto ya algunos ejemplos: dado un
espacio normado X, y puntos x,y € X con x # y, existe f € X* tal que f(x) # f(y); podemos
decir que el funcional f separa (distingue) x de y, o también que X™* separa los puntos de X.
Para poner un ejemplo igualmente conocido pero menos evidente, dado un subespacio cerrado
M de X y un punto xg € X \ M, sabemos que existe f € X* tal que f(M) = {0} mientras que
f(x0) # 0; también en este caso, el funcional f separa el punto xy del subespacio M.

Planteemos la nocién de separacion de una forma muy general. Sea X un espacio vectorial
real en el que no consideramos norma alguna. Dados dos subconjuntos A,B C X, no vacios
y disjuntos, podemos preguntarnos si los funcionales lineales en X son capaces de separar o
distinguir A de B, es decir si podemos encontrar un funcional lineal f en X verificando que
fA)Nf(B)=0.

Considerando el caso particular X = R?, que es el caso no trivial mas sencillo posible,
concretamos mejor nuestra pregunta. En efecto, a poco que A y B sean conexos, que no es
mucho pedir, la continuidad de f hace que los conjuntos f(A) y f(B) sean intervalos en R y
s6lo podrén ser disjuntos cuando se tenga f(a) < f(b) para cualesquiera a € A y b € B, o bien
la desigualdad contraria, que se convierte en la misma cambiando f por —f. Deducimos que

sup £(A) < inf £(B). (1)

53
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Aunque esta desigualdad no garantiza que los intervalos f(A) y f(B) sean disjuntos, en prin-
cipio podemos conformarnos con un funcional lineal que verifique (1), exigiendo que f # 0
para evitar trivialidades. Tomando 7y de forma que sup f(A) <7y < inf f(B), la desigualdad (1)
equivale a

fla) <Y< f(b) (acA,beB). (2)

La interpretacion geométrica es clara: la recta de ecuacién f(x) =y deja el conjunto A a un
lado y el conjunto B al otro. Podemos entender que el funcional f # 0 separa los conjuntos A
y B cuando se cumple (1), equivalentemente, cuando existe Y € R verificando (2). Buscamos
entonces condiciones sobre los conjuntos A y B que nos permitan separarlos. Con ejemplos
muy sencillos observamos que debemos suponer que A y B son convexos.

Volviendo al caso general, si A y B son dos subconjuntos convexos, no vacios y disjuntos
de un espacio vectorial real X, nos preguntamos si podemos separar A y B, es decir, si existe
un funcional lineal f # 0 en X verificando (1), o equivalentemente (2) para algin y € R. La
interpretacion geométrica sigue siendo muy clara: el hiperplano (afin) de ecuaciéon f(x) =7y
deja el conjunto A a un lado y el conjunto B al otro.

Antes de discutir la respuesta a la pregunta recién planteada, conviene considerar también
el caso complejo, que no ofrece dificultad. S1 X es un espacio vectorial complejo, siempre
podemos considerar el espacio real subyacente Xr y ver A y B como subconjuntos convexos
de Xg. Si conseguimos separarlos en Xg, puesto que los funcionales lineales en Xr no son mas
que las partes reales de los funcionales lineales en X, tendremos un funcional lineal f # 0 en
X verificando que supRe f(A) < infRe f(B), o equivalentemente,

Ref(a) <Y< Ref(b) (acAbeB),

para algin Y € R. La interpretacion geométrica es tan sugestiva o mds que en el caso real:
podemos pensar que el funcional f: X — C nos da una imagen de X en el plano, con los
conjuntos f(A) y f(B) a distinto lado de una recta vertical. Nétese que la existencia de un tal
f no es evidente ni atin en el caso X = C. En resumen, queda claro que el caso complejo de
nuestro problema tiene perfecto sentido, pero su discusion se reduce al caso real.

Pues bien, vamos a ver con un ejemplo que la respuesta a la pregunta planteada puede ser
negativa: no siempre podemos separar dos conjuntos convexos disjuntos. En efecto, conside-
remos el espacio vectorial X = cgo de las sucesiones de soporte finito y sea A el subconjunto
formado por las sucesiones cuyo dltimo término no nulo es estrictamente positivo. Usando la
sucesion de vectores unidad {e,}, el conjunto A tiene la siguiente descripcidn:

N
A= {Z(Xkek:NGN,OLI,O(Q,...,OCNGR,OCN>0}.
k=1

El otro conjunto convexo es simplemente B = {0} y vamos a comprobar que es imposible
separar A y B, equivalentemente, todo funcional lineal no nulo f en X toma en A valores
estrictamente positivos y estrictamente negativos. En efecto, por ser f # 0 existird un n € N
tal que f(e,) # 0 y, cambiando f por —f si fuera necesario, podemos suponer que f(e,) > 0.
Entonces, tomando a > 0 suficientemente grande, tenemos f(e,+1) — o f(e,) < 0 y hemos
encontrado dos puntos de A, concretamente e, y —0e, + e,+1, en los que f toma valores de
distinto signo.
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Resaltemos que el espacio vectorial X del contraejemplo anterior tiene dimension infinita.
Veremos que en dimension finita la pregunta planteada tiene respuesta afirmativa. Por otra parte,
la version analitica del Teorema de Hahn-Banach nos va a dar una condicién suficiente para
separar dos subconjuntos convexos no vacios y disjuntos de un espacio vectorial cualquiera,
con una hipdtesis poco restrictiva sobre uno de ellos.

7.2. Separacion en espacios vectoriales

Para comprender mejor la hipétesis que nos va a permitir obtener un teorema de separacion
de conjuntos convexos, introducimos el siguiente concepto. Se dice que un subconjunto U de
un espacio vectorial X es absorbente cuando para cada vector x € X existe un ndmero real
positivo p tal que x € pU , es decir, cuando R* U = X. Es claro que entonces 0 € U y ademds
U debe contener un punto en cada direccion del espacio, podemos decir que 0 estd “rodeado”
por puntos de U. Si U es un conjunto convexo y absorbente, para cada x € X tenemos un p >0
tal que x/p € U, con lo que el segmento de extremos 0 y x/p estard contenido en U, luego U
contiene un segmento no trivial en todas las direcciones del espacio X, si bien la longitud de
dicho segmento depende de la direccion. Esto nos lleva a pensar que 0 es una especie de “punto
interior” de U.

Por ejemplo, cualquier entorno de cero en un espacio normado es absorbente, pero es fécil
dar un ejemplo de conjunto absorbente en R? que no es entorno de cero. Podemos pensar que
el hecho de que un subconjunto convexo U de un espacio vectorial X sea absorbente significa
que O es un punto interior a U en un sentido algebraico bastante débil. Naturalmente la misma
idea se aplica salvo traslacion a cualquier punto del espacio: si A es un conjunto convexo y
ap € A, el hecho de que A —ap sea absorbente significa que agp es un punto interior de A en
el mismo sentido algebraico. Podemos ya enunciar el principal resultado de este tema, que es
equivalente a la version analitica del Teorema de Hahn-Banach.

Teorema (Separacion de convexos en espacios vectoriales). Sea X un espacio vectorial
y A, B subconjuntos no vacios, convexos y disjuntos de X. Supongamos que existe un punto
ao € A tal que A —ag es absorbente. Entonces existe un funcional lineal no nulo f en X que
separa A y B, es decir,
sup Re f(A) < infRe f(B).

Demostracion. Aclaremos, en primer lugar, que basta considerar el caso real, en el caso
complejo se usa el espacio real subyacente como ya hemos comentado.

Empezamos con una observacion sencilla: separar A y B es lo mismo que separar A — B
y {0}, siendo claro ademés que A — B es convexo y que 0 ¢ A— B, ya que ANB = 0. Asi
que separar dos conjuntos convexos es lo mismo que separar un conjunto convexo de un punto.
En nuestro caso hacemos ademads una traslacion del problema. Concretamente, junto con el
punto ag € A que por hipétesis hace que A — ag sea absorbente, fijamos un by € B arbitrario y
tomamos U = (A —ap) — (B—by). Es claro que U es un subconjunto convexo de X y también
es absorbente, ya que A —ag C U. Escribiendo xg = by —ag, la condicién AN B = 0 nos asegura
que xo ¢ U y a poco que se piense, nuestro problema es separar U del punto xo.
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Para entender mejor el razonamiento que sigue, pensemos en un caso conocido. Imaginemos
que U fuese la bola unidad abierta de un espacio normado X. Entonces sabemos que existe
feXx  talque ||[f|| =11y f(xo0) = |[x0]| = 1, con lo que es evidente que f separa U del
punto xg. La existencia de f se obtuvo de la version analitica del Teorema de Hahn-Banach
usando la norma del espacio. La clave para resolver nuestro caso mucho mds general consiste
en darse cuenta de que la norma del espacio X estd determinada por la bola unidad U mediante
la siguiente igualdad de comprobacién evidente: ||x|| = inf{p > 0:x € pU} para todo x € X.
El segundo miembro de esta igualdad tiene sentido en cualquier espacio vectorial X tan pronto
como el conjunto U sea absorbente y define una funcién de X en R que en general no serd ya
una norma en X, pero tendrd las propiedades que necesitamos para aplicar la versién analitica
del Teorema de Hahn-Banach.

Volvamos pues a nuestra demostracion. Usando que U es absorbente definimos una funcién
v : X — R de la siguiente forma:

vix) =inf{p>0:xepU} (xeX).

Es evidente que v(x) < 1 para todo x € U. Recordando que xo ¢ U deducimos que v(xg) > 1,
ya que si fuese v(xp) < 1 tendriamos xo € pU para algin p con 0 < p < 1, y usando que U
es convexo con 0 € U obtendriamos xo € pU C pU+ (1—p)U =U.

Vamos a comprobar que v verifica las condiciones que nos permiten usarla en la version
analitica del Teorema de Hahn-Banach. La igualdad

v(rx) = rv(x) (reR"T,xeX)

se deduce claramente de la definicion de v. La desigualdad triangular se deduce de la convexi-
dad de U. En efecto, dados x,y € X, tomamos p,d > 0 tales que x € pU, y € U, y obtenemos:

S
P + Ul=(p+d)U,

x+y € pU+8U = (p+9) er8U P

donde, para la dltima igualdad hemos usado que U es convexo. Deducimos que v(x+y) < p+9
y la arbitrariedad de p y & nos permite tomar infimos para deducir que

V(x+y) < v(x)+Vv(y),

para cualesquiera x,y € X, como se queria.

A partir de aqui todo es conocido, consideramos el subespacio Rxy de X y el funcional
lineal g definido en dicho subespacio por g(Axg) = Av(xp) para todo A € R. Observamos
que g estd dominado por Vv, ya que para A > 0 tenemos g(Axp) = V(Axp), mientras que para
A <0 serd g(Axg) <0< v(Axg). Aplicando la versién analitica del Teorema de Hahn-Banach
tenemos un funcional lineal f en X que extiende a g y sigue dominado por V.

Vamos a comprobar que f es el funcional que buscamos. En efecto, por una parte tenemos
f(x0) =V(xp) > 1, en particular f # 0, mientras que para cualquier x € U serd f(x) <v(x) < 1.
Por tanto, f separa el conjunto U del punto x¢o. Finalmente, para cualesquiera a € Ay b € B,
usando que a —b+x9 = (a—ap) — (b—bg) € U tenemos f(a)— f(b)+ f(xo) < 1< f(xp), de
donde f(a) < f(b) y f separa los conjuntos A y B, como queriamos demostrar. [
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7.3. Equivalencia entre las versiones analitica y geométrica

Ha quedado claro que el teorema de separacidn recién demostrado es consecuencia directa
de la version analitica del Teorema de Hahn-Banach. Reciprocamente, dicha version analitica
puede deducirse sin dificultad del teorema de separacion. De hecho el teorema de separacion
permite obtener una version ligeramente fortalecida de la version analitica:

Teorema (Nueva version analitica del Teorema de Hahn-Banach). Sea X un espacio vecto-
rialy @ : X — R una funcion convexa. Sea M un subespacio de X y g un funcional lineal en
M verificando que Reg(m) < @(m) para todo m € M. Entonces existe un funcional lineal f
en X que extiende a g y sigue dominado por @, es decir, f(m) = g(m) para todo m € M y
Re f(x) < ¢(x) para todo x € X.

Indicamos cémo puede deducirse directamente este enunciado del teorema de separacion,
sin entrar en el detalle de la demostracion. Una vez reducida la demostracién al caso real, como
siempre viene ocurriendo, se considera el espacio vectorial producto X x R, en el que se aplica
el teorema de separacion a los siguientes subconjuntos:

A={(x,1)eXxR:ox)<t}; B={(mg(m)):meM}.

No es dificil comprobar que se cumplen todos los requisitos del teorema de separacién y, a partir
del funcional lineal en X X R que separa A y B, se obtiene también sin dificultad el funcional
lineal f en X que se busca.

En resumen, queda de manifiesto la equivalencia entre versiones analiticas del Teorema de
Hahn-Banach (teoremas de extension) y versiones geométricas (teoremas de separacion).

7.4. Separacion en espacios normados

Vamos ahora a obtener consecuencias y aplicaciones importantes del teorema general de
separacion de conjuntos convexos, empezando por considerar el caso mds natural en el que
disponemos de una norma en nuestro espacio vectorial X. Si A es un subconjunto de X y ag
es un punto interior de A, entonces A —ag es absorbente por ser entorno de cero. Asi pues,
la hipétesis del teorema de separacién queda asegurada suponiendo que uno de los conjuntos
convexos que pretendemos separar tiene interior no vacio. Ya se comenté que esta hipotesis
es un poco mads restrictiva de lo necesario, pues un conjunto absorbente no tiene por qué ser
entorno de cero, pero a cambio de fortalecer ligeramente esta hip6tesis obtenemos importantes
mejoras en las conclusiones. Denotamos por int(A) al interior del conjunto A.

Corolario (Separaciéon de convexos en espacios normados). Sea X un espacio normado,
Ay B subconjuntos convexos de X, y supongamos que B # 0, int(A) A0 y int(A)NB = 0.
Entonces existen f € X* y y€ R tales que:

Ref(a) <Y<Ref(b) VacA,VbeB

De hecho se tiene
Re f(a) <y Va € intA.
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Comparemos este enunciado con el teorema general de separacion. Teniendo una norma
en X, lo cual no supone restriccion alguna, a cambio de fortalecer un poco la hipétesis sobre
A exigiendo que int(A) # 0, debilitamos la hipdtesis de que A y B sean disjuntos, exigiendo
solamente int(A) N B = 0. Ademds, conseguimos separar A y B mediante un funcional lineal
continuo, e incluso separamos “estrictamente” int(A) y B, ya que los conjuntos f(int(A)) y
f(B) son disjuntos. La demostracién de este corolario se reduce a aplicar el teorema general de
separacion, junto con algunas observaciones bastante elementales sobre subconjuntos convexos
de un espacio normado, que tienen interés en si mismas. Como siempre, basta probar el caso
real.

En primer lugar, es muy facil comprobar que, en cualquier espacio normado, el interior de
un conjunto convexo también es convexo. Esta observacion nos permite aplicar el teorema de
separacion a los conjuntos (convexos, no vacios, disjuntos) int(A) y B. Obviamente, cualquier
punto ap € int(A) verifica que int(A) —ap es absorbente. Obtenemos un funcional lineal no
nulo f en X que separa dichos conjuntos y tenemos pues un Yy € R que verifica

fla) <y< f(b) Yacint(A),VbeB

Queremos que la primera desigualdad sea siempre estricta, pero esto es consecuencia de algo
conocido: en cualquier espacio normado, un funcional lineal no nulo siempre es una aplicacion
abierta. Por tanto, f(int(A)) es un subconjunto abierto de R que no puede tener maximo, luego
se deberd tener f(a) <y para todo a € int(A).

Podemos ahora comprobar sin dificultad que f es continuo. El hiperplano de ecuacién
f(x) =17 no es denso en X, ya que tiene interseccién vacia con el conjunto abierto no vacio
int (A). Salvo una traslacién, deducimos que ker f no es denso en X, luego es cerrado y f es
continuo.

Queda probar que f separa también los conjuntos A y B, pues hasta ahora s6lo sabemos
que separa int(A) y B. La desigualdad f(a) <7, que sabemos es vélida para todo a € int(A),
junto con la continuidad de f, implica evidentemente que f(x) <7y para todo x € int(A). La
demostracién se concluye viendo que A C int(A), y esta es la dltima observacién elemental que
necesitamos: en cualquier espacio normado, un conjunto convexo con interior no vacio estd
contenido en el cierre de su interior.

7.5. Funcionales y puntos de soporte

Vamos a considerar un caso particular del dltimo corolario cuya interpretacién geométrica
es especialmente interesante. Sea X un espacio normado y A un subconjunto convexo de X con
interior no vacio. Dado un punto xy en la frontera de A, podemos aplicar el corolario anterior
tomando B = {xp} y obtenemos un funcional lineal continuo f en X que verifica:

Re f(a) < Re f(xg) Vac€A.

La interpretacion geométrica de esta desigualdad es muy clara: el hiperplano (afin real) de
ecuacion Re f(x) = Re f(xp) pasa por el punto xo y deja el conjunto A a un lado. Es acorde
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con la intuicién decir que dicho hiperplano “soporta” al conjunto A en el punto xg. Conse-
cuentemente decimos que f es un funcional de soporte del conjunto A y también que xo es
un punto de soporte de A. Con esta nomenclatura, el resultado obtenido es el siguiente:

Corolario (Abundancia de puntos de soporte). Si X es un espacio normado 'y A un sub-
conjunto convexo de X con interior no vacio, todo punto de la frontera de A es un punto de
soporte de A.

Un caso particular del corolario anterior era ya conocido. Si A es la bola unidad de X
(abierta o cerrada da igual) y 16gicamente tomamos xo € X con ||xp|| = 1, sabemos hace tiempo
que existe f € X* tal que ||f|| = 1= f(xo) y es evidente que f es entonces un funcional de
soporte de la bola unidad en el punto xy.

7.6. Separacion fuerte

En ciertos casos, la separacion entre subconjuntos de un espacio normado X se puede cuan-
tificar. Supongamos que dos subconjuntos convexos no vacios A y B de X, no sélo son disjun-
tos, sino que estdn a distancia positiva, es decir:

d(A,B) =inf{|la—b| :acA,beB}=p>0.

Si U eslabola abierta unidad de X, podemos separar los conjuntos A+pU y B, que claramente
son convexos no vacios disjuntos y el primero de ellos tiene interior no vacio. Obtenemos asi un
f€X*\ {0} verificando que sup Re f(A+ pU) < inf Re f(B). Esta desigualdad no se altera si
la dividimos por ||f||, asi que podemos suponer que || f|| = 1, pero entonces es inmediato que
Re f(U) =] —1,1] conlo que supRe f(A+pU) = sup Re f(A) +p. Poniendo Y= supRe f(A)
hemos demostrado lo siguiente:

Corolario (Separacion fuerte en espacios normados). Sean A y B subconjuntos convexos no
vacios de un espacio normado X y supongamos que d(A,B) = p > 0. Entonces existen f € X%,
con ||f||=1yv€ER tales que

Ref(a) <Y<Y+p<Ref(b) (acA ,beB).

Se dice que el funcional f separa fuertemente los conjuntos A y B. Obsérvese que tenemos dos
hiperplanos, como siempre reales y afines, los de ecuaciones Re f(x) =y y Ref(x) =v+p,
tales que el conjunto A queda a un lado de ambos y B al otro. Ademads, la distancia entre tales
hiperplanos es p, la mdxima posible.

Recordemos un caso particular del corolario anterior que ya conociamos: si como conjunto
A tomamos un subespacio M del espacio normado X y B = {xg} con d(xo,M) > 0, de la ver-
sién analitica del Teorema de Hahn-Banach obtuvimos la existencia de f € M° tal que ||f]| =1
y f(x0) = d(xp,M). El corolario anterior es claramente un resultado mucho mas general.

Condiciones naturales para aplicar el corolario anterior se presentan cuando uno de los con-
juntos convexos, pongamos A, es compacto, y B es cerrado con AN B = 0. La funcién continua
x+— d(x,B) alcanza un valor minimo en el compacto A, luego d(A,B) > 0.
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7.77. Separacion en espacios de dimension finita

Concluimos este tema probando que en dimension finita no es necesaria ninguna hipdtesis
restrictiva para separar conjuntos convexos disjuntos.

Ello se debe a la siguiente observacién clave. Si U es un subconjunto convexo de RY, con
0 € U, y el subespacio engendrado por U es todo R", entonces U tiene interior no vacio. En
efecto, U contendrd una base {uj,uy,...,uy} y usando la convexidad de U, junto con el hecho
de que 0 € U, es facil deducir que U debe contener al conjunto abierto

N N
Z?\,kuk : Xl,}\Q,---,;&NGR+,Z}Mk< 1
k=1 k=1

La condicién 0 € U siempre se puede conseguir mediante una traslacioén y lo que obtenemos es
que un subconjunto convexo de RY con interior vacio ha de estar contenido en un subespacio
afin propio de R", algo que intuitivamente era facil adivinar. Podemos ya enunciar:

Corolario (Separacion de convexos en dimensién finita). Sean A y B subconjuntos no
vacios, convexos y disjuntos de RY. Entonces existe un funcional lineal en RN que separa
A y B. Mds concretamente, existen 01,00, ...,0 € R, y también Y€ R, tales que

N N
Y oar <Y<Y oby,
k=1 k=1

para cualesquiera (aj,as,...,ay) €Ay (b1,b,...,by) € B.

Al igual que para el teorema general de separacion, empezamos por reducir el problema
a separar un conjunto convexo de un punto que no le pertenezca. Mds concretamente, fijamos
ayg €A, by € B y tomamos U = (A —ag) — (B — by), un subconjunto convexo no vacio de RY
tal que 0 € U, y nuestro problema es separar U del punto xo = by —ap que no pertenece a U
por ser A y B disjuntos.

Si U tiene interior no vacio, aplicamos, por ejemplo, el teorema de separacion de conjuntos
convexos en espacios normados. Si U tiene interior vacio, las observaciones hechas anterior-
mente nos aseguran que U estd contenido en un subespacio propio de RV, en particular existe
un funcional lineal no nulo f en RY tal que U C ker f. Cambiando f por —f tendremos
Re f(xo) = 0, con lo cual

Re f(u) < Ref(xg) YuelU

y deducimos inmediatamente que

Re f(a) < Ref(b) YacA, VbeB.
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Tema

Teorema de Banach-Steinhaus

Tras el Teorema de Hahn-Banach, presentamos en este tema el segundo de los principios
fundamentales del Analisis Funcional, llamado Teorema de Banach-Steinhaus. Su demostracion
se deducird muy facilmente de un resultado puramente topoldgico, cuya historia merece un
comentario.

En los primeros afios del siglo XX solia hacerse con frecuencia en espacios de funciones un
tipo de razonamiento que recibia el nombre de método de condensacion de singularidades. Es-
tos razonamientos se consideran hoy dia como precedentes del Teorema de Banach-Steinhaus.

Paralelamente, habian empezado a usarse los llamados métodos de categoria, que per-
mitian discernir de forma provechosa entre subconjuntos “grandes” y “pequefios’ de un espacio
topologico. Estos métodos tienen al parecer su origen en un trabajo de W. Osgood (1897), donde
se prueba que la interseccion de una sucesion de abiertos densos en R también es densa en R.
Dos afios después, R. Baire observa que el mismo resultado es cierto en RV y lo aprovecha
en su estudio de las funciones que se obtienen como limites puntuales de sucesiones de fun-
ciones continuas (llamadas funciones de la primera clase de Baire). Una caracterizacion de las
propiedades de continuidad que tienen tales funciones se conoce como el Gran Teorema de
Baire y los métodos de categoria juegan un papel clave en su demostracion.

S. Banach observd que el mencionado resultado de Osgood y Baire no sélo es cierto en
RY sino también, con la misma demostracién de Baire, en cualquier espacio métrico com-
pleto y en cualquier espacio topoldgico localmente compacto, dando asi forma definitiva a lo
que hoy dia conocemos como Teorema de Baire, o con mds propiedad, Lema de Categoria de
Baire. Al mismo tiempo, Banach observé que usando este lema se podian simplificar y clarificar
enormemente los resultados basados en el método de condensacion de singularidades, dejando
asi establecida la utilidad de los métodos de categoria en Andlisis Funcional. En particular dio
una demostraciéon muy sencilla de un teorema probado previamente por H. Steinhaus, llamado
Teorema de cierre de Steinhaus, que desde entonces ha quedado como una facil consecuencia
del Teorema de Banach-Steinhaus.

61
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8.1. Lema de Categoria de Baire

Empezamos introduciendo la nocién topoldgica en que se basan los métodos de categoria.
Sea E un espacio topolégicoy A C E. Se dice que A es de primera categoria en £ cuando A
esta contenido en una unién numerable de subconjuntos cerrados de E que tienen todos interior
vacio. En otro caso se dice que A es de segunda categoria en E.

Para que la intuicién ayude a entender la definicion anterior, pensemos que un cerrado con
interior vacio es topoldgicamente “muy pequefio”. Por ejemplo, los subconjuntos finitos de un
espacio normado tienen esta propiedad. A partir de esta idea bdsica, los subconjuntos de un
espacio topolégico E se han clasificado en dos tipos: los de primera categoria, que podriamos
ver como topoldgicamente “pequefios”, y los de segunda categoria, que serian topolégicamente
“grandes”. Observemos que todo subconjunto de un conjunto de primera categoria en E es de
primera categoria en E, asi como que una unién numerable de conjuntos de primera categoria
en E es de primera categoria en E.

También conviene precisar que las nociones de categoria son relativas, dependen del espacio
ambiente E. Por ejemplo, R visto como subconjunto de C es cerrado con interior vacio, luego
es de primera categoria en C, pero veremos enseguida que R es de segunda categoria en si
mismo. En general, si F' es un espacio topolégico y E es un subconjunto de F en el que
consideramos la topologia inducida, es ficil ver que todo conjunto de primera categoria en
E es también de primera categoria en F, pero el reciproco no es cierto, como acabamos de
comentar.

Lema de Categoria de Baire. Si E es un espacio métrico completo, o un espacio topologico
localmente compacto, entonces todo subconjunto abierto no vacio de E es de segunda categoria
en E. En particular, E es de segunda categoria en si mismo.

Antes de entrar en la demostracion, observemos que la tesis del teorema anterior puede re-
formularse equivalentemente de diversas formas. Decir que todo abierto no vacio es de segunda
categoria en E equivale evidentemente a cualquiera de las siguientes afirmaciones:

» Todo conjunto de primera categoria en E tiene interior vacio.
(e o]

n Si {F,} es una sucesion de subconjuntos cerrados de E tal que U F, tiene interior no
n=1
vacio, entonces algun F, tiene interior no vacio.

[ee]

» Si {G,} es una sucesion de abiertos densos en E, entonces ﬂ G, esdenso en E.

n=1

Demostracion. Sea E un espacio métrico completoy {G,} una sucesion de abiertos densos

en E. Probaremos que ﬂ G, es denso en E, es decir, si G es otro abierto no vacio de E,

n=1

deberemos ver que ( ﬂ Gn) ﬂ G # 0. El caso en que E es un espacio localmente compacto
n=1
tiene una demostracién bastante andloga, que queda como ejercicio.
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Puesto que G es un abierto denso en E, G Gy es un abierto no vacio que contendra una
bola cerrada B; de radio 8 > 0 y podemos tomar & < 1/2, con lo que el didmetro de B; sera
menor que 1. En suma B; es una bola cerrada de radio estrictamente positivo y verifica:

BiCGNGy g diam(Bl) < 1.

La correspondiente bola abierta tendré interseccién no vacia con el abierto denso G», luego
dicha interseccion es un abierto no vacio que contendrd una bola cerrada B, de radio estricta-
mente positivo, que podemos tomar menor que 1/4, con lo que B; tendrd didmetro menor que
1/2. Anotamos que B; es una bola cerrada de radio estrictamente positivo verificando:

) 1
B, CB1NGy; diam(B;) < R
Hemos arrancado obviamente un proceso de induccién y es claro cémo se construye la bola
By a partir de B,. Asi pues, podemos construir por induccién una sucesién {B,} de bolas
cerradas en E que verifica:

1
B, CGNGy; Bui1 €ByNGyyy; diam(By) < . (neN).

Todo esta preparado para usar la complitud de E. Puesto que {B,} es una sucesién decreciente
de subconjuntos cerrados de E con didmetro tendiendo a cero, su interseccion es un punto:

ﬂ B, = {xo}. Por ser xyp € B; tenemos xo € G y xo € G;. Ademds, para n € N tenemos

n=1

X € Byt1 € Gpya, luego xp € ( m Gn) ﬂG y hemos probado que este ultimo conjunto no es
n=1
vacio, como se queria. |
Resaltemos que la tesis del lema anterior es puramente topoldgica, nos da una condicién
necesaria para que la topologia de un espacio sea la generada por una distancia completa. Por
ejemplo, no existe una distancia completa en Q que genere su topologia usual (la inducida
por R), ya que evidentemente Q es de primera categoria en si mismo. Por otra parte, vemos
también, como ya habiamos anunciado, que R es de segunda categoria en si mismo, luego
R\ Q es de segunda categoria en R y en particular R\ Q no es numerable. En la misma linea
obtenemos la siguiente consecuencia para espacios de Banach:

Corolario. La dimension de un espacio de Banach es finita o no numerable.

En efecto, si X es un espacio de Banach de dimensi6n infinita y U = {u, : n € N} un
conjunto infinito y numerable de vectores linealmente independientes en X, bastard probar que
U no puede ser una base de X, es decir que Lin(U) # X. En efecto, para cada n € N sea
F, = Lin ({uy,us,...,u,}) y recordemos que, como consecuencia del Teorema de Hausdorff,
F, es cerrado en X. Ademads, por ser un subespacio propio de X, F, tiene interior vacio, luego

Lin(U) = U F;, es un conjunto de primera categoria en X y el Lema de Categoria de Baire
n=1
nos asegura que Lin (U) # X, como queriamos.
Comentemos, sin dar la demostracién, un aplicacién cldsica y muy vistosa del Lema de
Categoria de Baire. A lo largo del siglo XIX aparecieron diversos ejemplos (el primero y mas
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famoso se debe a Weierstrass) de funciones continuas en un intervalo compacto, digamos [0, 1],
que no son derivables en ningiin punto. Pues bien, considerando el espacio de Banach CJ0, 1],
no es dificil comprobar que el subconjunto formado por las funciones que admiten al menos una
derivada lateral en algiin punto, es de primera categoria en CJ0, 1], luego el Lema de Categoria
de Baire nos asegura que el conjunto de las funciones continuas en [0, 1] que no son derivables
en ningin punto de [0,1] es de segunda categoria en C|0,1]. Podriamos decir que la “gran
mayoria” de las funciones continuas en [0, 1] no son derivables en ningtin punto. Obsérvese la
fuerza del lema de Baire: nos asegura la abundancia de un cierto tipo de funciones, a pesar de
que no es fécil dar un sélo ejemplo concreto de una funcién de ese tipo.

8.2. Teorema de Banach-Steinhaus

Este resultado se conoce también a veces como Principio de Acotacion Uniforme, porque
permite pasar de una acotacion de tipo “puntual” a una acotacidén de tipo “uniforme” para
una familia de operadores lineales y continuos. Expliquemos con precision estos dos tipos de
acotacion:

Sean X e Y espacios normados y I'={7;:i € I} C L(X,Y) una familia de operadores
lineales y continuos de X en Y. Es natural decir que la familia I" estd acotada en un punto
x € X cuando {7;(x):i €I} esun subconjunto acotado de Y, es decir, cuando

sup{[|7i(x)[| - i € I} <o

Loégicamente, decimos que la familia I' estd puntualmente acotada en un conjunto G C X,
cuando estd acotada en cada punto x € G. En tal caso, para cada x € G podemos encontrar
una constante M, > 0 tal que ||7;x|| < M, para todo i € I, pero en principio la constante M,
depende del punto x € G considerado. Hablamos de acotacion uniforme cuando podemos evitar
esa dependencia, es decir, cuando la misma constante vale para todos los puntos del conjunto.
Asi pues, la familia I" estd uniformemente acotada en un conjunto G C X cuando existe M >0
tal que ||7;(x)|| < M paratodo x € G y todo i € I, es decir,

sup{[|T;(x)|| : x € G,i €I} < oo

Obsérvese que, salvo en el caso trivial I' = {0}, la condicién anterior exige que el conjunto
G esté acotado, es decir, contenido en una bola que, salvo una homotecia, puede ser la bola
unidad. Por tanto, el caso en que G = B es la bola unidad de X (abierta o cerrada, da igual)
tiene especial interés. En tal caso, recordando la definicién de la norma de operadores, tenemos

sup{||Ti(x)|| : x € B,i € I} = sup{||T;|| : i € I}

Por tanto, la familia de operadores I' estd uniformemente acotada en la bola unidad de X
cuando I" es un subconjunto acotado del espacio normado L(X,Y): sup{||T;|| : i € I} < . En
tal caso, es claro que la familia I' estd uniformemente acotada en cada subconjunto acotado de
X vy, en particular, estd puntualmente acotada en todo el espacio X. Pues bien, cuando el espacio
X sea completo va a ser cierta la implicacion reciproca, podremos pasar de la acotacién puntual
a la uniforme.
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Teorema de Banach-Steinhaus. Sea I' = {T; : i € I} C L(X,Y) una familia de operadores
lineales continuos de un espacio de Banach X en un espacio normado Y. Consideremos el
conjunto de puntos de X en los que 1 estd puntualmente acotada, es decir:

A= {xeX :sup{||T;(x)|| : i €I} < o}.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A esde segunda categoria en X
(iil) A= X, es decir, la familia T estd puntualmente acotada en todo el espacio X:

sup{||Tix|| : i €1} < o0 VxeX
(iii) T estd uniformemente acotada en la bola unidad de X:
sup{[| T3l s i €1} < oo

Demostracion. Ya hemos comentado que (iii) = (ii). El Lema de categoria de Baire nos
asegura que X es de segunda categoria en si mismo, luego (if) = (i). Basta por tanto probar

que (i) = (iii).

Para cada n € N, consideramos el conjunto

Fy = {xeX sup{||Ti(x)| i€} <nf = {xeX: L) <n},

i€l

[

que es un subconjunto cerrado de X, y tenemos claramente que A = U F,. Deducimos de
n=1
la hipdtesis sobre A que existe un m € N tal que F,, tiene interior no vacio, luego I" estd

uniformemente acotada en un abierto no vacio de X. Pero ahora entra en juego la linealidad de
nuestros operadores, para pasar de dicho abierto a la bola unidad. En efecto, F,, contendra una
bola abierta, digamos de centro xy € X y radio r > 0, con lo cual tenemos:

x€X, |x—xo|| <r = ||Tix)||<m Viel

Pero entonces, fijado u € X con ||u|| < 1 y tomando x = xo+ ru tenemos, para todo i € I:

Ti<x XO)H %HT( I+ Ti(xo)[]) < 2;”-

Puesto que la constante M = 2m/r es independiente del indice i € I, hemos probado que
sup{||T;|| : i € I} < M < o como se queria. |

15 (u)]| =

Naturalmente, la parte mas util del teorema anterior es la afirmacién (i) = (iii) que permite,
como habifamos anunciado, pasar de la acotacién puntual a la uniforme. La afirmacion (i) tiene
interés cuando usamos el teorema por la negativa: si la familia I" no estd acotada en norma, la
equivalencia entre (if) y (iii) s6lo nos da la existencia de algin punto de X en el que I" no
estd acotada, mientras que la equivalencia entre (i) y (iii) nos asegura la abundancia de tales
puntos. Enseguida veremos un ejemplo concreto de esta situacion.
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8.3. Series de Fourier de funciones continuas

Resaltemos que el Teorema de Banach-Steinhaus tiene una demostracion muy sencilla: se
deduce facilmente del Lema de Categoria de Baire, cuya prueba tampoco es dificil. Por tanto,
cuando usamos el teorema en algin ejemplo concreto, hacemos un razonamiento muy sencillo y
elegante. Vamos a presentar aqui algunas aplicaciones que histéricamente tuvieron repercusion
y son responsables de la notoriedad que el teorema adquirié rdpidamente. La primera da in-
formacion sobre las series de Fourier de funciones continuas y, para exponerla con claridad,
conviene precisar algunas nociones que deben ser conocidas.

En realidad trabajaremos con funciones definidas en la circunferencia: T={z€ C: |z| =1},
de hecho con el espacio de Banach C(T) de las funciones continuas de T en C. Sin embargo, en
Andlisis de Fourier es mas comodo ver tales funciones, y otras en espacios més generales, como
funciones de variable real. Concretamente, dada una funcién g : T — C, pensamos en la funcién
f:R — C definida por f(¢) = g(e") para todo t € R, que es claramente una funcién periédica
de periodo 2m. La correspondencia entre las funciones g y f es biunivoca, asi que podemos
identificarlas y no hacer distincién entre funciones de T en C y funciones 2m-periddicas de
R en C, sin que ello dé lugar a confusion. Asi pues, podemos ver C(T) como el espacio de
Banach de las funciones continuas y 2n-periddicas de R en C. La norma de una tal funcién f
viene dada por:

1fllee = max{[f(e)] :1 € R} = max{|f(z)]:1 € [-m,7]}.

En la misma linea, se denota por L;(T) al espacio de Banach de todas las funciones medibles
T

2m-periddicas de R en C tales que / | f(t)|dt < oo, identificando funciones que coincidan
—T7

c.p.d. Su norma viene dada por:

19 = 5 [ rolde (7 e L),

2n
Para encontrar este espacio entre los ejemplos de espacios de Banach presentados en su mo-
mento, basta observar que L;(T) es isométricamente isomorfo al espacio L;[—,T], pero tiene
interés verlo como espacio de funciones definidas en la circunferencia.

Pues bien, para f € L;(T), los coeficientes de Fourier de f vienen dados por:

N

f(n) = %/:tf(t)e_imdt (n€ ),

y la serie trigonométrica Y f(n)e™
. . nes
sumas parciales viene dada por:

es la serie de Fourier de la funcién f, cuya sucesion de

Su(fit) = i f)e* (reR,ne NU{0}).
k=—n

El estudio de la convergencia de series de Fourier consiste obviamente en dilucidar bajo qué
condiciones y en qué sentido la serie de Fourier de una funcién f converge a f. Aqui s6lo vamos
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a considerar la posible convergencia puntual para una funcién continua f € C(T). Du Bois-
Reymond dio un ejemplo en 1876 de una funcidén continua cuya serie de Fourier no converge
puntualmente, pero no es facil construir este tipo de ejemplos. El Teorema de Banach-Steinhaus
permite probar con facilidad que tales ejemplos abundan, sin dar explicitamente ninguno.

Asociemos a cada funcién f € C(T) el valor en el origen de una suma parcial de la serie de
Fourier, mds concretamente, para cada n € N consideramos el funcional lineal @,, definido en
C(T) por:

(Pn(f> = Sn(f;o) = i‘, f(k) = %/j;f(l) ( i e_ikt) dt

k=—n k=—n
:%ﬁmwmm<mam

donde claramente D, € C(T) C L;(T). La sucesi6n de funciones {D,} se conoce como “nticleo
de Dirichlet” y naturalmente la posible convergencia de una serie de Fourier guarda estrecha
relacién con las propiedades de dicha sucesion. Para 0 # ¢ € [—7, 7|, tenemos claramente:

noo elnt)t _ p=int  gin (n + %) ¢t

Dn(t) — Z ezkt — . — :

it __ int
Pt e —1 sin 5

mientras que D,(0) =2n-+ 1. La desigualdad

T

0] < o [ 170 Dafe)

—T7

<(%ﬂPWWOWMﬂMMMh(mam%

nos dice que @, € C(T)* con ||@,| < ||Dy||1- Como ya se coment6 en un tema anterior, cuando
vimos que L]0, 1] se identifica con un subespacio de C[0, 1]*, no es dificil comprobar que la
estimacién que acabamos de hacer es optima, es decir, que se tiene de hecho: ||@,| = ||Dx|:-
La expresion del nicleo de Dirichlet anteriormente obtenida permite hacer una estimacion de
sunorma en L;(T), para concluir que nlgrolo |@nl| = oo

En resumen, tenemos una sucesion {@,} de funcionales lineales continuos en el espacio de
Banach C(T) que no estd uniformemente acotada en la bola unidad. Aplicando el Teorema de
Banach-Steinhaus, obtenemos que la sucesién {@,} no puede estar puntualmente acotada, es
decir, existen funciones f € C(T) tales la sucesion {@,(f)} = {S.(f;0)} no estd acotada, en
particular la serie de Fourier de f no converge en el origen. De hecho, usando la primera de las
afirmaciones equivalentes del teorema obtenemos la abundancia de tales funciones:

Corolario. Las funciones cuya serie de Fourier tiene sumas parciales acotadas en el origen
forman un conjunto de primera categoria en C(T).

Asi pues, podemos decir que la convergencia puntual de las series de Fourier es “atipica’:
la serie de Fourier de la gran mayoria de funciones continuas no converge puntualmente.
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8.4. Nuevas consecuencias

En el apartado anterior s6lo hemos usado el Teorema de Banach-Steinhaus para funcionales.
Destaquemos en este caso particular la parte que mds nos interesa del teorema, de la que vamos
a obtener aplicaciones interesantes.

Corolario (Teorema de Banach-Steinhaus para funcionales). Sea X un espacio de Banach
y I'={fi:iel} CX* una familia de funcionales lineales continuos en X. Supongamos que
I estd puntualmente acotada: sup{|fi(x)| : i € I} < oo para todo x € X. Entonces I' es un
subconjunto acotado de X*: sup{||fil| : i € I} < oo.

Recordemos que, mediante la inyeccién candnica J de un espacio normado X en su bidual,
los vectores de X se convierten en funcionales lineales continuos en X*, con la ventaja de que
X* siempre es un espacio de Banach. Dado un conjunto de vectores A C X, decir que la familia
de funcionales J(A) estd acotada en un punto f € X* equivale a decir que el conjunto f(A)
estd acotado. Si esto ocurre para todo f € X*, el corolario anterior nos dice que J(A) es un
subconjunto acotado de X**. Pero J es isométrica, asi que lo que obtenemos es que A es un
subconjunto acotado de X. Asi pues, el dual de un espacio normado nos permite dilucidar si un
subconjunto del espacio estd acotado o no:

Corolario. Un subconjunto A de un espacio normado X estd acotado si, y solo si, para
cada f € X*, el conjunto de escalares f(A) estd acotado .

Volviendo al ambiente general de operadores, es claro que una sucesion puntualmente con-
vergente esta puntualmente acotada. Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus obtenemos f4-
cilmente lo siguiente:

Corolario (Teorema de cierre de Steinhaus). Sea X un espacio de Banach, Y un espacio
normado y {T,} una sucesion de operadores lineales y continuos de X en Y que converge
puntualmente en X, es decir, tal que la sucesion {T,(x)} converge en Y para cada x € X.
Entonces, definiendo

T =l L) (reX),

se obtiene un operador lineal y continuo: T € L(X,Y).

Demostracion. La linealidad de T es evidente y, como habiamos comentado, la familia de
operadores {7, : n € N} estd puntualmente acotada, asi que el Teorema de Banach-Steinhaus
nos dice que sup{||7,|| : n € N} = M < 0. Fijado x € X, la desigualdad

172 (| < Tl lxll < M le]],

valida para todo n € N, implica claramente que ||7(x)|| < M ||x||, y en vista de la arbitrariedad
de x, hemos probado que T € L(X,Y), con ||T| < M. [

En relacién con este dltimo resultado, conviene resaltar que, aunque T € L(X,Y) y {T,}
converge puntualmente a 7 en todo el espacio X, en general no podemos asegurar que la
sucesion {7} converjaa T en el espacio L(X,Y), mas concretamente, no tiene por qué ocurrir
que {||T,—T||} — 0.

Por ejemplo, tomando X = ¢ e ¥ =K, la sucesion {f,} de funcionales lineales continuos
en ¢ definida por f,(x) = x(n) para cualesquiera x € ¢y y n € N, converge puntualmente (a
cero) en ¢q pero ||fu|| =1 paratodo n € N.
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8.5. Aplicaciones en teoria de sumabilidad

Concluimos este tema con otro bloque de aplicaciones del Teorema de Banach-Steinhaus
que permiten obtener ficilmente diversos criterios de convergencia de sucesiones y series. Em-
pezamos recordando la descripcion del dual de cg. Cada sucesion y € [; se identifica con el
funcional Sy € cj; dado por

oo

[Sy](x) = ) x(n)y(n) (x € co).

n=1

Sabemos que, para todo x € co, la serie anterior es absolutamente convergente y que S acaba
siendo un isomorfismo isométrico de /; sobre c;. Sin embargo, dada una sucesion de escalares

y € KN, cabe preguntarse si la convergencia (absoluta o no) de la serie Z x(n)y(n) para todo
k>1

X € ¢o implica ya que y € [, lo que nos daria un criterio de convergencia absoluta para series

de escalares. La respuesta es afirmativa, e incluso podemos afirmar algo mas:

Corolario. Para y € KN, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La serie ¥,,~1y(n) es absolutamente convergente.

(if) Para cada x € co, la serie },~1x(n)y(n) es absolutamente convergente.
(iii) Para cada x € co, la serie Y~ x(n)y(n) es convergente.
(iv) Para cada x € co, la serie ¥~ x(n)y(n) tiene sumas parciales acotadas.

Demostracion. Basta evidentemente probar que (iv) = (i). Para cada n € N consideramos
el funcional f, € c¢j definido por

ful) = ng(k)y(k) (x € co),

obteniendo una sucesién {f,} de funcionales lineales continuos en el espacio de Banach ¢
que, por hipétesis, estd puntualmente acotada en c¢g. El Teorema de Banach-Steinhaus nos dice
entonces que la sucesién {|| f,||} estd acotada, pero es claro que || f,|| = X_, [v(k)| para todo
n € N, luego y € /1 como se queria. ]

Enunciados andlogos al anterior, con idéntica demostracion, permiten discutir la posibilidad
de que una sucesién y € KN pertenezca a alguno de los espacios / p con 1 < p < oo, El papel de
co lo jugard entonces I,+. Por ejemplo, y € I, si, y sélo si, la serie Y~ x(n)y(n) tiene sumas
parciales acotadas para cada x € I,.

Dando un paso mds en este tipo de resultados, vamos a considerar algunos métodos de
sumabilidad. Como motivacidn, consideramos el criterio de la media aritmética: si una sucesion
{x,} de nimeros reales o complejos converge, entonces la sucesién de las medias aritméticas
{xl +x2+...+x,

n
forma que hacer la media aritmética de los primeros términos de una sucesion puede verse como
un método que facilita la convergencia, un ejemplo muy sencillo de método de sumabilidad.
Esta terminologia se justifica por el hecho de que la sucesién de partida {x,} puede y suele ser
a su vez la sucesion de sumas parciales de una serie, con lo que el método de la media aritmética

converge al mismo limite. Es bien sabido que el reciproco no es cierto, de
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proporciona una especie de “suma” de la serie, que coincide con la auténtica suma cuando la
serie converge, pero que puede existir y ser util en condiciones mas generales.

El ejemplo paradigmaético de esta situacion se presenta con las series de Fourier. Hemos
visto que la serie de Fourier de una funcién continua f € C(T) rara vez converge siquiera
puntualmente a la funcién f. Sin embargo, vamos a considerar la sucesion de medias aritméticas
de las sumas parciales de la serie de Fourier. Concretamente, para cada N € N definimos:

1 N n

N .
onfi) = g LSO = g X X f0e (<)

n=0

Se dice que {ox} es la sucesion de sumas de Ceésaro de la serie de Fourier de f. El criterio de
la media aritmética nos proporciona, para cualquier ¢ € R, la siguiente implicacién:

{Su(fs0)} = f(1) = A{on(fi0)} = f(0),

pero el reciproco esta muy lejos de ser cierto. Concretamente, el resultado basico en el estudio
de la sumabilidad de series de Fourier es el llamado Teorema de Féjer: Para f € C(T), la
sucesion de sumas de Cesaro de la serie de Fourier de [ converge a f uniformemente en R.

Pues bien, nos proponemos generalizar el criterio de la media aritmética, sustituyendo dicha
media por una combinacién lineal arbitraria de los términos de la sucesién de partida, admi-
tiendo incluso combinaciones lineales “infinitas”. Para ello consideramos una matriz infinita de
escalares A = {a, : n,k € N}. En puridad se trata de una aplicacién de N x N en K, pero es
mds intuitivo usar notacién matricial. Dada una sucesién de escalares x € KN, podemos pensar
en multiplicar formalmente la matriz A por el vector columna (infinito) x es decir, considerar
la sucesion Ax definida por:

[Ax](n) = ;ankx(k) (neN),

suponiendo, claro estd, que las series del segundo miembro convergen, por lo que definimos:

D(A) = {x€K" : ¥ aux(k) converge para todo n € N}.

k>1

Claramente D(A) es un subespacio de KN que contiene al menos al espacio cog de las suce-
siones de soporte finito. Se dice que D(A) es el dominio de la matriz A, ya que tenemos un
operador lineal en D(A) con valores en KN, el operador x — Ax, al que también denotamos por
A sin que ello dé lugar a confusion. Cuando este operador conserva el espacio de las sucesiones
convergentes, se dice que la matriz A es conservativa. Si ademads la sucesion transformada Ax
tiene el mismo limite que la sucesion de partida x € ¢, decimos que A es regular. Asi pues, una
matriz A es regular cuando verifica:
x€c = x€D(A), Ax€c, lim[Ax](n) = lim x(n).

n—oo n—oo

Cualquier matriz regular A da lugar a un método admisible de sumabilidad, puesto que
cuando una sucesion de partida x € D(A) converge, Ax converge al mismo limite, pero puede
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perfectamente ocurrir que Ax converja sin que lo haga x. Como ejemplo, para conseguir que
Ax sea la sucesion de las medias aritméticas de los términos de la sucesion x, basta tomar
ape=1/nsi k<ny ay =0 si k> n.Es claro que en este caso D(A) = KN y el criterio de la
media aritmética afirma precisamente que dicha matriz A es regular.

El esquema general que hemos introducido admite obviamente muchas mds posibilidades
y es natural buscar una caracterizacion comoda de las matrices regulares. La siguiente es una
respuesta satisfactoria a ese problema:

Teorema (Silverman-Toeplitz). Una matriz infinita de escalares A = {ay : n,k € N} es
regular si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:

o)

(1) sup Z|ank| neN) <o
k=1

(2) limay =0 VkeN
n—oo
(3) r}g{}o;ank =1

No vamos a presentar la demostracion del teorema anterior. Mencionemos solamente que
el paso mds importante consiste en probar que una matriz regular ha de verificar la condicién

(1), y este es el punto en el que se aplica el Teorema de Banach-Steinhaus. El resto de la
demostracion es bastante rutinaria.
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Tema

Teoremas de la Aplicacion Abierta y de la
Grafica Cerrada

El titulo de este tema alude a dos teoremas que son en realidad versiones equivalentes de un
mismo principio, el tercero de los principios fundamentales del Analisis Funcional. De hecho
veremos hasta cuatro formulaciones equivalentes de dicho principio. Empezaremos estudiando
los operadores lineales que pueden considerarse como morfismos en la categoria de espacios
normados, a los que llamaremos homomorfismos topolégicos, en consonancia con la nocion de
isomorfismo topoldgico que ya hemos manejado anteriormente. Conseguiremos una comoda
caracterizacion de los homomorfismos topoldgicos entre espacios de Banach (7Teorema del Ho-
momorfismo de Banach), que tiene especial interés para operadores sobreyectivos (Teorema de
la Aplicacion Abierta) o biyectivos (Teorema de los Isomorfismos de Banach). El Teorema de
la Grdfica Cerrada, equivalente a los tres anteriores, nos dard una muy util caracterizacion de
la continuidad de un operador lineal entre espacios de Banach. El Lema de Categoria de Baire
seguird siendo un instrumento clave en las demostraciones.

9.1. Homomorfismos topolégicos

Los operadores lineales son los morfismos en la categoria de espacios vectoriales. Recorde-
mos el primer teorema de isomorfia en esa categoria, 0 mds intuitivamente, la factorizacion
canonica de un operador lineal. Si X e Y son espacios vectoriales y T : X — Y un operador
lineal (un homomorfismo), dicha factorizacion se resume en el diagrama:

T

X Y

T
X/kerT —— T(X)

72
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La aplicacion cociente T es sobreyectiva (un epimorfismo) y la inclusion natural / es inyectiva
(un monomorfismo). El operador lineal 7', bien definido por la igualdad T (x +kerT) = T(x),
que hace el diagrama conmutativo, es biyectivo (un isomorfismo). Asi pues, cada homomorfis-
mo 7 se factoriza como composicién de un epimorfismo, un isomorfismo y un monomorfismo,
siendo facil comprobar que esta factorizacién es Unica (salvo isomorfismos).

Tratemos de dar contenido topoldgico a la discusion anterior, suponiendo que X e Y son
espacios normados y que T € L(X,Y) es un operador lineal y continuo. Entonces ker7T es
un subespacio cerrado de X, con lo que podemos considerar en X /ker7T la norma cociente y
pensar qué condicién debe cumplir T para que 7 sea un isomorfismo topolégico, es decir, para
que T y T! sean continuos. La conocida caracterizacién de la continuidad de aplicaciones
que parten de un espacio cociente nos dice que 7 es continuo, por serlo 7', pero la continuidad

de T~! no estd nada clara.

Que 7! sea continuo es lo mismo que decir que 7 es una aplicacién abierta y, puesto
que la aplicacién cociente T siempre es abierta, esto implicard que 7 ow también sea abierta.
Reciprocamente, si T o7 es abierta, dado un abierto G C X /kerT, la continuidad de 7 nos
asegura que 7' (G) es abierto en X, luego [T om|(n™!(G)) = T(G) es abierto en T(X), y
vemos que T es una aphcac1on abierta o, lo que es lo mismo, que 7! es continuo. En resumen,
T~ es continuo si, y s6lo si, 7 o es una aplicacién abierta. Observemos finalmente que 7 on
no es otra cosa que el propio operador T, s6lo que visto como aplicacién de X en T(X). Hemos
justificado la siguiente definicion:

Si X e Y son espacios normados, un homomorfismo topolégico de X en Y es un operador
lineal y continuo 7 : X — Y tal que, visto como aplicacion de X sobre 7'(X), es una aplicacién
abierta, es decir, T(A) es abierto relativo a T(X) para todo conjunto abierto A C X. Natural-
mente un homomorfismo topolégico inyectivo recibe el nombre de monomorfismo topologico
y un homomorfismo topolégico sobreyectivo serd un epimorfismo topoldgico. Observemos
finalmente que un homomorfismo topoldgico biyectivo es precisamente lo que ya veniamos
llamando isomorfismo topolégico.

Para volver a la factorizaciéon candnica, observemos que si £ es un espacio normado y F
es un subespacio cerrado de E, considerando en E/F la norma cociente y en F la norma que
hereda de E, tenemos que la aplicacién cociente ©: E — E/F es un epimorfismo topoldgi-
co, porque es continua y abierta, y que la inclusion natural / : F — E es un monomorfismo
topoldgico, ya que obviamente es continua y, vista como aplicacion de F en I(F) = F, no es
mds que la identidad en F.

Por tanto, si X e Y son espacios normadosy 7 : X — Y es un homomorfismo topoldgico,
entonces T se factoriza segiin el diagrama anterior, en la forma T = Io T om, donde T es un
epimorfismo topoldgico, T es un isomorfismo topoldgico y, finalmente, I es un monomorfismo
topoldgico. Es facil comprobar que esta factorizacién es tinica salvo isomorfismos topolégicos y
tenemos lo que podemos llamar el primer teorema de isomorfia en la categoria de espacios nor-
mados. Los resultados de este tema nos hardn ver que la nocién de homomorfismo topoldgico
se maneja con mucha mas comodidad cuando trabajamos con espacios de Banach.



9. Teoremas de la Aplicacion Abierta y de la Grafica Cerrada 74

9.2. Teorema de la aplicacion abierta

De acuerdo con la discusion anterior, si X e Y son espacios normados, T € L(X,Y) y
T(X)=Y,entonces T es un epimorfismo topoldgico si, y sélo si, T es una aplicacion abierta.
Pues bien, esta tltima condicién es automatica cuando X e Y son espacios de Banach. Este es
el contenido del siguiente resultado, también conocido como Teorema de Banach-Schauder:

Teorema de la aplicacion abierta de Banach. Sean X e Y espacios de Banachy T : X —Y
un operador lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces T es una aplicacion abierta.

Dividiremos la demostracién en dos etapas, dosificando las hipétesis de forma que quede
claro lo que se consigue en cada paso.

9.2.1. Primera etapa: aplicaciones casi-abiertas

Empezamos la demostracion suponiendo solamente que X e Y son espacios normados,
T : X — Y un operador lineal y denotamos por B = {x € X : ||x|| < 1} ala bola abierta unidad
en X. El primer paso es una observacién ya conocida: para que 7' sea una aplicacion abierta es
suficiente (y obviamente también necesario) que 7'(B) sea un entorno de cero en Y. Recorde-
mos la sencilla prueba de esta observacion. Para cualquier abierto A C X y cualquier yg € T(A),
escribimos yp = T'(xp) con xp € A y tomamos r > 0 tal que xo+ rB C A. Entonces, si T(B)
es entorno de cero en Y, usando que las traslaciones y homotecias son homeomorfismos de
Y tendremos que yo+ rT(B) es entorno de yg, pero yo+ rT(B) = T (xo+rB) C T(A), luego
T(A) también es entorno de yo y hemos probado que 7' (A) es entorno de todos sus puntos, es
decir, es abierto. Por tanto, en la demostracion del Teorema de la Aplicacion Abierta, la meta
final serd probar que 7'(B) es entorno de ceroen Y.

Pues bien, echemos un vistazo al conjunto T'(B), lo que nos llevard de forma natural a usar

(o)

las nociones de conjuntos de primera o segunda categoria. Es evidente que X = U nB, con lo

n=1

que la linealidad de T implica claramente que 7'(X) = U nT(B). Nadie nos asegura que 7' (B)
n=1
sea cerrado en Y, de hecho rara vez lo serd, pero siempre podemos cerrarlo y escribir:

T(X)C | JnT(B). (%)
n=1

Si ahora suponemos que 7(X) es de segunda categoria en Y, de la inclusién (x) deducimos
que para algin n € N el conjunto nT(B) ha de tener interior no vacio, luego 7'(B) tiene interior
no vacio. Usando la continuidad de la suma en Y junto con la linealidad de 7, veremos que
de hecho T(B) es entorno de cero. En efecto, si 7(B) tiene un punto interior, el conjunto
T(B) — T (B) es entorno de cero, pero es claro que:

T(B)—T(B) C T(B)—T(B) = T(B—B) = T(2B) = 2T(B).

Deducimos que 27 (B) es entorno de cero en Y, luego lo mismo le ocurre a 7'(B). Pretendemos
probar que 7'(B) es entorno de cero y “casi” lo hemos conseguido.
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Para enunciar explicitamente lo demostrado hasta ahora, es util el siguiente concepto: si X e
Y son espacios normados, se dice que una aplicacion lineal 7 : X — Y es casi-abierta cuando
T(B) es un entorno de cero en Y, donde B denota la bola abierta unidad de X. En la primera
etapa de la demostracién hemos probado lo siguiente:

Sean X e Y espacios normadosy T : X — Y una aplicacion lineal. Si T(X) es de segunda
categoria en Y, entonces T es casi-abierta.

9.2.2. Segunda etapa: Aproximaciones sucesivas

Queremos sustituir en el dltimo enunciado “casi-abierta” por “abierta”, usando el resto de
hipétesis del teorema conforme se vayan necesitando.

Expliquemos intuitivamente el tipo de razonamiento que vamos a hacer. Para y € Y con
norma suficientemente pequefia, nos gustaria probar que y € T(B), es decir, que la ecuacién
y = Tx admite una solucién x € B. Siendo T casi-abierta, podemos tener de entrada y € ﬁ,
luego podemos conseguir x € B de forma que Tx esté tan cerca de y como se quiera, es decir,
tenemos soluciones “aproximadas” de nuestra ecuacién y queremos conseguir una solucioén

“exacta’.

Para ello usamos un método de aproximaciones sucesivas, es decir, construimos iterativa-
mente una sucesion de soluciones aproximadas cada vez mejores, que convergera a la solucion
exacta que buscamos. La complitud de X, que atin no hemos utilizado, nos permitird conseguir
la convergencia de la soluciones aproximadas y la continuidad de 7, que tampoco se ha usa-
do hasta ahora, asegurara que el limite de las soluciones aproximadas es una solucién exacta.
Veamos como se desarrolla este método.

De entrada suponemos solamente lo conseguido en la primera etapa, es decir, X e Y son

espacios normadosy 7 : X — Y es lineal y casi-abierta. Existe entonces un 8 > 0 tal que T'(B)
contiene a la bola abierta en Y de centro cero y radio 9.

Observemos lo que ocurre cuando el radio de B se va dividiendo sucesivamente por 2. Para
cada n € N, es claro que si tomamos y € Y con ||y|| < 27"8 tendremos ||2"y| < 3, luego
2"y € T(B), de donde y € 27" T(B) = T(2"B); cualquiera que sea € > 0 podremos pues
encontrar x € X con ||x|| < 27" tal que ||y — Tx|| < €. Destaquemos esta informacion, que es la

que vamos a usar iterativamente:

d 1
neN,yel, p<5.e>0 = 3xeX x| <5, [ly-Tx <e ¢

Arrancamos nuestra iteracion fijando y € Y con ||y|| < 8/2. Aplicando {, con n =1y
€ = §/4, encontramos un vector x; que verifica:

X EAX X Tx .
1 ’ 1 ) s 1Y 1

La tdltima desigualdad nos dice que podemos aplicar de nuevo <» al vector y—Tx; € Y, con
n=2y &€= 93/8, para encontrar un vector x, que verifica:
1

d
xeX, x| < 1 ly—Tx1 —Tx|| < 3
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Estd ya muy claro como, una vez construidos xi,xz,...,X,, encontramos x,;1. En resumen,
hemos construido por induccién una sucesién {x,} de vectores de X que verifican:

1 < )
||xﬂ||<ﬁa Hy_kngka<W (I’lGN)
La ultima desigualdad nos dice que:

n—oo

y=1 Txy = Z Tx,,
k=1 n=1

n
asi que, { Z xk} es la sucesion de soluciones aproximadas de la que habldbamos, que ha apare-
k=1
cido como sucesion de sumas parciales de la serie Z Xp.
n>1

) oo oo 1 .
Por otra parte, también tenemos: Z ||lxa]] < Z = 1, luego nuestra serie Z X, es ab-
n=1 n=1 n>1
solutamente convergente. Si X es un espacio de Banach, dicha serie serd convergente y podemos

definir x = ) x,, obteniendo un vector x € B, ya que claramente: ||x|| < Y [lx,]| < 1.
n=1 n=1

Usamos ahora la linealidad y continuidad de 7' para obtener:

n n =)
T(x) = T(nlrgoz’xk) = nlgroloz Tx, = Z Tx, =y,
k=1 k=1 n=1

luego x es la solucién exacta que buscdbamos y tenemos que y € T(B). Puesto que y era
cualquier vector de Y verificando ||y|| < 8/2, hemos probado que T(B) es entorno de cero en
Y, luego T es una aplicacion abierta. Enunciamos explicitamente lo conseguido mediante el
método de aproximaciones sucesivas:

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normadoy T : X — Y una aplicacion lineal,
continua y casi-abierta. Entonces T es abierta.

9.2.3. Fin de la demostracion

Podemos ya completar facilmente la demostracién del Teorema de la Aplicacién Abierta.
Si X e Y son espacios de Banach y T € L(X,Y) es sobreyectivo, el Lema de Categoria de
Baire nos asegura que 7(X) es de segunda categoria en Y, con lo que la primera etapa de la
demostracion nos dice que 7' es una aplicacion casi-abierta. Este hecho, junto con la complitud
de X y la continuidad de T', nos permite aplicar lo conseguido con el método de aproximaciones
sucesivas para concluir que 7' es una aplicacion abierta.

Merece la pena hacer una disquisicion final sobre esta demostracion. Si se observa el tltimo
razonamiento, la complitud de Y y la sobreyectividad de 7" sélo se usan para asegurar que
T(X) es de segunda categoria en Y, cosa que directamente no serd fécil de comprobar en la
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practica. Sin embargo, para no perder informacion, podemos enunciar literalmente lo que se
obtiene encadenando las dos primeras etapas de la demostracion, que es lo siguiente:

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normadoy T € L(X,Y). Si T(X) es de se-
gunda categoria en Y, entonces T es una aplicacion abierta. Como consecuencia, se tiene que
T(X)=Y yqueY esun espacio de Banach.

La primera parte de este enunciado estd clara. La segunda puede resultar sorprendente,
puesto que dos hipodtesis del Teorema de la Aplicacion Abierta, la sobreyectividad de 7Ty
la complitud de Y, no sélo no se suponen como hipétesis, sino que aparecen como tesis. Sin
embargo, la validez de esta segunda parte del enunciado es clara: una aplicacion abierta tiene
que ser sobreyectiva, luego ¥ = T'(X); ademds T es un epimorfismo topoldgico, con lo que
la factorizacién canénica de T nos dice que Y es topolégicamente isomorfo a X /ker T, que
es completo por ser el cociente del espacio de Banach X por un subespacio cerrado, asi que
Y es completo. Asi pues, el enunciado anterior es mds fuerte que el Teorema de la Aplicacion
Abierta. Sin embargo, en la practica la hipétesis de que 7(X) sea de segunda categoria en Y
no es facil de comprobar.

9.3. Dos versiones equivalentes

Si X e Y son espacios de Banachy T € L(X,Y) es biyectivo, decir que T es una aplicacién
abierta equivale a decir que el operador 7! es continuo, luego del Teorema de la Aplicacién
Abierta deducimos:

Teorema de los Isomorfismos de Banach. Toda biyeccion lineal continua entre dos espa-
cios de Banach es un isomorfismo topologico.

El Teorema anterior es en realidad equivalente al Teorema de la Aplicaciéon Abierta: si X
e Y son espacios de Banach 'y T € L(X,Y) es sobreyectivo, la factorizacién canénica de T
nos da una biyeccién lineal continua 7' de X /kerT sobre T(X) =Y tal que T = T o donde
n:X — X /kerT es la aplicacion cociente. Por el Teorema de los Isomorfismos de Banach, el
operador 7~! es continuo, es decir, 7 es una aplicacién abierta y, puesto que 7T también es
abierta, deducimos que 7" es abierta.

En la direccidn contraria, en vez de fortalecer la hipétesis de sobreyectividad del operador
T en el Teorema de la Aplicacién Abierta, como hemos hecho al suponerlo biyectivo, podemos
omitir dicha hipétesis y obtenemos la siguiente informacion:

Teorema del Homomorfismo de Banach. Sean X e Y espacios de Banachy T € L(X,Y).
Entonces T es un homomorfismo topoldgico si, y sélo si, T(X) es cerradoen Y.

En efecto, si T(X) es cerrado en Y, serd un espacio de Banach y, viendo 7' como operador
de X en T(X), es sobreyectivo, luego es un aplicacion abierta y esto significa, por definicion,
que T es un homomorfismo topolégico de X en Y. Reciprocamente, si 7 es un homomorfismo
topoldgico, entonces 7 (X) es topoldgicamente isomorfo al espacio de Banach X /ker T, luego
es completo y, por tanto, ha de ser cerrado en Y. De este ultimo enunciado se deduce evidente-
mente el Teorema de la Aplicacion Abierta, con lo que tenemos tres formulaciones equivalentes
de un mismo principio.
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9.4. Una aplicacion a ecuaciones diferenciales

Sean una vez mds X e Y espacios de Banachy T € L(X,Y). Si T es biyectivo, es decir, si
para cada y € Y la ecuacién Tx =y tiene solucién unica, el Teorema de los Isomorfismos de
Banach nos dice que T-! es continuo, es decir, la solucién x € X de la ecuacién depende de
manera continua del dato y € Y. Este esquema abstracto se puede aplicar a problemas relaciona-
dos con ecuaciones diferenciales en situaciones muy diversas, de las que vamos a presentar un
ejemplo sencillo.

Consideremos el espacio Banach C[a,b] de todas las funciones continuas en un intervalo
compacto [a,b], con la norma del médximo, y fijemos tres funciones ug,u1,us € Cla,b]. Consi-
deremos el espacio Y = C[a, b] x K2, que también es un espacio de Banach cuando lo dotamos,
por ejemplo, de la norma:

[, 00, B) || = llutlleo + [0t +-[B]  (u € Cla,b], a1, B € K).
Para cada terna (u,0, ) € Y, podemos considerar el problema de contorno:

upx” +u X +upx =u; x(a)=o, x(b) =p.

Las posibles soluciones x de este problema perteneceran al espacio X = C?[a,b] de las
funciones de clase C? en el intervalo [a,b]. Se comprueba sin dificultad que X es también un
espacio de Banach cuando le dotamos de la norma definida por:

Il = [lxllee + [15'[les + l6"lleo  (x € X).

Asociado al problema de contorno anterior, tenemos un operador lineal 7 : X — Y que viene
definido por:
Tx= (uox" + ux' + urx, x(a),x(b)) (x€X).

Comprobamos sin dificultad que 7' es continuo. En efecto, si M > ||uj||. para j=0,1,2,
tenemos claramente:

ITx]| = lluox" +ur '+ up x]|eo + |x(a) | + [x(D)] < Mlx]| +2[[x][o < (M +2)[Ix]]  (x € X).

Que T sea biyectivo equivale evidentemente a que, para cualquier dato u € Cla,b] y cua-
lesquiera valores de contorno o, 3 € K, el problema de contorno tenga solucién dnica.

Supongamos entonces que dicho problema de existencia y unicidad esta resuelto afirma-
tivamente y por tanto sabemos que el operador 7 es biyectivo. Entonces, el Teorema de los
Isomorfismos de Banach nos informa de que, autométicamente, la solucién x € C? [a,D] del
problema de contorno depende de manera continua de los datos y de los valores de contorno.
Esto garantiza que los métodos de perturbacién que suelen usarse para aproximar numérica-
mente la solucién del problema son vélidos. Evidentemente este tipo de razonamiento puede
usarse en situaciones muy variadas.
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9.5. Inversion de operadores

El Teorema de los Isomorfismos de Banach puede usarse para caracterizar la posibilidad de
que un operador lineal continuo admita un inverso por la izquierda o por la derecha que también
sea continuo.

Solo para fijar la notacién y aclarar ideas, recordemos cuestiones elementales de dlgebra
lineal. Denotando por Idg a la aplicacién identidad en cualquier conjunto E, es claro que un
operador lineal 7 : X — Y, donde X e Y son espacios vectoriales, es biyectivo si, y s6lo si,
existe otro operador lineal S:Y — X talque So7 =Idy y 7 oS =Idy. En tal caso desde luego
S es tinico, le llamamos operador inverso de 7 y escribimos S = 7~!. Es natural decir que S
es un inverso por la izquierda de 7 cuando verifica solamente que So7 = Idy y un inverso
por la derecha de 7 cuando 7 oS = Idy. Se comprueba inmediatamente que el operador T
admite un inverso por la izquierda si, y s6lo si, es inyectivo, mientras que admite un inverso por
la derecha si, y s6lo si, es sobreyectivo. Es claro que si T es biyectivo, T~! es el tinico inverso
por la izquierda y el unico inverso por la derecha de 7. En otro caso se pierde la unicidad:
cuando el operador T no es biyectivo, un inverso por la izquierda de T, si existe, nunca es
unico y lo mismo ocurre con los inversos por la derecha.

Pues bien, intentemos dar contenido topoldgico a la discusion anterior, suponiendo légica-
mente que X e Y son espacios de Banachy T € L(X,Y). Sabemos que cuando T es biyectivo,
su tinico inverso 7! es continuo. Suponiendo solamente que T es inyectivo, es 16gico pre-
guntarse si admite un inverso por la izquierda que sea continuo y andloga pregunta para un
operador sobreyectivo y un inverso por la derecha. Las respuestas se recogen en el siguiente
enunciado, cuya demostracion, ficil consecuencia del Teroema de los Isomorfismos de Banach,
queda como ejercicio.

Corolario. Sean X e Y espacios de Banach'y T € L(X,Y). Entonces:

(a) Existe un operador S € L(Y,X) tal que SoT = Idyx si, y sélo si, kerT ={0} y T(X) es
un subespacio complementado de Y.

(b) Existe un operador S € L(Y,X) tal que T oS =1dy si, y sdlo si, kerT es un subespacio
complementado de X y T(X) =Y.

9.6. Teorema de la Grafica Cerrada

Recordemos que la grafica de una funcién f:X — Y, donde X e Y son conjuntos cua-
lesquiera, es el conjunto Grf = {(x,f(x)) :x € X} CX xY. Cuando X e Y tienen alguna
estructura adicional, es frecuente que ciertas propiedades de la funciéon f puedan caracteri-
zarse en términos de su gréfica. Por ejemplo, cuando X e Y son espacios vectoriales, es facil
comprobar que f es lineal si, y s6lo si, Gr f es un subespacio vectorial de X x Y.

Cuando X e Y son espacios topoldgicos y consideramos en X x Y la topologia producto,
es f4cil establecer una relacion entre la continuidad de f y el hecho de que Gr f sea un subcon-
junto cerrado de X x Y. Concretamente, si Y es un espacio de Hausdorff, toda funcion continua
f:X —Y tiene grdfica cerrada. En efecto, dado (x,y) € X x Y suponemos que (x,y) ¢ Gr f,
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es decir, que y # f(x), y vamos a ver que (x,y) ¢ Grf. Por ser Y de Hausdorff, tenemos en
Y un entorno W de f(x) y un entorno V de y tales que W NV = 0. La continuidad de f nos
proporciona en X un entorno U de x tal que f(U) C W. Entonces U X V es un entorno de
(x,y) en la topologia producto que cumple (U x V)NGrf =0, ya que si z € X verificase que
(z,f(z)) € U XV se tendria por una parte que z € U, luego f(z) € W,y por otra que f(z) €V,
luego f(z) € WNV =0, flagrante contradiccidn.

Ejemplos sencillos, incluso con X =Y = R, muestran que el reciproco no es cierto. Asi
pues, en general, para una funcién entre espacios topoldgicos, a poco que el de llegada sea de
Hausdorff, tener grafica cerrada es mas débil que ser continua. Se comprende ahora el interés
del siguiente resultado:

Teorema de la Grafica Cerrada de Banach. Si X e Y son espacios de Banachy T : X —Y
es un operador lineal, entonces T es continuo si, y solo si, la grdfica de T es cerrada.

Demostracion. Una implicacion ya se ha comentado, nos concentramos en la otra. Sabemos
que el espacio producto X X Y es un espacio de Banach y, por hipdétesis, la grafica de T es un
subespacio cerrado de X x Y, luego también es un espacio de Banach. La proyeccion en primera
coordenada (x,y) — x es un operador lineal continuo de X x Y en X, luego también lo serd su
restriccion a la grafica de T, es decir, el operador @ : Gr7 — X definido por:

d(x,Tx) =x (x€X).

Es evidente que @ es biyectivo, luego el Teorema de los Isomorfismos de Banach nos dice que
®~! es continuo, y es también evidente que

& x)=(xTx) (xeX).

Como cualquier funcién que toma valores en un espacio con una topologia producto, la con-
tinuidad de ®~! equivale a la de sus dos componentes, pero la segunda componente de ®~! es
precisamente el operador T, asi que 7' es continuo, como queriamos demostrar. ]

Ha quedado claro que el Teorema anterior es una consecuencia casi inmediata del Teorema
de los Isomorfismos de Banach, pero reciprocamente, admitiendo el Teorema de la Grafica
Cerrada, vamos a ver que el de los Isomorfismos de Banach resulta casi evidente. En efecto, si
X e Y son espacios de Banachy 7 : X — Y es un operador lineal biyectivo, observamos la
clara relacion entre las graficasde 7y T~

GrT ' ={(y»T'y):yeY}={(Tx,x) : x€X}.

Vemos que Gr7 ! es laimagen de GrT por la aplicacién (x,y) +— (y,x), que es obviamente
un homeomorfismo de X x Y sobre Y x X. Por tanto, 7! tiene gréfica cerrada si, y s6lo si, la
tiene 7. Por el Teorema de la Gréfica Cerrada, 7! es continuo si, y sélosi,loes T.

La linealidad de un operador hace especialmente facil discutir si su grafica es cerrada o
no. Supongamos que X e Y son espacios normados cualesquieray 7 : X — Y un operador
lineal. Es claro que T tiene grifica cerrada cuando verifica lo siguiente: si {x,} —xen X y
{Tx,} — y en Y, entonces y = Tx. La hipétesis {x,} — x equivale a {x, —x} — 0, mientras
que {Tx,} —y equivale a {T(x, —x)} — y— Tx; finalmente, la tesis y = Tx es lo mismo que
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decir y — Tx = 0. Por tanto, un evidente cambio de notacion nos permite concluir que 7' tiene
gréfica cerrada si, y solo si, verifica la siguiente condicién més sencilla:

{xn} = 0en X, {Tx,} >y€Y = y=0 (1)

Comparemos esta condicion con la continuidad de 7', que sabemos equivale a la continuidad en
0, con lo que T es continuo cuando

{xs} =0 enX = {Tx,} —0enVY (2)

Notese la sutil pero importante diferencia entre las condiciones (1) y (2): en ambos casos se
parte de una sucesion {x,} convergente a cero en X pero, mientras en (2) hay que probar que
la sucesion {Tx,} converge a cero en Y, en (1) podemos de entrada suponer que la sucesién
{Tx,} esconvergente y s6lo nos queda probar que su limite es cero. Cualquiera que tenga expe-
riencia con la convergencia de sucesiones sabe que lo segundo es usualmente mucho mas facil
que lo primero, suele ser fécil calcular el limite de una sucesién cuando se sabe de antemano
que la sucesion converge. En las aplicaciones del Teorema de la Grafica Cerrada comprobare-
mos que efectivamente (1) es mucho mds facil de comprobar que (2), de ahf la gran utilidad
del teorema.

9.7. Aplicaciones del Teorema de la Grafica Cerrada

Como ejemplo que sirve de motivacién, consideremos el espacio de Banach CJ[0, 1] de las
funciones continuas en el intervalo [0,1] con la norma del méximo y sea T : C[0, 1] — CJ0,1]
un operador lineal. Probar directamente que 7 es continuo nos lleva a considerar una sucesion
{f»} de funciones continuas, que converge uniformemente a cero en [0, 1], e intentar probar
que {Tf,} también converge a cero uniformemente en [0,1]. Supongamos que, con la misma
hipétesis sobre {f,}, s6lo hemos conseguido comprobar que {7 f,,} converge puntualmente a
cero en [0, 1]. Esto es suficiente para concluir que T tiene grafica cerrada, y el Teorema de la
Griéfica Cerrada se encarga de asegurarnos la continuidad de 7'. En efecto, para comprobar que
T tiene grafica cerrada, partimos igualmente de que {f,} converge a cero uniformemente en
[0, 1], pero suponemos también de entrada que {7 f,} converge uniformemente en [0, 1] a una
funcién g € C[0,1]. Ahora bien, sabemos que {7 f,} converge puntualmente a cero en [0, 1]
y, por otra parte, también converge puntualmente en [0, 1] a la funcién g, luego no queda mds
salida que g = 0, como se queria.

El siguiente enunciado generaliza ampliamente lo que ocurre en el ejemplo anterior.

Corolario. Sean X e Y espacios de Banach y E un subconjunto de Y* que separe los
puntos de Y, esto es, que verifique

yEY, y'(y)=0 Vy"'€eE = y=0.

Entonces un operador lineal T : X — Y es continuo si, y solo si, y* oT es continuo para todo
y* € E, esdecir, y"oT € X* para todo y* € E.

Demostracion. Si T es continuo, es obvio que y*oT € X* para todo y* € E. Para probar
el reciproco, siendo X e Y espacios de Banach, el Teorema de la Gréfica Cerrada nos dice
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que basta comprobar que T tiene grafica cerrada. Tomamos por tanto una sucesién {x,} con-
vergente a cero en X, suponemos que {7Tx,} — y € ¥, y hemos de ver que y = 0. En efecto,
para cada y* € E, aplicando que y*oT es continuo por hipétesis, tenemos que {y*(Tx,)} — 0,
pero aplicando que y* es continuo también tenemos que {y*(7Tx,)} — y*(y), luego y*(y) = 0.
Aplicando que E separa los puntos de Y, deducimos que y = 0, como queriamos. ]

El Teorema de Hahn-Banach nos asegura que Y* separa los puntos de Y, asi que siempre
podemos tomar £ = Y™* en el Corolario anterior. Obtenemos que los duales X* e Y* son ca-
paces de caracterizar la continuidad de un operador lineal 7 : X — Y entre espacios de Banach:

Sean X e Y espacios de Banachy T : X — Y un operador lineal. Entonces T es continuo
si, y solo si, y*oT € X* para todo y* € Y*.

Sin embargo, es claro que el dltimo Corolario es tanto mas util cuanto mds pequefo sea el
conjunto E que usemos. A plena generalidad, sin mds informacién sobre Y, la elecciéon £ =Y*
es la tnica disponible, pero en casos concretos es frecuente que podamos utilizar conjuntos
de funcionales mucho més pequefios. Esto es lo que ocurria en el caso X =Y = C|[0,1] que
hemos analizado previamente y no es dificil adivinar cual ha sido el conjunto E C C[0, 1]* que
implicitamente hemos usado.

Otros casos muy interesantes se presentan cuando el espacio de Banach Y es un espacio
de sucesiones con una norma apropiada. Supongamos por ejemplo que ¥ =, con 1 < p < oo.
Podemos entonces definir

y,(y)=y(n) (yeY,neN)

y es evidente que y; € Y* para todo n € N. También es claro que el conjunto E = {y; : n € N}
separa los puntos de Y. Aplicando el dltimo corolario, deducimos lo siguiente: si X es un
espacio de Banach 'y 1 < p < oo, un operador lineal T : X € 1, es continuo si, y sélo si, para
cada n € N el funcional lineal en X dado por x+— [Tx|(n) es continuo. Asi pues, la continuidad
de un operador con valores en [, equivale a la de una sucesion de funcionales lineales en X.

9.8. Sumas topolégico-directas

Los resultados de este tema nos dan un criterio muy claro para decidir si una descomposicion
de un espacio de Banach como suma directa de dos subespacios es 0 no una suma topoldgico-
directa.

Recordemos esta nocidn, aprovechando para fijar la notacién. Sea X un espacio normado
descompuesto como suma directa de dos subespacios, X =Y & Z. Tenemos una biyeccion lineal
¢:Y xZ — X dada por ¢(y,z) =y+z paratodo (y,z) €Y x Z, que sabemos es continua en el
espacio producto Y x Z. También tenemos las proyecciones lineales P y Q en X que verifican
Y =P(X)=kerQ y Z=kerP = Q(X), relacionadas con ¢ por la igualdad ¢! (x) = (Px, Ox),
valida para todo x € X.

Recordamos que la suma es topolégico-directa cuando ¢~! es continua, equivalentemente
cuando P y Q son continuas, para lo que basta la continuidad de una de ellas, pues su suma es
la identidad en X.

Si la suma es topoldgico-directa, es evidente que ¥ = kerQ y Z = ker P son subespacios
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cerrados de X. Asumida esta condicion necesaria, consideramos el espacio normado cociente
X /Y, junto con la biyeccién lineal y : Z — X /Y dada por y(z) =z+Y paratodo z € Z. Sabe-
mos que la suma es topolégico-directa si, y s6lo si, y~! es continua, e igualmente podriamos
razonar con una biyeccion lineal de Y sobre X /Z.

Pues bien, vamos a ver que en el caso de que X sea un espacio de Banach, la condicién
obviamente necesaria para que la suma sea topoldgico-directa, también es suficiente:

Corolario. Supongamos que un espacio de Banach X es suma directa de dos subespacios
cerrados: X =Y @ Z. Entonces X es suma topoldgico-directa de Y con Z.

Podemos razonar de varias formas:

Por una parte, ¢ : Y X Z — X es una biyeccion lineal continua entre dos espacios de Banach,
luego el Teorema de los Isomorfismos de Banach nos asegura que ¢! es continua, es decir, la
suma es topolégico-directa.

Alternativamente, podemos pensar que X /Y es un espacio de Banach, como cociente de
un espacio de Banach por un subespacio cerrado, luego y:Z — X /Y es una biyeccion lineal
continua entre dos espacios de Banach y de nuevo el Teorema de los Isomorfismos de Banach
nos dice que y~! es continua, luego la suma es topolégico-directa.

Finalmente podemos aplicar el Teorema de la Grafica Cerrada a la proyeccién P: X — X,
y bastard ver que P tiene gréfica cerrada. Tomada una sucesién {x,} en X tal que {x,} — 0y
{Px,} — x € X bastard ver que x = 0. Por ser Y cerrado y Px, € Y paratodo n € N, tenemos
por una parte que x € Y. Por otra, como Px, —x, € Z paratodo n € Ny {Px, —x,} — x, de
ser Z cerrado deducimos que x € Z, asi que x € YNZ = {0}, y x =0 como queriamos.

A la vista del Corolario anterior, un subespacio Y estd complementado en un espacio de
Banach X si, y solo si, Y es cerrado y admite un complemento algebraico que también es
cerrado en X. Cuando Y es cerrado en X pero no estd complementado, lo que ocurre es que
ninguno de los complementos algebraicos de Y en X es cerrado.



e 10

Espacios de Hilbert

Vamos a desarrollar en lo que sigue los resultados basicos acerca de los espacios de Hilbert,
un tipo muy particular de espacios de Banach con propiedades especiales que estan muy lejos
de verificarse en espacios de Banach generales. El tratamiento de este tema es anti-historico,
ya que los espacios de Hilbert eran bien conocidos, y su estudio se podia considerar completo,
mucho antes de que se empezara a trabajar con espacios de Banach en general. A cambio,
las nociones y resultados que hemos venido manejando anteriormente permiten desarrollar la
teoria de los espacios de Hilbert con bastante comodidad y rapidez, evitando las repeticiones
que inevitablemente se hubieran producido al tratar determinadas cuestiones en un contexto
particular, para después generalizarlas.

10.1. Producto Escalar y Norma

Como motivacién para los conceptos que vamos a introducir, recordemos la definicién del
producto escalar (x|y) de dos vectores x,y € KV

(xly) =

I Mz

que estd relacionado con la norma euclidea por la igualdad

el = le > = () (xeK)

De manera mds general, un producto escalar en un espacio vectorial X es una aplicacion
(x,y) — (x|y), de X x X en K, que verifica las cuatro condiciones siguientes:

(i) Es lineal en la primera variable:

(au+v|y) = a(uly)+(vy) (€K, u,vyeX)

84
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ii) Es conjugado-lineal en la segunda variable:
Jug 1
(x|ou+v) =0 (x|lu)+ (x]v) (aeK, x,u,veX)

Las dos condiciones anteriores se resumen diciendo que (-|-) es una forma sexquilineal
en X. Obsérvese que, en el caso real, decir “sexquilineal” es tanto como decir “bilineal”,
o lineal en cada variable. Vamos con la tercera condicion:

(iii) Es hermitica:

) = (xly)  (xy €X)
En el caso real, decir “hermitica” es tanto como decir “simétrica”. En el caso complejo,
esta condicién implica que la aplicacién x — (x|x) toma valores en R. En cualquier caso,
la funcién con valores reales que se obtiene al igualar las dos variables en una forma
sexquilineal hermitica, recibe el nombre de forma cuadratica. La siguiente condicién
exige que nuestra forma cuadrética sea definida positiva:

(iv) Verifica que:
xeX, x#0 = (x[x) >0
En resumen, un producto escalar es una forma sexquilineal hermitica que da lugar a una
forma cuadrdtica definida positiva. Notese que hay redundancia en la definicién anterior: la
condiciodn (if) es clara consecuencia de (i) y (iii). Haber hecho una definicién mds extensa nos ha

permitido introducir cierta nomenclatura, poner nombre a las aplicaciones que verifican algunas
de las propiedades de un producto escalar, aunque no todas.

Llamamos espacio pre-hilbertiano a un espacio vectorial X dotado de un producto escalar
(-]-): X xX — K. Veremos que entonces X se convierte en un espacio normado, sin mds que
definir:

kel = (&) ? (xeX)

Dos de las propiedades que debe cumplir una norma se comprueban inmediatamente. En efecto,
para x € X y A € K se tiene:

IAx]* = (R | Ax) = AR (xle) = A |x]|?

luego ||Ax|| = |A|[|x||. También es claro que ||x|| = O implica x = 0. La desigualdad triangular
es consecuencia de la siguiente, que tiene interés en si misma:

Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Si X es un espacio pre-hilbertiano, se tiene:

|(x)] < [l

para cualesquiera x,y € X. Solo se verifica la igualdad cuando x e y son linealmente depen-
dientes, es decir, y =0 o0 x € Ky.

Demostracion. Fijamos y € X y suponemos sin perder generalidad que y # 0. Para cua-
lesquiera z € X y t € R, usando las propiedades del producto escalar, tenemos:

0 < (ty—zlty—2z) = 2|y||* —t[(zly) + (|2)] + ||z||* = ar* + bt + ¢ (1)
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donde a = ||y||?>, b = —2Re(z]y) y ¢ = ||z||*> son niimeros reales, con a > 0. Por tanto, el
trinomio de segundo grado ar? + bt + ¢ no toma valores negativos y deducimos que la ecuacién
at*> 4+ bt + ¢ = 0 no puede tener dos soluciones reales y distintas, lo que implica b> — 4ac < 0.
El mismo resultado se obtiene tomando directamente t = —b/2a. Esto prueba que

Re (zly) < Izl Iy (2)
para todo z € X. Observemos que si se da la igualdad en (2) la ecuacién at®> 4 bt +c¢ = 0 tiene
una solucién ¢ € R, lo que en vista de (1) implica que z = ty.

Fijamos ahora x € X y escribimos |(x|y)| = a(x]y) = (ox|y) con a € K y |a| = 1. Puesto
que (oux|y) es obviamente un niimero real, tomando z = o.x en (2) tenemos:

| ()] = (zly) = Re(zly) < [zl [l = [l 1] (3)

que era la desigualdad buscada.

Si se da laigualdad en (3) para un x € X, tenemos claramente la igualdad en (2) para z = o.x,
pero esto implicaba que z =ty para algin 7 € R, de donde x = 0izy € Ky. Reciprocamente, es
claro que la condicién x € Ky implica la igualdad en (3). |

Desigualdad triangular. Si X es un espacio pre-hilbertiano, se tiene:
x4yl < lixll + [yl VxyeX

Se verifica la igualdad si, y solo si, y=0 0 x = py con p > 0.

Demostracion. Usando de nuevo las propiedades del producto escalar y la Desigualdad de
Cauchy-Schwartz se tiene:

(x+ylx+y) = [|x]|* +2Re (x]y) + y]*

Ademds, supuesto y # 0, el razonamiento anterior nos dice que la igualdad ||x+y|| = ||x|| + |||
implica otras dos igualdades:

Re (x]y) = |(ely)| = llxl[ Iyl

La segunda es la igualdad en la Desigualdad de Cauchy-Schwartz que implica, como sabemos,
que x =py con p € K. Pero entonces la primera igualdad nos dice que Rep = |p|, luego p es
real y no negativo. El reciproco es evidente. |

En resumen, todo espacio pre-hilbertiano X es automdticamente un espacio normado, con
la norma asociada a su producto escalar, determinada por la igualdad ||x||*> = (x|x) para todo
x € X. Cuando esta norma es completa se dice que X es un espacio de Hilbert. Queda claro
que se trata de un tipo particular de espacios de Banach, justo aquellos en los que la funcién
x+ ||x||* es una forma cuadritica.

Ahora que en todo espacio pre-hilbertiano tenemos una norma, y por tanto las correspon-
dientes distancia y topologia, podemos extraer una importante consecuencia de la Desigualdad
de Cauchy-Schwartz: el producto escalar de cualquier espacio pre-hilbertiano X es continuo
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en X X X con la topologia producto, es decir, es una funcién juntamente continua en sus dos
variables. En efecto, para cualesquiera sucesiones convergentes {x,} —x e {y,} —»yen X,y
para cualquier n € N, tenemos

|Cenlyn) = (ely)| < (n = xlyn) | 4| Celyn) = (ely) [ < e = X[ [ynl] 4 [l [y = ¥l

pero {{lx, —x[[} =0, {llya=lI} = Oy {llyall} = [l¥[l. Tuego {(xanlyn)} — (x]y).

10.2. Igualdad del Paralelogramo

Para recorrer un camino inverso al que hemos seguido hasta ahora, empezamos observando
que el producto escalar de un espacio pre-hilbertiano X queda determinado por la norma. En
efecto, consideremos las dos igualdades siguientes, ya usadas antes:

e £ 37 = x> £ 2Re (xly) + [¥]* (x.y€X) (4)
Restando ambas igualdades (enseguida caeremos en la tentacion de sumarlas) obtenemos:
et y[? = le=y]* = 4Re(xly)  (x,y€X) (5)

y en el caso real ya hemos conseguido lo que queriamos:

() = g (e talP =l —y?)  (ryex) ©

En el caso complejo, basta observar que Im (x|y) = Re(x|iy), con lo que aplicando dos veces
la igualdad (5) obtenemos también:

1 . . . .
(xly) = 7 (312 = e =yl +illx+ iyl =il —ivll*)  (x,y €X) (7)

En Geometria, las igualdades (6) y (7) reciben el nombre de identidades de polarizacion.
Si se piensa un momento, para probarlas s6lo hemos usado que el producto escalar es una
forma sexquilineal hermitica, asi que tales identidades sirven para obtener una tal forma a partir
de la forma cuadrética asociada, que es lo que en Geometria se entiende por “polarizar”. Por
tanto, dos formas sexquilineales hermiticas son iguales cuando las formas cuadraticas asociadas
coinciden. En el caso real, una forma cuadratica estard asociada a una, y s6lo una, forma bilineal
simétrica.

Por lo que aqui nos interesa, las identidades de polarizacion nos informan de que dos espa-
cios pre-hilbertianos que podamos identificar como espacios normados, también son idénticos
como espacios pre-hilbertianos. Més concretamente, si X y Z son espacios pre-hilbertianos y
T : X — Z es un isomorfismo isométrico, las identidades de polarizacién nos dicen que:

(Tx|Ty) = (xy)  (xy€eX)

donde estamos usando la misma notacidn para los productos escalares de X y Z. Asi pues, T
conserva el producto escalar, luego identifica totalmente los espacios pre-hilbertianos X y Z.
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Podemos ahora preguntarnos cudndo un espacio normado es un espacio pre-hilbertiano, es
decir, qué normas proceden de un producto escalar o, mas sugestivamente, cudndo podemos
afirmar que el cuadrado de una norma es una forma cuadritica. Cualquier respuesta a esta
pregunta nos dard una caracterizacion de los espacios de Hilbert entre los espacios de Banach.
Existen respuestas muy diversas, entre las que probaremos la mds cldsica, la primera que se
obtuvo, aunque no sea la mejor.

Sumando las igualdades (4), obtenemos que en todo espacio pre-hilbertiano X se tiene:
eyl + e =yl* = 2[>+2]y1> (xy€X) (8)

Obsérvese que esta igualdad sélo involucra el espacio vectorial real generado por los dos vec-
tores que en ella aparecen. En el caso no trivial de que este espacio vectorial tenga dimension 2,
la igualdad tiene una clara interpretacion geométrica: en cualquier paralelogramo, la suma de
los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los lados. Es por esto
que (8) recibe el nombre de igualdad del paralelogramo. Por sorprendente que pueda parecer,
esta identidad caracteriza a los espacios pre-hilbertianos:

Teorema de Jordan-Von Neumann. Si X es un espacio normado, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) X es un espacio pre-hilbertiano, es decir, existe un producto escalar (+|-) en X tal que
lx||? = (x|x) para todo x € X.
(ii) La norma de X verifica la igualdad del paralelogramo, es decir, se tiene

ey 17 + e = yIP = 202> +20lyl1* Yy e X

Omitimos la demostracion de este teorema, que es laboriosa, aunque no dificil. Veremos al-
gunas consecuencias del teorema que merecen ser destacadas. En primer lugar, la continuidad de
la norma y las operaciones de un espacio normado X hace evidente que X verifica la igualdad
del paralelogramo tan pronto como la verifique un subespacio denso de X. Si ¥ es un subespa-
cio denso de un espacio normado X y sabemos que Y es un espacio pre-hilbertiano, entonces
también X es un espacio pre-hilbertiano. Como consecuencia, y esto es lo mds interesante, la
completacion de un espacio pre-hilbertiano es un espacio de Hilbert. Podriamos ver sin dificul-
tad la forma de extender por continuidad el producto escalar del espacio a la completacion, pero
no merece la pena hacer ese esfuerzo, la igualdad del paralelogramo se encarga de hacerlo por
nosotros y, si queremos conocer explicitamente el producto escalar en la completacion, siempre
tenemos las identidades de polarizacion.

En segundo lugar, para saber si dos vectores x e y de un espacio normado verifican la
igualdad del paralelogramo, basta conocer la norma en el espacio vectorial real que generan
esos dos vectores. Podriamos decir que, saber si un espacio de Banach de dimension arbitraria
es 0 no un espacio de Hilbert, es una cuestién que podemos dilucidar en R?. Dicho con mds
propiedad: un espacio normado X es un espacio pre-hilbertiano si, y solo si, lo son todos
los subespacios bidimensionales de Xg. Incluso cuando X tiene dimension 3 sobre R esta
afirmacion no es nada evidente y tiene una interesante interpretacion geométrica.

Finalmente podemos facilmente “auscultar” los espacios de Banach que conocemos, para
decidir si son o0 no espacios de Hilbert. Ese es el contenido del proximo apartado.
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10.3. Ejemplos de espacios de Hilbert

Espacios de dimension finita. Para N > 1 y 1 < p < oo, usamos en lI]Y los dos primeros
vectores bésicos e; = (1,0,...,0) y ez = (0,1,0,...,0), observamos que |lej + e[, = 2'/7
y deducimos que solo se verifica la igualdad del paralelogramo cuando p = 2. Andlogo ra-
zonamiento muestra que /2 tampoco verifica la igualdad del paralelogramo. Reciprocamente,
sabemos que la norma euclidea en KV procede de un producto escalar. Por tanto:

Dados N >1y 1< p<oo lf,] es un espacio de Hilbert si, y solo si, p = 2.

Merece la pena comentar que para los espacios de Hilbert 7Y, al igual que para todos los que
van a aparecer, la Desigualdad de Cauchy-Schwartz no es més que la desigualdad de Holder en
el caso particular p = 2. Obviamente este comentario, como muchos de los que vamos a hacer
en lo que sigue, es anti-historico, la Desigualdad de Cauchy-Schwartz es anterior a la de Holder.

Espacios de sucesiones. El mismo razonamiento del caso anterior se aplica a los espacios de
sucesiones [, con 1 < p < oo, usando los dos primeros vectores unidad, con lo que obtenemos:

Para 1 < p < oo, el espacio de Banach [, es un espacio de Hilbert si, y solo si, p = 2.

De hecho, el razonamiento que usamos en el caso p = oo demuestra que ¢y no es un espacio
de Hilbert, mucho menos podran serlo ¢ y /.

Claramente, el producto escalar de / viene dado por:

(o]

(aly) = Y x(m)y(n)  (x,y € )

n=1
Tenemos aqui el ejemplo més importante de espacio de Hilbert de dimension infinita.

Espacios de funciones integrables. Dado un conjunto medible Q C RY, con medida de
Lebesgue positiva, siempre se pueden encontrar dos subconjuntos disjuntos de € que tengan
medida positiva y finita. Las funciones caracteristicas de estos conjuntos estdn en L,(€) para
1 < p < o y pueden hacer el papel que los vectores unidad han hecho en razonamientos ante-
riores. Obtenemos lo siguiente:

Para cualquier conjunto medible con medida positiva Q@ CRN y 1 < p < oo, el espacio de
Banach L,(Q) es un espacio de Hilbert si, y sélo si, p = 2.

El producto escalar en L, () es fécil de adivinar:
(fle) = | r0eiar  (f.g € La(Q)

Finalmente, es facil comprobar que otros espacios de Banach conocidos no verifican la
igualdad del paralelogramo. Por ejemplo, si L es un espacio topoldgico localmente compacto
y de Hausdorff, que no se reduzca a un punto, el espacio de Banach Cy(L) de las funciones
continuas en L que se anulan en el infinito, con la norma del méximo, nunca es un espacio de
Hilbert.



10. Espacios de Hilbert 90

10.4. Teorema de la Proyeccion Ortogonal

Los espacios de Hilbert tienen un comportamiento muy especial en relacion con la Teoria de
Aproximacién. Todo subconjunto convexo y cerrado, no s6lo es un conjunto proximinal en el
espacio, sino que incluso cada punto del espacio tiene una tinica mejor aproximacién en dicho
subconjunto. Esta importante propiedad geométrica de los espacios de Hilbert serd la clave para
el desarrollo posterior de la teoria.

Lema de Aproximacién Optima. Sea C un subconjunto convexo y cerrado de un espacio
de Hilbert H. Entonces, para cada x € X existe un tinico punto Pc(x) € C que materializa la
distancia de x a C, esto es, que verifica:

lx = Pe(x)|| = d(x,C) = inf{|x—y|]|:y e C}

Demostracion. Es una consecuencia bastante facil de la igualdad del paralelogramo. Fijado
X € H, para cualesquiera u,v € C podemos escribir:

2 2 2 2 2
le =l = ll(u =x) = (v =217 = 2 e = x[|" + 2]y = x[|” = [Ju+v = 2x]]
Puesto que (u+v)/2 € C por ser C convexo, tenemos

u+v
2

lu+v—2x]% = 4[| =2 —x||” > 4d(x,C)?

y sustituyendo esta desigualdad en la igualdad anterior obtenemos:

lu—v|> < 2|lu—x|?+2||v—x|*> — 4d(x,C)*> (xeX,u,veC) (f)
Esto prueba ya la unicidad del punto de C que pueda materializar la distancia a x, ya que si
u,v € C verifican que |u—x|| = ||[v—x|| = d(x,C), la desigualdad anterior implica que u = v.

Casi con el mismo argumento, probamos la existencia. Para ello, sea {u,} una sucesién de
puntos de C tal que {|lu, —x||} — d(x,C). Fijado un € > 0, existird un ng € N verificando:

2
€
lun—x|* < d(x,C)* + 7 (€N, n>no)

Pero entonces, para n,m > ng, tomando u = u, y v =u,, en (), obtenemos:

82
= l? < 4 (40CP + ) - dancy? =

lo que demuestra que {u,} es una sucesién de Cauchy. Por ser H completo y C cerrado, dicha

sucesion converge a un punto Pc(x) € C que verifica ||x—Pc(x)|| = lim ||x — u,|| = d(x,C). Asi
n—oo

pues, Pc(x) es un punto de C que materializa la distancia a x y la unicidad estaba asegurada

de antemano. |

Nos interesa aplicar el resultado anterior al caso particular de un subespacio. Sea pues M un
subespacio cerrado de nuestro espacio de Hilbert H, fijemos x € H y sea Py(x) el tinico punto
de M que materializa la distancia a x. Vamos a comprobar que Py (x) se caracteriza por verificar
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que (x— Pyr(x)|y) =0 paratodo y € M. Con la terminologia que introduciremos enseguida, esta
condicién tiene una interpretacion geométrica muy clara: x — Py(x) es ortogonal a M, o dicho
de forma mds sugestiva, Py(x) es el pie de la perpendicular a M que pasa por x. Comprobemos
pues esta caracterizacion.

Dado u € M, por definicién de Py(x) tenemos:

= Pu ()| < [l —ul® = || (= Pux)) = (u—Pu(x) ||
— e = Pu ()] = 2Re (x — Pps (x) [uu— Py (x)) + || — Pas ()

de donde deducimos
2Re (x — Py (x)|u— Py (x)) < [lu— Pu()|?, YueM
Fijados vE€ M y t € R, podemos ahora tomar u = Py(x) +tv € M, obteniendo
21Re (x— Py(x)|v) < v}, VieR", VveM
Dividiendo por ¢ ambos miembros de la desigualdad anterior y haciendo ¢+ — 0 obtenemos
Re (x— Py (x)|v) <0 VveM
Finalmente, fijado y € M podemos tomar v =y, pero también v = —y, con lo que obtenemos
Re (x—Py(x)|y) =0 VyeM

concluyendo nuestro argumento en el caso real. En el caso complejo, para que se anule el pro-
ducto escalar, y no sélo su parte real, tomaremos también v = +iy. En cualquier caso tenemos,
como se queria,

(x—PM(x)|y) =0 VyeM O

Reciprocamente, si yo € M verifica que (x —yo|y) =0 para todo y € M, entonces:

Ix=yII> = [(x—y0) — > —=y0) > = [|x = yoll* — 2Re (x —yo[y — y0) + [y — yo||*

= |x=yoll+lly=yol* = [l —=yol>  (veM)

lo que demuestra que yo materializa la distancia de x a M, es decir, yo = Py(x). Queda pues
comprobado que, para todo x € X, la dnica mejor aproximacién Pys(x) se caracteriza por la
condicién <, de la que vamos a sacar mucho partido, tan pronto como preparemos una termi-
nologia adecuada.

Se dice que dos vectores x € y de un espacio pre-hilbertiano X son ortogonales cuando
(x]y) = 0, en cuyo caso escribimos x_Ly. Obsérvese que se verifica el Teorema de Pitdgoras, es
decir,

xly = eyl =[xl + Iyl
e incluso, en el caso real, es cierto el reciproco. De hecho, en un espacio pre-hilbertiano real,
para cualesquiera vectores no nulos x e y, la Desigualdad de Cauchy-Schwartz nos dice que

(x[y)
[l Iyl

—1 < <1
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lo que permite definir el dngulo entre los vectores x e y como el tnico 6 € [0, 7] que verifica

cosO = —(x|y)

[l ][
y es claro que 6 = /2 cuando x1y. Dado un subconjunto no vacio Y de un espacio pre-
hilbertiano X, podemos considerar el conjunto de los vectores ortogonales a todos los de Y, es
decir, el conjunto:
Yt ={xeX:xly Vyevr}
De las propiedades del producto escalar se deduce claramente que Y es un subespacio cerrado
de X,y es evidente que ¥ C )

Pues bien, volvamos a los razonamientos anteriores sobre la mejor aproximacién en un
subespacio. Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, sabemos que cada x € H
tiene una tinica mejor aproximacioén Py (x) € M y también que Py (x) queda caracterizado por
la condicién <), que ahora se expresa simplemente diciendo que x — Py(x) € M~*. Tenemos
entonces x = Py (x) +x — Py(x) € M+ M™, de la arbitrariedad de x deducimos H = M + M~
y es claro que esta suma es directa, ya que si x € M N M~ se tendrd (x|x) = 0 luego x = 0. Por
tanto H = M &M~ y vemos enseguida que esta suma es topoldgico-directa. En efecto, Py ha
resultado ser la proyeccién lineal en H que verifica Py (H) = M y ker Pyy = M. Se dice que
Py es la proyeccion ortogonal de H sobre M. Es claro que Py, es continua, pues para cada
x € H, usando que (x— Py(x)) LPy(x) tenemos:

lell* = 1P ()1 + lx = Par ()12

luego ||Py(x)|| < ||x|| paratodo x € H y Py es continua con ||Py|| < 1. De hecho, es claro que
||Py|| =1 a menos que M = {0}, pero la igualdad anterior encierra mucha mds informacion,
ya que nos permite recuperar la norma de H, y no sélo su topologia, a partir de las normas de
M y M. Asi pues, tenemos una perfecta descomposicion del espacio H como suma directa
de los subespacios M y M. Obsérvese también que la situacién es simétrica, se comprueba
ficilmente que M+ = M asi como que, para cada x € H, x — Py;(x) es la mejor aproximacién
de x en M+, simbélicamente, x — Py (x) = Py;. (x) 0 Py;. = Idy — Py Enunciamos con detalle
toda la informacién obtenida:

Teorema de la Proyeccion Ortogonal. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio
cerrado de H. Entonces:

(i) H se descompone en la forma: H = M & M*.

(ii) La proyeccion lineal de H sobre M tal que ker Pyy = M~ es la proyeccién ortogonal Py
de H sobre M, que se caracteriza por el hecho de que, para cada x € H, Py(x) es el
tinico punto de M que materializa la distancia de x a M.

(iii) Ademds, Py verifica que ||x||> = ||Py(x)||> + ||x — Pu(x)||* para todo x € H. En par-
ticular Py es continua, luego H es suma topoldgico-directa de M con M+, y ||Py|| = 1
a menos que M = {0}.

(iv) Finalmente, se tiene también M+ =M vy Py =1dy — Py

Hay una informacién en el teorema anterior que merece destacarse. Recordemos que, en un
espacio de Banach, un subespacio cerrado estd complementado si, y s6lo si, admite un comple-
mento algebraico cerrado, cosa que no siempre ocurre. Sin embargo, en espacios de Hilbert el
teorema anterior nos dice que siempre existe ese complemento topolégico:
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Corolario. En un espacio de Hilbert, todo subespacio cerrado estd complementado.

Como otra consecuencia importante del Teorema de la Proyeccién Ortogonal, vamos ahora
a describir perfectamente el dual de un espacio de Hilbert, concluyendo que se puede identificar
con el propio espacio. Si H es un espacio de Hilbert, cada vector y € H da lugar a un funcional
lineal y definido en H por

) = (xly)  (xeH)

En el caso complejo, nétese que es importante situar el vector y en la segunda variable para
aprovechar la linealidad del producto escalar en la primera. La desigualdad de Cauchy-Schwartz
nos dice que y € H* con ||¥|| < ||y||, pero la desigualdad contraria es inmediata, basta ver que
Iy[I?> =9() < ||9]| [y]|- Por tanto, tenemos una aplicacién y — § de H en H* que es conjugado-
lineal (el precio que pagamos por haber tenido que situar el vector y en la segunda variable) e
isométrica. La clave estd en que esta aplicacion también es sobreyectiva y se convierte en una
identificacion de H con su dual H*:

Corolario (Teorema de Riesz-Fréchet). Si H es un espacio de Hilberty f es un funcional
lineal continuo en H, existe un vector y € H tal que f(x) = (x|y) para todo x € H. Por tanto,
escribiendo:

) = (ly)  (vy€eH)
la aplicacion y — ¥ es una biyeccion conjugado-lineal isométrica de H sobre su dual H*.

En efecto, dado f € H*, podemos aplicar el Teorema de la Proyeccién Ortogonal a ker f,
que es un subespacio cerrado de H. Suponiendo, sin perder generalidad, que f # 0, debera
existir u € (ker f)* con u # 0 y, puesto que f(u) # 0, podemos conseguir mediante una obvia
normalizacion que f(u) = 1. Entonces, para cualquier x € X, usando que x — f(x)u € ker f,
obtenemos

0= (x—f(x)ulu) = (x|u) — f (@) [Jull?

Tomando entonces y = u||u| =2 tenemos

79 = gz () = (x]y)

y, en vista de la arbitrariedad de x € X, hemos probado que f = J, como se queria.

Asi pues, todo espacio de Hilbert real H es isométricamente isomorfo a su espacio dual,
podemos escribir H = H*. En el caso complejo, la identificacién conseguida no es lineal sino
conjugado-lineal. Se puede conseguir también en caso complejo un isomorfismo isométrico y
escribir H = H*, pero la identificacion dada por el corolario anterior es candnica, esta definida
directamente a partir del producto escalar sin usar ningin tipo de sistema de referencia, mientras
que para conseguir un isomorfismo isométrico si es necesario fijar un tal sistema.

A partir del corolario anterior es facil probar una interesante consecuencia: todo espacio de
Hilbert es un espacio de Banach reflexivo.



