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Capitulo 1

Nuimeros reales,vectores y funciones

Comentario

Los estudios antropologicos revelan que han sido necesarios muchos siglos antes de
que los hombres concibieran la idea del nimero. Nuestros antepasados debieron hacer un
gran esfuerzo para alejarse de lo concreto de las necesidades de la vida y de la realidad del
mundo circundante para llegar a la concepcion de la entidad numérica, completamente
separada de toda referencia concreta. Las concepciones que el hombre ha tenido sobre
la idea de nimero han seguido un desarrollo paralelo al devenir histérico del hombre.
En una primera etapa se aprendi6é a contar el nimero de objetos independientemente
de la naturaleza de éstos y asi aparecieron los nimeros naturales. Las deudas en el
trato comercial, hicieron nacer los niimeros enteros, mientras que las reparticiones o el
comienzo de las mediciones de campos, pesos, etc dieron lugar al concepto de niimero
racional. Fueron los pitagoricos los que descubrieron que s6lo con los niimeros naturales
y las fracciones no pueden realizarse todas las medidas posibles de forma exacta, ya
que se encontraron pares de segmentos como la diagonal y el lado de un cuadrado cuyo
cociente de longitudes no es una fraccion. Esto obligo a la consideracion de los nimeros
irracionales. El conjunto formado anadiendo a estos tltimos al conjunto de los ntimeros
racionales se ha dado en llamar el conjunto R de los nimeros reales. El conocimiento
de éstos es la primera premisa para avanzar con provecho en el estudio del Analisis
Matematico.

Por otra parte, en diversos campos de la actividad humana ocurre que, para poder
expresar sin ambigiiedad las leyes que la determinan, se establecen relaciones entre
un conjunto de objetos (llamado dominio) y otro conjunto de objetos (llamado rango
o recorrido). En realidad se trata de puros artificios usados para describir relaciones
especiales en forma cuantitativa. Cuando estas relaciones son tales que a cada elemento
del dominio corresponde un sélo elemento del rango, reciben en general el nombre
de aplicaciones. Si ademas el dominio y el rango de estas aplicaciones son conjuntos
numéricos se suelen llamar funciones.

Veamos algunos ejemplos:

1.- La fuerza necesaria para estirar un muelle de acero hasta una longitud x a partir
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de su longitud normal es proporcional a x. Es decir, F' = cx, donde ¢ es un nimero
independiente de x, que depende de la naturaleza del muelle. Esta formula, descubierta
por R. Hooke a mediados del siglo XVII, relaciona cada longitud "extra" con la fuerza
requerida para tal alargamiento.

Claramente su dominio y su rango es el conjunto de los niimeros reales positivos y a
cada elemento del dominio corresponde un sélo elemento del rango, por lo que estamos
tratando con nuestro primer ejemplo de funcion.

2.- Imaginemos ahora un determinado objeto que es levantado hasta cierta altura
"h" y es dejado caer libremente. Sabemos que la altura es proporcional al cuadrado
del tiempo que tarda en llegar al suelo, concretamente

h = 1/2gt?,

donde la constante g es el valor de la aceleraciéon de la gravedad.
Notese que de esta forma obtenemos una nueva funciéon que expresa sin ambigiiedad
como depende la altura alcanzada respecto del tiempo que tarda en caer.

En realidad, puede asegurarse que, por regla general, las leyes que que determinan un
determinado fenomeno depende no s6lo de una variable sino de varias. Asi por ejemplo,
en el coste de un producto, intervienen la materia prima, el transporte de ésta, la mano
de obra y otras realidades. Esto nos lleva a tener que considerar funciones definidas
en un subconjunto de R?. Pero todavia més, es normal considerar varios aspectos de
un mismo fenémeno y su dependencia de varias variables lo que conduce al estudio de
funciones definidas en un subconjunto de R? con valores en R".

Como puede uno imaginarse existe una gran variedad de ejemplos de funciones en
el campo de los fen6menos naturales, y en otros muchos campos del conocimiento, en
los que tanto el dominio como el rango son subconjuntos de ntimeros reales o de su
producto cartesiano. Asi pues, dado que el nticleo de este curso es el estudio de las
funciones, se entiende que el conocimiento de los niimeros reales es la primera premisa
para avanzar con provecho.

En este primer capitulo estudiaremos en primer lugar el conjunto de los nimeros
reales R e iniciaremos el estudio de las funciones definidas y con valores en R, con
especial énfasis en las funciones més importantes, llamadas funciones elementales. En
segundo lugar, estudiaremos qué propiedades del conjunto R se mantienen para el con-
junto producto cartesiano R", y como relacionar cada funciéon con valores en R™ con n
funciones con valores en R.
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1.1. El conjunto de los ntimeros reales.

Sumario

En esta leccion estudiaremos las propiedades que se pueden considerar en el conjunto
de los nimeros reales. La estrategia que seguiremos en esta primera leccién serd la de exponer
una lista de propiedades fundamentales de los nameros reales, que seran enunciadas bajo la
forma de " axiomas ", y sus consecuencias més importantes. Destacaremos, de entre todos
los axiomas, el que llamaremos axioma del supremo, de hecho, este axioma no se verifica en
el conjunto de los ntiimeros racionales, y esto le confiere al conjunto de los ntimeros reales su
identidad y primacia. Cualquier otra propiedad de los niimeros reales se deduce de éste y del
resto de los axiomas. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

[.1.1 Estructura algebraica.

[.1.2 Estructura ordenada.

[.1.3 Axioma del supremo.

[.1.4 Valor absoluto de un niimero real.
[.1.5 Intervalos.

[.1.6 Aproximacion decimal.

[.1.7 Conjuntos finitos e infinitos.

[.1.8 Relacién de ejercicios.

1.1.1. Estructura algebraica

Axioma I: Existe un conjunto, que notaremos por R, en el que existe una operacioén
suma (+), verificando:
1. Propiedad asociativa:
(+y)+z=2+y+2) (z,9,2€R)
(esto es, no es necesario escribir paréntesis si s6lo aparece la operaciéon suma).
2. Propiedad conmutativa:

r+y=y+z (r,y €R).
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3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un elemento 0 € R, tal que, para cada = € R, se tiene
r+0=ux.
4. Propiedad de existencia de elemento simétrico:
Dado cualquier niimero real = existe otro niimero real —z tal que

x+ (—z) =0.

Axioma II: En R existe también una operacion producto (.), que notaremos por
yuxtaposicion, verificando:

1. Propiedad asociativa:
(zy)z = x(yz) (v,y,z € R),

(esto es, no es necesario escribir paréntesis si s6lo aparece la operacion producto).

2. Propiedad conmutativa:
xy=yzx (x,y €R).

3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un nimero real 1 € R, tal que, para cada x € R, se tiene
rl =ux.

4. Propiedad de existencia de elemento inverso:

Dado cualquier namero real x # 0 existe otro nimero real 1/x tal que

xl/x=1.

Ambas operaciones se relacionan entre si de la siguiente manera
Axioma III:
Propiedad distributiva:

(x+y)z=xz+yz (r,y,z € R).
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1.1.2. Estructura ordenada

Axioma IV: Existe una relacion binaria (<)), verificando:

1. Propiedad reflexiva: x <z (x € R).
2. Propiedad antisimétrica: Si x <y e y < x, entonces z =y (z,y € R).

3. Propiedad transitiva: Si z <y ey < z, entonces x < z (z,y, 2z € R).

Estas tres propiedades se resumen diciendo que la relacion (<)) es una relacion de

orden.
De hecho, el orden es total ya que:

Axioma V:
Dados dos niimeros reales x e y, ocurre que ¢ bien x < y 6 bien y < z.

Ademés el orden tiene un buen comportamiento con respecto a la suma

Axioma VI:

Sean z,y, z tres nimeros reales arbitrarios. Si x < y, entonces z + z < y + 2.
y también respecto al producto

Axioma VII:
Sean x,y dos nimeros reales arbitrarios y z > 0. Si z < y, entonces zz < yz.

Las propiedades enunciadas anteriormente suelen resumirse diciendo que el
conjunto R dotado con las operaciones +,. y el orden < tiene estructura de cuerpo
ordenado.

Notacion

Notaremos por:

-z <y, el hechode que x <yyax#y,
-z —y=z+(-y)

-zfy=z1/y

-x >y alaexpresion y < x

y también por
R :={z eR; 0 <z},

R™ :={z eR; =z <0},
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Ry :={z €R; 0 <z},
R*:={z e R; = # 0}.

Antes de continuar vamos a resaltar algunas propiedades que son consecuencia
de los axiomas anteriores.

Proposicion 1.1.1. Sean x,y, z tres nimeros reales.

~

z,0=0, z.(—y) = —zy
Stx <y+ z, entonces v — z < y.
Six <yzyz>0, entonces v/z < y.

2

3

4. Six<yzyz<O0, entonces x/z > y.
5. Si0<z<uy, entonces 0 < 1/y < 1/z.
)

x <y si, ysolo si x<y+ z, para todo z € RT.

1.1.3. Axioma del supremo.

Es claro que el conjunto de los niimeros racionales Q cumple todas las propiedades
exhibidas hasta el momento. Sin embargo, como ya hemos advertido, en este conjunto
no se encuentran suficientes elementos como para medir por ejemplo la diagonal de un
cuadrado de lado 1. Debe haber pues alguna otra propiedad exclusiva del conjunto R
que asegure que contiene estos nuevos elementos. Para poder enunciar esta propiedad
necesitamos introducir algunos conceptos.

Sea A un subconjunto de nimeros reales no vacio y z € R. Se dice que 2z es un
mayorante o cota superior de A si verifica que, para cada x € A,

z < z.

Se dice que z es el supremo de A si es el menor de los mayorantes de A.

Invirtiendo el orden en las definiciones anteriores, encontramos los conceptos de
minorante o cota inferior y de infimo.

Se dira que un subconjunto A de niimeros reales estd mayorado (resp. minorado)
si tiene mayorantes (resp. minorantes).

Se dird4 que un subconjunto A de numeros reales esta acotado si tiene mayorantes
y minorantes. Esto es, si estd mayorado y minorado.
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Ya podemos enunciar el axioma distintivo del conjunto R, conocido como el axioma
del supremo

Axioma VIII:
Todo subconjunto de niimeros reales no vacio y mayorado tiene supremo.

Este axioma nos permite incluir, por ejemplo, v/2 en el conjunto R, ya que es facil
probar que
V2 = Sup{z € Q; z* < 2}.
Por otra parte, es consecuencia inmediata del axioma del supremo, que todo sub-
conjunto de niimeros reales no vacio y minorado tiene infimo. Este hecho nos permite
ver que el nimero e es también un nimero real, ya que éste puede verse como

e=Inf{(1+1/n)"""; n € N},
aunque también
e=Sup{s,=1+14+1/2+..+1/nl; ne€ N}

Otras consecuencias, algunas sorprendentes, de éste axioma se recogen en el siguiente
resultado:

Teorema 1.1.2.

1. El conjunto de los numeros naturales no estd mayorado.

2. Para cada n € N y para cada y € RY existe un (inico) nimero real positivo
r = {/y tal que " =y

3. Dados dos nimeros reales x < y, existe un numero irracional 3 tal que v < 3 < y.
4. Dados dos nimeros reales x < y, existe un numero racional v tal que v < r < y.

5. Si P(n) es una propiedad relativa a un nimero natural n y se verifica que P(1)
es cierta y que siempre que lo sean P(1), P(2),..., P(n) lo sea también P(n + 1),
entonces dicha propiedad es cierta para todos los nimeros naturales.

La recta real: representaciéon grafica del conjunto R

Para tener una idea intuitiva del conjunto, los ntimeros reales suele representarse
como los puntos de una recta. Para dicha representacion fijamos dos puntos sobre una
recta horizontal que llamamos origen y punto unidad, y les asignamos los niimeros 0 y 1,
respectivamente. El segmento entre 0 y 1 es tomado como unidad de medida y, llevado
hacia la derecha del 1, vamos obteniendo los diferentes nimeros naturales. Llevando la
misma unidad de medida hacia las izquierda de cero, se obtiene el resto de los niimeros
enteros. Los huecos seran rellenados por el resto de los niimeros racionales e irracionales
teniendo en cuenta los apartados 3) y 4) del teorema 1.1.2. Asi, el hecho de que = <y
se interpreta como que el 7 punto 7 x se encuentra situado a la izquierda del ” punto ”

Y.
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1.1.4. Valor absoluto de un niimero real

Dado un nimero real x, se define su valor absoluto por la siguiente regla

r stx >0
2l = -z stx <0

Conviene destacar algunas de sus propiedades:
Proposicién Sean x e y dos niimeros reales, entonces
1. |z] =0si, ysélosiz=0.
2. Six # 0, entonces |z| > 0.
3. |zl ==l eyl = [=[ly].
4. 22 = |z?, Va2 = |z).
5. |z| <ysi, ysolosi —y <z <y.

6. x| —|yl| < |z +y| < x|+ |yl

1.1.5. Intervalos

Otros subconjuntos especialmente interesantes son los llamados intervalos, esto
es, hablando rudamente, los conjuntos que no tienen agujeros.

Dados dos niimeros reales a y b, se llamara

Intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto

la, b= {z € R; a <z < b}.
Intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto

la,b] :={z € R; a <x < b}.
Intervalo cerrado en a y abierto en b, al conjunto

[a,b[:={z € R; a <z < b}.
Intervalo abierto en a y cerrado en b, al conjunto

la,b] :={x € R; a <z <b}.
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Semirrecta abierta de origen a al conjunto
Ja,4+oo[={zr € R; a < x}.
Semirrecta cerrada de origen a al conjunto
la,+oo[:={r € R; a < x}.
Semirrecta abierta de extremo 0 al conjunto
| — o0, b= {x € R; = < b}.
Semirrecta cerrada de extremo b al conjunto
| —00,b] :={z € R; = <b}.
Estos ocho tipos de conjuntos junto con el propio R son los tinicos subconjuntos
de R que no tienen ” agujeros 7, esto es, dicho de forma mas rigurosa, son los tinicos

subconjuntos I de ntumeros reales que verifican que, para cada dos puntos =,y € I, se
tiene que el intervalo |z, y[ esta contenido en I.

1.1.6. Expresiéon decimal de un ntimero real

A los elementos del conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} se les denomina nameros
digitos. LLamaremos expresion decimal de un nimero real dado x a una lista de
numeros digitos que estd univocamente determinada por dicho nimero.

Para ver como se genera esta asociacion (ntimero real-lista de digitos), comenzamos
con el caso particular en que 0 < x < 1. En este caso se puede probar que

Proposicion 1.1.3. Sea 0 < z < 1. Entonces

1

1. Emiste, para cada n € N, un tinico r, € Q tal que 10"r, € Z yr, < x <715+ 152

2. Para cada n € N, existen n niumeros digitos tales que

En tal caso, al nimero x se le asocia la lista {ay, as, ..., ap, ...} y suele escribirse
x = 0aas...a,...

Una tal expresion recibe el nombre de expresién decimal del nimero .
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Asi por ejemplo, la expresion decimal del nimero 1/6 es

1/6 = 0'1666...,6...

. Qué ocurre si el nimero no esté en el intervalo [0, 1[? Pues bien, para extender esta
asociacion a cualquier nimero real usaremos el concepto de parte entera de un nimero.

Se llama parte entera de un ntimero real x al namero entero F(x) dado por

E(x) = Sup{p € Z; p < z}.

Es inmediato comprobar que para cada x € R:
1. E(z)<z<E(x+1),
2. si p es un numero entero verificando:
p<z<p+l,

entonces p = E|x].

A partir de aqui es claro que para cada namero real z, se tiene que x — E(x) es un
nimero real comprendido entre 0 y 1 y por tanto, usando la proposiciéon anterior,
tiene su correspondiente lista digitos asociada {ay, as, ..., an,...}. En tal caso, Se llama
expresion decimal de x € RT a la expresion E(z) ajas, ...a,... y suele escribirse

/
r = E(x)aas, ..., a,.
Si x € R™, basta considerar —z y escribir
r=—FE(—z)aas,...ay.

Asi pues, por comodidad, vamos a suponer que z € R, ya que las definiciones para
los ntimeros negativos son analogas.

Si la expresion decimal de x es tal que a, = 0 a partir de un cierto valor p, diremos
que la expresion decimal de x es finita o que x admite un desarrollo decimal finito
y en tal caso escribiremos

r = E(z)ay,aq, ...ap.

Merece la pena destacar que en este caso, claramente, x es un niimero racional.

Puede ocurrir que un nimero racional, no admita un desarrollo decimal finito, si
bien, en tal caso se advierte que existe una lista de digitos que se repite periédicamente.
Si E(x)ay,as, ..., ay, ... es la expresion decimal de un nimero racional positivo x, donde
Qp, Apt1, Api2, ..., Gg €5 Una lista de digitos que se repite de forma continuada, suele
escribirse

—

r = E(x)a,a,....ap_1,(ap, api1, Qpya, ..., ag).
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Una tal expresion recibe el nombre de expresién decimal periédica.
Asi, por ejemplo % = l'ayas...a,, ..., donde, para cada n € N, se tiene que, a, = 3.
En tal caso escribiremos 4/3 = 1'3.

La expresion decimal de un ntmero irracional ni es finita ni es periodica.

Sea x un numero real positivo, y sea F(z)'ajas...a,... su expresion decimal. Al valor
E(z)'ajas...a, se le denomina aproximaciéon decimal de x con n cifras exactas.

En los céalculos con niimeros irracionales suele usarse la aproximacion decimal con
cifras exactas, teniendo en cuenta que para ello la ultima cifra que aparece es fruto
del redondeo y que el nimero de cifras exactas a usar en cada caso dependera de la
precision que necesitemos. Por ejemplo en lugar de

e = 2'718281828459045235360287471352662497757247 ...,
puede escribirse, si en los calculos s6lo necesitamos contar con seis decimales,

e ~ 2'718282.

1.1.7. Aplicaciones

Con el fin de hacer una definicién rigurosa necesitamos recordar algunos
conceptos:

Dados dos conjuntos A y B se dice que una correspondencia f entre los
elementos de A y de B es una aplicaciéon entre A y B si a cada elemento del conjunto
A corresponde un sélo elemento del conjunto B. Este hecho suele notarse

f:A— B.

Al conjunto A se le suele llamar dominio de la aplicacién f y al conjunto B rango
de la aplicaciéon f.

Asi pues, una aplicaciéon viene determinada por
1. su dominio,

2. el cojunto donde toma valores,
y

3. laley de correspondencia, x — f(x).

Por otra parte, se dice que una aplicaciéon f: A — B es

1. inyectiva si, para cualesquiera dos elementos =,y € A tales que = # y, entonces
f(z) # f(y)), 6 equivalentemente si f(z) = f(y) siempre que z = y.
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2. sobreyectiva si el conjunto imagen de f,f(A), que no es otro que el conjunto
f(A) ={y € R; existe x € A, tal que y= f(z)},
coincide con el conjunto donde toma valores la funcion,

3. biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva.

Sea f: A — B es una aplicacion inyectiva. A la aplicacién cuyo dominio es f(A),
cuyo rango es A y que viene definida por la ley f(z) —— x se le denomina aplicacién
inversa de f y es notada por f.

Obsérvese que la funcion inversa f~!: f(A) — A es una aplicacion biyectiva.

Dada una aplicacion f : A — By dado un subconjunto C' de A, llamaremos
restriccion de f al conjunto C, f/C, a una nueva aplicacion cuyo dominio es C,
que toma valores en B y cuya ley de correspondencia viene dada por

(f/B)(x) = f(x) (€ B).

Sea C' un subconjunto de Ay g : C — B una aplicaciéon. Llamaremos
extension de ¢ al conjunto A, g#, a una nueva aplicaciéon definida en A, con valores
en B y cuya ley de correspondencia esta sujeta a la siguiente condicion.

g'(z) = g(z) (2 €0).

Dados C C A,y f: A — B, es claro que f es una extension de f/C al
conjunto A.

1.1.8. Conjuntos finitos e infinitos

Un conjunto A se dice finito si es vacio o si existe un nimero natural n, tal que se
puede establecer una aplicacion biyectiva entre el propio A y el conjunto {1,2,...,n}.
Ademas, el nimero natural n se denominara como el cardinal de A,

Un conjunto se dice infinito si no es finito.

El conjunto de los nimeros naturales N, el conjunto de los niimeros enteros Z, el
conjunto de los nimeros racionales Q, el de los numeros irracionales R/Q y todos los
intervalos son conjuntos infinitos.

Podemos preguntarnos ahora si todos tienen el mismo "nimero de elementos".
Para ello introducimos el siguiente concepto.

Un conjunto A se dice NUMERABLE si es vacio o si existe una aplicacion inyectiva
de él en N.
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Claramente todos los conjuntos finitos son numerables y se puede probar que un
conjunto infinito es numerable si, y so6lo si, existe una aplicacion biyectiva de él en N.

Si consideramos las siguientes aplicaciones inyectivas

- I : N — N definida por I(n) =

- f :Z — N definida por f(— n%z f(0)=1y f(n) =2"

- g : Q — N definida por g(p/

( )57, siempre que m.c.d(|p|,q) =1,y g €N

deduciremos que tanto N, Z como Q son conjuntos infinitos numerables y por tanto

en algin sentido tiene los mismos elementos.

Sin embargo, se puede probar que no es éste el caso de ninguno de los intervalos
ni del conjunto de los ntimeros irracionales. Obsérvese que esto tltimo choca con la
primera impresion sacada de los apartados 3) y 4) del Teorema 1.1.2.

1.1.9. Relacién de ejercicios

s
1. Supuesto que " < —, donde s,z € R ,t,y € R, probar que
Y

s S+x x

< )
t t+y oy

2. Dados los nimeros reales z,y, disctitase la validez de las siguientes afirmaciones

2r — 3 1

<
9 T2 <3
b) |z —5|<|z+1]

¢) |zl =yl =z —yl

3. Demuéstrese que para cada numero natural n se verifica que

a) 1+3+..4+2n—1=n2

1)(2 1
b 12422 4. 42— 0T >6(”+ )
¢c) B4+2%+ . +nP=(142+..+n)%
d) 4™ >n?
e) 1+14+2+422+23+ . 427 =2""

f) (r—i—s)":Z(Z)rk sk, donder,sERy<

k=0

no\ n!
k) kl(n — k)
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§1.1 FEl conjunto de los niimeros reales

Calcilense, si existen, el supremo, el maximo, el infimo y el minimo de los sigu-
ientes subconjuntos de ntimeros reales:

a) A={zeR; 2? —4 >0},
b) B={reR; 22 —4 <0},
¢) C={l/n; ne N}

Pruébese que v/3 es irracional.

Pruébese que en toda reunién de personas existen al menos dos que conocen
exactamente el mismo nimero de asistentes.



1.2. FUNCIONES ELEMENTALES I: FUNCIONES RACIONALES Y EXPONENCIALES19

1.2. Funciones elementales I: Funciones racionales y
exponenciales

Sumario

Como ya hemos advertido, el niicleo del curso esta constituido por el estudio de aquellas
aplicaciones en el que tanto el dominio como el recorrido son subconjuntos de niimeros reales.
En esta leccidén estudiaremos algunos ejemplos importantes de éstas. El contenido completo
de esta leccion se articula de la siguiente manera:

[.2.1 Funciones reales de variable real.

[.2.2 Gréficas.

[.2.3 Funciones racionales.

[.2.4 Funcién logaritmo.

[.2.5 Operaciones con funciones.

[.2.6 Funcién exponencial.

[.2.7 Funciones definidas a trozos. Funciones valor absoluto y parte entera.

[.2.8 Relacién de ejercicios.

1.2.1. Funciones reales de variable real.

Llamaremos funcién real de variable real a toda aplicacién definida en un
subconjunto de numeros reales y con valores en R, esto es, a toda funcién funciéon

f:A— B,
donde A y B son dos subconjuntos no vacios de niimeros reales.
Sea A un subconjunto de niimeros reales y sea f : A — R una funcién. Se dice
que f es

1. creciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces f(z) < f(y).

2. estrictamente creciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces

f(x) < f(y).
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3. decreciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces f(z) > f(y).

4. estrictamente decreciente en A si siempre que x,y € A con r < y, entonces

f(@) > f(y).

5. monoétona (resp. estrictamente mondétona en A si es creciente o decreciente
(resp. estrictamente creciente o decreciente).

1.2.2. Grafica de una funciéon

En ocasiones resulta ttil tener una "imagen fotografica"de las funciones, esto se
consigue mediante la grafica de dicha funcién. Dada una funcion f : A — R se define
la grafica de f, como el conjunto

Graf(f): {(z,y) € R x R; y = f(x), o € A}.

Es claro que el conjunto Graf(f) es un subconjunto del producto cartesiano
R x R que notaremos por R%. Al igual que usamos como representacion grafica de R
la recta real, podremos usar el plano como representacion grafica del conjunto R? v,
por ende, la grifica de una funcion real de variable real podra representarse como un
subconjunto de éste.
La idea que ahora queremos resaltar es que la forma de la gréafica revela muchas
de las propiedades de la funcién correspondiente.
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Entre ellas estara por supuesto la monotonia, pero habri otras muchas: acotacion,
continuidad, derivabilidad, extremos, etc.

1.2.3. Funciones racionales

Veamos algunos ejemplos importantes de funciones reales de variable real.

1. Funcién identidad

Dada A un subconjunto de nimeros reales, se define la funcién identidad en
A, 14, como aquella funcion 14 : A — R que viene definida por

Ix(x) =2, Vo € A.
Dicha funcién es estrictamente creciente y su grafica
Graf(ly) = {(z,z); x € A}.
es un subconjunto de la diagonal principal

D = {(z,z); v € A}

Si A = [—2, 3], entonces su grafica puede ser representada por

3
2

1

2. Funciones constantes

Dada A un subconjunto de nimeros reales y dado a € R, se define la funcion
constante restringida al conjunto A, C,, como la funcion C, : A — R que viene
definida por

Co(x) =a, Vze A

La grafica de dicha funciéon
Graf(C,) ={(z,a); r € R}

puede verse como un subconjunto de la recta horizontal y = a:

Si A =[-2,3] y a = 3, entonces su grafica puede ser representada por
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Funciones polinémicas

Una funcion f : A — R se dice ser polinémica si existen ag, a1, as, ..., Gy,
nameros reales tales que f(x) = a,a™ + Ap1 2" 1+ .. a1z +ag para cada v € A.

La funcién identidad y toda funciéon constante son ejemplos sencillos de funciones
polinémicas.

Si A=[-2,3]y f(z) = 2 + 2% + 1, entonces la grifica de la funciéon polinémica
f puede ser representada por la siguiente figura.

-2 1 1 2 3
0.8
0.6

Funciones racionales

Una funcion f : A — R se dice ser racional si existen sendas funciones
polinomicas fi y f2, con fo(x) # 0, para cada x € A y tales que, para cada z € A

f(z) = fi(z)/ fa2(2).

Es claro que todos los ejemplos anteriores lo son de funciones racionales.

Si A =[-2,3]y f(z) = &, entonces la grifica de la funcion racional f puede
ser representada por




Anélisis Matemético 23

1.2.4. Funcién logaritmo.

Se define la funciéon Logaritmo neperiano, [og, como la tnica biyeccion
estrictamente creciente, que existe de RT en R, verificando:
-log(1) =0
- log(e) =1
- log(zy) = log(x) + log(y).

Como consecuencia, se pueden obtener algunas propiedades tales como que:
- log(aP) = plog(x), para cada x € RT y para cada p € N.
- log(z/y) = log(x) — log(y), para cada x,y € RT.

Si A =]0, 5] entonces la grafica de la restriccion de la funcion logaritmo neperiano
al conjunto A puede ser representada por

|

- )

Funcién logaritmo de base a

Dado a > 0, a # 1, se llama funcién logaritmo de base «, log,, a la funcion
definida en R* mediante la ley

loga(z) = log(x)/log(a).

Sia > 1, entonces la funciéon logaritmo de base a es una biyeccion estrictamente
creciente de R* en R, mientras que si a < 1 entonces es una biyeccién estrictamente
decreciente de R™ en R.

Asi por ejemplo, para A =]0,5] y para a = 10 y a=0,2 las graficas de las corre-
spondientes restricciones de la funcion logaritmo al conjunto A pueden ser comparadas
con la anterior
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1.2.5. Operaciones con funciones.

Antes de seguir con el listado de las funciones elementales conviene hacer algunas
precisiones.

1. Algebra de funciones

En primer lugar hacemos notar que dadas dos funciones fy ¢ definidas sobre un
mismo subconjunto de nimeros reales A, se pueden definir las siguientes funciones:

a) Funcién suma: [ + g.
La funcion suma es una nueva funcion f + g : A — R definida, para
cada x € A, por

(f +9)(z) = f(z) + g(2).

Como consecuencia de esta definicion aparece, asociadas a cada funcién
f:A— R, la llamada funcién opuesta,— f, esto es, la funciéon

—f:A— R,

definida, para cada x € A, por

b) Funciéon producto, f.g:
La funcion producto es una nueva funcion f.g : A — R definida, para
cada x € A, por

Como consecuencia, siempre 0 € f(A), definimos la funcién inversa
para el producto, 1/f, como la funcion

1/f: A— R,

dada, para cada z € A, por

1
1/f)(x) = —.
(/D) = 75
¢) Funcién producto por un escalar a, af:

Para cada a € R, la funcion , af, es una nueva funcion de A en R que
viene definida, para cada © € A, por

(af)(z) = af(z).
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2. Composicion de funciones

Supongamos ahora que existen sendas funciones f : A — Ry g: B — R de
manera que el conjunto B contiene al Podemos definir la funcién composicién
de ambas, g o f, como la funcién

gof:A— R
definida, para cada x € A, por
go f(x)=g[f(x)].

Recordemos que asociada a toda funcion inyectiva f : A — R podemos
considerar la funcion inversa, f~!, definida en f(A), con valores en A y que viene
definida mediante la ley :

fHf@) =2 (z€4),

esto es,

fﬁlof:IA.

Ademés es claro que

Es facil probar, usando estas tltimas consideraciones, que toda aplicacion estric-
tamente monotona es inyectiva y que su inversa es igualmente estrictamente monotona
y del mismo tipo (creciente 6 decreciente).

1.2.6. Funcién exponencial.

Ya podemos continuar con la lista de ejemplos

Llamaremos funcién exponencial, ¢”, a la funciéon inversa del logaritmo
neperiano, serd por tanto, una biyeccion estrictamente creciente de R en R™ tal que:
0=1
- 6 =
-el=e
- "V = e%eY, para cada x,y € R.
_ 6log:c =7

log(e*) = .
Su grafica se puede representar como sigue:

Dados € R* e y € R, convendremos en notar

¥ = eylogr’
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20
15

10

en particular se obtiene que:

log(z¥) = ylogz,

Funcién exponencial de base a

Dado a > 0, a # 1, la funcion h, : R — RT definida por h,(z) = a*, se
denomina funcién exponencial de base a, y se notara por a”.
Dicha funcion es estrictamente creciente (resp. decreciente) si @ > 1 (resp. a < 1)
de R en R* y verifica las siguientes propiedades:
-a¥ =1
-al=a
- a*t = a"a¥.

Sus graficas para a = 0,1 y a = 5 se pueden representar como siguen:
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Funcién potencial

Dado b # 0, la funcién p, : Rt — RT definida por py(z) = z°, se denomina

funcion potencial de exponente b, y se notara por z°.

Dicha funcion es estrictamente creciente (resp. decreciente) si b > 0 (resp. si b < 0)
de R™ en RT y verifica las siguientes propiedades:

-1t =1

- (zy)" = 2"y,

Sus graficas (para b= 7y b= —1) se pueden representar como siguen:

40

30

1.2.7. Funciones definidas a trozos. Funciones parte entera y
valor absoluto.

Supongamos que tenemos un subconjunto A de nimeros reales y dos subcon-
juntos disjuntos de éste B y C tales que A = B U C. Dispongamos ademas de sendas
funciones reales de variable real g y h definidas respectivamente en B y C. A partir de
aqui podemos definir una nueva funciéon f: A — R mediante la siguiente expresion:

f(x):{ zgg sizeB

sixz e C.

Decimos que una tal funcion es una funcién definida a trozos. Es evidente que
las propiedades de la nueva funcion dependerén de las propiedades de las funciones que
la definen y de la forma en que los subconjuntos se complementan.

Como ejemplos méas sencillos veremos los dos siguientes:

Funcién parte entera:
Se define la funcion entera, E, como la funciéon £ : R — R definida por

E(z) = Sup{p € Z; p < z}.

2

Dicha funcién es creciente y su grafica puede representarse como una escalera
infinita ” cuyos peldanos son intervalos de longitud uno, y que, en cada ntimero entero,
tiene un ” salto ” de altura uno.

Y
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=

-2 -1 1 2 3

Si A = [—2,3], entonces la grafica de la funcion E(x) restringida al conjunto A
puede ser representada por

Funcion valor absoluto.

Se define la funcion valor absoluto como la funcion |.| : R — R, definida
para cada z € R por
r stz >0
x| =

—x stx <0

La grafica puede representarse como la unién de las bisectrices del primer y
segundo cuadrante.

1.2.8. Relacién de ejercicios.

1. En una vasija de 30 cm de altura entra agua a ritmo constante. Se llena en
5 segundos.Usad esta informacion y la forma de la vasija para responder a las
siguientes cuestiones:

—

30 cm

| -

| ——
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a) Sid representa la profundidad del agua medida en centimetros y t el tiempo
transcurrido en segundos, explicad por qué d es funcion de ¢.

b) Hallad el dominio y el recorrido de dicha funcion.

¢) Esbozad una posible grafica de la funcion.

2. Sea A un subconjunto de nimeros reales y f : A — R una funcién real de
variable real. Se dice que f es par (resp. impar) si, para cada x € A, se verifica
que —x € Ay que f(z) = f(—=x) (resp. f(x) = —f(—=x). ;Qué se puede decir
acerca de la grafica de una funcion par?,; y de una funciéon impar? Dense ejemplos
de funciones par, impar y no par ni impar.

3. Sea A un subconjunto de nimeros reales y f : A — R una funcién real de
variable real. Se dice que f estd acotada (resp. acotada superiormente / in-
feriormente) si su conjunto imagen f(A) es un subconjunto de niimeros reales
acotado (resp. superiormente / inferiormente acotado). Priebese que f esta acota-
da si, y solo si, existe M € R, tal que, para cada x € A, se verifica que | f(z)| < M.

4. ;Qué funciones componen la funcion f : Rt — R en cada uno de los siguientes
casos?

1) fx) = (log’x)e™,  2) flx) = (V)™

Dense otros ejemplos de composicion de funciones.
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1.3. Funciones elementales II: Funciones trigonométri-
cas

Sumario

Las funciones trigonométricas son importantes porque permiten expresar las distintas
relaciones entre los lados y los angulos de un tridngulo, y porque sus propiedades le confieren
una especial disposiciéon para expresar muchos fenémenos naturales. Estas dos facetas hacen
que su empleo en la Fisica y en la Ingenieria sea muy frecuente. El contenido completo de esta
leccién se articula de la siguiente manera:

[.3.1 El ntmero 7.

[.3.2 Funcién arcocoseno.

[.3.3 Funciones seno y coseno.

[.3.4 Funcién tangente.

[.3.5 Funciones secante, cosecante y cotangente.
[.3.6 Funciones arcoseno y arcotangente.

[.3.7 Identidades trigonométricas.

1.3.8 Funciones hiperbdlicas.

[.3.9 Relacién de ejercicios.

1.3.1. El ntimero 7

Consideremos la funcion f : [—1,1] — R definida por
flz)=v1—22 Vtel[-1,1].
La grafica de esta funciéon recibe el nombre de semicircunferencia unidad.
Notemos por 7 : [—1,1] — R? la aplicacién definida por

y(t) = (t, V1 —=12).

Es claro que

Graf(f) =~([=1,1]).
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Sea P = {to,tl, ...,tn}, tal quetg=—-1yt,=1yt; 1<t parai € {]_, 2, ,n} Un
tal conjunto P recibe el nombre de particién del conjunto [—1,1]. Asociado a esta
particion podemos considerar la "poligonal"vp que resulta de unir los "segmentos"

[y(to), v(t0)], [y(tn), y(Ea]s oy [y (Fnr), Y (E0)]-

Notemos por [(vp) a la longitud de la poligonal vp determinada por la particion P, esto
es,

(yp) = dist(y(to), y(t1)) + ... + dist(v(tn-1),7(tn))-

Asi, por ejemplo si P = {—1,—1/2,1/2,1}, obtenemos la siguiente poligonal inscrita
en la semicircunferencia unidad:

0.8
0.6
0.4

0.2

cuya longitud viene dada por:

l(yp) = dist(y(=1),7(=1/2)) + dist(y(=1/2),7(1/2)) + +dist(v(1/2),7(1))-

Es notorio que cuanto més puntos tenga la particion, mayor es la longitud de la co-
rrespondiente poligonal y, por consiguiente, su longitud esta mas cercana a la longitud de
la semicircunferencia unidad. Es facil probar que la longitud de dicha semicircunferencia,
[(7), no es otra cosa que:

l(y) = Sup{l(yp); P particion de [—1,1]}.

Pues bien, dicha longitud, que es un ntmero real en virtud del axioma del supremo,
es conocido como el ntimero 7. Se puede probar que 7 no es un nimero racional.

Pasamos ahora a definir las distintas funciones trigonométricas.
1.3.2. Funcién arcocoseno

Consideremos ahora, para cada x € [—1,1], el trozo de semicircunferencia que es
imagen de «y/[z, 1]. Definimos por

[(v/[2,1]) = Sup{l(7q); @ particion de [z, 1]},
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donde [(7g) es la longitud de la ” poligonal ” asociada a la particion Q.

Definimos la funcién arcocoseno, arc cosx, como la funcién biyectiva y estricta-
mente decreciente del intervalo [—1, 1] en el intervalo [0, 77| definida por la ley

arc cosx = l(y/[z,1]),

se puede probar que:
1. arc cosx + arc cos(—x) = .

2. arccos(0) = 7.

Y su grafica puede ser representada como sigue

Antes de pasar al resto de las funciones trigonométricas, vamos definir una propiedad
interesante que tienen algunas de las funciones que vamos a definir a continuacion: la
periodicidad.

Se dice que una funcion f : A — R es una funcién periddica, si existe un nimero
real no nulo 7" tal que para todo x € A, entonces z+T1T € Ay

fle+T) = f(2).

Dicho ntmero real T recibe el nombre de periodo de la funcién f.

1.3.3. Funciones seno y coseno

Se llama funcién coseno y se nota por cosz a la tnica funciéon de R en R par y
periodica con periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que

cos(x) = (arc cos) (),
y por tanto, para cada x € [0, 7],

arccos(cosz) = x,
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y para cada y € [—1, 1],

cos(arcosy) = y.

La grafica de la funcion coseno es como sigue

Se llama funcién seno, senzx, a la tnica funcién de R en R impar y periddica con

periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que

sen(x) = /1 — cos®(x).

La grafica de la funcion seno es como sigue

El siguiente resultado resume algunas propiedades del seno y coseno.

Teorema 1.3.1.

1.

2.

sen’s + cos’r =1 (z € R).
La restriccion de la funcidn coseno al intervalo [0, 7] es una biyeccion estricta-

mente decreciente de éste en el intervalo [—1, 1], con

1
cosO =1, cosz =0, cosm=—1, cosz =50 cos§ =5 co0S— = —.

T T

La restriccion de la funcion seno al intervalo [—3, 5] es una biyeccion estricta-
mente creciente de éste en el intervalo [—1,1], con

sen0 = 0, sen(—g) =—1, sen—=1, sen— =—, sen— =—  sen— = 5

La imagen de ambas funciones es el intervalo [—1,1].
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5. La funcion coseno es una funcion par y periodica de periodo 2m:
cosx = cos(—x), cos(x+2m) = cosx, (xr€R),

mientras que la funcion seno es impar y periodica:

sen(—x) = —senx, sen(x +2m) = senz (x € R).
6.
cos(x 4+ m) = —cosx, sen(x+m) = —senz (x € R).
7. cos(x 4+ y) = cosxcosy — senxseny.  sen(x +y) = senxcosy + cosrseny.

8. Dados dos nimeros reales a,b, verificando que a®+b* = 1, existe un inico nimero
real © tal que x €] — m, 7|, cosx = a y senx = b.

9. Sean x,y € R tales que senx = seny y cosr = cosy, entonces existe un Unico
numero entero p tal que T =y + 2pm.

10. {z €R; cosx =0} ={5 +km keZ}. {xeR; senz=0}={km; keZ}.

1.3.4. Funcién tangente

Sea A = R\{5 + km; k € Z}. Se llama funcién tangente, tgz , a la funcion de A

en R definida por
senx

tg(z) = cosx

Algunas de sus propiedades pueden verse en el siguiente resultado

Proposicién 1.3.2. 1. La funcion tangente es una funcion periodica de periodo T,
esto es, para cada x € A,

tg(a + ) = tg(x).

2. La funcion tangente restringida al intervalo | 5*, 5[, es una biyeccion estrictamente
creciente de dicho intervalo en R.

8. La grifica de la funcion tangente restringida al conjunto [—m, T\{—%, 5} puede

representarse de la siguiente forma:
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1.3.5. Funciones secante, cosecante y cotangente

Sea A = R\{3 + km; k € Z}. Se llama funcién secante, secz , a la funcion de A
en R definida por

sec(x) = o

La grafica de la funcion secante restringida al conjunto [—m, 7]\{—7, 5} puede repre-

20
10
-1 1
-10
-20

sentarse de la siguiente forma:

RERS

Sea B = R\{km; k € Z}. Se llama funcién cosecante, cosecz , a la funcion de B
en R definida por

1
cosec(x) = :
senx
La grafica de la funcion cosecante restringida al conjunto A =] — 7, 7[/{0} puede

representarse de la siguiente forma:

Llamaremos funcién cotangente, cotgx , a la funciéon de B en R definida por

COST

cotg(x) = g
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La gréfica de la funcion cotangente restringida al conjunto A =] — 7, 7[/{0} puede
representarse como hemos visto en el dibujo anterior.

1.3.6. Funciones arcoseno y arcotangente.

Llamaremos funcién arcoseno, arc senx, a la funcién inversa de la restricciéon de

la funcion seno al intervalo [—7, 7], esto es,
arc sen[sen(z)] =z, (x € [—g, g] senfarc sen(y)] =y (y € [—1,1]).
Dicha funcion es pues una biyecciéon estrictamente creciente de [~7, 7] en [—1, 1] con
™ T
arc sen(—1) = -5 are sen(0) =0, arc sen(l) = 3

Su grafica es como sigue:

Llamaremos funcién arcotangente, arc tgxr a la inversa de la restriccion de la

T T

funcion tangente al intervalo | — 7, 7], esto es,

arc tgltg(z)] =z, tglarc tg(y)] =y.

Dicha funcion es una biyeccion estrictamente creciente de dicho intervalo en todo el

conjunto R con
arc tg(0) = 0.

Su grafica de es como sigue:
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1.3.7. Identidades Trigonométricas.

Usando las propiedades antes descritas de las funciones trigonométricas pueden
deducirse otras muchas conocidas como identidades trigonométricas. A continuacién
damos algunas de ellas. Dados dos niimeros reales x e y en el dominio correspondiente,
obtenemos que:

1. Identidades pitagoricas

1
V1+tg(x)
tg()

V1+tg(x)

tg*(w) + 1 = sec®(x), 0 sise quiere cos(x) =
cotg*(z) + 1 = cosec*(x), 6 sise quiere sen(z) =

to(x % y) tgr +tgy
x = .
g Y 1 Ftgx tgy

3. angulo doble

sen2x = 2senxcosx, cos2x = 2cos’r — 1 =1 — 2sen’z.
4. angulo mitad

1 1
sen’r = 5(1 — c082x), cos’r = 5(1 + cos2x),

y (m)_ l—cosx_ senx
g 27 senx 1+ cosx’

5. producto
1
senxseny = é[cos(x —y) — cos(xz +y)],

1
coSTCOSY = 5[003(9& —y) + cos(x +y)],

senxcosy = é[sen(x +y) + sen(x — y)].
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1.3.8. Funciones Hiperbdlicas.

Se define la funcién coseno hiperboélico, coshx, como una funcién cosh : R — R,
definida por
6.1‘ + e—a:
coshr = ———
2
Se define la funciéon seno hiperbélico, senhx, como una funciéon senh : R — R,
definida por

x —X

e’ —e
2
El siguiente resultado resume algunas propiedades del seno y coseno hiperbolicos.

senhx =

Proposicién 1.3.3.

1. La funcion coseno hiperbolico es una funcion par y la funcion seno hiperbolico es
una funcion impar.

2. La funcion seno hiperbolico es una biyeccion estrictamente creciente de R en R.

3. La restriccion de la funcion coseno hiperbdlico a Ry (resp. Ry ) es una biyeccion
estrictamente creciente (resp. decreciente) de RS (resp. Ry ) sobre [1,400.

cosh’x — senh’z = 1.

cosh(x + y) = coshx coshy + senhx senhy.
senh(z +vy) = senhx coshy + coshx senhy.

La grafica del seno hiperbdlico es como sigue:

La grafica de la funcién coseno hiperbolico restringida a R es como sigue
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Finalmente, diremos que, por analogia con las funciones trigonométricas, podemos
hablar de tangente hiperbélica, tgh, la cual es una biyeccion estrictamente creciente
de R sobre | — 1, 1[ y su grafica es como sigue:

Jr | |
s
4

1.3.9. Relacién de ejercicios

1. Hallese la funcién inversa de

a) senhx.
b) coshx/gs.

2. Sea g:R —] — 7, 7| la funciéon definida por g(y) = 2arctgy. Hallese en funcion
de vy,

a) seng(y).
b) cosg(y).
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1.4. Sucesiones de numeros reales

Sumario

Introduciremos en esta leccién una herramienta muy potente del analisis matemético:
las sucesiones. Esta nos facilitard la comprension de los conceptos de limite y de continuidad.
El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

[.4.1 Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones.
1.4.2 Sucesiones divergentes.

[.4.3 Relacién de ejercicios.

1.4.1. Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones

Una sucesion de elementos de un cierto conjunto A no es més que una "lista or-
denada'de elementos de A o dicho de forma mas rigurosa: una sucesiéon de elementos
de A es una aplicacion f: N — A.

En lugar de escribir f(n) se suele escribir z,, mientras que la sucesion f suele
notarse por {,}nen 0 simplemente {z,}. A la imagen z, se le denominaré término
n-ésimo de la sucesion {x, },en. Una sucesion de nimeros reales no es més que una
sucesion en la que A C R.

Dada una sucesion {x,}, al conjunto {z,, : n € N} se le denomina conjunto
imagen de la sucesion {z, }. Asi por ejemplo si consideramos la sucesion {1,0,1,0,1, ...}
su conjunto imagen esté formado por solo dos elementos, a saber {0, 1}.

Veamos ahora algunas propiedades que pueden tener las sucesiones.
Se dice que una sucesion de nameros reales {z; }en
1. estda mayorada, si existe un ntimero real M tal que, para cadan € N, z,, < M.

2. estd minorada, si existe un ntimero real M tal que, para cadan € N, z, > M.

3. estd acotada si estd mayorada y minorada. Es facil probar que una sucesion esta
acotada si, y solo si, existe un namero real positivo M tal que |z,| < M.

4. es creciente si, para cada n < m € N; se tiene que x,, < ,,.



42

§1.4. Sucesiones
es decreciente si, para cada n < m € N, se tiene que x,, > T,,).

Es facil probar por induccion que una {x, }neN es creciente (resp. decreciente) si,
para cada natural n, , < zp41 (resp. Ty > Tpy.

es convergente si existe un numero real x verificando lo siguiente:

"para cada intervalo centrado en x, existe un término de la sucesion, a partir del

cual, todos los restantes términos estdn incluidos en dicho intervalo ",

o escrito en lenguaje formal

Ve > 0,3dN € N, tal que sin > N entonces |z, —z| < e.

Se dice en tal caso que x es el limite de la sucesion {z,},en 0 que la sucesion
{Zn}nen converge a x, y suele notarse por

r=limyx, o6 {x,} —

Sea 0 : N — N una aplicacion estrictamente creciente y sea {x,} una sucesion. Se

dice que {y,} es una sucesion parcial de {z,} si

Yn = ZTo(n)-

Los ejemplos mas sencillos de sucesiones parciales de una sucesiéon dada son las suce-
siones de sus términos pares o(n) = 2n y de sus términos impares o(n) = 2n + 1

En el siguiente resultado recogemos mas propiedades importantes de las sucesiones.

Proposicién 1.4.1.

Toda sucesion convergente tiene un unico limite.

Sean {z,} una sucesidn de nimeros reales, v € R y p € N. La sucesion {z,} es
convergente a x si, y solo si, la sucesion {x,4,} converge también a x.

Una sucesion es convergente si, y solo si, todas sus sucesiones parciales convergen
al mismo limite.

La sucesion {x,} converge a cero, si y solo si la sucesion {|x,|}converge a cero.

Toda sucesion creciente y mayorada {x,} es convergente a x = Sup{x,; n € N}.
En particular la sucesion {x,}, donde para cadan € N, z,, =1/01+1/114+1/2! +
. +1/(n—1)! es convergente y su limite es el nimero e.

Toda sucesion decreciente y minorada {x,} es convergente a x = Inf{x,; n € N}.
En particular la sucesion {1/n*} converge a cero para todo o > 0.
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7. Sean z,y € R y sea {x,} una sucesion convergente a x. Si para cada n € N,
Tn 2 Y, entonces T > .

Si ademds se tiene que {y,} y {z,} son dos sucesiones de nimeros reales tales
que,

a) para cadan €N, z, <y, < z,,

b) limy,z, =z,
entonces la sucesion {y,} converge también a x.

8. Si{zn,}e {yn} son dos sucesiones convergentes respectivamente a x ey, entonces
la sucesion

a) suma, esto es, la sucesion {x, + y,} converge a x + y.
b) producto, esto es, la sucesion {x,yn} converge a xy.

c) cociente, esto es, la sucesion {x,/y,}, converge a x/y siempre que y # 0 e
Yn # 0, para todo n € N.

9. El producto de una sucesion acotada por una convergente a cero es una Sucesion
convergente a cero.
Ejemplo:
Pruébese que si || < 1, entonces la sucesion {x"} converge a cero.

Es facil probar que toda sucesion convergente estd acotada y sin embargo, la
sucesion {1,0,1,0,...} que estd mayorada por 1 y minorada por 0, luego acotada, de-
muestra que existen sucesiones acotadas que no son convergentes. No obstante tenemos
el siguiente importante resultado parcial

Proposicion 1.4.2. (Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Toda sucesion acotada admite una parcial convergente.

1.4.2. Sucesiones divergentes

Se dice que una sucesion {z,},en diverge positivamente si
VM > 0,dN € N, tal que sin > N entonces x,, > M.

Este hecho suele notarse por
lim,x, = +00

(@)

{z,} — +o0.
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Se dice que una sucesion {z, },en diverge negativamente si

VN < 0,dN € N, tal que sin > N entonces z, < N.

Este hecho suele notarse por

lim,z, = —00
o
{z,} — —oc.
Diremos que que una sucesion {x, },en es divergente si lo es positivamente o lo es
negativamente.

Veamos ahora algunas propiedades de las sucesiones divergentes.

Proposicion 1.4.3.

1.-

Una sucesion diverge positivamente si, y solo si, todas sus sucesiones parciales
divergen positivamante.

Sean {x,} una sucesion de nimeros reales, y p € N. La sucesion {x,} diverge
positivamente si, y solo si, la sucesion {x,4,} diverge positivamente.

Toda sucesion creciente y no mayorada es divergente positivamente. En particular
si x| > 1, entonces la sucesion {|z"|} diverge positivamente.

Toda sucesion decreciente y no minorada diverge negativamente.

Sean {x,}, {yn} dos sucesiones de nimeros reales tales que, para cada n € N,
Ty < Yn. Si la sucesion {x,} diverge positivamente, entonces la sucesion {y,}
también diverge positivamente.

Si {an} es una sucesion divergente positivamente, entonces existe k € N tal que
la sucesion {1/anyx} converge a cero.

Si {a,} es una sucesion de términos positivos que converge a cero, entonces la
sucesion {1/a,} divergente positivamente. En particular la sucesion {n®} diverge
positivamente para todo o > 0.
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1.4.3. Relacién de ejercicios

1. Probar que si {z,} — x, entonces {|z,|} — |z|. {Es cierto el reciproco?

2. Probar que si {z,} e {y,} son sucesiones acotadas, {z, + y,} v {z,y,} también
lo son.

3. Estudiar la convergencia de la sucesion {x,} en los siguientes casos:

a) x = V2, tpi1 =2+ 2, YneN.
b) 1 =121 =22, VneN

4. Dese un ejemplo de una sucesion de niimeros reales...

a) positivos, convergente a cero, que no sea monotona.

b) no acotada que admita una parcial convergente.
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1.5. Series de niimeros reales

Sumario

Introduciremos en esta leccion una de las herramientas més potentes del Analisis
Matematico: las series. Nosotros las usaremos para aproximar los valores que se obtendrian al
evaluar algunas funciones, ya que dichos valores no son méas que la suma de una determinada
serie. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

1.5.1 Series de ntimeros reales.
[.5.2 Criterios de convergencia.

[.5.3 Relacién de ejercicios.

1.5.1. Series de nimeros reales

Para motivar el concepto de serie de niimeros reales vamos a exponer la siguiente
paradoja propuesta por Zenon (495-435 a. de C.)

7

Paradoja del corredor: ” Un corredor no puede alcanzar nunca la meta.

Para justificar esta conclusion vamos a dividir el recorrido total que ha de hacer
el corredor en la siguiente forma: consideramos en primer lugar la mitad del recorrido
inicial y a éste anadimos la mitad del recorrido restante, a éste tltimo anadimos igual-
mente la mitad del recorrido restante y asi sucesivamente. Obsérvese que para recorrer
por separado cada una de estas partes, cada vez mas pequenas, se necesita una cantidad
positiva de tiempo, parece natural afirmar que el tiempo necesario para el trayecto to-
tal ha de ser la suma de todas estas cantidades de tiempo. Decir que el corredor nunca
puede alcanzar la meta equivale a decir que nunca llega en un tiempo finito; o dicho
de otro modo, que la suma de un nimero infinito de intervalos positivos de tiempo no
puede ser finita.

Esta paradoja fue resuelta muy posteriormente con la introducciéon del concepto de
serie.

Se llama serie de nimeros reales a todo par ordenado de sucesiones de
nameros reales ({a,}, {S,}), donde ({a,} es una sucesion arbitraria y, para cada natural
n, la segunda sucesion es tal que: S, = >0 | ay.

La sucesion {S,} recibe el nombre de sucesion de sumas parciales de la

serie. Dicha serie suele representarse por E Q.
n>1
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Se dice que la serie E a, es convergente si lo es la sucesion {5, } de sus sumas
n>1

parciales. Al limite de ésta tltima sucesion se le denomina suma de la serie g Qn Yy

n>1
oo

se representa por g Qp,.

n=1

Antes de pasar a los ejemplos veamos algunas propiedades de las series conver-
gentes.

Proposicién 1.5.1. Sean Zan Yy an dos series de numeros reales.

n>1 n>1

1. Sila serie E a, es convergente entonces la sucesion {a,} converge a cero.
n>1

2. Si ambas series son convergentes y r,s son dos nimeros reales, entonces la serie
> n>1Tan + b, es convergente y se verifica que:

i(mn + sby,) = rian + sibn.
n=1 n=1

n=1

3. Sea k € N. Entonces la serie g a, es convergente si, y solo si, la serie E ik
n>1 n>1
también lo es. Ademads en caso de que converjan tenemos que:

o o
g an:a1+a2+...—|—ak—|—g Ayt k-
n=1 n=1

4. Supongamos que, para cada n € N se tiene que |a,| < b,. Si la serie E b, es
n>1
convergente entonces Zn>1 a, también es convergente y se verifica que:

o) 00
2 ol <D b
n=1 n=1

En particular , si la serie 5 la,| es convergente también lo es la serie 5 Q.
n>1 n>1

5. (Criterio de condensacion) Si la sucesion {a,} es una sucesion decreciente de

numeros reales no negativos, entonces la serie g a, es convergente si, y solo st,
n>1

la serie E 2%a9n también lo es.
n>1
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Veamos ahora algunos ejemplos de series

1. Serie geométrica de razén r # 1.

Es aquella cuyo término general es a, = r"~! y cuya sucesién de sumas

parciales es por tanto S, = 1 +7+ ... +r" !t = % De aqui se deduce que dicha

serie es convergente si, y solo si, |r| < 1. Ademas en caso de que sea convergente

se tiene que
o0
1—r

n=1

. . . o 1
2. Serie cuyo término general es a, = =L
Es aquella cuya sucesién de sumas parciales correspondiente es

1

Sp=1+4+141/2+ ..+ ——.
+1+1/2+ +<n_1)!

Veremos mas adelante que dicha serie es convergente, de hecho, se puede probar
que

d 1/n-1)=e.

3. Serie armonica.

Es aquella cuyo término general es a, = 1/n y cuya sucesion de sumas
parciales es por tanto S, = 1+1/2+ ...+ 1/n. Se puede probar, usando la tltima
propiedad que que dicha serie no es convergente. En general se puede probar,
usando esta misma propiedad, que la serie cuyo término general es a, = 1/n® es
convergente si, y s6lo si, a > 1.

4. Serie armodnica-alternada.

Es aquella cuyo término general es a,, = (—1)""!/n y cuya sucesién de sumas
parciales es por tanto S, =1 —1/2+ ...+ (=1)""! /n. M4s tarde deduciremos que
dicha serie es convergente, de hecho se puede probar que

o0

> (=1 n = log2.

n=1

Obsérvese que este ltimo ejemplo prueba que la serie ) ., a, es convergente

y no lo es la serie Z la,|. Esto da pie a la siguiente definicion.
n>1

Se dice que una serie g a, es absolutamente convergente si la serie de
n>1

valores absolutos g la,| es convergente.
n>1
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Resumiendo hemos visto que:
absolutamente convergente = convergente
convergente % absolutamente convergente.

Desafortunadamente, a excepcion de los ejemplos anteriormente ya citados y
algunos derivados de ellos, para el resto de las series convergentes es dificil calcular la
suma. Esto nos obliga a reducir nuestro estudio a probar si una determinada serie es
convergente o no.

1.5.2. Criterios de convergencia

1. Series de términos no negativos

Obsérvese que si una serie Z@n es de términos no negativos, para cada
n>1
n € N, a, > 0, entonces la serie de sumas parciales es una sucesion creciente,
y por tanto, convergente si, y solo si, estd mayorada. En consecuencia. la serie
es convergente si, y so6lo si, la sucesion de sumas parciales estd mayorada. Esta
particularidad justifica que, para estas series, dispongamos de numerosos criterios
de convergencia. Por otra parte, es claro que, después de las propiedades vistas
con anterioridad, solo las series Z ap, cuyos conjuntos {n € N;a,, <0} 6 {n €
n>1

N;a, > 0} sean infinitos quedan excluidos de este epigrafe.

Veamos algunos criterios de convergencia para este tipo de series.

Teorema 1.5.2. (Criterio de comparacion)

Sea {a,} una sucesion de nimeros reales no negativos y {b,} una sucesion de
numeros reales positivos.

a) Sila sucesion {a,/b,} converge a un nimero positivo, entonces la serie E ap,
n>1

converge si, y solo si, converge la serie g by.
n>1
b) Sila sucesion {a,/b,} converge a cero y la serie E b, es convergente, en-
n>1
tonces la serie E an es convergente.
n>1
c) Sila sucesion {a,/b,} diverge positivamente y la serie ) -, a, es conver-

gente, entonces la serie g b, es convergente.
n>1
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Conviene resaltar que este criterio se mostrara mas potente cuanto mayor
nimero de ejemplos conozcamos su convergencia. En este conocimiento es indis-
pensable recordar que la serie cuyo término general es a, = 1/n® es convergente
si, y solo si, a > 1.

Veamos ahora algunos criterios de convergencia intrinsecos, esto es, criterios
que involucran so6lo a la propia serie.

En primer lugar, obsérvese que si el el conjunto {n € N; a, > 1} es infinito,

entonces la serie E a, no es convergente, ya que podriamos construir una parcial
n>1
de la sucesion término general no convergente a cero.

Veamos a continuacion un primer criterio positivo

Teorema 1.5.3. (Criterio de la raiz)

Sea {a,} una sucesion de nimeros reales no negativos y L € [0,1[. Si la sucesion

{\”/(Zn} converge a L, entonces la serie E a, es convergente.
n>1

Si los términos son positivos el siguiente criterio es mas comodo

Teorema 1.5.4. (Criterio del cociente)

Sea {a,} una sucesion de nimeros reales positivos y L € [0,1]. Entonces

a) Sila sucesion {ani1/an} converge a L, entonces la serie E a, €s conver-
n>1
gente.
b) Si la sucesion {ani1/an} converge a 1/L, entonces la serie E a, no es

n>1
convergente.

Como consecuencia obtenemos por ejemplo que la serie E 1/n! es convergente.
n>1

Obsérvese que, cuando dicho cociente {a,41/a,} tiende a uno, este criterio
nos deja sin informaciéon. En algunos casos esta laguna se resuelve con un tercer
criterio:

Teorema 1.5.5. (Criterio de Raabe)
Sea {a,} una sucesion de nimeros reales positivos y L € [0,1]. Entonces
a) Sila sucesion {n(1 — )} converge a L, entonces la serie Zan no es

an
n>1
convergente.
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an

b) Sila sucesion {n(l — =)} converge a 1/L, entonces la serie g a, es
n>1
convergente.

2. Series de términos cualesquiera

La estrategia que seguiremos para las series no incluidas en el apartado anterior
serd la de estudiar primeramente si son absolutamente convergentes, y para ello
usaremos los criterios del apartado anterior. Si son absolutamente convergentes,
en virtud de lo ya visto, seran también convergentes, en otro caso necesitariamos
de algiin otro criterio. En este curso solo veremos el criterio de Leibnitz para series
alternadas.

Teorema 1.5.6. (Criterio de Leibnitz)

Si {a,} es una sucesion de nimeros reales decreciente y convergente a cero, en-

tonces la serie E (—=1)""a, es convergente.
n>1

Como consecuencia ya podemos justificar que la serie E (=1)""/n es
n>1
convergente.

1.5.3. Relacién de ejercicios

Estudiese la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:

LY ) ZZOQTE”) 9y Yy
" 1 1 n
2 a) Y. = b)zﬁ. C)ZW. d)zm.
-1 1 1
DN L) Y B Y e e

TR ) oy b)zen”Tl. C)Z2ZZ!.

log(n)
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1.6. El espacio euclideo. Campos vectoriales y escalares

Sumario

En esta leccién nos centramos en la estructura euclidea de R", que es indispensable
para extender las propiedades y conceptos vistos en el conjunto R. Asociaremos a cada funcion
definida en un subconjunto A de R? con valores en R"™ n funciones definidas en A y con valores
en R, técnica que resultara muy eficaz més adelante. Realmente, como veremos, nuestro estudio
se podria cenir a los casos en que n,q € {1,2,3} que son en los que trabajaremos siempre, sin
embargo, la estructura euclidea puede definirse sin dificultad para cualquier n. El contenido
completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

[.6.1 Estructura algebraica.

[.6.2 Estructura euclidea.

[.6.3 Conceptos topoldgicos.

1.6.4 Sucesiones en R™.

[.6.5 Campos vectoriales y escalares.
[.6.6 Funciones coordenadas.

[.6.7 Relacién de ejercicios.

1.6.1. Estructura algebraica

Dado n € N, consideremos en el conjunto
RT'=RxRx..". xR={(r,29,....,2,); z; ER, i =1,2,....,n},
la siguiente operaciéon Suma:
(1, T2y ooy n) + (Y1, Y25 oo Un) = (X1 F Y1, T2 + Y2, ooy Ty + Yn) -
Es claro que esta operacion hereda las propiedades de la suma de nimeros
reales:
1. Propiedad asociativa:

(21, T2y oy T)H (Y15 Y2s ooy Un) | H(T1, Tos oy 20) = (21, Ty oo, ) F[(Y1, Y2, ey Un ) (21,5 Y2 ey 20)]-
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2. Propiedad conmutativa:
(@1, @2, s Tn) + (Y1, Y2, o Yn) = (Y1, Y2, o Yn) + (21, 25 -0, ).
3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe una n-upla, (0,0, ...,0) tal que para cada n-upla (z1,xs, ..., z,), se tiene
que
(1, T2y ooy xp) + (0,0, ...,0) = (21, T2, ..., Tp).

4. Propiedad de existencia de elemento simétrico:
Para cada n-upla (1,2, ..., x,), la n-upla (—x1, —29, ..., —x,), verifica que

(21, T2y ooy ) + (=21, —2, ..., —x,) = (0,0, ..., 0).

Por otra parte, inicamente en el caso n = 2 se puede definir un producto con
propiedades aceptables, pero este hecho no lo trataremos aqui. En el caso n > 2 no
es posible definir ningtn producto interesante desde nuestro punto de vista. Sin
embargo, vamos a definir dos "seudo-productos"que en muchos casos seran suficientes
para poder trabajar.

En primer lugar, definiremos el producto por un escalar, el cual asocia a cada
pareja formada por un escalar ¢ y una n-upla (z,xs, ..., ;) una nueva n-upla definida
por

t(z1, 9, ..., k) = (twy, tag, ... tay).
Este seudo-producto hereda algunas propiedades:
1) Para cada n-upla (1, x9,...,x,) se tiene que:
W(xy, 20y oy ) = (21, T2, oy T).

2) Propiedad seudo-asociativa:

Para cada dos dos escalares t,s € R y una n-upla (x1, zo, ..., z,,) se tiene que:

t[s(xy, zo, .oy )] = ts(x, o, ..., Tp).

3) Propiedad seudo-distributiva:

Para cada dos dos escalares ¢, s € R y una n-upla (z1, 2, ..., ) se tiene que:

(s +t)(x1, T, ..., xp) = (a1, Ta, ..., Tp) + (21, X2, ..oy Ty)
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4) Propiedad seudo-distributiva:

Para cada dos dos n-uplas, (1,2, ..., 2,), (Y1, Y2, ---, Yn) y un escalar s € R
se tiene que:

8[(1’1,332, ,I‘n) + <y17y27 ,yn)} = S(‘Thx% 7'TTL) + S(y17y27 Jyn)

Este hecho se expresa diciendo que R™ dotado con las operaciones suma y
producto por un escalar arriba definidas tiene estructura de espacio vectorial. A
partir de aqui podemos llamar vectores a las n-uplas.

1.6.2. Estructura euclidea

El segundo seudo-producto que vamos a ver, asocia a cada par de n-uplas un
escalar.

Sea n € N. Dados © = (z1, %2, ...,T,) € ¥ = (Y1, Y2, .-, Yn) dos vectores de R™,
llamamos producto escalar de ambos, < z,y >, al numero real definido por

n
<3y >=Y Ty
=1

En algunos libros de Fisica, suele escribirse x.y en lugar de < x,y >. Se dice
que dos vectores x e y son ortogonales si < x,y >= 0, en tal caso se escribe z L y.

Esta ley verifica las siguientes propiedades:

Proposicién 1.6.1. Dados z,y,z € R" yr € R, se tiene que:

1. <z,y>=<y,x >.

2. r<x,y>=<rx,y>=<x,1Yy > .
3. <zytz>=<zT,y>+<x,2>.
4. <z,x>>0.

5. <x,x)>0 si, y solo si x #0.

Este hecho se expresa diciendo que el espacio vectorial R” dotado con esta nueva
operacion'tiene estructura de espacio euclideo.

b
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1.6.3. Conceptos topolégicos

Entre las consecuencias mas notorias de la existencia de un producto escalar
podemos subrayar la existencia de una funcion, que en R coincide con la funcion valor
absoluto, y que asocia a cada vector un nimero real no negativo. Concretamente, dado
x = (r1,%2, ...,x,;) € R" definimos su norma, ||z||, mediante la siguiente ley:

|z|| = V<, >=

Es facil probar que la aplicacion definida por x — ||z|| hace el mismo papel
que la funcion valor absoluto en R, tal como muestra, entre otras cosas, el siguiente
resultado:

Proposiciéon 1.6.2.

1. | <zy>|<|z| |lyll. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
lz+yll2 =zl + lyll* +2 < z,y >. (Teorema de Pitigoras)
[ra)l = Irlllzll (r € R).

|l +yl| < |lz|]| + ||ly||. (Desigualdad triangular)

|z|| =0, siy sdlo si x = 0.

La importancia de la existencia de esta funciéon-norma estriba en el hecho de
que ésta nos capacita para definir una ” distancia ” entre dos vectores, y por tanto, la
proximidad o lejania de dos vectores de R™. Concretamente, para cada dos vectores

T = (x17x27 "'an>7 Y= (y17y27 7yn) S Rn?
definimos la distancia entre ellos, por
dist(x,y) = |ly — .

A su vez ésta nos permite considerar :

1.  Conjuntos de R™ que hacen el mismo papel que los intervalos de R:

a) Bola abierta de centro a € R" y radio r € R
B(a,r) ={x € R"; ||z —al| < r}.
b) Bola cerrada de centro a € R" y radio r € R"

B(a,r) = {z € R"; ||z — a]| < r}.
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2.

Conjuntos que juegan el papel de los extremos del intervalo:

Esfera de centro a € R" y radio r € Rt

S(a,r) ={z €R"; ||x —a| =71}

Conjunto acotado

Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R". Se dice que A es un
conjunto acotado si existe M € R tal que

A C B(0,M).

Ejemplo: Sea A = {(z,y) € R?; z €]0,1], y € [0,2]}.

Es claro que el conjunto A es acotado en R?, mientras que el eje  no lo es.

Punto de acumulacién y punto adherente

Se dice que zp € R" es un punto de acumulacién (respectivamente punto
adherente) de A, xy € A (resp. xy € A), si todo bola ” punteada ” centrada en
To intersecta al conjunto A, esto es

B(zo,e)\{zo} [ |A#0, Ve>0,

(resp. toda bola centrada en xg intersecta al conjunto A, esto es,

B(zg,e)[ |A#0, Ve>0).

Notaremos por A’ (resp. por A) al conjunto de puntos de acumulacién (resp.
puntos adherentes) de A. Es claro que A = A" A.

Ejemplo: Si consideramos el mismo conjunto A, considerado anteriormente, ten-
dremos que (0,1) € A'.

Punto interior

Se dice que y € A es un punto interior de A, si existe r > 0 tal que
B(y,r) C A.

Notaremos por A° al conjunto de puntos interiores de A.

Ejemplo: Considerando el mismo conjunto anterior, se tiene que (1/2,1) € A°.
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Conjunto abierto

Diremos que un conjunto A es abierto si A = A°.

Ejemplo: El conjunto {(x,y) € R? x €]0,1], y €]0,2[} es abierto, mientras que
el conjunto A, que usamos en todos los ejemplos, no lo es.

Conjunto cerrado

Diremos que un conjunto A es cerrado si A C A 6 equivalentemente si
A = A. Es facil probar que A es cerrado si su complementario es abierto.

Al conjunto A\ A° se le denomina frontera de A y suele notarse por Fr(A) o por
d(A).

Ejemplo: El conjunto C' = {(x,y) € R* z € [0,1], y € [0,2]} es cerrado,
mientras que el conjunto B anterior no lo es. Es claro que

Fr(C) ={(z,y) € R* =0,y € 0,2} J{(z.y) eR* z =1,y €[0,2]}

H(a.y) € B% v e 0,1y = 0} J{(a,y) € R = € [0,1],y = 2},

Conjunto compacto

Diremos que un conjunto A es compacto si A es cerrado y acotado.

Ejemplo: El conjunto {(z,y) € R? = € [0,1], y € [0,2]} es compacto, mientras
que el conjunto A no lo es.

1.6.4. Sucesiones en R"

Si A es un subconjunto de R", entonces una aplicacion
fN— A,

que notaremos por {z”},en, donde 2P = (af, 25, ...,22) = f(p), diremos que es
una sucesion de vectores de A, 6 si se quiere, de R".

Se dice que una sucesion {z”},cn es convergente si existe un vector r =
(1,22, ..., x,) € R™ verificando que:
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"nara cualquier bola abierta de centro x, existe un término de la sucesion a partir
del cual, todos los restantes términos estan incluidos en dicha bola, ”

6 escrito en lenguaje matematico

Ve >0,dN € N, tal que si p> N, entonces z” € B(z,¢).

Se dice en tal caso que x es el limite de la sucesion {2P},en 0 que la sucesion
{z”},en converge a x, y suele notarse por

x = limy{z"}

{2} — .

En el siguiente resultado recogemos algunas propiedades importantes de las
sucesiones convergentes.

Proposiciéon 1.6.3.

a) Toda sucesion convergente tiene un unico limite.

b) Sea x = (x1,29,...,2,) € R", entonces {xP} converge a x si, y sdlo si, para
cada i € {1,2,...,n}, la sucesion de nimeros reales {at},en converge a x;.

c) Toda sucesion acotada admite una parcial convergente (Teorema de Bolzano-
Weierstrass).

d) Si A es un subconjunto de R™, entonces x es un punto adherente de A si, y
solo si, existe una sucesion de elementos de A que converge a x.

Ejemplo: Calcular el limite de la sucesion {(+,2=1)}.

1.6.5. Campos vectoriales y escalares

A las funciones definidas en un subconjunto de R? y con valores en R las
llamaremos campos escalares. Mientras que a las funciones definidas en dicho
tipo de subconjunto pero con valores en R™ (n > 1) se les denominara campos
vectoriales.

Veamos algunos ejemplos:
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a) Proyecciones
Sea ¢ € N. Para cada i € {1,2,...,q} se puede considerar la aplicacion

pi:Rq—)Ra

definida por
pit (T1,Ta, ., Ty) > T4

Dicha aplicacion recibe el nombre de proyeccién i-ésima. Cada funcién
proyeccion es un campo escalar.

b) Inyecciones.
Podemos considerar ahora la aplicacion
I, : R — RY,

definida por A

I :r+—(0,0,....97,0,..0).
Dicha aplicacion recibe el nombre de inyeccién i-ésima y es un ejemplo
sencillo de campo vectorial.

c) La funciéon norma

Podemos considerar el campo escalar
Il : R® — R,
definido por
z— |lz|.

Dicha aplicacién recibe el nombre de funcién norma

Vistas las propiedades de R"”, es facil comprender que dadas dos campos
vectoriales se pueden sumar pero no multiplicar y que en cambio, todo campo
vectorial si se puede multiplicar por un campo escalar.

1.6.6. Funciones coordenadas

uestr jetiv r nalar com mpo v ri n valor n
Nuestro objetivo ahora es senialar como todo campo vectorial con valores e
R"™ puede relacionarse con n campos escalares.

Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R? y sea f : A — R" un campo
vectorial. El campo escalar

fi=piof: A—R,
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donde p; es la correspondiente proyeccion i—ésima, recibe el nombre de funcién
coordenada i-ésima.

Para cada i € {1,2,...,n} se puede comprobar facilmente que
n
f= Z Iio fi,
i=1
donde por I; queremos indicar la correspondiente funciéon inyeccion i-ésima.

Més adelante veremos cémo las propiedades de un campo vectorial estan
intimamente relacionadas con las propiedades de sus funciones coordenadas.

(Extremos absolutos)

Veamos finalmente la definicion de extremos para un campo escalar. Sea A
un subconjunto no vacio de R, a € Ay f: A — R un campo escalar. Se dice
que

a es un maximo absoluto, 6 simplemente que es un maximo, de f, 6 que
f alcanza su maximo en a si se verifica que

f(a) > f(z), Yz € A.

a es un minimo absoluto ¢ simplemente que es un minimo, de f 6 que f
alcanza su minimo en a si se verifica que

f(a) < f(z), Vz € A.

a es un punto extremo de f si 6 bien es un maximo ¢ bien es un minimo.

1.6.7. Relacién de ejercicios

a) Pruébese que para cualesquiera x,y € R" se verifica :
x4+ y|* + [lz — yl)* = 2(]|=]]* + ||y||*) (Identidad del paralelogramo).
b) Probar que si {x,} — =z, entonces {||z,||} — ||z||. {Es cierto el reciproco?

¢) Describanse el interior, la adherencia, la acumulacion y la frontera de los
siguientes Conjuntos:

1) aN  b)Q. ¢ R\Q. d)[0,1] U {2}. e){1l/n; ne N}
A={(xn,Yn); n=2,y,=0, Vn € N}.

{(z,y) eR?* y=rz}. (reR)

{(z,y) eR% & + £ <1} (0<a<beR,

{(r,y,2) €R® & 48 42— 1} (0<a<b<ceR,

{(z,y) €R% L+ 4 <1} (0<a<beR,

= W N

Ut

)
)
)
)
)

D






Capitulo II: Continuidad y limite funcional

En este capitulo tratamos el concepto de continuidad, una de la idea més
fascinante de toda la matematica. Hablando intuitivamente, la idea se puede entender
con el siguiente ejemplo:

Consideremos una ley fisica de la forma P = f(V'), que relaciona los valores de
una "variable independiente V"(podemos pensar que es el volumen de un gas) con otra
"variable dependiente P"(podemos pensar que es la presion). Si queremos usar dicha ley,
hemos de medir un valor Vo de la variable V| y es inevitable que al hacerlo cometamos
algtin error el cual, naturalmente, influye en el correspondiente valor de P, que ya no
serd exactamente igual a Py = f(Vp). Surge asi la pregunta natural: ;jde qué forma el
error en la medida de V afecta al valor resultante de P? Es claro que si para valores de
V "muy proximos 7 a Vo obtengo valores de P muy diferentes entre si, la ley "f "que
relaciona V con P no tendra ninguna utilidad practica. Una ley resultara practica, por
el contrario, si para cualquier sistema de medida, inventado y no inventado, la mayor
precision en la medida del volumen Vj repercuta en la mayor precision del valor de la
presion Fy. Cuando esto ocurre decimos que la ley "f 7 es continua en Vo.

Resumiendo: se dice que una funcién f es continua en un punto a, si siempre que x
se acerque al punto a, de cualquier forma, el correspondiente valor de la funcion f(z)
se acerca a f(a).

Por otra parte, la continuidad de una funcién es facilmente reconocible sin mas

que observar su grafica:

Repasemos alguno de los ejemplos visto anteriormente

Recordemos que si A = [—2,3] vy f(z) = 52111, entonces su grafica puede ser repre-
sentada por

por lo que puede adivinarse que esta funciéon es continua en todo su dominio. Sa-
bemos en cambio que la gréfica de la funcion E(z) restringida al conjunto A puede ser
representada por



lo que pone de manifiesto que la funcién parte entera no es continua en los valores
enteros del dominio.

Cuando se empez6 a desarrollar el Calculo, la mayor parte de las funciones
con las que se trabajaba eran continuas, y por tanto no se tenia la necesidad de pene-
trar en el significado exacto de continuidad. Fue ya entrado el siglo XVIII cuando se
presentaron algunas funciones discontinuas en conexién con distintos problemas de la
Fisica. En particular, los trabajos de Fourier sobre la Teoria del calor. Despues de varios
intentos mas o menos afortunados, Cauchy dio por primera vez en 1821 una definiciéon
matematica satisfactoria, que atn hoy dia, puede exponerse més facilmente por medio
del concepto de limite que introduciremos también en este segundo céapitulo.
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Nuimeros reales, vectores y funciones



CAPITULO 1. NUMEROS REALES, VECTORES Y FUNCIONES



Capitulo 2

Continuidad y limite funcional.

2.1. Limite Funcional

Sumario

En esta leccién y en la siguiente trataremos el concepto de limite funcional, uno de
los més importantes de toda la matemaética. De forma intuitiva, una funcion tiene limite L en
un punto xg si en todo punto proximo a xg la funcién toma un valor proximo a L. Para una
formulacién mas rigurosa introduciremos previamente el concepto de punto de acumulacion de
un conjunto. En la primera leccién trataremos con funciones reales devariable real. Finalmente
diremos que el concepto de limite funcional es indispensable para entender los conceptos de
continuidad y de derivacion. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente
manera:

I1.1.1 Puntos de acumulacién.

I1.1.2 Limite funcional y limites laterales.
I1.1.3 Limites en el infinito.

I1.1.4 Algebra de limites.

I1.1.5 Indeterminaciones.

I1.1.6 Funciones asintéticamente equivalentes.

I1.1.7 Relaciéon de ejercicios.
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2.1.1. Puntos de acumulacion.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales. Recordemos que zy es un
punto de acumulaciéon de A, xg € A,

"si todo intervalo centrado en xg tiene algin punto, distinto del propio xq, en comun
con A,

0, escrito en lenguaje de sucesiones

"si existe una sucesion {x,}nen de elementos de A, distintos de xy, y convergente
al propio x,

Diremos que zy es un punto de acumulaciéon por la derecha si zy € (A;ﬁo)’ ,
donde

Al ={r € A x> a0},

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,
"si existe una sucesion {x,}nen de elementos de A, mayores que xq, y convergente
al propio xq. ”

0, escrito en lenguaje de intervalos,

"si todo intervalo de extremo inferior xy tiene algun punto, distinto del propio xg,
en comun con A.”

Diremos que z es un punto de acumulacién por la izquierda si zy € (A4,
donde

A, ={r €A x<ux},

T

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,

"si existe una sucesion {x,tnen de elementos de A, menores que xq, y convergente
al propio xq.”

0, escrito en lenguaje de intervalos,

"si todo intervalo cuyo extremo superior es xg tiene algun punto, distinto del propio
To, en comun con A,

Es facil probar que zg € A’ si, y solo si zg € (A, ) U (A )

o Zo
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2.1.2. Limite funcional y limites laterales.

Limite funcional:

Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, o € A’y f: A — R una
funcion. Se dice que f tiene limite en el punto x si existe un nimero real L con la
siguiente propiedad:

"para cada intervalo J centrado en L, existe un intervalo I centrado en xq tal que
f(I\{zo} MA)C J",

esto es, en lenguaje mas formal

Ve > 0,30 >0, tal que si0 < |z — x| <, v € Aentonces |f(x) — L| <e.
6 si se quiere en lenguaje de sucesiones:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a xg, la
sucesion { f(z,)} converge a L".

El tal valor L, si existe es tinico y recibe el nombre limite de f en el punto zy y
escribiremos:

L =1limg ., f(x).

Observacion 2.1.1. Es importante hacer notar que la igualdad anterior encierra dos
afirmaciones: que f tiene limite en el punto zy y que dicho limite vale L.

Limites laterales:

Supongamos que zy € (A] ). Se dice que f tiene limite por la derecha en el
punto g si existe un niimero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A, mayores que x, convergente a x, la
sucesion { f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal

Ve > 0,36 > 0, tal que si0<x—1z9<9, x € Aentonces |f(x) — L| <e.

Diremos que L es el limite por la derecha de f en el punto xy y escribiremos:
L =lim,_,+f(x).

Supongamos que xg € (A, )". Se dice que f tiene limite por la izquierda en el
punto xg si existe un ntimero real L con la siguiente propiedad:
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"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, menores que xg, convergente a xg, la
sucesion { f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal
Ve > 0,36 > 0, tal que si0<xyg—a <9, x € Aentonces |f(x) — L| <e.

Diremos que L es el limite por la izquierda de f en el punto x( y escribiremos:

L=lim,_,-f(x).

Relacion entre el limite ordinario y los limites laterales

Proposicion 2.1.2. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, vo € A, L € R
y sea f: A — R una funcion.

1. Sixzg ¢ (Ag,), entonces

L =limy_ ., f(z)si, y solo si, L = limw_,ng(x).

[\]

. Sixg ¢ (A]), entonces

L =lim,_,., f(x)si, y solo si, L = limxﬁxaf(m).

w

- Stz € (A) N(AL), entonces

limy_.. f(z) = Lsi, y solo si, lz'mz_,wgf(a:) = lz'mx_,waf(x) =L.

4. Supongamos que xg € (A7) y llamemos g = f/A} . Entonces

lim,_ .+ f(x) = Lsi, y solo si, limg_.,9(x) = L.

(@)

. Supongamos que xo € (A, ) y llamemos h = f/A . Entonces

lim f(z) = Lsi, y solo si, lim, . h(x)= L.

T—T
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2.1.3. Limites en el infinito.

Sea A un subconjunto no vacio de ntimeros reales no mayoradoysea f : A — R
una funcién. Se dice que f tiene limite en 4+ oo si existe un nimero real L con la
siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(z,)} converge a L7,

6 dicho en lenguaje de intervalos
” Para cada intervalo J centrado en L existe M € R tal que f(]M,+oo[NA) C J 7,

6 dicho en lenguaje més formal:

Ve > 0,3M, tal que siz > M, x € A entonces |f(z) — L| < e.

El tal limite L, caso de existir, es tinico. Diremos que L es el limite en +oo de f y
escribiremos:

L=1lim, . f(z).

Nota

Notese que si L = lim, .o f(x), en particular, el limite de la sucesion {f(n)} es
L. Este hecho nos proporciona un nuevo método para el calculo de limite de sucesiones.

Si A es un subconjunto no vacio de nimeros reales no minorado, se dice que f
tiene limite en —oo si existe un ntumero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A que diverge negativamente, la sucesion
{f(z,)} converge a L".

6 dicho en lenguaje de intervalos

"Para cada intervalo J centrado en L existe M € R tal que f(] — oo, M[NA) C J

6 dicho en lenguaje més formal:

Ve > 0,3M, tal que siz < M, z € A entonces |f(z) — L| <e.

En todo caso diremos que L es el limite en —oo de f y escribiremos:

L=1lim, . _f(z).
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2.1.4. Funciones divergentes

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea xy € A’. Se dice que la
funciéon f : A — R diverge positivamente en el punto x, si verifica la siguiente
propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xo, convergente a xg, la
sucesion { f(z,)} diverge positivamente”,

dicho en lenguaje de intervalos:

"Para cada semirrecta de origen M, existe un intervalo I centrado en xo tal que
FUIN\{zo} N A) M, +o0[, 7

esto es, en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que si0< |z — x| <, x € A entonces f(x) > M.

Y escribiremos:
limg_. f(x) = 400.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea xqg € A’. Se dice que la
funcion f : A — R diverge negativamente en el punto z, si verifica la siguiente
propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a xg, la
sucesion { f(x,)} diverge negativamente”,

dicho en lenguaje de intervalos:

"Para cada semirrecta de extremo M, existe un intervalo I centrado en xq tal que

S\ {zo} MA) €] = 00, M[,”
esto es, en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que si0< |z — x| <, x € Aentonces f(z) < M.

Y escribiremos:
limg_o f(x) = —00.

Si A es un subconjunto no vacio de nimeros reales no mayorado. Diremos que la
funcion f : A — R diverge positivamente en + oo si verifica la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(z,)} diverge positivamente.”

dicho en lenguaje de intervalos:
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"Para cada semirrecta de origen M, existe una semirrecta de origen N tal que
J(N; +00[NA) €M, +00[,”

esto es, en lenguaje mas formal:

VM,3N, tal que sixz > N, z € A entonces f(x) > M.

Y escribiremos:
limy— oo f(x) = 400.

Anélogamente se pueden definir las funciones divergentes negativamente en +oco y las
funciones divergentes negativa y positivamente en —oo.

Antes de finalizar esta secciéon queremos recordar el comportamiento de algunas
funciones elementales en infinito.

Proposicion 2.1.3.
1.- limg_ 1o € = +00,
2-limy__ o € =0
3. limy_ 1o log(z) = +00,
4.- lim,_o+ log(z) = —o0,
5.- limy_yr)9 tg(x) = Fo00,

6.- limy 4o arctg(x) = +m/2.

2.1.5. Algebra de limites.

Necesitamos ahora expresar qué ocurre con los limites de funciones cuando
sumo, multiplico o divido funciones que tienen limite o son divergentes.

Teorema 2.1.4. (de la suma de funciones)

Sean f,g: A — Ryseaxy € A'. Supongamos que lim, ., f(z) = L € R|J{+00, —o0}
y que limy_.,9(x) = M € R|J{+00, —00}. Entonces la funcion suma f+ g converge o
diverge en xg segun lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f+g¢g) | LER | L=+400| L=—0
MeR L+ M 400 —00
M = 400 +o00 + 00 ?
M= —0 —00 ¢ —00
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Teorema 2.1.5. (del producto de funciones)

Sean f,g: A — Ryseaxy € A’. Supongamos que lim, ., f(z) = L € R|J{+00, —o0}
y que limg_.9(x) = M € R J{+o00, —o0}. Entonces la funcion producto f.g converge
o diverge en xy segin lo expresado en la siguiente tabla:

lim(fg) |LERT | L=0|LeR | L=40c0| L=-
M e R* LM 0 LM 400 —00
M=0 0 0 0 ? ?

M e R~ LM 0 LM —00 ~+00

M = +oc0 +00 ? —00 + 00 —00

M= -0 —00 ? +00 —00 + 00

Ademds st L =0y ¢ es una funcion acotada, entonces

limg—qo f(z).9(x) = 0.

Teorema 2.1.6. (del cociente de funciones)

Sean f,g: A — R tal que g(z) # 0 y sea xy € A'. Supongamos que limg,_,, f(x) =
L € RJ{+o00,—00} y que lim,_,,9(x) = M € R{J{+00,—00}. Entonces la funcion
cociente f/g converge o diverge en xy segin lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f/g) LeRT|L=0|LeR |L=+4c0|L=—-x

M e R* L/M 0 L/M + 00 —00
M=0, g(z) >0 | +o0 ? —00 + 00 —00
M=0, g(z) <0 | —o0 ? +00 —00 + 00

M e R~ L/M 0 L/M —00 +00

M = +o0 0 0 0 ¢ ?

M = —o0 0 0 0 7 7

Teorema 2.1.7. (f9)

Sean f,g: A — R tales que, para cada x € A, f(x) >0, y sea xg € A'. Suponga-
mos que limg . f(z) = L € RS U{+o00} vy que lim,_,,g(x) = M € R{J{+o0, —00}.
Entonces la funcion producto f9 converge o diverge en xy segun lo expresado en la
sigutente tabla:

lim f9 L=0|0<L<1|L=1|L>1|L=+c
M e R* 0 LM 1 LM +00
M=0 ? 1 1 1 ?
M=eR | +oo M 1 M 0
M =+o0 0 0 ? 400 400
M=—-c | +o +00 ? 0 0

Observacion 2.1.8. El simbolo 7 que aparece en las tablas indica que el resultado de-
pende de las funciones f y g.
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2.1.6. Indeterminaciones

Estos resultados inciertos reciben el nombre de indeterminaciones. Asi pues,
vistos los teoremas anteriores, las posibles indeterminaciones son de la forma: oo — oo,

0.00, 0/0, 0o/oo, 0°, 1%, .

En las siguientes lecciones veremos como resolver algunas de estas indeterminaciones.

Basten ahora algunos ejemplos y comentarios.

1)

Limite en el infinito de un polinomio

Si p(z) = apx™ + an_12" ' + ... + a1 + ao, entonces
limg— 1 oop(x) =signo(a,)oo.

limg—,_sop(x) = (—1)"signo(a,) co.

Limite en el infinito de un cociente de polinomios.

Sip(z) = apa™ + ap_ 12"+ ...+ a; +ag, y ¢(z) = bpya? 4+ by 12?1 + ..+ by + by,

entonces

signo(an/by)oo  sin > p

limy o yoo—— = an /by sin=mp
q(x) 0 stn<p
signo(ay,/by)(—1)"Poo sin >p
: p(z) _ o
limy_ oot = an /by sin=mp
q(z) 0 stn<p

En general, las indeterminaciones co/oco, 0.00 y 0/0 se resolveran con las reglas
de L-+Hopital que veremos mas adelante. No obstante adelantamos la siguiente
escala de infinitos que ratificaremos en su momento con las susodichas reglas. En

este sentido podemos decir que:

2% = e” = 2% = (logx)®,
donde f(z) > g(z) significa que

limg ool f (%) /g(2)] = +00.

Las indeterminaciones oc”, 1%° y 0° se resuelven aplicando previamente logaritmos

y luego aplicando el apartado 3.). Concretamente
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Proposicion 2.1.9. Sean f,g : A — R tales que, para cada x € A, f(x) > 0.
Sean xyg € A" y L € R|J{+o0,—00} . Supongamos que lim,_.,f(x) = +00,0
(resp. 1) y que lim,_.,g(x) =0 (resp. £00). Entonces

limg—gy f ()9 = eF = L = limgy_,,g(x)log(f(z)).

Como ejemplo podemos calcular lim, ., o.x'/®.

Ademas, para la indeterminacion del tipo 1°°, se tiene la siguiente técnica propia:

Proposicién 2.1.10. (1)

Sean f,g : A — R tales que, para cada x € A, f(x) > 0. Sean xg € A" y L €
R U{+0o0, —o0} . Supongamos que lim,_..,f(z) = 1 y que lim,_,,g9(x) = +o0.
Entonces

limg—gy f(2)9) = eF = L = limy_,,g(x)(f(z) — 1).

Como ejemplo podemos calcular lim, 1o (1 + 1/x)*.

2.1.7. Funciones asintéticamente equivalentes.

Seria 1util, para calcular limites, sustituir funciones de aspecto complejo por otras

més funciones mas sencillas. Este proceso puede llevarse a cabo considerando funciones
cuyo cociente converge a uno.

Dadas dos funciones f,g: A — R, y sea z¢ € A’. Se dice que ambas funciones son
asint6ticamente equivalentes en z si

limgy—qo f(z)/g(x) = 1.

Ejemplos de funciones asintéticamente equivalentes en xqg = 0 son senx, tgx ,

log(1+4 z) y x, esto es,

limg_o[sen(x)/z] =1 = lim,_[tg(z)/log(1l + x)] = lim,_[tg(z)/x] = 1.
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2.1.8. Relacién de ejercicios

1.

Sea f : R — R una funcién. Supongamos que existe un nimero real positivo a
tal que  f(x) = f(x + a),Vx € R. Pruébese que si f tiene limite en +o0o 0 en
—00, entonces [ es constante. Pruébese previamente que f(z) = f(x + na),Vn €
N, Vx € R. Estudiese si las funciones seno y coseno tienen limite en +00 y en —oo0.

. Estudiense los siguientes limites funcionales:

lim 2+ 3¢ lim (senz 4 1)Y*

T—+00 4/2 + 32 ’ z—0t ’
3 cotgx 7 cosecx
xh_%1+<1 + senx)“I, xhj})l+(1 + tgx) .

Sean a,b dos ntmeros reales verificando b < 0 < a; estudiese el comportamiento
en cero de las funciones f, g : R* — R definidas por

flz) = arctg% — arctgg, g(x) =xf(x).

. Estudiese la existencia de limite en 0, +00 y —oo de la funciéon f : R* — R

definida por f(z) = E—l, Vr € R*.
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2.2. Limite funcional en varias variables

Sumario

En esta leccion introducimos el concepto de limite funcional para funciones definidas
en R? y con valores en R", donde ¢ y n son ntmeros naturales arbitrarios. Reduciremos el
caso general al caso en que n = 1 mediante el uso de las funciones coordenadas y daremos un
tratamiento especial al caso ¢ = 2 y n = 1. El contenido completo de esta lecciéon se articula
de la siguiente manera:

I1.2.1 Limite.
I1.2.2 Limite segin un conjunto.

I1.2.3 Reduccién al caso n = 1.

I1.2.4 Caso g=2yn=1.

2.2.1. Limite

Sean ¢,n € N, A un subconjunto no vacio de vectores de R?, zy € A’ y sea
f A — R" una funcién. Se dice que f tiene limite en el punto z( si existe un
vector L € R™ con la siguiente propiedad:
"Para cada sucesion {xP} de vectores de A, distintos de xy, convergente a xy, la
sucesion { f(zP)} converge a L".

6 escrito en lenguaje de € — &
Ve > 0,30 > 0 tal que si 0 < ||z — xo|| < 0, x € A, entonces || f(z) — L|| < e.

El tal limite L, caso de existir, es tinico. Diremos que L es el limite de f en el
punto xy y escribiremos:

L =1limg ., f(x).

Es importante hacer notar que la igualdad anterior encierra dos afirmaciones:
que f tiene limite en el punto zy y que dicho limite vale L.

Se puede probar sin dificultad que:
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Proposicién 2.2.1.
Sea A un subconjunto de Riy xy € A’. Si f,g : A — RY son dos funciones tales
que limg ., f(x) = L € RY y lim,_,,9(x) = M € RY, entonces

limg_po (f + 9)(x) = L+ M.

Si ademas n = 1, podriamos hablar de producto de funciones, de funcio-
nes divergentes, pudiendo aparecer toda la casuistica contemplada en la leccion 2.1.
En este caso también nos aparecerian de nuevo las mismas indeterminaciones aunque
desafortunadamente no dispondriamos de las reglas de L+Hopital.

2.2.2. Limites segiin un conjunto

Sea B C A C RY. Supongamos que xo € B’. Se dice que f : A — R" tiene
limite segtin el conjunto B en el punto xj si existe un vector L € R" con la siguiente
propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de B, distintos de xq, convergente a xg, la
sucesion { f(x,)} converge a L".

6 escrito en lenguaje de € — 9§
Ve > 0,36 > 0 tal que si 0 < ||z — z¢]| < 0, x € B, entonces || f(z) — L|| < e.

Diremos que L es el limite segtin el conjunto B de f en el punto zy y
escribiremos:

L =limy .y, zenf(2).

Veamos la relacion entre el limite ordinario y los limites segiin un conjunto.

Proposicion 2.2.2. Sean A un subconjunto no wvacio de vectores de R?, zy € B,
BCA LeR"yseaf:A— R" una funcion. Si L = lim, ., f(x) y B C A,
entonces L = limy_., zepf(2).

Nota

Este resultado puede usarse en las siguientes formas:

1. Si encuentro un subconjunto B de A tal que f no tiene limite en xy segin B,
entonces f no tiene limite en x.

2. Si encuentro dos subconjuntos B y C' tales que los limites de f segin B y C son
distintos en z(, entonces f no tiene limite en xg.

3. Si para todos los subconjuntos considerados resultase el mismo limite, s6lo po-
driamos deducir que dicho valor es el candidato a limite de la funcion.
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2.2.3. Reduccién al cason =1

Veamos ahora que todo limite de una funcion vectorial con valores en R" se
puede reducir al calculo de los limites de n campos escalares.

Proposicion 2.2.3. (Regla de oro)
Sean A un subconjunto no vacio de vectores de RY, a € A’, L = (L4, Lo, ..., L,) € R"
y f: A— R™. FEntonces

limg_of (x) =L, si, y sélo si, lim,_.f;(x) = L; Vi.

Ejercicio: Calcular el lim,_q(sen(x),tg(z)/sen(z), (1 4+ z)'/*)

2.24. Caso ¢=2yn=1

En este caso vamos a considerar dos estrategias. La primera seré tutil solo en el
caso en que la funcién no tenga limites, de hecho ya ha sido comentada en la seccion
segunda. La segunda estrategia es usada tanto para concluir que existe o que no existe
el limite de una funcién dada.

1. Generar conjuntos B C R? que permitan calcular limites sencillos y
compararlos

a) Rectas:
B, ={(z,y);y =rzr € R}.

b) Parébolas:
B={(z,y) €R*: x=ay? acR},

B={(z,y) e R*: y=ba?}, be R}

Ejercicio: Estudiar si existe

lim(z,y)H(O,O)f(xa y)7
donde

f(x,y):{ wf’% si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y)
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2. Técnica de coordenadas polares

Esta técnica consiste en usar las coordenadas polares de un punto del plano.

Se puede establecer una aplicacion biyectiva ¢ : RT x] —m, 7] — R\{(0,0)},
definida por

(p,0) = (pcos(8), psen(0)).

La aplicacion ¢~ 1(z,y) = (p,0), donde p = /22 + 42, y

T siz€RLy=0
arctg? st x>0

arctg? + 7 six <0,y >0

arctg? —m six <0,y <0

es la funcion inversa

Al par (p,0) se le llama coordenadas polares del punto (z,y).

Proposicion 2.2.4. Sean I,J dos intervalos deR , A=1xJ ,acl ,beJ,
f:A— R y R € R. Entonces equivalen:

a) lim(x,y)ﬂ(a,b)f<x7y) =R

b) Para cada sucesion de niumeros positivos {r,} convergiendo a cero y para
cada sucesion {a,} de nimeros reales del intervalo | — 7, 7|, se tiene que

lim{f(a+ rycos(ay), b+ rpsen(a,))} = R.

Ejercicio: Estudiar si existe

limy (g ) —(0,0) f (2, ),

donde

., Qué ocurre si ahora considero la funciéon

sl st (x,y) # (0,0)
T _ (x2+4y?)
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2.2.5. Relacién de ejercicios

Determinese el dominio de las siguientes funciones de dos variables y calctlese el
limite de cada una de ellas en (0,0):

3 3

Loa) flo,y) = 3% b) floy) =27 o floy) =2

)
x2+y2

2. a) f(.%,y) — 224y . b) f(x,y) — M’ C) f<377y) _ 34y

/—I2+y27 @2 +92)2 2+y2
22— g2 > 2242
3.a) flz,y) =5 b fly) =5z o f@y) = apt
1

4 a) f(,y) =% b)) fley) =% o flz,y) =wsent;

5.a) flz.y) = (z+y’)sen(y;); b)) fla,y) = 5
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2.3. Funciones continuas

Sumario

En esta leccion tratamos del concepto de continuidad, una de las ideas més fascinantes
de toda la matemética. Aqui daremos la definicién de funcién continua y su relacion con el
concepto de limite funcional. También mostraremos algunas de las propiedades que hacen
que las funciones continuas sean tan interesantes. Asi mismo observaremos que las funciones
elementales son funciones continuas. El contenido completo de esta leccion se articula de la
siguiente manera:

I1.3.1 Continuidad.

I1.3.2 Ejemplos.

I1.3.3 Propiedades de las funciones continuas.
I1.3.4 Funciones reales de variable real.

I1.3.5 Relacién de ejercicios.

2.3.1. Continuidad

Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R? y sea a € A. Se dice que
f A — R" es una funciéon continua en q si verifica la siguiente propiedad:

Ve > 0,30 >0, tal que siz € A, ||z — o] <9I entonces ||f(z) — f(a)]| < e.
También se puede escribir en lenguaje de sucesiones:

” Para cada sucesion {a,} de vectores de A, convergente al vector a, la sucesion

{f(an)} converge a f(a),”

Se dice que f es continua en B C A, si f es continua en todos los puntos de B.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la existencia de limite. Para ello
recordemos que un punto a € A es un punto aislado de A si no es un punto de
acumulacion.
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Proposicion 2.3.1. Sean A un subconjunto no vacio de vectores de RY, a € A y una
funcion f: A — R™. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

1. Si a es un punto aislado entonces f es una funcion continua en a.

2. Siae AN A entonces f es continua en a si, y solo si, lim,_.f(x) = f(a).

Nota:
Obsérvese que si a ¢ A no tiene sentido hablar de continuidad, Asi pues puede
que una funcién tenga limite en un punto a € A’ y que no tenga sentido hablar de
continuidad en a (a ¢ A) .

2.3.2. Ejemplos

1. La funcion f : Rt — R definida mediante la siguiente expresion:

f(a:)—{ r+1 six#1

o 1 six=1.

presenta una discontinuidad evitable en 1, lo cual podia haberse adivinado si
hubiésemos pintado previamente su grafica

2. La funcion parte entera presenta una discontinuidad de salto en todos los ntimeros
enteros. Mientras que la funcién f : RS — R definida mediante la expresion:

1/x sixz eR*

f(‘”):{ 1 siz=0.

presenta una discontinuidad en 0.

Este hecho puede adivinarse cuando observamos su grafica:
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3. Las funciones identidad, logaritmo neperiano, seno y coseno son continuas en sus
dominios.

4. La funcién norma, esto es, la aplicacion
Il : R* — R,
definida por
z — |||,

es continua en su dominio.

5. Las aplicaciones lineales son funciones continuas en sus dominios

Dada una aplicacion T : R? — R", se dice que T es lineal si verifica las
siguientes propiedades:

a) T(z+y) =T(x+y). (r,y€RI.
b) T(tx) =tT(z). (te€ R, x€RI).

Toda aplicacion lineal definida en RY es continua en RY.

a) Proyecciones.

Sea q € N. Para cada i € {1,2,...,q} se puede comprobar facilmente que
la proyeccién i-ésima
pii R — R,

definida por
pit (%1, %2, ..., Ty) — Ty,
es tal que
pi(x +y) =pi(x) + pi(y), pilte) = tpi(x),

esto es, p; es lineal. En particular, las proyecciones i-ésimas son funciones
continuas en RY.
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b) Inyecciones.

Podemos considerar ahora la aplicacion
I, : R — RY,

definida por '
I — (0,0,....77,0,...,0).
Dicha aplicacion recibe el nombre de inyeccién i-ésima.

Es facil probar que las inyecciones i-ésimas son lineales y, por tanto,
también son funciones continuas en R.

En orden a construir nuevas funciones continuas veamos que las operaciones
usuales estan bien avenidas con la continuidad.

Proposicion 2.3.2. Sean A un subconjunto de vectores de R?, a € Ay f,g: A — R”
dos funciones continuas en a. Entonces f + g es una nueva funcion continua en a.
Sin =1, entonces f.g también es una funcion continua en a y si ademds, para cada
x € A, g(x) #0, entonces f/g es también continua en a.

Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcién tangente
son también continuas en sus dominios correspondientes.

2.3.3. Propiedades

Comencemos recordando que la propiedad de continuidad es una propiedad local.

Proposicion 2.3.3. (La continuidad es una propiedad local)
Sean A un subconjunto de vectores de R?, B un subconjunto de A, a € B y f :
A — R"™ una funcion. Entonces

1. Si f es continua en a, entonces f/B es una funcion continua en a.

2. Si f/B es continua en a y eziste una bola centrada en a, B(a,r), tal que B(a,r)(A C
B, entonces f es una funcion continua en a.

Observacion 2.3.4. La proposicion anterior es muy util para estudiar la continuidad de
una funcion definida en varios subconjuntos.
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Como ejemplo estudiemos la continuidad de la funciéon f : R — R, definida por
2

f(x):{ T six <2

—x+4 six>2

cuya grafica es como sigue

Dado que la funcion z? es continua en R, entonces f/)_o 9 = 2% /j_c02) €8 continua

en todos los puntos del intervalo | — oo, 2], luego por el apartado (2), f es continua en
Joo, 2. Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo |2, 4o00].

., Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observaciéon de su gréfica, la
funcion presenta una discontinuidad de salto. Compruébese. Obsérvese ademés que en
cambio la funcion f/] — o0, 2| es continua en 2.

Proposiciéon 2.3.5. (Regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de vectores de R, a € Ay f : A — R" una funcion
continua en a. Sean ahora B D f(A) y g : B — R™ una funcion continua en f(a).
Entonces go f es una funcion continua en a.

Como consecuencia de las propiedades vistas en la seccidon anterior y dado que
n
fi=piof, f:Z[iOfi,
i=1
se tiene que una funcién es continua si, y sélo si, lo son sus funciones coordenadas.

Proposiciéon 2.3.6. Regla de oro
Sean A un subconjunto no vacio de vectores de R?, a € Ay f: A — R". Entonces
f es continua en a si, y solo si f; es continua en a Yi.

Finalizamos esta secciéon enunciando una importante propiedad tnicamente valida
para campos escalares (n = 1).

Teorema 2.3.7. (de conservacion de la compacidad o de Weierstrass)

Sea A un subconjunto de R? y f : A — R un campo escalar. Si A es un conjunto
compacto y f es continua en A, entonces [ estd acotada y alcanza su mdximo y su
minimo en sendos puntos de A.
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2.3.4. Funciones reales de variable real

En esta seccion enunciamos propiedades que son exclusivas de las funciones reales
de variable real (¢ =n =1).
Comenzamos con las dos propiedades més importantes y que méas usaremos en
adelante.

Proposicion 2.3.8. ( propiedad de conservacion del signo)
Sean A un subconjunto de numeros reales, a € Ay f : A — R una funcion

continua en a. Si f(a) # 0 Entonces existe un intervalo centrado en a, I, tal que para
cada v € INA, f(x)f(a) > 0.

Teorema 2.3.9. (de los ceros de Bolzano)

Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua.
Si f(a).f(b) <0, entonces existe ¢ €]a,b] tal que f(c) = 0.

Este resultado nos proporciona dos métodos ttiles para localizar las raices de una
ecuacion, llamados método de la bisecciéon y el método de la secante 6 método
regula falsi".

El primer método consiste en evaluar la funcién en los extremos del intervalo, si
hay cambio de signo se considera el centro del intervalo como un nuevo extremo de los
dos subintervalos de igual longitud en que queda divido el intervalo inicial. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos, para volver a empezar. De esta manera cada vez que realizamos esta
particion, la solucion queda localizada en un intervalo de menor longitud.

El segundo método es muy similar al primero. Se evalta la funciéon en los extremos
del intervalo, si hay cambio de signo, se traza la recta que une los puntos extremos
de la grafica. Esta debe cortar al eje z en un nuevo punto. Se construyen ahora los
subintervalos formados por el extremo correspondiente y este nuevo punto. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos siguiendo la misma construccion, y asi sucesivamente.

Como consecuencia del teorema de Bolzano (de hecho es equivalente) obtenemos
también el siguiente:

Teorema 2.3.10. (del valor intermedio)
Sean I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion continua. Entonces
f(I) es un intervalo.
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Uniendo ahora el resultado anterior con el teorema de conservacion de la compa-
cidad para g = 1 obtenemos que:

Si f:[a,b] — R es continua, existen ¢,d € R tales que f([a,b]) = [c,d].
A continuacién enunciamos un primer resultado para la funcién inversa

Proposicion 2.3.11. Sea I un intervalo de nimeros reales y f : I — R una funcion
continua e inyectiva en I. Entonces la funcién inversa f~' es continua en f(I).

Como consecuencia obtenemos que las funciones exponencial, arcocoseno, arcoseno
y arcotangente son continuas en sus correspondientes dominios.

Finalmente, obtenemos el siguiente interesante resultado:

Teorema 2.3.12. (de Heine) Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces
Ve > 0,36 > 0, tal que si |z —y| < d,x,y € A entonces |f(x) — f(y)| < e (*)

Esta propiedad (*) suele conocerse como continuidad uniforme de la funcion
f en el intervalo [a, b] y viene a indicar que el valor § depende tinicamente del valor de
¢ y no de la pareja de puntos en cuestion.

Para comprender la diferencia entre continuidad y continuidad uniforme compa-
ranse las graficas de una funciéon continua uniforme como es la identidad en R y una
funciéon continua como es la funciéon f : R — R definida por f(z) = 2% {Qué ocurre
cuando considero la funcion restringida, f\[0,1]7

2.3.5. Relacion de Ejercicios

1. Estudiese la convergencia de las siguientes sucesiones:
(a) {sent} (b) {cosi}.
2. Sea f:]0,7/2[— R la funcion definida por:
f(z) = (1 + senz)*"s”.
Estudiese la continuidad de f y su comportamiento en 0 y /2.

3. Estudiese la continuidad y el comportamiento en +o0o y en —oo de la funcién
f iR — R definida por

a) f(x) ===, VreR.

Ltfa]?

1
b) f(x):{ Iter’ r70

0, =20
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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z <0
0<z<l1

vz, x>1

e’
x?
x?

c) fx) =

. Estudiese la continuidad de la funcion f : [0, 1] — R definida por:

-1 size|0,1]NQ
f(x):{ 1 sixE[O,l]mR\Q'

Estudiese también la continuidad de la funcion | f].

Dese un ejemplo de una funcién continua cuya imagen no sea un intervalo.

. Dese un ejemplo de una funciéon definida en un intervalo cuya imagen sea un

intervalo y que no sea continua.

Dese un ejemplo de una funcién continua en todo R, no constante y cuya imagen
sea un conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

Dese un ejemplo de una funciéon continua en [0, 1] tal que f([0, 1]) no sea acotado.

. Dese un ejemplo de una funciéon continua definida en un intervalo abierto acotado

y cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

. Puede existir una funciéon definida en todo R, continua en un punto z, y que no
tenga signo constante en ningun intervalo centrado en dicho punto?

Para cada una de las siguientes funciones polinémicas f, hallar un entero n tal
que f(x) =0 para algin z entre n y n + 1.

i) f(z)=2*+2+3

ii) f(z)=2°+521+ 22+ 1

iii) f(z)=2"+z+1

iv) f(z) =42® — 4z + 1.

Pruébese que todo polinomio de grado impar admite al menos una raiz real.

Sea P un polinomio de grado n tal que el término independiente y el coeficiente
lider tienen signo opuesto. Pruébese que P tiene al menos una raiz positiva.

Sea f :[0,1] — [0,1] una funcién continua en [0, 1]. Pruébese que f tiene un
punto fijo, es decir, probar que existe = € [0,1] tal que f(z) = =.

Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo largo del Ecuador,
pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas sobre el Ecuador
que se hallan a la misma temperatura.

Un corredor recorre 6 kilometros en 30 minutos. Probar que existe un intervalo de
5 minutos seguidos a lo largo del cual el corredor recorre exactamente 1 kilémetro.
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17. Un escalador comienza, desde su campamento base, a subir a una montana el
Sabado a las 7 horas, alcanzando la cima a las 8 de la tarde. A las 7 horas del
Domingo inicia el descenso hacia el campamento base tardando el mismo tiempo
que le costo la subida. Demostrar que existe una determinada hora, a lo largo del
Domingo, en la que el escalador se encuentra exactamente a la misma altura que
a esa misma hora del Sabado.

18. Sean [ :]0,1[— R y g : R — R definidas por:
f(z) =x,Vx €]0,1]

g(m)—{HL“ siz € RS
= : . e
— siz€eR™.
Compruébese que f y g son continuas y acotadas pero no tienen maximo ni
minimo absolutos.

19. Estudiese la continuidad de la funcion f : R? — R? definida por:

flz,y) = (IQxQTyZJz’Sen (my)) . (z,y) #(0,0)

(0,0), (z,y) = (0,0)
20. Se considera f : R? — R" una aplicacion lineal. Demostrar que:

a) Existe M > 0 tal que ||f(z)|| < M||z||, Vz € RY.
b) f es continua en cero.

c) [ es continua en RY.






Capitulo III: CAlculo diferencial

Los origenes del Calculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos
problemas vinculados al movimiento de los cuerpos, asi como problemas de célculo de
valores maximos y minimos de una funcién dada y de cémo calcular la tangente a una
cuva en un punto de de la misma. Este ultimo problema se presentaba con frecuencia
en mecanica y en optica. Atun pareciendo hechos no relacionados entre si pronto se
demostro6 estar intimamente ligados.

Fermat, en el siglo XVII, tratando de determinar los maximos y minimos de
ciertas funciones, observo que si la grafica de dichas funciones, en un determinado punto,
tiene asociada una recta tangente horizontal, dicho punto es un candidato a maximo o
minimo. La estrategia usada primero por Fermat y més tarde por Newton para calcular
la tangente fue aproximar ésta por sucesivas rectas secantes cuyas pendientes pueden
calcularse directamente como cocientes. Asi pues la pendiente de la recta tangente no
es mas que el limite de un determindo cociente esto es, la derivada en dicho punto. Con
respecto al estudio de la velocidad de un movil siguiendo una trayectoria de una linea
recta, diremos que si la funciéon que describe el movimiento en funcion del tiempo es la
funcion f : [0, 7] — R, es sabido que la velocidad media desarrollada por el movil en
el intervalo de tiempo [a, z], con a,x € [0,T] se obtiene realizando el siguiente cociente:

f(@) = (@)

Tr—a

Asi pues si quiero calcular la velocidad en el instante a bastara tomar valores z cada
vez mas cercanos al propio a, de hecho el valor buscado se encontrara tomando el limite
cuando z tiende hacia a en dicho cociente. Este limite no es otra cosa que el valor de la
derivada en dicho punto. En general, este concepto se muestra especialmente ttil para
el estudio de la variaciéon de cualquier funcién.

Estos hechos seran tratados en este capitulo, donde haremos también el estudio
de los extremos para campos escalares.
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Capitulo 3

Calculo diferencial

3.1. Funciones derivables

Sumario

En esta lecciéon introduciremos el concepto de funcién derivable, prestaremos atencién
al problema original de determinar la tangente a una curva dada y estudiaremos algunas de sus
propiedades; Enunciaremos el teorema del valor medio y obtendremos algunas consecuencias
muy importantes: La relacién entre monotonia y derivabilidad, la derivaciéon de la funcion
inversa y la reglas de L4+Hoépital para la resolucién de algunas indeterminaciones en el calculo
de limites. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

I11.1.1 Derivada. Recta tangente

I11.1.2 Derivada lateral.

IT1.1.3 Ejemplos.

I11.1.4 Propiedades de las funciones derivables.

IT1.1.5 Relaciones de ejercicios.

3.1.1. Derivada. Recta tangente

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea a € AN A’. Se dice que
f: A— R es una funcién derivable en « si existe el siguiente limite:

f(@) = fla)

r—a

limy_q

El limite recibe el nombre de derivada de f en el punto a y se nota por f'(a).

9
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Es claro que f es derivable en a si, y sélo si, existe

flat+t) = f(a)
t Y

limy—o

y en tal caso
fla+t)— fla)

limy_o ; = f'(a).

Dado un subconjunto B de AN A’, se dice que f es derivable en B si es
derivable en todos los puntos de B.

Es claro que la funcion identidad I y toda funcion constante,C', son funciones
derivables en todo R, con I’ = 1 y ¢’ = 0, mientras que la funcién valor absoluto es
derivable en todos los puntos de R salvo en cero, y para cada x € R*,

(lz])" = |al/z.

El siguiente resultado nos da la relacion entre los conceptos de continuidad y de
derivacion.

Proposicion 3.1.1. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A A" y
una funcion f: A — R. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es derivable en a.

2. f es continua en a y existe una funcion afin g tal que

f(z) —g(z)

T —a

=0.

limg_.q

Vamos ahora a interpretar geométricamente la existencia de esta funcion afin.

Obsérvese que cualquier recta que pase por el punto (a, f(a)) tiene la forma

y = f(a) + m(x — a).

Es claro que manipulando la igualdad del apartado b) obtenemos que

g(z) = f'(a)(z —a) + f(a)

y por tanto su grafica es una recta del tipo anterior con m = f’(a); la condiciéon sobre
el limite del cociente del apartado b) nos afirma que la grafica de la funcion afin g es la
que mejor se aproxima a la grafica de la funcion f en las proximidades del punto a.

Asi por ejemplo si consideramos la funcion f(z) = (r —1)? + 1 y el punto (1, 1), se
tiene que
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y por tanto es visible que la recta horizontal es la que mayor "parecido"tiene con la
parabola en las "proximidades del punto (1,1).

La recta y = f(a) + f'(a)(x — a) recibe el nombre de recta tangente a la
grafica de f en el punto (a, f(a))

3.1.2. Derivadas laterales

Sean A un subconjunto no vacio de niimeros reales, a € A[(A})" y una funcion
f: A — R. Diremos que f es derivable por la derecha en el punto a si existe existe
el siguiente limite:

f(@) = f(a)

r—a

limg_ o+

El limite recibe el nombre de derivada de f por la derecha en el punto a
y se nota por f (a).

Anélogamente podemos definir el concepto de derivada por la izquierda.

Veamos la relacion entre la derivada ordinaria y las derivadas laterales.

Proposicion 3.1.2. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A(A', y
sea [+ A— R una funcion.

1. Sia ¢ (A]), entonces f es derivable en a si, y sdlo si f es derivable por la derecha
en a. En caso afirmativo f'(a) = f.(a)

2. Sia ¢ (AN, entonces [ es derivable en a si, y solo si [ es derivable por la
izquierda en a. En caso afirmativo f'(a) = f_(a)’

3. 8 a € (A N(AM), entonces f es derivable en a si, y sélo si f es derivable

a
por la derecha y por la izquierda en a y ambas coinciden. En caso afirmativo

f'(a) = fi(a) = f(a)
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3.1.3. Ejemplos

Las funciones logaritmo neperiano, seno y coseno son derivables en sus respectivos
dominios. Ademaés para cada = del dominio correspondiente,

log'(z) =1/x, sen'(z) = cos(x), cos'(x) = —sen(z).

También la suma, el producto y el cociente de funciones derivables es una funcion
derivable:

Proposicion 3.1.3. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f,g: A— R
dos funciones derivables en a. Entonces [+ g y f.g son dos funciones derivables en a,
y se tiene que

(f +9)(a) = f'(a) +d'(a), (fg)(a)=Ff(a)g(a)+ f(a)g'(a).

Si ademds, para cada x € A, g(x) # 0, entonces f/g es también derivable en a y se

tiene que
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
9*(a) '

(f/g)(a) =
Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcion tangente
son también derivables en su dominio. De hecho, para cada = € R\{% + kI, k € Z},

tgd (z) =1+ tg*(z).
También las cosas van bien cuando componemos dos funciones derivables:

Teorema 3.1.4. (regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f : A — R una funcion
derivable en a. Sean ahora B O f(A) y g : B — R una funcién derivable en f(a).
Entonces g o f, es una funcion derivable en a y se tiene que

(90 f)(a) = g'(f(a).f'(a).
Como consecuencia obtenemos que

Corolario 3.1.5. 51 f : A — R* es una funcion derivable en a, entonces

. Fla)
fla)

(logf(a))
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3.1.4. Propiedades de las funciones derivables.

Enunciemos ahora algunas propiedades y caracteristicas de las funciones deriva-

bles.

Proposicién 3.1.6. (La derivabilidad es una propiedad local)

Sean A un subconjunto de numeros reales, B un subconjunto de A, a € BB’ y
f+A— R una funcion. Entonces

1. Si f es derivable en a, entonces f/p es una funcion derivable en a y f'(a) =

(f/8)(a).

2. Si /B es derivable en a y existe un intervalo centrado en a, I, tal que I()A C B,
entonces f es una funcidn derivable en a y f'(a) = (f/5)'(a).

Observacion 3.1.7. La proposicion anterior es muy util para estudiar la derivabilidad
de una funcion definida en varias ramas.

Como ejemplo estudiemos la derivabilidad de la funcién f : R — R, definida por

f(x):{ x? six <2

—x+6 stx>2

cuya grafica es como sigue

N & 0 ®

Dado que la funcion 22 es derivable en R, entonces f/j_c2] = 2% /j_c0 2] €s derivable
en todos los puntos del intervalo | — 00, 2], luego por el apartado (2), f es derivable en
|oo, 2[. Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo |2, +o0l.

., Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observacion de su grafica, la
funcion presenta un "pico", luego pensamos que no es derivable en 2. Compruébese.
Obsérvese ademés que en cambio la funcion f/] — oo, 2] es derivable en 2.

En los siguientes resultados usaremos como dominios so6lo intervalos, ya que
en éstos todos los puntos, incluso sus extremos sean o no del intervalo, son puntos de
acumulacion. Necesitamos previamente el siguiente lema:



14 §3.1. Funciones derivables

Lema 3.1.8. Sea I un intervalo de nimeros reales. Si f : I — R es una funcion
derivable en un punto interior a de I en el que f tiene ademds un extremo absoluto,
entonces f'(a) = 0.

Teorema 3.1.9. (de Rolle)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcién continua y
derivable en ]a, b| verificando que f(a) = f(b). Entonces existe ¢ €la, b| tal que f'(c) = 0.

Observacion 3.1.10. La combinacion de este teorema y del teorema de Bolzano es muy
interesante a la hora de determinar el nimero de soluciones de una ecuaciéon en un
determinado intervalo. A este respecto, resulta interesante releer el teorema de Rolle en
la siguiente forma:

" Si f" no se anula en el intervalo |a,b|, la ecuacion f(x) = 0 tiene como mucho
una Unica solucion en el intervalo |a,b] "

El siguiente resultado, el cual no es mas que otra version del teorema de Rolle,
es el mas importante por sus muchas consecuencias.

Teorema 3.1.11. (del valor medio)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcién continua y
derivable en la,b|. Entonces existe ¢ €]a, b| tal que

f(b) = fla) = f'(e)(b - a).

Como primera consecuencia obtenemos la siguiente relacion entre el signo de la
derivada y la monotonia de la funcion:

Corolario 3.1.12. (monotonia de una funcion)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion derivable. Entonces
se verifican las siguientes afirmaciones:

1. f es creciente si, y solo si f'(x) >0, Vx € I.
2. f es decreciente si, y sélo si f'(x) <0, Vo € 1.
3. Si f'(x) =0,Vx € 1, si, y sélo [ es constante.
4. Si f'(x) >0 Vx €1, entonces f es estrictamente creciente.
x) < 0Vz €I, entonces f es estrictamente decreciente.
)

(
(
5. i f'(
(

6. Si f'(x)#0Vx €I, entonces [ es estrictamente mondtona.
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Al igual que ocurre con el teorema de Rolle, la informacion dada en este ultimo
corolario es muy importante para la localizacion de las soluciones de una ecuacion del
tipo f(x) =0, cuando la funcion f es derivable.

Como segunda consecuencia, obtenemos cuando la funcién inversa es derivable
y cuanto vale su derivada:

Corolario 3.1.13. (derivacion de la funcion inversa)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion derivable tal que
f'(z) # 0. Entonces f~' es derivable en f(I) y para cada x € I, se tiene que

A partir de aqui, obtenemos que también las funciones exponencial, arcocoseno,
arcoseno y arcotangente son derivables. De hecho, para cada x en el correspondiente
dominio se tiene que

(@) =, (ratg) () = 1)
(arc cos)' (x) = ' (arc sen)'(z) = !

V1—2a? V1—22
Y si se quiere, usando la regla de la cadena, si f : A — R es una funcion
derivable en a y tal que f(A) esté contenido en el correspondiente dominio, entonces

() = P, (areta) (7o) = s
(arc cos)'(f(a)) = /1) (arc sen) (f(a)) = f(a))

V1- ) V1= fa)

Ademas si f(A) esta contenido en R y g : A — R es otra funcion derivable
también en a, entonces la funcion h = f9 es derivable en a y

f'(a)
f(a)

Para calcular derivadas tan complicadas como la anterior podemos usar la técnica
logaritmica. El procedimiento es como sigue.

W(a) = f(a)” (g (a)log(f(a)) + g(a)

].

Técnica logaritmica

1. Tomamos logaritmos en la igualdad que define a h.

log(h(x)) = g(z)log(f(x)).
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2. Derivamos ambas igualdades en el punto a

W) f'(a)
=g (a)lo a a .
i = @log( (@) + gla) 7
3. Finalmente despejamos y obtenemos que
f'(a)

I(a) = f(a)*”[g'(a)log(f(a)) + g(a)

Como ejercicio calciilese la funcion derivada de f(z) = 2% en RT.

La tercera y tultima consecuencia a senalar en esta leccién es una potente
herramienta que nos va a permitir resolver muchas de las indeterminaciones presentadas
en la leccion 1.5 relativas a la convergencia de las funciones.

Corolario 3.1.14. (Reglas de L+ Hodpital)
Sea I un intervalo de nimeros reales, L € RU {+o00,—o0} y a € I y supongamos
que f,g: I1\{a} — R son dos funciones tales que

1. f y g son derivables,

2. ¢'(x) #0,
3. limg oL = I,
g (z)
Si
1. Primera Regla de LtHopital
limg_of(x) = limy_q.9(z) =0,
0
2. Segunda Regla de LtHopital:
la funcidn |g| diverge positivamente en a,

lim @)
")

Observacion 3.1.15. Las Reglas de LtHopital siguen permaneciendo validas si, en el

caso en que el intervalo I no esté mayorado, sustituimos los limites en a por limites en
+00. Anélogamente para limites en —oo.

entonces

Finalmente damos, como consecuencia, una regla practica para calcular la derivada
de algunas funciones definidas a trozos.

Corolario 3.1.16. Sea I un intervalo, a € I y h : I — R una funcion continua en
a y derivable al menos en I/{a}. Entonces h es derivable en a si h' tiene limite en el
punto a y en caso de ser derivable

B (a) = limg_.h'(z).
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3.1.5. Relacién de ejercicios

1. Dada una funcién f : A — R, estudiese la continuidad y derivabilidad en cada
uno de los siguientes casos:

a) A=[-1,1]y f(x) = V1 —a2
b) A=Ry f(z) = /]l

) A=Ry f(z) = 35

)

)

o

d) A=RJ y f(z)=2% VzeR", f(0)=0
e) A=RJ y
[ lz—=2] si0<z<A4
ﬂ@_{gE@) si 4 <.

2. Sean o, € Ry f: R — R una funcién definida por f(x) = 2* + az + 3.
Encuéntrense los valores de o y , 3 que hacen que el punto (2,4) pertenezca a la
grafica de f y que la recta tangente a la misma en dicho punto sea la recta de
ecuacion 2z —y = 0.

3. Sea f: R — R la funcion definida por:
e siw #0
Jw) = { 0 siz =0
Estidiese la continuidad y derivabilidad de f y calctlese su imagen.

4. Estudiese la derivabilidad y la existencia de limites en +00 y —oo de la funciéon
f : R — R definida en cada caso por

a)

L sixz#0
— 1+e®
f(@) { 0 siz =0
b)
% six <0
flz) = r si0<z<l1

LR sixz>1

5. Demuéstrese que la(s) desigualdad(es):

a) 117 <log(l+x) <z se verifican para todo z > 0.

b) cosx >1— ‘%2 se verifica para todo = €0, 7/2|

¢) 2 < senz < x < tgz se verifican para todo x €]0,7/2|

6. Calculese el nimero de ceros y la imagen de la funciéon f : R — R definida por

f(z)=2°—-32"+2 Vz €R.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

§3.1. Funciones derivables

Calcitlese el nimero de soluciones de la ecuacion 3logr — x = 0.

x

Sea a > 1. Pruébese que la ecuacion z + e~ * = a tiene, al menos, una soluciéon

positiva y otra negativa.

. Sea f: RT — R la funcion definida por:

f(z) =z + logx + arctgx
pruébese que la ecuacion f(z) = 0 tiene una tnica solucion.

Pruébese que la ecuacion
x+ e’ +arctgr =0

tiene una tunica raiz real. Dese un intervalo de longitud uno en el que se encuentre
dicha raiz.

Pruébese que la ecuacion tg(z) = x tiene infinitas soluciones.
Calctlese la imagen de f: Rt — R, f(z) = z'/*.
Sean a,b,c € R con a? < 3b. Pruébese que la ecuaciéon
3 2 _

> +ax+br+c=0
tiene una solucién real unica.
Determinese el niimero de raices reales de la ecuacion

203 — 32 — 120 =m
segun el valor de m.

Sea f : [~1/2, +oo[— R dada por f(z) = (z +e*)"/* (z#0) f(0) =€ Es
tudiese la continuidad y derivabilidad de f en cero.

Sea f:R\{1} — R la funcion definida por:

1
flx) = arctgl R

Estudiese la continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en 400 y en
—00.

Estudiese el comportamiento de la funcion f : A — R en el punto « en cada
uno de los siguientes casos:

a)
VE-VEEoD

2 —4

A=]2,+o0[, f(x) Vee A, a=2.
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b)
A=R"\{1}, f(x)—@—xil Vee A, a=1.
c) i
A =|1, +o0], f(x):ﬁ Ve A, a=
d
) . 1 1 senx
A:R, f(l’)zg—@— xS, a=20
e) '
A=0,m/2, f@) = ™, a=mn/2
f)
A=]0,7/2[, f(x)=(1+senz)  a=0
g) 1
A=R"\{e}, f(z)=abeT1, a=e.
h)

A=R*  f(z)= é(e— (1+z)), a=0

18. Estudiar el comportamiento en el punto cero de la funcion f : A — R en los
siguientes casos:

a)
A=R*, flz)= 1_% Yz € Al
b)
A=R,  fla) =2 _g’“, Yz € A.
c)
A =]0,7/2], f(x) = (senz + cosz)"/®, Vo € A.
d)
A =]0,7/2], flz) = (cosx%—%z)?, Ve e A
e)
A=]0,7/2[,  flz)=(1—tgx):*, VzeA
f)
A=RT, f(x) =z, Ve e A
g)

A—)o,r/2l, o) =TI e a

sendx
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h)
1

A=]0,7/2,  f(x) = (tg—x)se”‘”,

A=R"N\{e}, flx)=ammT,
19. Sea f : ]—%, g[ — R definida por:

1 — senz) — 2log(cosx)

F(x) = 8L (@£0) f(0)=a.

SENT

Estudiese para qué valor de a la funciéon f es continua en cero.

20. Estudiese el comportamiento en +00 de las funciones f : A — R dadas por

a)

. ~ log(2 + 3e”)
AR W=
b)
A=R*  f(z)=(a"+2)*, VreR" acRY,
c)
B a(ztr—1)
A =]1, +o0] f(l")—W
d)
A=R\(e}, f(2)=am,
e)
A=R"  f(z)=2%en(1/z), (a €R).
f)
2 1

21 Calculense las derivadas de las funciones hiperbolicas.
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3.2. Extremos relativos. Polinomio de Taylor.

Sumario

En esta leccion vamos a seguir extrayendo consecuencias del teorema del valor me-
dio: estudiaremos condiciones necesarias y condiciones suficientes para que una funcién tenga
extremos relativos. También definiremos el polinomio de Taylor asociado a una funcién en un
punto y estudiaremos algunas de sus propiedades. Finalmente relacionaremos la convexidad de
una funcién con el signno de la segunda derivada, y daremos el método de Newton-Raphson,
que es usado para encontrar aproximaciones a las soluciones de una ecuaciéon. El contenido
completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

I11.2.1 Extremos relativos.

I11.2.2 Extremos relativos y derivabilidad.
I11.2.3 Derivadas sucesivas.

I11.2.4 Polinomio de Taylor.

I11.2.5 Desarrollo en serie de Taylor.
I11.2.6 Funciones convexas.

I11.2.7 Relacién de ejercicios.

3.2.1. Extremos relativos.

Sea A un subconjunto no vacio de numeros realesy a € Ay f: A — R una
funcién. Se dice que

a es un maximo relativo o que f tiene un maximo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja —r,a + r[C A.

b) f(a) > f(x), VYx €la—r,a+7].
a es un minimo relativo o que f tiene un minimo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja —r,a + r[C A.

b) f(a) < f(x), Yz €la—r,a+7].

a es un extremo relativo si o bien es un maximo relativo 6 bien es un minimo
relativo.
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Con el siguiente ejemplo veremos qué no existe en general una relaciéon entre
extremo relativo y extremo absoluto.

Ejemplo:
Estudiense los extremos relativos y absolutos de la funcién
f:10,3] — R,

definida por
T sio<z<l1
flz)=¢ 2—2 sil<z<2
2r—4 s1i2<x<3

Observemos primero su grafica:

y comprobemos que

1. 0 es un minimo absoluto pero no relativo.
2. 1 es un maximo relativo pero no absoluto.
3. 2 es un minimo relativo y absoluto

4. 3 es un maximo absoluto pero no relativo.

Nota

Es evidente que, si a es un punto interior y f alcanza su maximo (resp. minimo)
absoluto en a, entonces f si tiene un méaximo (resp. minimo) relativo en a.
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3.2.2. Extremos relativos y derivabilidad

Comencemos recordando que en todo extremo relativo la derivada se anula.

Proposicion 3.2.1. (Lema 3.1.8 )(condicion necesaria)
Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales. Si f : A — R tiene un extremo
relativo en a € A( A" y es derivable en a, entonces f'(a) = 0.

Este sencillo resultado nos permite elaborar la siguiente regla practica para
detectar los posbles extremos.

Regla practica para el cilculo de extremos

Sean A un subconjunto no vacio de nameros reales y f : A — R una funcién.
Supongamos que f alcanza su maximo o su minimo absoluto (resp. relativo) en a,
entonces a estd en una de las tres (resp. dos ultimas) situaciones siguientes:

1) No existe ningtn intervalo centrado en a contenido en A.
2) Existe un intervalo centrado en a contenido en A y f no es derivable en a.

3) Existe un intervalo centrado en a contenido en Ay f'(a) = 0.

Una vez detectados los candidatos, se nos puede presentar una de las dos
siguientes situaciones:

1) El conjunto A es un intervalo cerrado y acotado y f es continua.

2) No se da alguna de las circunstancias del primer apartado.

En el primer caso sabemos, por el teorema de Weiertrass sobre la conservacion
de la compacidad, que f alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos del
intervalo, por lo que basta evaluar f en los candidatos de los tres tipos para determinar
quiénes son estos extremos. En el segundo caso, nos contentaremos con saber que de
haber méximo 6 minimo éste esta entre nuestros candidatos.

El siguiente resultado nos permite ver si los puntos del segundo y tercer tipo son
al menos extremos relativos y de qué naturaleza son.

Proposicion 3.2.2. (condicion suficiente)
Sean a € R, r > 0 y notemos por I =Ja —r,a+r[. Sea A un conjunto que contiene
al ysea f:A— R una funcion continua y derivable en I\{a}.

1. Si para cada x € I con x < a se tiene que f'(x) >0 y para cada x € I con x > a
se tiene que f'(x) <0, entonces [ alcanza un mdzimo relativo en a.
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2. Si para cada x € I, con x < a, se tiene que f'(z) < 0 y para cada x € I, con
x > a, se tiene que f'(x) >0, entonces f alcanza un minimo relativo en a.

Ejemplo: Calcular los extremos de la funcion f : R — R, definida por
2

f(m):{ T six <2

—x+6 stz >2

Considérese previamente su gréfica

N A o ®

Confirmese que f tiene en 0 un minimo relativo (no absoluto) y en 2 un maximo
relativo (no absoluto) y que f no tiene extremos absolutos.

Ejercicio: Calculense los extremos de la funcion anterior restringida al intervalo [0, 4].

3.2.3. Derivadas sucesivas

Sea A un subconjunto no vacio de ntimeros reales, A; un subconjunto de A A’y
f : A — R una funcién derivable en todo punto de A;. La+ funciéon que a cada punto
de A; le hace corresponder la derivada de f en dicho punto recibe el nombre de funcién
derivada de f, funcion que notaremos por f’. Si a € A;((A1) y [’ es derivable en
a, diremos que f es dos veces derivable en « y llamaremos derivada segunda de
f en a a la derivada de f’ en a, y la notaremos por f”(a). Sea A, el subconjunto de
puntos de A;[)(A;1) en los que f es dos veces derivable. La funcion f” : Ay — R,
definida por la ley x —— f”(x) se llamara derivada segunda de f. Siguiendo este
proceso podremos definir el concepto de n veces derivable y de la funcién derivada
n-ésima de f, que notaremos por f.

Sea I un intervalo, f : I — R una funcién y n un nimero natural. Se dice
que f es de clase C"n I si f es n veces derivable en I y su derivada n-ésima f(™ es
continua en 1.

Se dice que f es de clase infinito C* en [ si f es de clase C" para todo natural

Por ejemplo las funciones racionales y las funciones seno, coseno, tangente,
arcotangente, arcoseno, arcocoseno, logaritmo neperiano y exponencial son funciones
de C* en sus correspondientes dominios.
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3.2.4. Polinomio de Taylor

Sea A un subconjunto de nimeros reales y f : A — R una funcién n veces
derivable en un punto a € A A’. Llamaremos polinomio de Taylor de grado n de
la funcién f en el punto «a a la funcién polinémica P, , : R — R definida por

f"(a)
2l

Poa(z) = f(a) + f(a)(z —a) + (x—a)+ ..+

Es inmediato comprobar que P, , es la tinica funcién polinémica que verifica que:

Poa(a) = f(a), P,,(a) = f'(a), ... P{(a) = f")(a).

Notese que el polinomio de Taylor de grado uno no es mas que la funciéon afin
g dada en la lecciéon anterior y cuya grafica llamébamos recta tangente. Cabe esperar
que el polinomio de Taylor de grado n en el punto a nos dé una buena aproximaciéon
de la funcion f en las proximidades del punto a, y que debera ser tanto mejor cuanto
mayor sea el grado del polinomio. Este hecho queda probado en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. (formula infinitesimal del resto)
Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n veces derivable.

Entonces
f(x) = Pa() _

liMmy_q

Como primera consecuencia de este hecho obtenemos una regla practica para el
calculo de extremos relativos.

Corolario 3.2.4. Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n veces
derivable con

fl(a)=..= f" V) =0.

Entonces si
a) n es impar y f™(a) #0, f no tiene ningin extremo relativo en a.
b) n es pary

b1) f™(a) >0, f tiene un minimo relativo en a.

b2) f™(a) <0, f tiene un mdwimo relativo en a.
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Como ejercicio calctlese el vértice de la parabola y = 2% + 3z — 2.

En el ambiente del teorema, la funcion R, , : I — R definida por

Rma(l‘) = f(x) - Pn,a(x)a
recibe el nombre de Resto de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a.

Nuestro siguiente resultado nos va a proporcionar una expresién concreta del
resto de Taylor que nos permitird evaluar el error cometido cuando se sustituya una
funciéon por su correspondiente polinomio de Taylor.

Teorema 3.2.5. (Formula de Taylor)

Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n + 1 veces derivable.
Entonces, para cada x € I, x > a (respectivamente © < a), existe un punto ¢ €la, x|
(resp. ¢ €]z, al) tal que
fU () (@ —a)" !

(n+1)!

R, .(x) =

Ejercicio: Calcilese el valor de y/e con tres decimales.

Observacion 3.2.6. Este teorema junto con la féormula infinitesimal del resto puede
usarse para el calculo de ciertos limites.

Ejercicio: Calcilese
(tgz)(arctgz) — *

l’imx_@ 5
xr

3.2.5. Desarrollo en serie de Taylor

Veamos ahora qué ocurre si hacemos tender el grado del polinomio de Taylor a
"infinito".

Proposicion 3.2.7. Sea I un intervalo y f un funcion de clase C* en I. Supongamos
que existe M > 0 tal que, para cada x € I y cada n € N, se verifica que:

[ (@) < M,
entonces para cualesquiera a,x € I, se tiene que

RSV

EDL

()

(x—a

n=1
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La serie Y >, fg:)l()‘,z) (x — a)"! recibe el nombre de serie de Taylor de la
funcién f en el punto a, y como puede verse, es una especie de polinomio de Taylor
de grado "infinito".

Como consecuencia de la proposicion obtenemos que para las principales funciones

elementales, el valor en cada punto x coincide con la suma de una cierta serie.

Corolario 3.2.8.

1) Para cada x € R, se tiene:

a) e =37, ﬁfﬁl'

b) cos(x) => " CO™ 21,

n=1 2(n—1)!
oo (=D)™ 9n1

¢c) sen(x) =3 .0 Gy ®

2) Para cada x €]0,2[, se tiene:

log(x) = Z (_1—)n+1(x - 1"

3) Para cada x €] — 1,1, se tiene:

- (_1)n+1 2n—1
arctg(x) = Z —

3.2.6. Funciones convexas

Veamos ahora como se interpreta geométricamente el hecho de que la derivada
segunda sea no negativa.

Sea I un intervalo. Se dice f : I — R es una funcién convexa cuando para
cualesquiera dos puntos a,b € I con a < by para todo ntmero real t €]0, 1] se verifica
que

F(L=ta+1b)) < (1—1)f(a) +1f(b).

Obsérvese que la funcion f(z) = (z — 1)? — 2 es convexa ya que su grafica,



28 §II1.2. Extremos relativos. Polinomio de Taylor.

verifica que la imagen de cualquier intervalo contenido en R esta por "debajo'"del
segmento que une las imagenes de los extremos. Considérese por ejemplo el intervalo
[1/2,2]) y el segmento [(1/2,—3/4),(2,—1)] que une las iméagenes de sus extremos, tal
como vemos en la figura siguiente

0.6 0.8 ' 1.2 1.4 16 1.8 2

Se dice f : I — R es una funcién céncava cuando para cualesquiera dos
puntos a,b € I con a < by para todo ntimero real t €]0, 1] se verifica que

f(L=t)a+tb)) = (1 —1)f(a) +1f(b).

Obsérvese que la funcion f(z) = —(z — 1)? + 3 es concava ya que por ejemplo,
la imagen del intervalo [0,2] estd por encima del segmento [(0,2),(2,2)] tal como se
aprecia en la siguiente figura

Es claro que toda funcién afin es simultdneamente convexa y concava.

Puntos de inflexion

Se dice que a € A es un punto de inflexiéon de una funcion f: A — R si
existe d > 0 tal que f es concava (resp. convexa) en el intervalo |a —d,aly f es convexa
(resp. concava) en el intervalo |a, a + J].

Finalmente veamos que existe una estrecha relaciéon entre la convexidad y el
signo de la segunda derivada.
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Proposicion 3.2.9. Sea [ un intervalo y f : I — R una funcion dos veces derivable
en I. Entonces equivalen:

1. f es conveza.

2. f"(z) > 0 para todo x € I.

Es facil ver ahora que la funciéon exponencial es una funciéon convexa y la funcion
logaritmo neperiano es una funciéon concava.

Corolario 3.2.10. Si f : A — R es una funcion dos veces derivable en un punto de
inflexion a, entonces f"(a) = 0.

La ultima consecuencia que vamos a senalar en esta leccion es un método muy
rapido para localizar las soluciones de una ecuacion.

Corolario 3.2.11. (Método de Newton-Raphson )
Sea f: |a,b] — R una funcion dos veces derivable verificando:

a) fla) <0< f(b).
b) f'(x) #0 Yz € la,b)].
c) f'(x) #0 Vo €la,b] .

Entonces la sucesion {x,}, tal que x1 € |a,b], y Tpi1 = Ty — Jf,((:;")) es una Sucesion que

converge a la unica raiz xo de la ecuacion f(z) = 0.
Si ademds existen m, M € R* tales que m < f'(x) < M, entonces

m ., f(z1)
x — 29| < (1 — —=)"—~.
’ n+1 0‘ = ( M) m

Obsérvese que la condicion ¢) hace alusion a que no hay cambio de convexidad
o concavidad.

La forma de construir los distintos términos de la sucesion de aproximaciones es
bastante sencilla y responde a una idea muy intuitiva. Una vez fijado un valor inicial x4,
el término x5 se obtiene como el punto de corte de la recta tangente a f en x1 con el eje
OX. De la misma forma, obtenemos x,.; como el punto de corte de la recta tangente
a f en el punto x, con el eje OX. Para comprender bien el algoritmo observemos el
siguiente grafico donde se ve como se generan los valores de las aproximaciones.
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3.2.7. Relaciéon de ejercicios

. Una caja abierta esta construida con un rectangulo de cartéon, quitando cuadrados

iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones
de la caja de mayor volumen que puede construirse con ese procedimiento si el
rectangulo tiene como lados (a) 10 y 10, (b) 12 y 18.

. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semi-

circulo de didmetro igual a la base del rectdngulo. Pondremos cristal blanco en
la parte rectangular y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal
coloreado deja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco,
calcular las dimensiones de la ventana para conseguir la maxima luminosidad si
se ha de mantener un perimetro constante dado.

. Se inscribe un rectangulo en la elipse 2% /400+y%/225 = 1 con sus lados paralelos a

los ejes. Hallense las dimensiones del rectangulo para que (a) el rea sea maxima,
(b) el perimetro sea maximo.

. Se desea confeccionar una tienda de campana conica de un volumen determinado.

Calcilense sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

. Demuéstrese r que la suma de un ntimero positivo y su inverso es mayor o igual

a 2.

. Hallense las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre todos aquellos que

tienen la superficie lateral total constante.

. Se desea construir un silo, con un volumen V' determinado, que tenga la forma

de un cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construccion (por unidad
de superficie) es doble para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis).
Determinense las dimensiones 6ptimas para minimizar el costo de construccion.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio R y angulo central 6. El
area del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de R y 6 hacen minimo el perimetro
que bordea el jardin?.

Un tridangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a se hace girar alrede-
dor de uno de sus catetos. ;Qué volumen méximo puede tener un cono engendrado
de esta manera?.

Demuéstrese que de todos los tridngulos isésceles que se pueden circunscribir a
una circunferencia de radio r, el de area minima es el equilatero de altura 3r.

Una persona desea cortar un pedazo de alambre de 1 m. de largo en dos trozos.
Uno de ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro en forma de
cuadrado. ;Coémo debe cortar el alambre para que la suma de areas sea minima?.

Un muro de 4 metros de altura esta a 3 metros de la fachada de una casa. Hallar
la escalera més corta que llegard desde el suelo hasta la casa por encima del muro.

Se traza la tangente en un punto de la elipse 22/25 + 4?/16 = 1 de forma que el
segmento (de dicha tangente) interceptado por los ejes sea minimo. Demuéstrese
que la longitud de dicho segmento es 9 unidades.

.,Cual es la longitud de la barra més larga que puede hacerse pasar horizontalmente
a través de la esquina, en angulo recto, que forman dos corredores de anchuras
respectivas a y b7

Investigese la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total méa-
xima en un cono circular recto de radio r y altura h.

Un cultivador de naranjas estima que, si planta 60 naranjos, obtendra una cosecha
media de 400 naranjas por arbol. Este niimero bajar4 4 unidades por cada arbol
més que se plante en el mismo terreno. Halle el ntimero de arboles que hace
méxima la cosecha.

Durante la tos, el didmetro de la traquea disminuye. La velocidad v del aire
en la traquea durante la tos se relaciona con el radio, r, mediante la ecuacion
v = Ar%(ro—r), donde A es una constante y 7 es el radio en estado de relajacion.
Determinese el radio de la trdquea cuando la velocidad es maxima, asi como esta
velocidad.

Una fabrica de plasticos recibe del Ayuntamiento de la ciudad un pedido de 8.000
tablas flotadoras para el programa de natacion del verano. La fabrica posee 10
maquinas, cada una de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de preparar
las maquinas para hacer el trabajo es de 800 EUROS por maquina. Una vez que las
méaquinas estan preparadas, la operacion es automatica y puede ser supervisada
por una sola persona, que gana 35 EUROS /hora.

a) (Cuantas maquinas hay que usar para minimizar el coste de produccion?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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b) Si se usa el nimero 6ptimo de maquinas, jcudnto ganara el supervisor du-
rante el proceso?.

Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes de agua a
menos que se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera mas energia
para mantener la altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una paloma
desde un barco situado a 3 km de la costa, siendo A el punto costero mas cercano.
El palomar se encuentra en un punto de la costa situado a 10 km de A. Si la paloma
gasta dos veces mas energia volando sobre el agua que sobre la tierra firme y sigue
un camino que hace minima la energia gastada, determinese el punto dénde la
paloma abandona el agua.

Se desea construir un envase cilindrico de con un volumen fijo V4. Calctlense las
dimensiones (radio y altura) que ha de tener el envase para que la cantidad de
material invertido en construirlo, incluyendo las tapas, sea minimo.

Estés disenando una lata cilindrica circular recta de volumen fijo V4, cuyo costo
considerara el desperdicio de material. No se desperdicia nada al cortar el aluminio
para la superficie lateral, pero las tapas de radio r se cortan de cuadrados de lado
2r. Calcular las dimensiones que minimizan el coste de produccion.

Pruébese que las funciones exponencial, seno y coseno son de clase C* en R.
Pruébese que

sen(z)™ = sen(z + ng), Vn € N.

Pruébese que la funcion logaritmo es de clase C*™ en RT y calcilese, para cada
n € N, la derivada n-ésima.

Calcilese, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del
niimero real a con un error menor de 1073 en cada uno de los casos siguientes:

1
a) a= V75 b) a=+e=e'? c) a = seng.

Estudiense los posibles extremos relativos de la funcion f: R — R en cada uno
de los siguientes casos:

a)
f(z) = xlog|z|, Vo € RY, f(0) =0.

b)
f(z) = 2*log|x|, Vr € R*, f(0) =0.
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3.3. Derivadas parciales. Plano Tangente

Sumario

Con esta leccion comienza el estudio de la derivacién en varias variables. El contenido
completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

I11.3.1 Derivadas parciales .

IT1.3.2 Reduccién al caso 1.

I11.3.3 Regla de la cadena.

IT1.3.4 Vector gradiente. Matriz jacobiana.
II1.3.5 Plano tangente.

I11.3.6 Relacién de ejercicios.

3.3.1. Derivadas parciales

Recuérdese que si A un subconjunto no vacio de niimeros reales, a € A A"y
f A — R una funcion, entonces se dice que f es derivable en a si

fla+1) = f(a)
t

= ['(a).

limt—»o

Tratemos ahora de dar sentido a la expresion anterior en el caso en que A C RY,
ac€ Ay f: A— R" sea un campo vectorial.

Obsérvese en primer lugar que la aproximacion al punto a de R? puede hacerse
por muy diferentes direcciones. Supongamos pues que existe un vector u de R? y § > 0
tal que a +ru C A, con r €] — 4, 4.

Diremos que f admite derivada direccional en el punto a en la direcciéon

de u si existe
fla+tu) = f(a)

lim_o .
Dicho limite si existe serd denominado derivada direccional de f en el punto a
en la direccion de u y sera notado por f’(a;u) 6 también por g—i(a) . Obsérvese que
%(a) es un vector de R™.

Las derivadas direccionales méas destacadas se obtienen tomando como vectores
de direccion u los vectores canonicos de RY:



34 §111.3 Derivadas parciales. Plano tangente

Sea ¢; = (0,0,...,1,0,...,0) el vector de R? cuya tunica coordenada no nula es
la i-ésima cuyo valor es uno. Supongamos que existe 6 > 0, tal que a + re; C A, con
r €] — §,0[. Se dice que f tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima

en el punto a si existe
fla+te;) — f(a)

t

Dicho limite se denomina derivada parcial :-ésima de f en el punto a y se nota

por gL (a), 6 también por f'(a; e;).

limtﬂo

Ejercicio : Calctilense, si existen, las derivadas parciales en (0,0) del siguiente
campo escalar : f : R2 — R, definida por:

_ | = si(ay) #(0,0)
flw,y) = { 6 si (x,y) =

Notas

1. Si f es un campo escalar , entonces el calculo de la derivada parcial i-ésima de
f en un punto genérico z = (xy, s, ...,x,) se ha de llevar a cabo derivando la
funcion real que resulta de considerar constantes las variables z; (j # 1).
Expliquemos este punto en el caso g = 2:

Sea f: A — R un campo escalar con A C R? . Sea (a,b) € A tal que
(a,b) +t(0,1) € A, siempre que ¢t €] — §,d[ para un cierto 6 > 0. Consideremos el
conjunto

Alb] = {x € R; (z,b) € A}

y la funcién real de variable real
g=f":2+—— f(x,b) Vo € Ab].

Pues bien, g es derivable en a si, y solo si, existe %(a, b). De hecho

g(a—l—t)—g(a) f(a+t7b)_f(avb)

g'(a) = limy_ = limy_o ; =
. f((aab) +t(170)) _f<a>b) 6f
= lim,_, = —(a,Db).
Mi—0 n ax (CL )
2. Si f: A— R" es un campo vectorial tal que A C R, entonces %(a) se suele

notar por f'(a) y recibe el nombre de derivada elemental de f en a.

Vamos a dar ahora una interpretacion geométrica y otra fisica de las derivadas
parciales de un campo escalar.



Anaélisis Matematico 35

Interpretacion geométrica

Consideremos la grafica del campo escalar anterior , esto es
Graf(f) ={(z,y,2) € R’ 2= f(z,y)}.
El plano y = b, corta a la grafica, dando lugar a un conjunto Cfi,
Cy :={(x,b, f(,b)) € R®: f(x,b) € A}.

Obsérvese que el conjunto C es la grafica de la funcion g(z) = f°(x) = f(x,b), de
manera que la pendiente de su recta tangente es ¢'(a) = %(a, b).

Anélogamente podria entenderse para la derivada parcial g—;(a, b).

Interpretacion propiamente fisica

Las derivadas parciales pueden interpretarse como razones de cambio: Consi-
deremos la funcion T que determina la temperatura en cualquier punto de la corteza
terrestre. Claramente ésta depende, en cada punto (x,y), de la longitud = y de la latitud
y de dicho punto. La derivada parcial g—z;(a, b) es la razon a la que la temperatura cam-
bia en la direccién este-oeste, mientras que g—ig(a, b) es la razon a la que la temperatura
cambia en la direccién norte-sur.

3.3.2. Reduccién al caso 1

En el caso particular de las derivadas parciales, disponemos de la siguiente regla
de oro:

Proposicion 3.3.1. (Regla de oro)

Sean A un subconjunto no vacio de vectores de R?, a un punto de A y f : A — R".
Entonces f admite todas sus derivadas parciales en a si, y solo si f; admite todas sus
derivadas parciales en a Vi. Ademds en caso afirmativo:

of . of
(g @) =

(). i=1,2,..n, j=12,..4q.

En particular si ¢ =1, entonces f'(a) = (fi(a), f3(a), ..., fl.(a)).

Ejercicio: Sea f : R?> — R3 definida por f(z,y) = (z + y, 2% zy). Calctilese
95(1,2)
Ox\ 7=/
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3.3.3. Regla de la cadena

También para las derivadas parciales se tiene la consiguiente regla de la cadena.

Proposicion 3.3.2. Sean A es un subconjunto de vectores de R? , a € R, f: A —
R™ un campo vectorial que admite todas sus derivadas parciales en a, B O f(A) y
g : B — R™ un campo vectorial que admite todas sus derivadas parciales en f(a).
Entonces la funcion composicion admite todas sus derivas parciales en a, de hecho

(g o f agk afz
Ox; Z 8yl (91,']( @)

donde 8{;’“ (f(a)) representa la derivada parcial i-ésima de la funcién coordenada gy en
f(a).
Para recordar esta formula existe una regla nemotécnica que consiste en identificar

hi con g, (k=1,2,....m)y fi cony; (i=1,2,..,n), quedando para cada j =1,2,...,q

agk 3gk 3%’
81’3 Z 8yz (91;]- (a).

Ejemplo

Calctilese 25(1,2) y %—5(1,2), donde la funcién F(u,v) = u? + 3uv + 4v?, siendo
u=2-2xy yv=1+uz.

3.3.4. Vector gradiente, matriz jacobiana

Sea A un subconjunto de R?, @ un punto de A y sea f : A — R un campo
escalar. Se dice que f tiene gradiente en a si admite las ¢ derivadas parciales en a,
en cuyo caso definimos el vector gradiente de f en a por:

of of

VI(@) = (@), (@)

2L (a)) e R

En el caso de que se consideren campos vectoriales, el concepto de vector gradiente
viene sustituido por el de matriz jacobiana.

Sean A CRY%, a un puntode Ay f: A — R” un campo vectorial que admite
todas sus derivadas parciales en a. Se llama matriz jacobiana de f en el punto a,
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J¢(a), a la matriz cuya columna i-ésima son las coordenadas del vector %(a), esto es,

la matriz de orden n x ¢, dada por:

) ) )
2i(a) L) . ()
d d p)
J5(a) = a—ﬁ(a) a—g{z(a) a—ﬁ(a)
o T
taa) 2a(a) . P

Notas

1. Obsérvese que si f : A — R es una funcion real de variable real (¢ = n = 1),
entonces

Jy(a) = f'(a).

2. Si f:A— R" es un campo vectorial que admite todas sus derivadas parciales
en un punto a de A, entonces, para cada i, los ¢ nimeros que componen la fila
1-ésima de la matriz jacobiana son las componentes del vector gradiente de la
funcion coordenada i-ésima, esto es, V f;(a).

3.3.5. Plano tangente

Sea f : A — R un campo escalar que admite todas sus parciales en un punto
(a,b) € A C R? Tal como hicimos con la derivada de una funcion real de variable real,
tratemos, ahora en el caso n =2y ¢ = 1, de encontrar, en cada punto (a,b) , un plano
que sea lo méas parecido posible a la gréafica del campo escalar en el punto (a,b).

Tengamos en cuenta para ello que

1. Un plano en R?, 2 = ma+ny+c, no es mas que la grafica de una funcion afin, esto
es, la suma de una aplicacion lineal, 7' : R? — R?, definida por T'(x,y) = mx+ny,
y una funcién constante, C'(z,y) = ¢, definida también en R2,

2. Si queremos que el punto ((a,b), f(a,b)) pertenezca a la grafica de dicha funcion
afin, necesitamos que f(a,b) = ma + nb+ ¢, esto es, ¢ = f(a,b) —ma —nby por
tanto, el plano debe tener la forma:

z=m(x —a)+n(y—a)+ fla,b) =T(x — a,y — b) + f(a,b).

3. La condicion de buena aproximacion, dada en el contexto de las funciones reales
de variable real, no era otra que el hecho de asegurar la existencia de una funcién
afin ¢ tal que liquaw = 0. A posteriori, resultaba que g(z) = f'(a)(z —

a) + f(a), cuya gréfica es la recta tangente.
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4. En nuestro caso no nos es posible dividir por z — a ya que éste es un vector, pero
este problema lo podemos resolver tomando su norma.

Asi pues, una buena proximacion, de un plano a la grafica del campo f, quedara
asegurada si existe una aplicacion lineal 7' tal que

f(a;,y)—f(a,b)—T(a:—a,y—b)

iy ) (a = 0.
@) —(ah) 1, 9) — (a,b)]]

Es claro que si tal condicion se verifica, T es tinica, y no es otra que

0 0
T(z,y) = a—i(a, b) x + 8—5(@, b)y.

y por tanto

(7 @ B) = 2 = flah) + 5 @) (o= ) + G0 b) -0

0, equivalentemente
H(f?(a7b>) =z= f(aab)+ < Vf(a,b),(:c _avy_b) >,

es el plano que mejor se aproxima, plano que recibe el nombre de plano tangente
a la grafica de f en el punto f(a,b)

Como ya hemos comentado, el plano II(f, (a,b) tendra a lo largo de los ejes x e vy,
como pendientes respectivamente m = %(a, b) yn = g—’;(a, b). Asi mismo, llamaremos
vector normal de la grafica de f en el punto (a,b, f(a,b)), al vector normal al plano

tangente I1(f, (a,b)), esto es,

Vit (@) = (-5 n. -5 an.1)

3.3.6. Relacion de ejercicios

1. Calctlese el vector gradiente en un punto arbitrario (z,y) de la funcion f en cada
uno de los siguientes casos:

a) f(r,y) =2+ 3zy? — 15z — 12y V(z,y) € R%
b) flx,y,2) = (x + 22)e@+24D y(z y, 2) € R3.
¢) flx,y,z) =av™* Ve e Rt y,z € R

d) flz,y,2) = (x+y)*,Ve,yc RT,z€ R
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2. Calculese el plano tangente a las siguientes superficies en el punto que se indica:

a) z=log(1+ 2%+ y?*) en (0,0,0).
b) 22 +3z—2>—y?*=2 en (1,1,1).
¢) B+ + 23 +2yz—6=0 en (1,2,—1).
d) z = sen(z)sen(y) en (7/2,m/4).

3. Sea f : R — R que admite todas sus derivadas parciales. Sea g : R?> — R
definida por g(x,y) = f(2?y). Pruébese que

4. Sea h(x,y,z) = f(2®+2yz,y*+2x2),V¥(x,y,2) € R? con f : R?> — R una funcién
que admite todas sus derivadas parciales en R®. Pruébese que:

oh Ooh Oh
(y* — xz)a— + (2% — yz)a—y + (22 — zy)=— o =0.

5. Calctlese 2 N 8F de la funcion F(u,v) = u? + 3uv + 4u?, siendo u = 2 — 2zy% y

v=1+4x:

8

a) Mediante la regla de la cadena.

b) Sustituyendo u y v por sus valores.

6. Sean f y g dos funciones reales de variable real, derivables en R. Se define la
funcion de dos variables z(x,y) = 2%y f(u) +zy?*g(v), con u = Zv= 2. Calcilese

g (z, y)ﬂ/gy(ﬁ: Y).
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3.4. Campos diferenciables.

Sumario

Con esta leccion comienza el estudio de la derivaciéon en varias variables. El contenido
completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

I11.4.1 Derivada de un campo vectorial.

I11.4.2 Relacién entre la diferencial y las derivadas parciales.
I1I1.4.3 Vector tangente a una curva.

I11.4.5 Superficies y curvas en forma implicita

I11.4.6 Relacién de ejercicios.

3.4.1. Derivada de un campo vectorial.

Sea, A un subconjunto no vacio de vectores de R? y sea a un punto interior de A
(y por tanto la aproximacion al punto a puede hacerse en todas las direcciones) y sea
f:A— R"™ un campo vectorial.
Se dice que f es un campo derivable o diferenciable en a si existe una
aplicacion lineal 7' : R? — R"™ tal que

f(@) = fla) =T(z —a)

[ = all

= 0.

limg_.q

Se puede probar que la aplicacion lineal es T' es tinica y se denomina funcién
derivada o diferencial de la funcién f en el punto a y se nota por Df(a).

Recuérdese que si ¢ = 2 y n = 1, dicho limite asegura la idoneidad del plano
tangente en el punto (a,b).

Es facil probar que todo campo diferenciable en un punto a es también
continuo en a, pero, jes cierto el reciproco? Considérese el siguiente ejercicio.

Ejercicio: Sea f : R? — R, definida por:

f(x,y) = 2] +y.
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Demuéstrese que, pese a que f es continuo en (0,0), f no es diferenciable en (0,0).

Se dice que f es diferenciable en un subconjunto B C A si es diferenciable en
cada punto de B.

Ejemplos:

1. Sig=n=1y f: A — R es una funcién, entonces f es diferenciable en a si, y sélo
si, f es derivable en a. En tal caso, Df(a)(x) = f'(a)x, Yz € R

2. Los campos constantes C,, : R? — R", donde y es un vector de R", y definidos
por
Cy(z) =y, Vo € R?

son diferenciables en R? y su diferencial DC,(z) = 0, donde por 0 notamos a la
aplicacion lineal 7' : x —— 0.

3. Toda aplicacion lineal S : R? — R"™, es un campo diferenciable en RY y su
diferencial DS(z) = S. En particular, las proyecciones en R™ son campos diferen-
ciables en todo punto y, para cada i, Dp;(a) = p;. Igualmente las inyecciones para
cada i, I; : R — R" son diferenciables en todo punto y DI;(a) = I;.

En orden a construir nuevos campos diferenciables, veamos que las operaciones
usuales estan bien avenidas con la diferenciabilidad.

Proposicion 3.4.1. Sean A un subconjunto de vectores de R, a € Ay f,g: A — R"
dos campos diferenciables en a. Entonces

1. f+ g es un nuevo campo diferenciable en a. De hecho, D(f + g)(a) = Df(a) +
Dg(a).

2. Sir € R, rf es también un campo diferenciable en a. De hecho, D(rf)(a) =
rDf(a).

3. Sin =1, f.g también es un campo diferenciable en a y si ademds, para cada
x € A, g(x) #0, entonces f/g es también diferenciable en a.

Proposicion 3.4.2. (Regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de vectores de , a R? un punto interior Ay f : A — R" una
funcién diferenciable en a. Sean ahora B 2 f(A) y f(a) es interior a By g: B — R™
una funcion diferenciable en f(a). Entonces go f es una funcion diferenciable en a. En
caso afirmativo,

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Como consecuencia de las propiedades vistas veamos ahora que las funciones
coordenadas son diferenciables si, y solo si, lo es f.
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Proposicién 3.4.3. (Regla de oro)

Sean A un subconjunto mo vacio de vectores de R?, a un punto interior de A y
f A — R™ un campo vectorial. Entonces f es diferenciable en a si, y solo si f; es
diferenciable en a Vi. Ademds en caso afirmativo:

(Df(a))i = Dfia).

Ejercicio: Estudiar la diferenciabilidad del campo vectrorial f : RT x R — R3,
definido por

flzy) = Vo, 2* z+y).

Nota

Si f es una funcion real de variable real, entonces f es derivable en a si, y solo
si, f es diferenciable en a. En tal caso Df(a)(t) =tf'(a).

3.4.2. Relacién entre la diferencial y las derivadas parciales

Sea, A un subconjunto de RY, sea @ un punto interior de Ay f: A — R™ un
campo vectorial diferenciable en a. Es facil probar que, para cada u = (uq, ug, ..., uq) €
R4

| Df(a)(u) = f'(a; ).

En particular, si f es diferenciable, f admite todas sus derivadas parciales y

f(a;u) = Df(a)(u Zul e Zuif’(a; e;) Zuza%

En el caso particular de que f sea un campo escalar, entonces
f'(a;u) = Df(a)(u) =< Vf(a),u >

Recordemos ahora que, cada aplicacion lineal 7' : R? — R”, esta determinada
a partir de los valores T'(e;), donde ¢; = (0,0, ...,0,17,0,...,0) € R?. Concretamente,
para cada u = (uq, ua, ..., uy) € RY,

Este hecho nos permite asociar a cada aplicacion lineal 7" una matriz A, », cuya, columna
i-ésima esta formada por las coordenadas del vector T'(e;), de modo que

(T(u)! = Axu', YueRY,
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donde por (T'(u)! y u' indicamos, respectivamente, los vectores T'(u) y u dispuestos en
forma de columna.

Si f es una funcién diferenciable en un punto a, podemos aplicar estos dos hechos
a la funcion derivada D f(a). Es claro que su matriz asociada es la matriz jacobiana
J¢(a). Asi pues, si f es diferenciable en a, para cada u € R,

(Df(a)(u))" = J(a) X

Una vez visto que si f es diferenciable en un punto interior a de A, entonces f
admite todas sus derivadas parciales en a, podemos preguntarnos si es cierto el reciproco.
Con este fin, considérese el siguiente ejercicio.

Ejercicio: Sea f : R? — R, definida por:

ey = ) S si(2,y) #(0,0)
J(@y) { 6 si (z,y) =

Demuéstrese que, pese a que existen todas sus derivadas parciales, f no es diferenciable
en (0,0).

Obsérvese que como en este ultimo ejemplo, la existencia de matriz jacobiana
( que sirve unicamente sirve para determinar el candidato a funcion derivada) no es
suficiente para deducir la diferenciabilidad y por tanto, hemos de imponer algo mas :

Dado A un subconjunto abierto de R? y sea f un campo escalar definido en A,
se dice que f es clase C' en A, f € C1(A) si existen las derivadas parciales de f en A
y son continuas en A.

Pues bien,

Corolario 3.4.4. Si A es un subconjunto abierto de R? y f es un campo escalar de
clase C* en A, entonces f es diferenciable en A.

Nota

Si f es un campo diferenciable en un punto a, entonces la derivada direccional

es maxima cuando nos movemos en la direccion del vector gradiente, es decir, con
v . . ) .
v = %. En efecto, segtn la relacion que hemos comentado méas arriba tenemos que

siveRY con |v|| =1 entonces se verifica

[f(a;0)] = | < Vf(a),v > | <[[Vf@) vl = IV f(a)ll -
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Vf(a)

Y si tomamos como vector director v = TS AT obtenemos que se alcanza el maximo
valor de la derivada direccional, puesto que
Vf(a)
|f'(a;0)] = [ < Vf(a), 7=F 57 > = IVl
IV f(a)

LLegado este momento, podemos considerar la siguiente

Estrategia para el estudio de la diferenciabilidad

1 Estudiamos la continuidad de sus funciones coordenadas.

a) Sialguna funcion coordenada no es continua en un punto, entonces el campo
vectorial no es continuo en dicho punto, y por tanto, no es diferenciable en
el susodicho punto.

b) Si todas las funciones coordenadas son continuas, entonces no sabemos nada
por el momento.

2 Estudiamos la diferenciabilidad de sus funciones coordenadas.

a) Si todas las derivadas parciales de sus funciones coordenas existen y son con-
tinuas en un conjunto abierto, entonces f es diferenciable en dicho conjunto.

b) En otro caso, estudiamos la existencia del vector gradiente de cada funcion
coordenada,

i) Si tal vector no existe para alguna funcién coordenada en un punto, el
campo no es diferenciable en dicho punto.

ii) Si tal vector existe para todas las funciones coordenadas en un punto,
tenemos candidato a diferencial de f en dicho punto y hay que aplicar
la definicion.

3.4.3. Vector tangente a una curva

Por definicion, una curva o trayectoria en R”, v, es un campo vectorial continuo
definido en un intervalo [a,b] y con valores en R™.

El ejemplo mas sencillo de curva regular es el segmento:
Dados dos puntos z e y de R", se define el segmento de extremos z e y, [z, y],
como la curva

v :[0,1] — R",
definida por y(t) = (1 — t)z + ty.
Llamaremos traza 6 grafica de la curva ~ a la imagen de dicha curva, v* =

v(la, b]).
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A los puntos v(a) y v(b) se les llama, respectivamene, origen y extremo de la
curva. Si y(a) = y(b) se dice que la curva 7y es cerrada.

Si v es inyectiva se dice que es simple y si 7y es cerrada y 7/]a, b[ es inyectiva, se
dice que 7 es una curva cerrada simple.

v se dice diferenciable si el campo vectorial es diferenciable. Se dice regular si es
de clase C! en [a, b] y finalmente regular a trozos si existe una particion P del intervalo
la,b], P ={xo,21,...,2n}, tal que la curva /[, , ) es regular para k = 1,2, ..., n.

Nota
A veces, haciendo un abuso del lenguaje, identificamos la curva con su traza.
En tal caso, se dice que la curva v* viene parametrizada por 7(¢). Es evidente que, en
este sentido, una misma curva puede tener distintas parametrizaciones. Si no se indica
nada acerca de la parametrizacién de la curva, es porque se considera que existe una
parametrizacion predeterminada. Asi, por ejemplo

1. La parametrizacion predeterminada para la elipse de semiejes a y b, viene por
v(t), donde v : [0,27] — R?, est4 definida por

v(t) = (acos(t), bsen(t)).
La elipse es una curva regular cerrada simple.

2. Las graficas de cualquier funcion real de variable real continua f : [a,b] — R son
otros ejemplos naturales de curvas C, cuyas parametrizaciones predeterminadas
vienen dadas por y(t) = (¢, f(t)). Si f es de clase C', entonces su gréfica es una
curva regular.

Obsérvese que Y(ty) + (t — t9)7Y'(to) (supuesto v'(¢y) # 0) es la ecuacion de una
recta en el espacio R que pasa por el punto (). De hecho, la condicion de la derivada
elemental de v en ¢,

limt,_,to

nos permite afirmar que, de todas las rectas que pasan por dicho punto, y(to) +u(t —to)
(donde u es un vector de R™), es es la que mejor se aproxima a la traza de la curva vy
en las proximidades del punto y(to). Dicha recta recibe el nombre de recta tangente
a la curva v en el punto y(to).

Diremos que el vector 7/(ty) es tangente a v en el punto .

Es claro que podemos interpretar la curva v como la trayectoria que recorre un
movil cuyo vector de posicion en el instante ¢ viene dado por (t) = (z(t), y(t), z(t)).
En tal caso, el vector derivada 7/(t) = (2'(t),y'(t), 2'(t)) es la velocidad del movil en
el instante ¢ y su norma ||y(t)|| es la rapidez o celeridad del movil en el instante t.
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3.4.4. Curvas y superficies dadas en forma implicita

Curva en el plano en forma implicita:

En el caso en que la traza de la curva venga dada como el conjunto de puntos
del plano que anulan una funciéon g de dos variables, est es,

vk = {(z,9); g(z,y) =0},

( por ejemplo, la elipse de semiejes ¢ y d es tal que g(x,y) = 2*/c* +y?/d* — 1) diremos
que la curva viene dada en forma implicita.

Veamos que en tal caso, la recta tangente en un punto (a,b) € v*, es la recta de
ecuacion implicita
< Vyg(a,b),(xr —a,y—b) >=0.

En efecto, la (traza de la) curva, v, resulta de cortar la grafica de g, con el
plano z = g(a,b). La recta resultante de intersectar el plano tangente de g en el
punto (a,b) con el plano z = g(a,b) es la recta tangente a la curva y por tanto tiene de
ecuaciones

2= gla.) + 2 at) <x—a>+§—j<a,b> -8 v z=glab)

0, lo que es lo mismo

< Vy(a,b),(x —a,y —b) >=0.

Superficies en en forma implicita:

También podemos considerar subconjuntos del espacio R? descritos por una
ecuacion de la forma

g(l‘, Y, Z) =0
para una cierta funcion ¢ : R*> — R. Diremos que dichos conjntos son superficies
definidas de forma implicita, (piénsese por ejemplo en la esfera, esto es,

S ={(z,y,2) € R} 2> + 4> + 22 =1}).
Si suponemos que dicha funcion g, es diferenciable, podemos considerar el plano

g g g _
8_1_(@7 b7 C) (SL’ a) + a_y(a7 b7 C) (y b) + %(C% b? C) (Z C) =0

que es lo mismo que escribir
< Vyg(a,b,c),(x —a,y — b,z —c) >= 0.

Dicho plano es el que mejor se aproxima en el punto (a,b,c) € S a dicha superficie
en un entorno de dicho punto y recibe pues el nombre de plano tangente a S en el
punto (a,b,c). Asi pues al vector normal de dicho plano en el punto (a,b,c) recibe el
nombre de vector gradiente de g en ese mismo punto.
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3.4.5. Relaciéon de ejercicios
1. Dese un ejemplo de una funciéon de R™ en R, n > 1 que sea continua en un punto

pero que no sea diferenciable en él.

2. Sea la funcion definida como f(z,y, 2) = (3z—2y+z,2+3y—2z2) ,V(x,y, 2) € R,
Pruébese que f es diferenciable en cualquier punto de R? y obténgase la diferencial
de la funcion en (1,1,1).

3. Estudiese la diferenciabilidad de las siguientes funciones definidas en R?:

a) f(z,y) =2+ 2y —y?
b) flx,y) = /x%y?

c) f(z,y) = +/|vyl

4. Estudiese la diferenciabilidad en el origen de las siguientes funciones:
f:R? — R?, definida por

1
f(z,y) = ("M sen(x — y), 2 sen—) si ¥ # 0
T

f(oa y) = (eya Sen(_y)7 0)
g : R® — R3, definida por
o .
g(xayv Z) = (COS?JZ,ZL’yZ, ;) 81 2 7é 0

9(x,y,0) = (1,0,0)

Calciilese, en el caso de que exista, la derivada en el origen.
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3.5. Calculo de extremos

Sumario

En esta leccién vamos a examinar criterios que nos permitan determinar los extremos de
un campo escalar. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

IT1.5.1 Extremos relativos de un campo escalar.
I11.5.2 Extremos relativos y derivabilidad.
I11.5.3 Condicién suficiente de extremo relativo

I11.5.4 Relacién de ejercicios.

3.5.1. Extremos relativos de un campo escalar

Sea A un subconjunto no vacio de R?, a € Ay f: A — R un campo escalar. Se
dice que

a es un maximo relativo o que f tiene un maximo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

b) f(a) > f(x), Yx € Bla,r).
a es un minimo relativo o que f tiene un minimo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe > 0 tal que B(a,r) C A.

b) f(a) < f(x), Yx € B(a,r).

a es un extremo relativo si o bien es un maximo relativo ¢ bien es un minimo
relativo.

Como ya vimos en la leccion 3.2, sabemos que, en general, no existe relacion
entre extremo relativo y extremo absoluto, salvo que todo extremo absoluto, que sea
un punto interior, también es un extremo relativo.
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3.5.2. Extremos relativos y derivabilidad

Comencemos viendo que en todo extremo relativo las derivadas parciales se
anulan. Antes necesitamos la siguiente definicion:
Sean A un subconjunto no vacio de R?, @ un punto interiorde Ay f: A — R
un campo escalar que admite todas sus derivadas parciales en a. Diremos que a es un
punto critico de f si, para cada i € {1,2,...,n},

of .
o, (a) = 0.

Proposicion 3.5.1. Sean A es un subconjunto no vacio de vectores de RY, a un punto
interior de Ay f : A — R un campo escalar que admite todas sus derivadas parciales
en a. St f tiene un extremo relativo en a entonces a es un punto critico de f.

Este sencillo resultado nos permite elaborar la siguiente regla practica para
detectar los posibles extremos de un campo escalar.
Regla practica para el cilculo de extremos

Sean A un subconjunto no vacio de R? y f : A — R un campo escalar.
Supongamos que f alcanza su maximo o su minimo absoluto en a € A, entonces a esta
en una de las tres situaciones siguientes:

1) a es un punto frontera.
2) a es un punto interior y f no admite alguna derivada parcial en a.

3) a es un punto critico.

Una vez detectados los candidatos, se nos puede presentar una de las dos
siguientes situaciones:

1) El conjunto A es compacto y f es continua.

2) No se dan alguna de las circunstancias del primer apartado.

En el primer caso sabemos, por el teorema de Weiertrass sobre la conservacion
de la compacidad, que f alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos de A,
por lo que basta evaluar f en los candidatos de los tres tipos para determinar quienes
son estos extremos. En el segundo caso, nos contentaremos con saber que, de haber
maximo 6 minimo, éste esti entre nuestros candidatos.

Ejercicio: Calcilense, si existen, los extremos de la funciéon f : A — R, definida
en el conjunto A que es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1), (1, 1) mediante la ley

flz,y) = zy(l —2)(1 —y).
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. Qué puede decirse si A = R??

Vamos ahora a buscar una condicion suficiente que nos permita saber cuando
un punto critico es efectivamente un extremo relativo y de qué tipo es. Este tipo de
criterios envuelve, como ya pasé en variable real, a las derivadas sucesivas.

3.5.3. Derivadas parciales de orden superior

Sea A un subconjunto de vectores de R? y a un punto interior de A y supongamos
que f admite su derivadas parcial j-ésima en una cierta bola centrada en a, B(a,r) C A.
Se dice que f admite la derivada parcial de segundo orden res-pecto de las
variables i,j en el punto q, si la funcion x — %(w) definida en B(a,r) admite
derivada parcial i-ésima en el punto a, y notaremos
o2 A(5L)
Dyf(a) = 5o (o) = 5 (a)

Una funcioén de ¢ variables admite, suponiendo que existan todas, ¢* derivadas
de orden 2.

De forma anéloga se definen las derivadas de orden 3, y de orden k en general.
Ademss, se dice que f es clase C*(A) si existen todas las derivadas parciales de orden
k en Ay son continuas. , ,

Las derivadas parciales Bx? ng (a)y agf; gmi (a) se las conoce como derivadas cru-
zadas. El siguiente resultado establece una condicién suficiente para que estas derivadas
cruzadas coincidan.

Lema 3.5.2 (de Schwartz). Sean f : A — R, A un abierto de R? y a € A. Sean

i,j € {1,2,...,q} con i # j, y supongamos que existe 8:_2(];3;,((1) , Vo € A, siendo
i 0T

ademds esta funcion continua en a. Entonces, existe la otra derivada cruzada en a y
ambas coinciden.

En particular,
Corolario 3.5.3. Sea A un conjunto abierto de R? y f € C*(A). Entonces
0 f 0 f
Ox; Ox; (a) = Oz, Oz,
Las derivadas parciales de orden 2 nos permiten construir una matriz que
utilizaremos para calcular extremos relativos de campos escalares.

(a), Vi,je{1,2,....q}, 1#j.

Si f admite todas sus derivadas parciales segundas en a, se define la matriz
hessiana de f en a por:

an an 82f
Ba1 0w (a) dw1_ 0w (a) . 910, (a)
o f *f 2f
Hf<a) = Ox2 Oz (a) Oxo0x2 (a) Oxo axq (a)

e - L
Bxq Oz1 (a) Er g a) - Ere 8xq(a)
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En virtud del corolario del Lema de Schwartz, si f € C?(A), entonces, para
cada a € A H(f,a) es una matriz simétrica. En este caso, se puede definir la forma
cuadratica asociada a H(f,a) de la forma siguiente:

Q(f,a) : R? — R definida por
Q(f,a)(x) =z H(f,a)a",

0, lo que es lo mismo

02 f 92 f 82f
8x128x1 <a> 8:612812 <a) 811289%] (a) T
_of _o0°f 9f
Qf,a)(z) = <I1 Ty ... xq) Oz2 Ox (@) Oz20m2 (@) - Oz2 9zq (a) $.2
of 02f 92f '
F2y 0@ oy 053 Fmeomy (@) \Ta

Es facil probar que para cada vector u € R?, Q(f,a)(u) = %.

En particular,sig=2,n=1,y (a,b) € A,y 8f(a b) = 0, entonces Q(f, (a,b))(e1)
es la segunda derivada de la fun(:lon g(x) = fb( ) y por tanto su signo, indicara si la
grafica de g tiene en el punto (a,b, f(a,b) un maximo 6 un minimo.

Calctilese la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana de f(z,y) = z* —
2213 + 3y? en el punto (1,1).

Con esta notacion, podemos presentar la formula de Taylor para campos escalares
y de orden 2.

Teorema 3.5.4 (de Taylor). Sea A un conjunto abierto de R? y f € C?(A). Sean
x,a € A tales que el segmento [x,a] C A. Entonces existe un campo escalar Rs de
forma que

f(@) = fla)+ < V(e o = a > +5Q(a)( = a) + Rafe — a)

Ro(x —
y tal que lim M =0
=a ||z — af|®

Obsérvese que, escribiendo la formula de la siguiente forma, ésta nos recuerda a la
que ya conocemos en R.

Fo) = @)+ 3 Loy -+ 23 5 g, 0 ey~ )+ e —a)

j=1 J i,j=1
Ejercicio

Aplicar la formula de Taylor a f(z,y) = log(1 + 2% + y*) en (0,0).
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3.5.4. Condicién suficiente para la existencia de extremos rela-
tivos

A continuacién vamos a establecer condiciones que nos permitan decidir cuando un
punto de critico es extremo o no.

Recordemos que la formula de Taylor, en el caso de que la funcién esté en las
condiciones adecuadas, y cuando la aplicamos a un punto critico, esto es, V f(a) = 0,
nos dice que

£() ~ fla) ~ 5Q(f, )z ~ a)

Esto altimo nos lleva a considerar el signo de la forma cuadratica Q(f, a).

Para simplificar la notacion, llamaremos @ a la forma cuadratica asociada a H(f,a).
Entonces se dice que:

i. @ es definida positivasii Q(z) >0, Ve eR?y Q(x) =0 < z=0.

ii. @ es definida negativa sii Q(z) <0, VzeRIy Q(z) =0 < z=0.
ili. @ es semidefinida positiva sii Q(z) >0, Ve e R7y 2z #0, Q(x) = 0.
iv. @ es semidefinida negativa sii Q(z) <0, VxeR?y Jx #0, Q(x) =0.
v. @ es indefinida sii Jz, y € RY, Q(z) <0< Q(y).

Comenzamos con el siguiente resultado:

Proposicion 3.5.5. Sean A un abierto de R, f € C*(A) y a € A un punto critico de
f. Entonces se verifica que:

i) Si f alcanza en a un minimo relativo, entonces Q es semidefinida positiva.
ii) Si f alcanza en a un mdximo relativo, entonces ) es semidefinida negativa.
iii) Si Q es definida positiva, entonces f alcanza en a un minimo relativo.

i) Si Q es definida negativa, entonces f alcanza en a un mdzimo relativo.

v) Si Q es indefinida, entonces f no alcanza extremo en a. En este caso se dice que
f presenta un punto de silla en a.

El reciproco de estos resultados no es cierto. Con los siguientes ejemplos verificamos
que una misma forma cuadratica semidefinida se puede presentar tanto en casos de
extremo, como en casos de no extremo.

Ejercicio
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1. f:R* =R, f(z,y) = 2> + y* . Comprobamos que (0,0) es el tinico punto critico

de f. Si calculamos la matriz hessiana de f en (0,0) nos queda

- ()

que es semidefinida positiva. Pero en este caso podemos concluir que en (0,0) se
tiene minimo absoluto puesto que

flz,y) =2 +y* > 0= f(0,0), V(z,y) € R?

. f:R? SR | f(r,y) = 2 — y> . Esta funcién también tiene al (0,0) como tinico

punto critico y la matriz hessiana en ese punto es precisamente la misma que la
del ejemplo anterior. Sin embargo, en este caso, no se alcanza extremo relativo en
(0,0) ya que si d > 0, entonces se tiene que

f(5,0)=6*>0
f(0,6)=—6*<0

Asi pues el estudio emprendido se reduce a clasificar la forma cuadratica Q(f,a)

adociada a la matriz hessiana Hy(a).

Para ello, consideramos dos métodos. El primer método es tutil para dos y tres

dimensiones, mientras que el segundo es mas practico para el caso ¢ > 3.

Caso q=2

Proposicién 3.5.6. Sea A es un subconjunto abierto de vectores de R?, f € C*(A) y
(a,b) un punto critico de f.

Y

2

det(Hs(a,b)) >0y %(a,b) > 0,

entonces (su forma cuadrdtica es definida positiva y por tanto) f tiene en (a,b)
un minimo relativo estricto.

.St

O f
det(H¢(a,b)) >0y @(a,b) <0,

entonces (su forma cuadrdtica es definida positiva y por tanto) f tiene en (a,b)
un mdzrimo relativo estricto.

. Si f tiene alguna derivada de sequndo orden en a distinta de cero y es tal que

o2 f
(CL?b) > 0 ) a_y2<a7b) > 07

2f

det(Hy(a,0) 2 0, =2

entonces (su forma cuadrdtica es semidefinida positiva y por tanto) de tener f un
extremo relativo en (a,b), éste ha de ser un minimo.
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4. Si f tiene alguna derivada de sequndo orden en (a,b) distinta de cero y es tal que

9% f

da?

92 f

det(Hy(a,b)) >0, (a,0) <0 y a—yz(a,b) <0,

entonces (su forma cuadrdtica es semidefinida negativa y por tanto) de tener f
un extremo relativo en a, éste ha de ser un mdxrimo.

5. Si
det(Hy(a,b)) <0,

entonces (su forma cuadrdtica es indefinida y por tanto) f no tiene ningin extremo
relativo en (a,b).

Ejercicio: Calctlense los extremos de la funcién f : R?> — R, definida por

f(z,y) =22+ — 22— 2.

Caso ¢ = 3:
Para enunciar el criterio para ¢ = 3 clasificar necesitamos la siguiente definicion:

Dada una matriz A = (a;j)3x3. Se dice que K es una submatriz principal de
A si es una matriz de uno de los siete siguientes tipos:

a11 A12 11 413 Q29 023
(a1’1)7 <a2’2)’ (a373), ( Q21 G232 > 7 ( asy1 as3 ) 7 ( as2 Q33 > 4

Proposicion 3.5.7. Sea A es un subconjunto abierto de vectores de R3, f € C*(A) y
(a,b,c) un punto critico de f.

1. Si
o0 f PL(a,b,¢)  2ZL(a,b,c)
——(a,b 0,det | 93,77 Gz 0, det(H(a,b 0.
ZA <§J<a,b,c> Sllabe ) LD
yor Y

entonces (su forma cuadrdtica es definida negativa y por tanto) f tiene en a un
minimo relativo estricto.

2. Si

o2 f L(a,bc) 2L (a,b,c)
ﬁ(mb’ ) < 0, det ( O (a,b,c)  ZL(a,b,c)
Oyox \" 9y? » Yy

) > 0,det(Hf(a,b,c)) <O0.

entonces (su forma cuadrdtica es definida negativa y por tanto) f tiene en (a, b, c)
un mdzimo relativo estricto.
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3. Si f tiene alguna derivada parcial de sequndo orden en (a,b,c) distinta de cero y
es tal que
det(K) >0, VK submatriz principal de la matriz hessiana Hy(a,b, c),

entonces (su forma cuadrdtica es semidefinida negativa y por tanto) de tener f
un extremo relativo en (a,b, c), éste ha de ser un minimo.

4. Si f tiene alguna derivada parcial de sequndo orden en (a,b,c) distinta de cero y
es tal que
(—1)orden de kdet(K) >0, VK submatriz principal de la matriz hessiana Hy(a, b, c),

entonces (su forma cuadrdtica es semidefinida negativa y por tanto) de tener f
un extremo relativo en (a, b, c), éste ha de ser un mdzimo.

5. Si existe una submatriz principal K de orden 2 tal que det(K) < 0, entonces (su

forma cuadrdtica es indefinida y por tanto) f no tiene ningin extremo relativo en
(a,b,c)

Ejercicio: Calctlense los extremos de la funcién f : R® — R, definida por

f([L',y,Z) - _61‘2 - y2 - 22'

Caso g > 3:

Para clasificar una forma cuadrética de dimension mayor (6 igual que 3) interesa
clasificar la forma cuadratica () asociada a Hy(a) a partir del signo de sus autovalores
o valores propios.

Dada una matriz cuadrada A, lLamaremos polinomio caracteristico asociado a
la matriz A al polinomio, P(\) = det(A — A\I), donde por I representamos la matriz
identidad. Las raices del polinomio caracteristico reciben el nombre de autovalores de
la matriz A.

De hecho, si representamos por \, , Vk = 1,2,...¢q, los autovalores de la matriz
hessiana H(a), se verifica la siguiente caraterizacion:

i) @ es definida positiva <= XN, >0, Vk=1,2,...,q.
ii) @ es definida negativa <= XN, <0, Vk=1,2,...q.
iii) @ esindefinida <= Ji#j, con N\ <0<\ .
iv) @ es semidefinida positiva <= I\ =0 y A\ >0, Vk=1,2,...q.
v) @ es semidefinida negativa <= JI\ =0 y <0, Vk=1,2...q.

Como consecuencia de lo anterior tenemos que:
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Proposicién 3.5.8.

i) Si\g >0, Vk=1,2,...q, entonces f alcanza en a un minimo relativo.
ii) Si Ay <0, Vk=1,2,...q, entonces f alcanza en a un mdzimo relativo.
iii) Si existen \; > 0 y \; <0, entonces f no alcanza extremo relativo en a.

iw) SiIN =0 y N\ >0, Vk=1,2,...q, entonces f de tener un extremo relativo
en a éste ha de ser un minimo relativo.

v) SiIN =0 y <0, Vk=1,2...q, entonces f de tener un extremo relativo
en a éste ha de ser un mdzximo relativo.

El tnico inconveniente que presenta esta clasificacion seria, en principio, la
dificultad que se puede dar a la hora de calcular los autovalores de la matriz H. Este
problema queda resuelto con la regla de Silvester que nos va a permitir decidir el
nimero de autovalores positivos sin necesidad de calcularlos, simplemente observando
los coeficientes del polinomio caracteristico de H. Concretamente, si

P(A\) = ap+ a1 A + ag)* + - - - + a A,

y notamos por V(ag,as,as,...,qa,) al naimero de cambios de signo que se dan
coeficiente a coeficiente, entonces la regla de Silvester asegura que

V(ag, a1, az,...,a,) = numero de autovalores positivos de H .

V(ag, —aq,az,...,(—1)%a,) = namero de autovalores negativos de H .

3.5.5. Relacion de ejercicios

1. Consideremos las funciones reales f y g dadas por:

a) flx,y) =23+ 3zy* — 150 — 12y V(z,y) € R>.
b) g(z,y,2) = (x + 22)e" @+ V(z,y, z) € R,

Se pide:

a) Calctlense los puntos criticos.
b) Calculese la matriz hessiana en los puntos criticos.

c) Estudiese la existencia de extremos relativos.

2. Calctlense los extremos de f : R?> — R en los siguientes casos:
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x,y) = 1% — 12
b) f(z,y) = |z + |yl.
c) flz,y) = |z|+v.

S
SN—
~
—~

3. Sean a,b € R dos parametros, y f : R? — R una funcién real de dos variables
reales dada por f(z,y) = 2? +y* — 2ax — 2by. Esttdiese la existencia de extremos
de f en funcion de los parametros.

4. Calcilense los extremos relativos de los siguientes campos escalares. Determinese,
cuando sea posible, si dichos extremos son absolutos o no lo son.

xt + 222y — 2% + 312,

a) f(z,y) =

b) flx,y) =23 +y*>— 32z — 12y + 20 .

c) fle,y) = (- 1)+ (z—y)".

d) f(x,y) =2* +y* —4a’zy (a > 0)

e) f(z,y) = #;gy“

f) flzy) = (2 + 2y%)e 0,

9) f(z,y) =sen(zy).

h) f(x,y,z) =2* 4+ y* + 322 + yz + 222 — xy.
i) f(z,y,2) =2y + 22+ yz,

j) fla,y) = 22" +y* — 3wy®.

5. Una funcién f definida en un abierto del plano se dice que es armonica si

2 2
I
ox? = 0y

en todo punto de su dominio. ;Son armoénicas las siguientes funciones?
0) f(r.y) = arcta(2) ¥(ry) €R2\ {(z,0): 7 € R},
b) g(x,y) =e “cosy+e Ycosz V(x,y) € R

&) hlz,y) = - W(x,y) € B2\ {(0,0)).

x2+y2
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3.6. Extremos condicionados.

Sumario

En esta leccidon vamos a enunciar criterios que nos permitan determinar los extremos de
un campo escalar en un cierto subconjunto del dominio de dicho campo escalar .El contenido
completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

I11.6.1 Motivacién.

I11.6.2 Conjuntos determinados por una funcién

I11.6.3 Técnica de los multiplicadores de Lagrange.

I11.6.4 Matriz hessiana asociada a la funcién de Lagrange.

I11.6.5 Relacién de ejercicios.

3.6.1. Motivacion

Para motivar esta leccion vamos a considerar dos ejemplos:
Ejercicio 1: Sea el tridngulo
T={(z,y) €R* 0<x<y<4}.

Se trata de calcular los extremos de la funcion f : T — R definida por f(z,y) =
2?2 —zy+y? + 1

Dado que T es un conjunto compacto y f es una funcién continua, sabemos
que f alcanza su valor maximo y su valor minimo en sendos puntos de T. Sabemos
que ésta funcién no tiene ningtin punto critico en dicho conjunto por lo que sus valores
méaximo y minimo se alcanzaran en puntos de la frontera, esto es, 6 bien los vértices
del triAngulo T 6 bien en algin punto de sus tres lados. En consecuencia, los puntos a
tener en cuenta son

1) Los tres vértices

2) Para cada lado, los puntos de cada uno de éstos en los que la funcion restringida
alcance sus extremos.
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Asi pues, se trata de calcular los extremos de f, restringida a cada uno de los
siguientes conjuntos
M, = {(z,y) € Rx]0,4[: = =0},

My = {(z,y) €]0,4[xR: y =4}, Mz = {(z,y) €]0,4[x]0,4[: = =y},
My = {(0,0)}, Ms = {(Ov4)} Mg = {(454)}'

Dado un subconjunto M del dominio de f, llamaremos extremo local de f
condicionado por M a cualquier extremo de la funcién f restringida a M.

En este caso, la bisqueda de los extremos locales condicionados por My, M; y
Mg es trivial puesto que estos conjuntos constan de un sélo punto. Con respecto a los
otros conjuntos bastara eliminar, en cada caso, una variable y calcular los extremos de
la correspondiente funcion real de variable real.

Consideremos el segundo ejemplo:
Ejercicio 2:

Consideremos una placa plana ciruclar P de radio uno, y que se calienta de manera
que la temperatura en un punto (z,y) € P es

T(z,y) = 2* +2y* -z,

y calculemos sus posibles extremos absolutos.

Dado que P es un conjunto compacto y f es un campo continuo, sabemos que f
alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos de P. Sabemos que (1/2,0) es
el inico punto critico de f, por lo que al menos su valor maximo o minimo se alcanzara
en algun punto del tipo I), esto es, en algin punto de la circunferencia

C={(x,y) €R? 2 +¢y* =1}

Ahora debemos calcular los puntos extremos de la funcion T condicionados
por el conjunto C'. En este caso aparece una dificultad anadida: no podemos despejar
ninguna variable en funciéon de la otra.

3.6.2. Conjuntos determinados por una funcién

Para este ultimo ejercicio, asi como en aquellos casos en que haya mas de dos
variables, necesitaremos desarrollar una nueva técnica. Primero analicemos la situacion
en ambos ejemplos y veamos que el planteamiento del problema del calculo de extremos
condicionados el conjunto M obedece al siguiente esquema general:

Sea A un subconjunto abierto de R? y f un campo escalar definido en A. Sea
M un subconjunto de A al que podemos asociar una funcién g : A — RI7% tal que:
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1. M ={x € A; g(x) =0}.
2. Todas sus funciones coordenadas g; tienen derivadas parciales continuas en A.

3. Su matiz jacobiana Jy(x) tiene rango ¢ — k en A.

Este hecho se reflejara diciendo que g determina a M.

Asi pues, en el ejercicio 1, tenemos la siguiente situacion:

1. La funcion g(z,y) = = definida en A = Rx]0, 4] determina a M,

2. g(z,y) =y — 4 definida en A =]0,4] x R determina a Mo,
3. g(z,y) =y — x definida en A =]0,4[x]0,4[ a M;,
4. g(x,y

)
)
) = (,y — ) definida en A =R? a M,,
)
)

Y para el ejercicio 2, g(z,y) = ? + y*> — 1 definida en A = R*\{(0,0)} determina a
C.

Hagamos ahora la siguiente observacion.

Proposicién 3.6.1. Sean A un conjunto abierto, g = (g1, g2, .-, Gg—k) una funcion que
determina a un subconjunto M de A y f : A — R un campo escalar que admite
todas sus derivadas parciales en A y son continuas en a € M. Si f alcanza un extremo
condicionado por M en a, entonces existe un tinico a = (ay, g, ..., 1) € R tal
que
8(f + 101 -+ (DY) + ...+ aq—kgq—k)
(91:i

(a)=0, Vie{l,2,...q}.

Esto nos proporciona la siguiente estrategia:

Sean f,A,gy M como en el enunciado de la proposicién anterior. Para cada
a = (a1, a9, ..., ) € RT* llamamos funcién de Lagrange asociada a f,M y «
a la funcion L, definida en A por

La = f + 101 + [eDYD) + ...+ Qg—kGq—k-
Dicha funcién recibe el nombre de .
La proposiciéon anterior nos afirma que:

“ Los extremos de [ condicionados por M son soluciones del sistema siguiente,
llamado sistema de Lagrange ”.
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G (z) =0,
8822 (.T) - 07

91(1') =0, .. gq_k(;p) = 0.

Sia=(ay,ag..,a;) € Ay a=(a1,az,...,a, 1) € RI7F son solucion de este
sistema, sabemos que « estd determinado de forma tnica y sus coordenadas reciben el
nombre de Multiplicadores de Lagrange para el punto a.

Ejercicio: Calcilense los multiplicadores de Lagrange en los ejercicios anteriores.

3.6.3. Matriz hessiana asociada a la funcién de Lagrange.

Podemos ver ahora ;qué sucede en los puntos que son soluciéon del sistema de
Lagrange en los que la funciéon no alcanza un extremo absoluto? Necesitamos una estra-
tegia que nos permita saber cuando uno de estos puntos es efectivamente un extremo
relativo y de qué tipo es. Hagamos primero algunas observaciones.

Espacio tangente

Sean M un subconjunto de un abierto A de R? y a € M. Se dice que un vector
u € R? es un vector tangente a M en a si existe una curva « contenida en M que
pasa por el punto a y que tiene tangente en a con direccion u, esto es, existe r > 0 tal
que « :] — r,r[— RY es una funcién continua tal que

donde

o' (0) = limg_o

Se define el espacio tangente a M en a, Ty(a), como el conjunto de los
vectores tangentes a M en el punto a. Se puede probar que si M est& determinado por
g, entonces Ty (a) coincide con el niicleo de la aplicacion Dg(a).

Dado a € R?* notemos ahora por

1) K(a)= matriz cuyos vectores fila son los vectores bésicos de Ty (a)
2) Hp_(a)= matriz hessiana de L,(a)

3) H(a) = K(a)Hp,(a)K(a)" = (a;;)



Anaélisis Matematico 63

4) Para cada p <k,

Hy,(a) = aij,

con i,j € {1,2,...,p}, donde k es la dimension de Tys(a).

Con esta notacion introducida ya podemos decir qué ocurre,

Teorema 3.6.2. Sean M un subconjunto de un abierto A de R?, f : A — R un
campo escalar y g una funcion que determina a M. Supongamos que tanto f como g
admiten todas sus derivadas parciales sequndas en A y éstas son continuas. Si a y «
son soluciones del sistema de Lagrange, y H(a) es como arriba, entonces

1. Si, para cada j < k, det(H;(a)) > 0, f tiene en a un minimo relativo estricto.

2. Si, para cada j < k, (—1)7det(H;(a)) > 0, f tiene en a un mdzimo relativo
estricto.

3. Si existen dos submatrices principales de H(a), K y L tales que:

det(K) <0, y (=1)7%mdLger(L) <0,

entonces f no tiene ningin extremo relativo en a.

Ejercicio: Determinense las dimensiones que ha de tener un ortoedro de volumen
uno para que su superficie total sea minima.

Hagase con ambas técnicas: Multiplicadores de Lagrange y despejando una de las variables.

3.6.4. Relacion de ejercicios

1. Encuéntrense los puntos donde la funcién f : A — R definida como
flay)=2>+y*—ay—z—y  ((v,y) ER?)
alcanza sus extremos absolutos siendo

A={(z,y) eR*: 2,y >0, z+y < 3}.

2. Calculense los extremos relativos de f : [—1,1] x [-1,1] — R en los siguientes
Ccasos:

CL) f(:r,y) = $2 _yQ'
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10.

11.

12.
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b) f(z,y) = |z|+ |yl
c) f(z,y) = |z|+y.

. Encuéntrense los puntos del conjunto A = {(z,y) € R* : z? +4? < 2z, y > 0}

donde la funcién f(z,y) = 2% — 22y +y? alcanza su maximo y minimo absolutos.

. Determinese el punto P(z,y, z) en el plano 2z 4+ y — z = 5 que esta méas cerca del

origen.

Calcilese la distancia minima del origen a la superficie de R? dada por la ecuacion
2 2
r¢—z—=1=0

Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para mi-
nimizar la interferencia se desea emplazarlo donde el campo magnético del planeta
sea méas débil (aunque por supuesto, en la superficie). El planeta es esférico, con
un radio de 6 unidades; la fuerza del campo magnético viene dada por

M(z,y,2) = 6x —y* + 22 + 60

basado en un sistema coordenado cuyo origen esta en el centro del planeta. ; Donde
habra de ser ubicado el radiotelescopio?.

2

. Determinese el rectangulo de mayor area que se puede inscribir en la elipse — +
a

2
Z_Q =1, donde a, b son reales positivos.

. Estudiense los extremos de la funciéon f : (RT)> — R definida por f(z,y,2) =

logx + logy + logz en la esfera % + y? + 22 = 9.

. Hallese la minima distancia entre la recta x+y = 4 y la circunferencia 22 +y* = 1.

Hallense los extremos condicionados de la funcion f(z,y) = 2 + zy? donde zy —
a*>=0, (a#0).

El drea de una caja rectangular sin tapa es de 108u2. Hallar que dimensiones debe
tener para que conseguir el maximo volumen.

En una tienda de bebidas se vende vino de mesa de la marca A y de la marca
B. El propietario de la tienda puede obtener ambos vinos a un coste de 1 euro
por botella; su hijo, que es estadistico, ha estimado que si el vino A se vende a x
euros el litro y el vino B a y euros el litro, entonces se vendera aproximadamente
100 — 200x + 100y botellas de la marca A y 100 4+ 400z — 600y botellas de la
marca B. ;Qué precio deberd ponerse a cada marca de vino para maximizar el
beneficio?.
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3.7. Teoremas de la funciéon inversa e implicita.

Sumario

El objetivo de esta leccién es el de generalizar, para campos vectoriales, el corolario 3.1.13
de la derivacién de la funcién inversa, dado en la leccién 3.1 para funciones reales de variable
real. En este sentido daremos dos versiones equivalentes del mismo resultado denominadas,
respectivamente, teorema de la funciéon inversa y teorema de la funcion implicita. El contenido
completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

IT1.7.1 Motivacion.
I11.7.2 Teorema de la funcién inversa.
I11.7.3 Teorema de la funcién implicita.

I11.7.4 Relacién de ejercicios.

3.7.1. Motivacion

Comenzamos recordando el corolario 3.1.13

Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion derivable tal que
f'(z) #0, Vx e I. Entonces f~' es derivable en f(I) y para cada x € I, se tiene que

En orden a extender este resultado a dimensiones superiores, analicemos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo
Considérese el campo vectorial
F:R?* — R? definido por F(z,y) = (e“cos(y), esen(y)).

Dicho campo es diferenciable en R?, tiene jacobiano no nulo en R? y sin embargo, F ni
siquiera es inyectiva, ya que

F(z,y) = F(z,y +27) , ¥(z,y) €R* .
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La primera idea que se desprende, es que el resultado, tal cual fue enunciado
en R, no es generalizable. Obsérvese que si F' es un campo vectorial la condiciéon co-
rrespondiente, sobre la no nulidad de la derivada, es que el determinante de su matriz
jacobiana (jacobiano) sea distinto de cero, y como hemos visto, ni tan siquiera esta
condicién asegura la invertibilidad del campo.

Podemos ahora preguntarnos, si

1. ; Es F inyectiva al menos en algiun subconjunto abierto U de A?

2. F € C'(A), entonces ; Es la funcion inversa de clase C! en la imagen de dicho
subconjunto?

Para arbitrar una respuesta para campos vectoriales, necesitamos introducir
algunas definiciones.

Definicién 3.7.1. Sean A un abierto de R" y F': A — R" un campo vectorial de clase
C' en A.

1. Se dice que F es invertible (globalmente) en A 6 que F' es un difeomorfismo
de clase C'! de A sobre F(A), si se verifican las tres condiciones siguientes:

a) F es inyectiva (y por tanto existe F~!: F(A) — A).

b) F(A) es un conjunto abierto de R".
¢) F~1 e CY(F(A)).

A la funcién inversa F~! se le llama inversa global de F en A.

2. Se dice que F' es localmente invertible en a € A 6 que F' es un difeomorfismo
de clase C'! local en a, si existen U y V abiertos de R", con a € U y verificando
que F/U : U — V es un difeomorfismo de clase C' de U sobre V.

A la funcién (F/U)~! se le llama inversa local de f en a.

Es claro que si una funcion es invertible en un abierto A, entonces es localmente
invertible en cada punto de ese abierto, pero el reciproco no es cierto, ni siquiera en R,
ya que, por ejemplo, la funcion f(x) = z? es localmente invertible en R*, pero no lo es
globalmente.
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3.7.2. Teorema de la funcion inversa

Teorema 3.7.2 (de la funcién inversa). Sean A un abierto deR", F: A —-R" ya € A
verificando que:

a) FeC(4) ,
b) det Ju(a) 4 0

Entonces se verifica que F es localmente invertible en a; esto es, existe un entorno
abierto U C A de a tal que F(U) =V es un abierto de R™, F' es un difeomorfismo de
clase C* de U sobre V, y para cada x € U se verifica que

O (z) %i(z) ... (a)

ox ox Oxn

Jp-1(F(x)) = Jp(z) ™t = g_i;%(@ ?’_55@) gzljzn(x)
Gor(z) (@) & ()

Ademdas, si F admite todas sus derivadas parciales sequndas (respectivamente F €
C?*(U)) en U, entonces F~' admite también todas sus derivadas parciales (resp. F~' €
C*(V)) enV.

Comentarios:

1. El teorema de la funcién inversa es un teorema de existencia, es decir, no nos
dice en ningin momento cémo calcular la funciéon inversa local, sélo nos dice
que existe, de qué clase C* es y nos da una regla para calcular sus derivadas
parciales.

En particular, el teorema nos permite afirmar que si F' = (f1, fa, ..., fn) €s como
en el teorema, el sistema de n ecuaciones con n incognitas

fl(xlvx% "'7$n> =0
fg({[‘hl'g, "'7xn) = Y2

fn(xla XLy ouuy an) = Yn
tiene una unica solucion = = (x1, xs, ..., z,) € U, siempre que y = (Y1, Y2, ..., Yn) €
V', y aunque no nos dice cémo calcular la solucion, si sabemos que la funciéon que
a cada valor de y le asigna la solucion, y — =z, es de clase C' en F(U).

Ejercicio

Estudiense los puntos en los que el sistema siguiente

Uu=x—1y
v =Y
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define a x e y localmente como funciones de u, v. Obténgase la matriz jacobiana
de la funcion inversa (u,v) +— (z,y) en el punto f(1,0).

2. Si I € C'(A), F es inyectiva y det(Jp(z)) # 0, Vo € A, entonces F es globalmente
invertible en A.

Ejercicio

Considérese el campo F relativo al ejercicio anterior y demuéstrese que F'/A,
donde A = {(z,y); z+y > 0}, es inyectivo y que F(A) = {(u,v); u®+4v > 0}.
Concluyase que para cada (u,v), el sistema tiene una tnica solucion (z,y) y que
la aplicacion (u,v) — (z,y) es de clase C'(F(A)).

3. La condicién de jacobiano no nulo es claramente necesaria para que una funcion
sea invertible. Piénsese que si F' tiene una funcién inversa diferenciable, entonces
por la regla de la cadena,

DF(a)o DF Y (F(a)) =1, DF YF(a))oDF(a)=1,

luego DF'(a) es biyectiva, y por tanto, necesariamente el determinante de la matriz
jacobiana de F' en a ha de ser distinto de cero.

3.7.3. Teorema de la funcién implicita

Consideremos la ecuacion 22 + y*> — 1 = 0. La cuestion es: ;Podemos despejar
la variable x en funcion de y? Es decir, jes posible definir una funcion A de forma que
xr = h(y) y que h(y)*+y* = 17 En este caso, la respuesta es no, puesto que la solucion
seria x = ++/1 — 42, que no es una funcion.

Dado que la posibilidad de despejar globalmente la variable x no ha sido posible,
haremos un planteamiento “local” del problema:

Sea (g, yo) un punto solucion de la ecuacion g(xg, y9) = 0, donde g(z,y) = *+y*—1.
.Se puede definir una funcion h, esto es, despejar z en funciéon de y al menos en un
entorno U de yo, tal que, para cada y € U, = = h(y), y ademas g(h(y),y) = 07 La
respuesta es si:

Tomemos, por ejemplo, (xg,y0) = (“/75, \/75) Es claro que podemos despejar la

variable z tomando como U =|0,1[ y como funcién = = h(y) = /1 — y?, para cada
yeU.

Cuando, como en el ejemplo anterior, la respuesta es afirmativa en un cierto punto
(z0,Y0), se dice que la ecuacion g(x,y) = 0 define a la variable = implicitamente
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como funcion de y en un entorno de (g, ), y la funcién z = h(y) recibe el nombre
de funcién implicita definida por la ecuacion g(z,y) = 0 en un entorno de (xg, yo).

Asi pues, podemos decir que, en el ejemplo propuesto, la ecuacion 2%+ y? = 1 define

la variable z implicitamente como funciéon de y en el entorno |0, 1[x]0, 1] de (@, 4)

Asi como que la funcion h(y) = /1 — y? es la funcion implicita definida por la ecuacion
z? 4+ y* =1 en el entorno |0, 1[x]0, 1[.

Daremos ahora una primera condicion suficiente para que exista una funcién
implicita h.

Teorema 3.7.3 (de la funcion implicita (¢ = 2,n = 1)). Sean A un abierto de R? y
una funcion g : A — R con g € C'(A). Sea (xo,y0) € A verificando:

(i) g(xo,y0) =0
(ii) %(mo,yo) #0

Entonces, la ecuacion g(x,y) = 0 define implicitamente a la variable x como
funcion de la variable y en un entorno de (xo,Yyo); esto es, existe un entorno abierto
U CR conyy € U, existe W subconjunto abierto de R? contenido en A y ewiste una
funcion h : U — R, verificando:

1. h(yo) = wo,
2. (h(y),y) €W, Vy € U.
3. g(h(y),y) =0, VyeU.

4. h € CY(U) y se tiene que, para cada y € U,

Ademds, si la la funcion g € CF(W), entonces la funcion h € C*(U).

Comentarios:

1. Pese a que este ultimo teorema nos da condiciones suficientes para la existencia
de una funcién implicita, éste no nos dice cdbmo calcularla. Lo que si nos dice es
cual es su derivada en el punto, sin mas que aplicar la regla de la cadena.

En efecto, como g(h(y),y) = 0, Yy € U, si derivamos con respecto a y, el resultado
sigue siendo cero. Es decir

dg

, 9g _
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Si evaluamos en (g, yp) nos queda
g—i(x(),yo)h/(?/o) + g—gy](%,yo) =0
Solo nos falta despejar la derivada h'(yp).

Ejemplo

Volviendo a la ecuacion que nos ha servido para motivar el concepto de funcion
implicita, esto es, g(x,y) = 2% + y?> — 1 = 0, podemos preguntarnos ;doénde se
puede aplicar el teorema de la funcién implicita?

Solo tenemos que obligar a que %(w,y) = 2z # 0. Es decir, en los puntos

de la circunferencia unidad (g, 30) donde xy # 0 se puede despejar localmente la
variable z en funcién de y.

. Como interpretacion geométrica del teorema, entendemos que dada una curva

del plano definida por medio de una ecuacion implicita (g(z,y) = 0) podemos
obtener, localmente, una curva de forma explicita x = h(y).

Observemos también que la condicion g—g([lf(),yo) # 0 geométricamente nos
dice que el vector gradiente Vg(zo,yo), que recordemos es normal a la curva en
el punto (xo,yo), no es paralelo al eje OY'.

. Se puede hacer un desarrollo andlogo para el concepto de cuando una ecuaciéon

g(z,y) = 0 define a la variable y implicitamente como funcién de .
Ejemplo

Estudiese si la ecuaciéon
senx +cosy +2y =m

define la variable y implicitamente como funcion de = en un entorno de (0,7/2).
Calcilese la derivada de la funcién implicita en 0

A continuacién consideraremos el problema de obtener la funcién implicita para

un campo escalar de tres variables; se trata de dar condiciones para que una de ellas sea
funcion implicita de las restantes. Este caso puede interpretarse geométricamente, de
como dada una superficie en el espacio, definida de forma implicita (g(z,y, z) = 0), y un
punto de esa superficie, se pueden obtener condiciones para que, al menos localmente,
la superficie se pueda definir de forma explicita, esto es, z = f(z,y).
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Teorema 3.7.4 (de la funcién implicita (¢ = 3,n = 1)). Sean A un abierto de R® y un
campo escalar g € C'(A). Sea (xo,Y0,20) € A verificando:

(i) 9(xo,¥0,20) =0
(ii) %(350;9072’0) #0

Entonces, la ecuacion g(x,y,z) = 0 define implicitamente a la variable z como
funcion de las variables (z,y) en un entorno de (xo, %Yo, 20); esto es, existe un entorno
abierto U C R? con (xg,y0) € U, existe W subconjunto abierto de R® contenido en A y
existe la funcion implicita f : U — R wverificando que

verificando:

1. f(xo,y0) = 20,
2. (x,y, f(z,y)) €W

3. g(z,y, f(z,y)) =0, V(z,y) € U .y se tiene que, para cada (z,y) € U,

RPN -GS {CA)
gz % (3 y, f(2,1))
of ):_z—g@,y,ﬂw
oy T TRy fay)

Ademds, si la la funcion g € C*(W), entonces la funcion f € CH(U).

Por ultimo, establecemos una tercera version del teorema para ¢ = 3,n = 2.
Ahora se trata de dar condiciones suficientes para que dos de las variables sean funcién
implicita de la restante.

Teorema 3.7.5 (de la funcion implicita (q=3, n=2)). Sean A un abierto de R® y un
campo vectorial g : A — R? con g € CY(A). Sea (zo, Y0, 20) € A verificando:

(Z) g(flfo,yo, %) = (91(560,yo,Zo)>g2($o,yo,Zo)) = (070)

991 (1 Z 991 (1 Z
(ZZ) det 889312< 05 Yo, 0) 86;2( 05 Yo, 0) 7£ 0
8—y($07y0720) E(xo,ymzo)

Entonces, la ecuacion g(x,y,z) = 0 define implicitamente a las variables (y,z) como
funcion de la variable x en un entorno de (xq, Yo, 20); esto es, existe un entorno abierto
U CR con xg € U, existe W subconjunto abierto de R® contenido en A y existe la
funcion implicita f: U — R? con f(x) = (y(z), 2(z)) verificando que

1. f(fo) = (yo,Zo),

2. (x, f(x)) e W, Vxel.
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3. g(x, f(x)) =0, Vrxel.

4. [ € CYU) y se tiene que las parciales de las componentes de la funcion implicita
f wverifican el sistema de ecuaciones siguiente:

%(z, y(z), 2(z)) + %(z,y(m), 2(x)) %(:c) + %(w,y(x), 2(z)) %(w) ~0
T y(@). (@) + G (w). () @) + G y(@).2(w) 5 ) =0

Ademds, si la funcion g € C*(W), entonces la funcion f € C*(U).

Comentarios

1. Este caso puede interpretarse geométricamente de como dada una curva I' en
el espacio definida de forma implicita (como interseccion de dos superficies), se
puede obtener una expresion local de la curva de la forma I'(x) = (z,y(z), z(x)).

Ejemplo

Calculese la recta tangente en el punto (1,1,1) a la curva interseccion de las
superficies siguientes:

Yy =3
202 — 9y — 2 =0

2. Este resultado también puede interpretarse como que el sitema de 2 ecuaciones
con dos incognitas
{ 91<xay72) =0

92(%%2) =0""

tiene, para cada x € U, una soluciéon tunica (y, z) tal que (x,y,z) € W y donde
g = (91, 92)-

3. El teorema de la funcion implicita en el resto de los casos, ¢ € Ny n < ¢, se
puede adivinar, sin mas que extrapolar los casos anteriores y simular la técnica
para ecuaciones lineales.
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3.7.4. Relaciéon de ejercicios

1. Compruébese que la funciéon ¢ : U — V' definida por

é(p,0) = (pcosb, psend),

donde U = R*x| — 7, [ define un difeomorfismo de clase C' de U sobre V =
R*\{(x,0); z < 0}. En tal caso determinese la funcion inversa.

2. Compruébese que la funciéon ¢ : U — V definida por

¢(p,0,2) = (pcost, psend, z),

donde U = R*x] — m,7[xR define un difeomorfismo de clase C' de U sobre
V =R3\{(2,0,2); x <0}. En tal caso determinese la funciéon inversa.

3. Compruébese que la funcion ¢ : U — V definida por

¢(p,0,¢) = (pcoshcosyp, psenfcosyp, pseny),

donde U = R* x| — 7, w[x] — /2, 7/2[ define un difeomorfismo de clase C* de U
sobre V = R3\{(z,0, 2); x <0}. En tal caso determinese la funciéon inversa.

4. Comprobar que en las siguientes ecuaciones se verifican las condiciones del Teo-
rema de la Funcion Tmplicita en el punto P y obtener y’(x) en los casos (i) a (iv)

0z 0z
Y 520 gy € los otros.

i) av 432222 -2y =0, P=(1,1)

ii) senx + cosy+2y —m =0, P=(0,7/2)
i) ylog(z® +y®) —2xy =0, P = (0,1)
4yt =2y =0, P=(2,2)

)
)
)
) xlog(1+y) + 2¢** =0, P =(0,0,0)
)
)

iii
v
v
vi) z arctg(l — 2%) + 3z 4+ 52 —8y* =0, P = (1,1,1)

vil) zyze®logz —3x +3y =0, P = (1,1,1)






3.8. ALGUNAS APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL. 1)

3.8. Algunas aplicaciones del calculo diferencial.

Sumario

El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

I11.8.1 Aproximacion por minimos cuadrados

I11.8.2 Aplicaciones a la Mecanica Celeste: Movimientos de los de satélites.

3.8.1. Aproximacién por minimos cuadrados

Vamos a considerar el problema de determinar la relacion funcional entre dos mag-
nitudes x e y cuyos resultados obtenidos tras un experimento realizado han sido

1 | Lo | ... | Tp
Y| Y2 | - | Un

Se trata de encontrar la ecuaciéon de una curva que, aunque no pase por todos
los puntos (x;,y;), tenga pocas variaciones y pase lo mas cerca posible de todos. El
tipo de curva requerido puede obtenerse por conocimiento previo del problema, por la
interpretacion fisica del fenémeno, o en forma arbitraria. Una vez elegido el tipo de
curva que mejor se ajusta, se trata de obtener cual es la curva concreta. Generalmente
ésta se obtiene imponiendo el criterio de los minimos cuadrados.

Supongamos que por razones teoéricas bien fundadas sabemos que, para nuestro
experimento, la curva que mas se ajusta es una recta

y =ax +b.

Deseamos determinar los pardmetros a y b a partir de los datos que han resultado del
experimento. Para cada valor determinado z;, la recta de ajuste proporciona un valor
Y. = ax;+b normalmente diferente de y; valor obtenido en el experimento . La diferencia
Y; — Y. seré positiva en algunos casos y negativa en otros, puesto que los puntos pueden
estar a un lado u otro de la recta. Por este motivo, la suma de las diferencias para todos
los puntos es poco significativa (las deferencias negativas podrian compensarse con las
diferencias positivas). Para medir pues la distancia entre la recta y los correspondientes
puntos se emplean los cuadrados de las diferencias, con lo que nos aseguramos que todos
los términos son positivos. Esta suma tiene pues la forma

n

S(a,b) = Z(yl — ax; — b)*.

i=1
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Se trata pues de hacer minima la funcion S(a,b). Buscamos pues los puntos criticos,
esto es, las soluciones del sistema

o5 _, 05 _
da ' Ob

que, en este caso, se conocen como ecuaciones normales, y que son:

n n n n n
24 — s 4 bn = .
a x; T = Tili, @ xi+bn = Yi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Las soluciones vienen dadas por:

_ n Z:’L:l TiYi — (Z’?Zl xl)(Z?::[ y’L) b _ ZZL:]_ Y, —a Z:'L:]_ ZT; .
ny (@) — Q0 m)? n

0,

a

Ejemplo
Demuéstrese que la recta que mejor se ajusta a los puntos de la siguiente tabla:

011]2(3[4[5]|6|7

es y = 2,249 + 0,929z

3.8.2. Aplicaciones a la Mecanica Celeste: Movimientos de los
de satélites

Es sabido que uno de los mayores impulsos para el desarrollo del calculo fue
provocado por la necesidad de comprender los movimientos de los planetas alrededor
del Sol. Estos esfuerzos dieron lugar a las conocidas leyes de Kepler, las cuales describen
la cinematica del movimiento de los planetas en torno al Sol:

Primera ley
Los planetas describen orbitas elipticas estando el Sol en uno de sus focos

Segunda ley
El vector posicion de cualquier planeta respecto del Sol, barre areas iguales de la
elipse en tiempos iguales.

Tercera ley
Los cuadrados de los periodos de revolucion (tiempo invertido en recorrer una orbita
completa) son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de la elipse.

Para comprender la primera ley de Kepler, veamos como determinar la trayectoria
que sigue un determinado satélite alrededor de la Tierra una vez puesto en Orbita.

Para ello enunciamos las dos leyes basicas por las que se rigen los movimientos
en el espacio:
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1. La segunda ley de Newton que afirma que si una fuerza acttia sobre un cuerpo de
masa m produce un movimiento con aceleraciéon a cuya direccion y sentido es el

de la fuerza, esto es,

y

2. la ley de gravitacion universal, esto es, la fuerza con que dos cuerpos de masas
respectivamente M y m situados a una distancia r entre si, se atraen responde a

la siguiente expresion
Mm

=G 2 (2)7

,
donde G es ua constante.

Para entender este estudio aceptamos que el satélite y la Tierra se atraen
mituamente. Sean m la masa del satélite y M la masa de la Tierra. Fijamos como
origen de coordenadas en el Universo el centro de la Tierra y suponemos que la funcion
x(t) nos da la posicion del satélite en cada instante t. La distancia entre ambos vendra
pues dada por ||z(t)||, v la direccion del satélite a la Tierra viene determinada por

x(t

el vector . Teniendo en cuenta pues la formula (2), la fuerza de atraccion en el

instante ¢ sobre el satélite es

0
1O =mC e

y la fuerza sobre la Tierra es opuesta.

Aplicando pues ahora la formula (1) obtenemos que

" _ x(t)
T (t) - M||x(t)||3 (3)7

donde p es una constante.

Es claro que si existe ¢y tal que x(ty) = 0 entonces nos quedamos sin satélite.
Por tanto, hemos de suponer que x(t) # 0 en el intervalo I en el que hacemos nuestro

estudio.

Veamos en primer lugar que la trayectoria que sigue el satélite alrededor de la

Tierra esta en el mismo plano que ésta.

Tomemos la formula (3) y consideremos sus funciones coordenadas i-ésima y j-ésima,

esto es,
" _ xl(t) " _ xj(t)
O="apE 99T MREE

y multipliquemos la primera por z; y la segunda por z;, para obtener

0 = & (t)z;(t) — 2§ (t)zi(t) = (23 (0)a;(t) — 25()i(t)),
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y por tanto la funciones x(t)z;(t) — 2 (¢)z;(t) son constantes en el intervalo considerado
1. Es claro que el vector h

h = (h(t)w3(t) — w5(t)wa(t), v3(t) 21 (t) — 2 () 23(L), 2 (8)w2(t) — 25(H)21(1))

no depende de ¢ y es perpendicular al vector x(t) en todo tiempo t, esto es, z(t) para
todo t pertenece al mismo plano cuyo vector director es h.

Veamos en segundo lugar que la trayectoria es una elipse.

Situemos ahora el origen de coordenadas en el centro de la Tierra y de manera
que el plano que contiene a la trayectoria x(t) esté en el plano x3 = 0.
Dado un vector z € R?, llamemos g(z) al vector que resulta de girar éste un angulo
de 7/2 radianes. Es claro que

<g(y),z>=—<y,9(z) > (x), g(rz)=rg(z)Vy,z € R®Vr eR

y, para cualesquira funciones h, j : I — R?, donde I es un intervalo de ntimeros reales,
se tiene que

lg(h(®)] = g(R'(t), 'y <h(t),j(t) >'=<N'(t),j(t) >+ < h(t),j’(t) > Vtel

Asi pues, se sigue después de (3), que para cada t, g(z(t)) es perpendicular al vector
2" (t), y por tanto, el producto escalar de los vectores g(x(t)) y «'(t) tiene derivada cero
ya en particular, dicho producto escalar es constante, &, en el intervalo 1.

Por otra parte, es sabido que en toda circunferencia, el vector que une el centro

con cualquier punto de ésta es siempre perpendicular a la tangente en dicho punto. Si
llamamos, para cada t, f(t) = %, es claro que f(t) estd en la circunferencia unidad

y que es perpendicular a f'(t), esto es, existe s € R tal que f'(t) = sg(f(¢)), y por tanto
7'(t) = [z f(t) + s||z(@)||g(f(£)), luego

(1)
[|z(®)]]

=0+ slla(®)l] < g(x(t)), g(f (1)) >= sllg(x())* = sl[z()]*,

k=<g(z(t), 2'(t) >=< g(x(t)), [|2'(t)]] > +sllz(t)]] < g(2(1)), g(f (1)) >=

esto es,

en particular,

- Ww(t».

Uniendo ahora esta ecuacion con la obtenida en (3), nos da que

x(t)

Tep) = el (0) = —nf'(0),

kg(x"(t)) = kg(—p
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y por tanto,
kg(a'(t)) = —p(f (1) + w),

donde w es un vector constante. Por otra parte, por la propiedad (%),
k=—<ux(t),g(2'(t) >,

luego
= — < a(t),kg(a'(t) >=p < x(t), f(t) +w > .
Supongamos ahora que las coordenadas del plano de la trayectoria son elegidas de
tal forma que el vector w esté el eje x, esto es, w = (e,0) para algiun e € R y que, para
cada t, x(t) = (x1(t), z2(t)). En consecuencia,

(]| + eas (1) =%2

y por tanto
2

2_k——€I 2
HﬂﬂH—(M (1) (4).

Las constantes k y e vienen determinados por la posicion inicial z = x(ty) = (z1, x2)
y la velocidad v = 2'(ty) = (v1,v9) asi,

k2 x
k=<g(z),v>, e:——u.
w 1
Teniendo en cuenta ahora la ecuacion (4) pata t = ¢y, tenemos que
k4 2k%ex
x?—i—x%:—Q— ! x%ez,
() Il
esto es,
,  2k%ery  , K

(1—e*)ai + P +I2:E (5)-

Esta es la ecuacion de una elipse si |e| < 1, una hipérbola si |e| > 1 y una parabola
si le] = 1. En conclusion la trayectoria depende de las condiciones iniciales y de la
velocidad inicial.

Falta ver que si |e] < 1, entonces el foco de la elipse es el origen de coordenadas.
Baste para ello recordar que si la elipse tiene de ecuacion
(x—0c)? ¥
— T =1
a b
su foco es el origen de coordenadas y su semidistancia focal es ¢ y obsérvese que una
simple transformacion de (5) nos daria la ecuacion anterior para convenientes a,b y c.

La primera ley se deduce del anélisis de las observaciones hechas anteriormente, para
lo que basta considerar el centro del Sol como origen de coordenadas y a los distintos
planetas como satélites de éste.

Para el estudio de las otras dos leyes necesitamos avanzar un poco en nuestro
curso.






Capitulo IV: Calculo Integral

Ya hemos comentado algunos de los problemas que dieron origen al origen del
Calculo, ahora hablaremos de alguno mas, tal como el problema de calcular la longitud
de una curva o del &rea y voliimen de una figura acotada por curvas y superficies.

El origen de los métodos que ahora empleamos se remonta a mas de 2000
anos, cuando los griegos para resolver el problema del célculo del area de ciertas figuras
geométricas, idearon el procedimiento de exhaucion: Dada una region cuya area quiere
determinarse, se inscriben en ella sucesivas regiones poligonales cuyas areas se aproxi-
men cada vez mejor al area de la region que queremos determinar; procediendo ahora
por "paso al limite"podremos determinar el area buscada. Este método fue usado sa-
tisfactoriamente por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la formula exacta del area
del circulo.

Gradualmente, este método ha ido transforméndose en una potente herramienta
que tiene numerosas aplicaciones en todas las ciencias entre ellas la resolucion de los
problemas ya enunciados y de otros relacionados, como ya veremos, tales como el célculo
del centro de gravedad de un cuerpo y la fuerza de atracciéon de la gravedad
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Capitulo 4

Integracion en una y varias variables

4.1. Funciones integrables

Sumario

En esta lecciéon introduciremos el concepto de funcion integrable, en el sentido de
Riemann, como una evoluciéon natural del método de exhauciéon, usado por los griegos para
calcular ciertas areas, y estudiaremos sus propiedades. Enunciaremos el teorema fundamental
del céalculo que relaciona la integral con la derivacién y la Regla de Barrow indispensable
para el calculo integral. Finalmente estudiaremos las funciones impropiamente integrables. El
contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

IV.1.1 Funciones integrables.

V.1.2 Ejemplos

IV.1.3 Propiedades de las funciones integrables.
IV.1.4 Relacién entre integracion y derivacion
IV.1.5 Cémo evaluar una integral.

IV.1.6 Integrales impropias.

IV.1.7 Relaciéon de ejercicios.
4.1.1. Funciones integrables

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sea sea P = {t¢, t1, ..., t,,} una particion
del intervalo [a,b]. Para cada k € {1,2,...,n}, llamemos I; al intervalo [zg_1,xx] ¥
notemos por

Mi(f, P) = Sup{f(I+)}, mu(f, P) = Inf{f(I)}.

11
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Llamaremos suma superior de la funciéon f respecto de la particion P al
ntmero real

SULP) =3 Melf, P — 1),

y andlogamente llamaremos suma inferior de la funcién f respecto de la particiéon
P al ntmero real

I(f, P) = imk(f, P)(l‘k — Jl'kfl).

Sea
S :={S(f, P); P particion del intevalo [a,b]}

I ={I(f,P); P particion del intevalo [a, b]}.

Es claro que dadas dos particiones cualesquiera del intervalo [a, b] se tiene que

I(f.P) < S(f.Q),

y por tanto el conjunto S es un conjunto minorado de nimeros reales. Llamaremos
integral superior de f en el intervalo [a,b], al infimo del conjunto S que notaremos

por .
/abf(a:)da:.

Por idéntica razonm el conjunto I es un conjunto mayorado de nimeros reales y llamare-
mos integral inferior de f en el intervalo [a, b] al supremo de dicho conjunto, supremo

que notaremos por
b
/ f(z)dx.

Diremos que f es integrable en el intervalo [a, b] si el infimo del conjunto Sy el
supremo del conjunto I coinciden, esto es, si

ff(:p)dx: K f(x)dz.

Si f es integrable en [a, b] dicho valor InfS = Sup I sera conocido como la integral
de f en [a,b], y se notara por
b
/ f(z)dz.

Para mayor comodidad, si f es integrable en [a, b], acordamos los siguientes convenios:
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Observacion

Es facil probar que si [a,b] es un intervalo y f : [a,b] — R es una funcién
acotada, entonces f es integrable en [a, b] si, y solo si, existe una sucesion de particiones
{P,} verificando que la sucesion {S(f, P,) — I(f, P,)} converge a cero.

4.1.2. Ejemplos

1) Es facil probar que toda funcion constante es integrable, de hecho

/abcdx =c(b—a).

2) Las funciones mono6tonas en un intervalo [a, b] son funciones integrables en dicho
intervalo.

3) Las funciones continuas son también funciones integrables.

La demostracion de que toda funcién continua es integrable necesita del teorema
de Heine sobre la continuidad uniforme.

4) De hecho tenemos que

Proposicion 4.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces si
g :la,b] — R es una funcion que coincide con f excepto a lo mds en un nimero
finito de puntos de [a,b], g es también una funcion integrable y ademds

/abf(x)dx - /abg(a:)dx.

5) La funciéon de Dirichlet:

[0 sizel0,1]nQ
f(w)—{l sizel0,1]NR\Q

No es integrable en [0, 1]. De hecho, es facil probar que

/Olf(x)dx _1, /Llf(x)dx —0.
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4.1.3. Propiedades de las funciones integrables

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables

Proposicion 4.1.2. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en |a,b]. Entonces

1. f+ g es una nueva funcion integrable en |a,b] y se verifica que

/ab(f—l—g)(x)dx _ /abf(x)dx—i—/abg(x)dx.

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion integrable en [a,b] y se

verifica que . .
/a (rf)(@)dz =1 / f(x)dz

3. Si para cada x € [a,b], f(x) < g(z), se tiene que

/f dx</ o(z)dz.

4. |f| es también una funcion integrable y se verifica que

[ @t < [l

5. f.g es una nueva funcion integrable en |a,b] y se verifica que

/ (f.9)(z)dx < (/ f2(x)dx)5(/ gQ(x)dx)% (desigualdad de Schwarz),
Yy

(/ab(f+g z)? < /f )dx)

Finalmente también se verifica la propiedad de la aditividad respecto del
intervalo, esto es,

l\)\»—l

/ (m)dx)% (desigualdad de Minkowski).

Proposicion 4.1.3. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sea ¢ €]a,b]. Entonces
f es integrable en |a,b] si, y solo si, f es integrable en [a,c] y [c,b]. En caso de ser

integrables se tiene que
b c b
[ taa= [ st [ sy

Como ejercicio calculese la siguiente integral:

3
/ 3E[x] + 2 du.
0
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4.1.4. Relaciéon entre integracién y derivacion.

Estudiaremos ahora la importante conexion entre los tres conceptos bésicos de
la primera parte del curso: continuidad, derivacion e integracion. Para poder enunciar
este resultado, esto es, el teorema fundamental del célculo, necesitamos introducir el
concepto de integral indefinida.

Sea I un intervalo de niimeros reales, y una f : I — R una funcién continua. Si
¢ € I llamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcion F': [ — R,
definida, para cada x € I, por

F(z) = / ")t

Teorema 4.1.4. (fundamental del Cdlculo)

Sea f una funcion continua en un intervalo I y sea F' cualquier integral indefinida
de f. Entonces F' es deriwable en I y para cada x € I,

Para su demostracion necesitamos algunas observaciones:

a) Si f:[a,b] — R es una funcion integrable y ¢ € [a, b], entonces

/abf+/bcf+/caf:0.

b) Si f:[a,b] — R es una funcién continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

[ r=100-a.

Ejercicio: Sea F' : Rt — R definida por

F(z) = /1 1/t dt.

Calculese F(1), la funcion derivada de F'y determinense sus propiedades analiticas.
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4.1.5. Coémo evaluar una integral

El siguiente resultado, el cual es consecuencia del teorema del valor medio,
es importantisimo ya que nos permitiré evaluar la integral de una funcién conocida su
primitiva. Para enunciarlo, necesitamos recordar que dada una funciéon f definida en in
intervalo I se dice que f admite primitiva si existe una funciéon G : I — R derivable
tal que, para cada z € I, G'(x) = f(z).

Teorema 4.1.5. (Regla de Barrow)

Sea f: |a,b] — R una funcion integrable y supongamos que admite una primitiva

G. Entonces ,

/ f(x)dz = G(b) - Gla).

a
Es claro que si f es continua, entonces, como consecuencia del teorema fun-
damental del calculo, cualquier integral indefinida F' de f es una primitiva de f. Pero
si intentamos evaluar dichas primitivas no obtenemos ninguna informaciéon no trivial.
Por tanto el problema de evaluar la integral de una funcién continua f, para aplicar la

Regla de Barrow, consiste en conseguir una primitiva de f susceptible de ser evaluada
en los puntos a y b.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

1
/ 223 + 1 dx.
0

A menudo conviene transformar la funcion f en otra funcion cuya primitiva sea
més accesible; los siguientes resultados ofrecen algunas transformaciones interesantes.

Corolario 4.1.6. (teorema del cambio de variable)
Sea g : [a,b] — R una funcion de clase C*([a,b]) con ¢'(x) # 0. Si f es una funcion
continua en g([a,b]), entonces la funcion f o g.g" es una nueva funcion integrable y

g(b) b
x)dr = d (H)dt.
/g @ / Flo(t). (D)dt

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por x y
g'(t)dt por dx y los valores extremos t = a,t = b por los correspondientes z = g(a),z =

g(b).
Ejercicios:

1. Calcilese la siguiente integral:

1
/ 2xe™ de.
0
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2. Demuéstrese que , para a,b € RT,

ab b
/mlﬁﬁ:/)UMt
a 1

Nota

Obsérvese que después de esta propiedad, la funcion F' : Rt — R, definida por

F(z) = /1 1/t dt.

es una biyeccion estrictamente creciente verificando que:

CF(1) =0
- Fay) = F(x) + F(y).
-Fe)=1

Esto es, la funciéon F' no es otra cosa que la funciéon logaritmo neperiano cuya exis-
tencia afirmabamos al principio de curso.

La siguiente técnica es especialmente 1til cuando se trata de calcular la integral
de un producto de funciones o de una funcién facilmente derivable (basta ver ésta como
el producto de ella por la funcién constante uno).

Corolario 4.1.7. (teorema de integracion por partes)
Sean F,G : [a,b] — R dos funciones de clase C*([a,b]). Entonces

b b
/ F(2).G'(x)dz = F(b).G(b) — F(a)G(a) — / F'(z).G(x)dz.

Ejercicio: Calcilense las siguientes integrales:

2 1
/ log(x)dx y / r?sen(z)dz.
1 0

4.1.6. Integrales impropias

El concepto de integral que hemos introducido presenta, entre otras, dos
limitaciones importantes:

1. El intervalo de integracion es del tipo [a, b

2. El integrando es una funcién acotada en dicho intervalo.
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Nuestro objetivo mas inmediato es extender la nociéon de integral a intervalos
arbitrarios y a funciones continuas no necesariamente acotadas.

Sea I =|a, 3] un intervalo con a, 3 € RU{ —o0,+00}. Sea f : I — R una
funcién continua en I y sea G una primitiva de f. Se dice que f es impropiamente
integrable en |«, ([ si existen

lim,—sG(x), lim,—.G(x).

Ademas en caso afirmativo

/ﬁ f(x)dx = lim,_gG(x) — lim,_,G(x).

Dicha integral recibe el nombre de integral impropia de f en |a, g].

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

/ RN

0

Es claro que toda funciéon continua en un intervalo [a,b] es impropiamente
integrable en |a, b[ y su integral impropia coincide con su integral.

Las propiedades de las funciones impropiamente integrables son similares a las
yva estudiadas para las funciones integrables.

Proposicion 4.1.8. Sean f,g :Ja, 5[— R dos funciones impropiamente integrables.
Entonces

1. f+ g es una nueva funcion impropiamente integrable en |o, B3] y se verifica que
B B B
/ (f + 9)(x)dz = / f(x)da +/ g(z)dz.
o (e e

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion impropiamente integrable

en |o, B[ y se verifica que
/ﬁrf(x)dx = r/ﬁ f(z)dz.

3. Si para cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

/j flz)dz < /jg(:{:)d;ﬁ
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E incluso,

Proposicion 4.1.9. Sea f :|a, f[— R una funcion continua y ¢ €]a, 5[. Entonces f
es impropiamente integrable en |, B[ si, y solo si, f es impropiamente integrable en
la, ¢l yle, B]. En caso afirmativo se tiene que

/j f(x)dx = /:f(a:)da: + /cﬁ f(z)dx.

Ejercicio: Calculense, cuando existan, las siguientes integrales:

1 1 o0 +o00
/ 1/zdz, / 1/2%dx, / 1/Vadr y / 1/2%dz.
0 - 1 1

1

Como consecuencia de la definciéon, obtenemos los correspondientes teoremas del
cambio de variable y de integracion por partes.

Teorema 4.1.10. (del cambio de variable)

Sea g una funcion de clase C' en el intervalo |a, 3 con ¢'(x) # 0. Si f es una
funcion continua en g(Jo, B]), entonces f es impropiamente integrable en |, B[ si, y
sélo si, fog.g es impropiamente integrable en |a, B]. En caso afirmativo,

/ T o - / Stoeg @i

iMe—ag(z)

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/01 2x/(x* + 1) da.

Teorema 4.1.11. (de integracion por partes)

Sean F y G dos funciones de clase C* en el intervalo |a, 8] y supongamos que F.G
tiene limite en « y en 3. Entonces F.G' es impropiamente integrable si, y sélo si F'.G
es impropiamente integrable. En caso afirmativo

B B
/ F(z).G'(x)dx = lim,_F (2)G(x) — limy—o F(2)G(x) — / F'(z).G(x)dz.

a

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

/O 1 log(z)da.



20 §IV.1. Funciones integrables

A veces resulta que una determinada funcién no es impropiamente integrable
pero puede obtenerse un cierto valor relacionado con ella.

Supongamos que f : R — R es una funcién continua en R. Llamamos valor
principal de Cauchy de la integral de f en R y suele escribirse,

+o0o
V.P. f = lzmm—>+oo/ f

Asi por ejemplo V.P. fj:)o xdx = 0.

Analogamente si f :]a, f[— R, con «, § € R, es una funciéon continua en |a, g,
llamamos valor principal de Cauchy de la integral de f en |a, 3] y suele escribirse,
B B—e

V.P./ f=lim._o f

a+te

Es claro que si f es impropiamente integrable en |o, 5] (a, 8 € R|J{+o00} [J{—00}),
entonces su valor principal de Cauchy coincide con su integral impropia.

4.1.7. Relacion de ejercicios

1. Calculense las siguientes integrales:

1 1
/ arctg(x) dx, / r?e” dx,
0 0

+o00 d m/4
/ —xg / sen’z cos’z dz,
2 x(log(z)) 0
w/2 /2
/ cosx log(senz) dx, / Senf dx.
/4 0 cos’x

2. Haéllense las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

2

a) F(z) = / send(t) dt. b F(x) = /3 ' !

— dt
1+ sin®t + ¢2

I ds
c) F(x) = /3 1/(sen*(t?) + 1) dt

b
dt.
/ 1+t2 4 sen2(t)

tx

b b
dt f) F(z) = dt
/ 1+t2+4 sen(t) ) Flz) /a 1+ t2 4 sen(t)
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4.2. Calculo integral

Sumario

En esta lecciéon nos ocuparemos del problema préactico de evaluar la integral de toda
funcién racional y de algunas funciones no racionales. El contenido completo de esta leccién
se articula de la siguiente manera:

IV.2.1 Integracién de funciones racionales.
1V.2.2 Integracion de funciones no racionales.
1V.2.3 Relaciéon de ejercicios.

4.2.1. Integraciéon de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacion de la integral de una funcién
racional cuya "unica"dificultad consiste en encontrar la descomposicion en factores irre-
ducibles de un polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcion racional y sean P,Q,: R — R las corres-
pondientes funciones polindmicas tales que, f(x) = gg; con Q(x) # 0, para cada
x € [a,b]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se manipula

algebraicamente) que:

1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(x).
3) El coeficiente lider del polinomio Q(z) es uno.
En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve usando
sendos resultados algebraicos: la descomposicion en factores irreducibles de un polino-

mio con coeficientes reales y la descomposiciéon en fracciones simples de una funciéon
racional con coeficientes reales.

Proposicion 4.2.1.

1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider igual a uno
puede escribirse en la forma:

(x—a1)" (x—a)™...(x —ay)" (2* +brx+c1)™ (2% +box + ) ™. (22 + byx +y) ™,

donde p y g son nimeros enteros no negativos,ay, s, ..., ay, b1, ba, ..., by, c1,C2, ..., cq
son numeros reales, donde a; < as < ... < a, son las raices reales del polinomio Q)
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Y M1, Mg, ...ny, son, para cada k € {1,2,...,p}, el orden de multiplicidad de la raiz
ax; Y finalmente my, mq, ..., my son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica y
ny+ng + ... + 1y +2(mg +mo+ ... +my)
es el grado del polinomio.

2)  Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio se descompone en la forma dada en (1.) y P(z) es un polinomio
primo con Q(x) de grado menor que el de Q(z), la funcion racional f(x) = %

puede escribirse de forma unica como sigue:

Al A12 Alm
flz) = paa sl ey - e TS
A2 422 A2n>
T — ap * (x — ap)? T (x — ag)™ et
APt AP2 APm
r—a, woaP T @y T
By + M B2y 4 012 Blmig 4 Ol
2+br+ce (224 +o)? ot (:E2+b1x+cl)ml+
B2y 4+ C?% B?x 4 C?2 B*m2g 4 C?m2
22 4 by + ¢y + (22 4 by + ¢9)? et (22 + by + c)™2 Tt
Bz 4 ! B2 1 2 Bomag 4 Cma

+ + .+ :
22+ byx + ¢y [(x% + by + ¢y)? [(22 4 byx + ¢4)™a

donde, para cada 1 < i < qy 1l < j < my, BY y CY son mimeros reales. Se
tiene ademds que A¥* = 0 para k € {1,2,...,p} y (BY™)? + (C?™Mi)2 > 0 para
je{1,2,....q}.

La principal dificultad a la hora de aplicar la proposiciéon anterior consiste, como
ya se ha dicho, en encontrar la descomposicion en factores del polinomio Q(x). Salvado
este problema, la descomposiciéon en fracciones simples dada por la segunda parte de la
proposicion puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si puede ser laboriosa.

La descomposiciéon en fracciones simples dada anteriormente, junto con la
linealidad de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada uno
de los tipos de fracciones simples que aparecen en la descomposicion, a saber
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Tipo 1
A

9
r —C

fz) =

para todo = € [a,b], y donde A,¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:
b—c

a—=c

/ f(z)dz = Aldoy(| ).

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:
4 2
9 _
[t
5 23— 322+ 22

Tipo 2
A
(z — o)’

fx) =

para todo = € [a,b], y donde A,¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:

b 4 . )
/a f(x)de = n—l[(a—c)"*l - (b—c)nfl]'

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:
1/2 9
0o x*—2x+1

Tipo 3
Bx+C
@)= 2 4cr+d

para todo x € [a,b], donde B,C,c,d € R. En este caso se procede de la siguiente

forma:
b B [ 2z+¢ b dx
dr = — —d C — Be/2 .
/Gf(:r;)x 2/ax2+cx—|—d T+ C/)/a 22+ cr+d

La primera integral del segundo miembro nos queda no es otra cosa que

b>+cb+d

a2+ca+d|)'

log(]
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Tipo 4
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Para la segunda integral se escribe 22 + cx +d = (x — r)? + s* y se toma toma
u = r—r

b—r a—r

1[5 du _1[ . ) ol
a—r 1+u2—8arc g S are g S

)]

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

4
20 — 1
/ I x dzx.
3 T +$3—$—1

Esto es,
r(z)
Jx) = (22 + cx +d)™’
para todo x € [a,b], donde ,¢,d € R, n € Nconn > 1y r(z) es un polinomio de
grado menor o igual que 2n — 1.

En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir

F(z)

ex+ f &
(22 + cx +d)»1"’

224+ cx+d

flx) = + |
donde F'(z) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (22 + cz + d)", y a partir de
aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues
b
F( F
0 T2 Yert+d (2 +cb+d)1  (a®+ca+d)"!
En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir
o er+ / F(r) /
Jw) = 22 +cx+d * [($2 +cx + d)”—l] ’

donde F'(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (z* + cx + d)", y a partir de
aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

b b oex f F(b) F(a)
de = | =21 4 _
/a f(z)dz /a Prctd T Brdtdrl (@ +catdnl

La integral que queda es una de tipo 3).
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Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/4 2_x2
#dm.
g rt 44?2 +4

4.2.2. Integraciéon de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando
diversos cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcion a integrar sea racional.
No hay un método general para ello , sino un recetario mas o menos amplio, de hecho,
la simple inspeccion del integrando sugiere el cambio de variable adecuado.

Empezaremos fijando una notacién que nos permitiré exponer de manera rapida
y sin ambigiiedad los distintos métodos de integraciéon que vamos a tratar. En lo que
sigue I serd un intervalo del tipo [a,b] y f: I — R sera una funcién continua. Para
calcular la integral de f usaremos sistematicamente el cambio de variable x = ¢(t),
donde ¢ es una funcién biyectiva de un cierto intervalo J sobre I y de clase C* en J. Si
notamos por ¢(t) = f o ¢(t).¢'(t), para todo t € J, transformaremos la integral de la
funcioén inicial en la integral de la funciéon g en el intervalo J. Si g es racional, aplicaremos
los conocimientos dados en la primera parte de la leccion. En las demas ocasiones sera
preciso un nuevo cambio de variable. Encontraremos asi un nuevo intervalo K y una
nueva funcion ¢ tal que ¢ = p(u), donde ¢ es una funcion biyectiva de K sobre J y de
clase C! en K. Si notamos por h(u) = go(u).¢'(u), para todo u € k, transformaremos
la integral de la funcion g en la integral de la funcién h en el intervalo K, y vuelta a
empezar.

1. Funciones trigonométricas

Sea una funcién f que es cociente de sumas y productos de las funciones seno
y coseno. Dado que f es una funcién periddica de periodo 27 podremos limitarnos
a considerar I C [—m, 7). Hacemos en este caso el cambio de variable

x = ¢(t) = 2arcty(t).
La funcién g que aparece es una funcion racional. De hecho,

1 2t
7 7 sen(z) = T

COST =

dx
sen(x)

Ejercicio: Calcular f:/f
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A parte del cambio tipico antes mencionado, podemos incluir otros cambios
para algunos casos particulares del siguiente tipo de integral:

b n
/de abel

cos™(x)

a) Sin es impar, se hace el cambio = = arccos(t), siempre que [a,b] C [0, 7].

b) Si m es impar, se hace el cambio x = arcsen(t), siempre que [a,b] C
[_77-/27 7T/2]
c) Siny m son pares se usan las formulas
1 2 1- 2
cos?(x) = +(f+<$> sen?(z) = w

2. Funciones trascendentes

Sea f una funcién que es cociente de sumas y productos de la funcion e*
con ella misma. Hacemos en este caso el cambio de variable z = ¢(t) = log(t). La
funcién g que aparece es de nuevo una funcién racional.

dx

L . 2
Ejercicio: Calctlese [ 5

3. Irracionales cuadraticas

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:
1) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y vz? — 1

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien x = ¢(t) = ﬁ y por
tanto la funcion g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = @(t) = ch(t) y la funcion g que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:
[ =
—dx.
3 :L‘2 -1

2) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y v/1 — 2

En este caso hacemos el cambio de variable x = ¢(t) = sen(t) y por tanto
la funcién g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

1/2 1
/ S
0 \/1 —132
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3) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y v/1 + 2

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien © = ¢(t) = tg(t) y por
tanto la funcién g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = ¢(t) = sh(t) y la funciéon g que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

o
/ L
3 V1+a?
Nota
Las funciones f(z) que son cociente de sumas y productos de z y de
vax? + bx + ¢ se pueden reducir a uno de los tres casos anteriores ya que
az® +bx + ¢ = a(z + b/2a)* — b* /4a + ¢,

y por tanto si hacemos un primer cambio v = x + b/2a y posteriormente

a) sia >0y b?— 4ac > 0, hacemos un nuevo cambio, t = wﬁ;iw resultanto

una integral del tipo v/t2 — 1
Vau

o resultando
Cc— a

b) Sia >0y b*— 4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, t =

una integral del tipo vt + 1.
¢) Sia<0yb?—4dac < 0, hacemos un nuevo cambio, t = L‘;u resultando

c—b?/4a
una integral del tipo /1 — t2

4. Irracionales en x:

Consideraremos funciones que son cociente de sumas y productos de potencias
racionales de x, esto es, f tales que
L P2 Pn
flx)=F(zxa, ze, .. cmn).
Hacemos el cambio de variable x = t™, donde m = m.c.m.{q1, qa, ..., g }. Asi

pues, la funcién a integrar que resulta después del cambio es una funcién de tipo
racional, que ya sabemos resolver.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/2 ;
——dx.
L VTV
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4.2.3. Relacion de ejercicios

1. Calcilense las siguientes integrales:

3 1422 —x2 m/3 dx 37/2  dg
a> 2 x4f4m3+7x276x+2dx' b) fﬂ‘/4 senz—tgx* C) fO 2+-cosz”

" 3 x 2 x
d) 0 codsh:c' e) f2 \/ij f) f1/2 m2\/dT7

2 dr 1/2 dx : +oo dx
g J; (4522372 h) o7 DS (@2 —20+2)%

. 400 :c —+00 z 1
J) 2 (:c—l)dwﬂ_‘ 2z k)f2 x2\/d4+:c2‘ l)fo x\/de.
2. Pruébense las siguientes igualdades:
/3 dv ~ w ™2 cosx dx _y /+°° dx
0o VI—a22 2 o V1-—senx ’ R

+oo —vz 1
e dr 2, / log(x) de = —1
0 vV 0

bo|
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4.3. Aplicaciones del calculo integral

Sumario

En esta leccién presentaremos varias aplicaciones del calculo integral. La idea que
subyace en todas las aplicaciones que vamos a ver en esta leccion es que la integral puede verse
como un procedimiento de "paso al limite"de la suma. Asi mismo, conviene sefialar que en esta
leccién nos basta con la idea intuitiva del concepto de &rea y que mas adelante definiremos
con todo rigor. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.3.1 La integral como "paso al limite".
IV.3.2 Calculo del area de un recinto plano.
IV.3.3 Calculo de longitud de una curva.

IV.3.4 Calculo del volumen y del area de un sélido de revolucion.

IV.3.5 Relacion de ejercicios.

4.3.1. La integral como ” paso al limite ”

La idea central en todo lo que sigue es que si f es una funcién integrable en
un intervalo dado, la integral de dicha funciéon puede obtenerse como el limite de una
cierta sucesion de sumas. Escribamos esta idea de forma mas concreta:

Sea [a,b] un intervalo, P = {xg, 1, ..., 2, } una particion del intervalo [a,b] y
supogamos que, para cada k = 1,2, ...,n, t € I = [vx_1, Tk .
Llamaremos Suma integral de f asociada a la particion P, a(f, P),

a(f, P) =Y fte) (@, — wx).

Se llama diametro de la particion, AP, a la mayor de las longitudes de los subin-
tervalos I = [z)_1, Tx] que genera la particion, esto es,
AP = max{|zy — xp_1|: k=1,2,...,n}.

La idea consiste en usar la siguiente propiedad:

Si f : [a,b] — R es una funcién integrable y si la sucesion de particiones del
intervalo [a, b], { P, }, es tal que la sucesion de sus correspondientes diametros, {A(P,)},
converje a cero, entonces la sucesion {a(f, P,)} converge a la integral de f.

Este hecho es consecuencia del siguiente importante resultado
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Teorema 4.3.1. (Teorema de Darboux)
Si f :]a,b] — R es una funcion integrable y si { P,} es una sucesion de particiones
cuya sucesion de didmetros asociada, {AP,}, tiende a cero, entonces las sucesiones

{S(f,P.} e {I(f,P,)} convergen a fabf(x)dx

Esta técnica puede aplicarse a todos los campos de la ciencia, veamos algunos
ejemplos:

Ejemplos
1. Calculo de limites

A modo de ejemplo podemos probar que

1424 ..
lim {— =Ty
n

Como estrategia general, tomaremos como {P,} la sucesion de particiones
del intervalo [a,b] tal que, para cada n, todos los subintervalos que generan I},
son de longitud (b — a)/n, entonces

n b
tim {3 F) b~ a)/n = [ (@)

siempre que, para cada n € N, y' € I}, asi en nuestro caso concreto

lima {3 /n?y = lim, {3 (/)1 /n} = /0 vdz,

donde la funcién f considerada es la restriccion de la funcion identidad al intervalo
[0, 1].

2. Ejemplo de un problema de tipo econémico.

Supongamos que un negocio obtiene en sus primeros dias los siguientes bene-

ficios
dias 1 2 3 4

Furos 8 17 32 53

El propietario tiene razones suficientes para creer que el negocio continuaré
creciendo siguiendo la pauta de los primeros dias, a saber el beneficio de cada dia
t, seguira la ley B(t) = 3t2+5. Para hacer el calculo del beneficio anual, siguiendo
indicaciones de un economista, considera ademas que la ley del beneficio es la
funcién continua descrita anteriormente. ;Cual sera este beneficio anual?
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La estrategia a seguir seré considerar una sucesion de particiones del intervalo
[0,365] cuya sucesion de diametros tiende a cero. De hecho podemos considerar
que, para cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,).
A continuacion se construyen las sumas integrales asociadas a la funcién B(t)
considerando como valor de cada subintervalo su extremo derecho. El paso al
limite nos dara como beneficio anual

365
B = / 3t? + 5dt.
0

3. Ejemplo de un problema de tipo fisico

Supoéngase que queremos calcular la fuerza de atraccion de un varilla metélica
de masa M y de longitud [ y una masa puntual m situada en la direcciéon de la
varilla y cuya distancia al extremo mas lejano es L.

La estrategia a seguir sera considerar una sucesion de particiones del intervalo
[0,1] cuya sucesion de didmetros tiende a cero. De hecho podemos considerar
que, para cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,).
A continuaciéon se construyen las sumas integrales asociadas a la funcion f(t) =

G% considerando como valor de cada subintervalo su extremo derecho. El

paso al limite nos dara como fuerza de atraccion F'.

P /0 fdt.

4.3.2. Calculo del area de un recinto plano

La segunda de las aplicacion ya fue presentada al inicio de la leccion 1.9.
Sea f : [a,b] — Ry una funcién continua y sea
R(f)={(z,y) eR* a<x <Db, 0<y < fla)}.

Siguiendo el método de exhauciéon y el apartado anterior, se tiene que el "area'"del
conjunto R(f), A(R(f)), viene dada por la siguiente formula.

A(R(f)) = / f(x)d.

De manera méas general, dadas f,g : [a,b] — R dos funciones integrables,
verificando que, para cada x € [a,b], f(z) > g(z) podemos considerar el recinto

R(f,9) ={(z,y) eR* a <z <b, flz)<y<g(x)}
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Es ahora facil probar que el area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

b
A(R(f.9)) = | / f(2) - gla)dal.

Considérense por ejemplo las funciones f, g : [0,2] — R, definidas por f(z) = 2%y
g(x) = /z, y el recinto R(f,g), comprendido entre las correspondientes gréaficas

Es claro que area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

A(R(f,g)):\/o xQ—\/de|+|/1 2? — zdr| = 3 —4/3V/2.

Ejercicio: Calcular el area de un circulo de radio r.

4.3.3. Calculo de la longitud de una curva

Una curva en el plano no es méas que una funciéon continua definida en un
intervalo cerrado y acotado y con valores en R2.

Sea 7 : [a,b] — R? una curva en el plano. Tal como hicimos en la leccion 1.3
con la semicircunferencia unidad, podemos definir, supuesto que exista dicho supremo,
la longitud de la curva v por

[(v) = Sup{l(P,~); P particion de [a,b]},
donde para cada particion P = {t¢, 1, ...,t,}, se sabe que,

(P, ) = dist(y(to), y(t1)) + ... + dist(y(tn-1),7(tn))-

Es facil probar que si {P,} es una sucesion de particiones del intervalo [a, b],
cuyos didmetros 7 tienden ” a cero, entonces la sucesion {I(P,,7)} tiende a (7).
Pues bien, si existen dos funciones de clase C! en el intervalo [a, b] tales que

(t) = (f(£),9(t)), entonces

I(y) = / VIF@E+ [ )
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En orden a justificar la féormula anterior conviene subrayar que para cada particion

P={to,t1,....to} y k€ {1,2,...,n},
dist(y(te—1),7(tk)) = dist[(f(tk-1), g(te-1)), (f (tk)), 9(tr))] =

=V (f(te—r — f(t0))? + (9(tr—r — g(tr)?,

pero, por el teorema del valor medio, sabemos que existen sendos z; e y; tales que

fth-1) = f(te) = f/(2) (te — thr),

y
9(te—1) — g(tr) = g'(y) (tx — te—1),
luego
dist(y(ti-1),7(te)) = (te — ti)V/ (F (1)) + (9 (r))?,
y por tanto

n

(Py) =) (te = te0)V/ (/)2 + (9 ()2,

k=1

por lo que finalmente basta aplicar que la integral no es mas que un paso al limite.

En particular si f € C!([a, b]), la longitud de su grafica,
UGraf(f / V14 (f(x))%dx.

Ejercicio: Calcular la longitud de una circunferencia de radio r.

4.3.4. Calculo del volumen y del area de un sé6lido de revo-

luciéon

Solidos de revolucion

Sea f : [a,b] — R una funcion continua cuya grafica se encuentra en el semiplano
superior. Supongamos que el recinto R(f), definido como en el segundo apartado, gira
alrededor del eje x. El conjunto asi generado es llamado el sélido de revolucién
generado por f al girar sobre el eje z, el cual es el subconjunto de R?, definido por

So(f) ={(z,y,2) €ER? a<x<b y*+2°< f2(a)}.

Considérese por ejemplo la funcion identidad restringida al intervalo [1,3]. En
siguiente figura vemos el correspondiente R(f)

y por tanto el correspondiente sélido de revolucion es el siguiente tronco de cono

la
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Area lateral

Se puede probar que el "area lateral"de S, (f), A(Sz(f)) se obtiene mediante la
formula: )
AS(h) =27 [ o)/ T+ [Fla)Pd

Para justificar la formula anterior basta considerar, para cada particion del
intervalo [a,b] y cada subintervalo que ésta genera, el tronco de cono correspondiente.
Asi, por ejemplo, si consideramos la semiesfera de radio uno,

y los dos troncos de cono asociados a la particion P = {0,1/2,1}
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Obsérvese que la suma de las areas laterales de estos dos troncos de cono es
menor que el area lateral de la semiesfera y que, a medida que tomemos particiones con
més puntos, la suma de las areas laterales de los correspondientes troncos de cono sigue
siendo menor que el area lateral de la semiesfera pero cada vez més ajustada a ésta.

En tal caso, el area lateral se obtiene como paso al limite de la suma de las areas
laterales de los correspondientes troncos de cono, sin més que usar el hecho de que el
area lateral de un tronco de cono es m(R + r)s, donde R es el radio mayor, r el radio
menor y s es la "generatriz truncada".

Ejercicio: Calciilese el drea de una esfera.
Volumen

Podemos ahora considerar el volumen del sélido generado por giro alrededor
del eje x. Es facil ver que el "volumen"de S(f), V(S.(f)) se puede obtener mediante la
féormula

V(S.(f)) = / 712 (x)dz.

a

Esta formula se obtiene considerando el volumen del sélido de revoluciéon como
el "paso al limite "de la suma de los correspondientes volimenes de los de los cilindros,
que para cada particion, tienen la longitud cada subintervalo como altura y el valor de
f en un punto de dicho subintervalo como radio.

Si f es una funcién continua y monétona y con 0 ¢ [a,b], y hacemos girar el
recinto R(f) alrededor del eje y, obtenemos un nuevo sélido de revolucion

Sy(f) =A{(z,y,2) €R? f(b) <2< f(a), 2° +y* < fA(2)}
En este caso, su volumen, V' (S,(f)), puede ser calculado como sigue:

V(S,(f)) = / 2um f(x)d.
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usando como estrategia el calculo del limite de las sumas de los volumenes de los anillos
cilindricos que se generan al tomar particiones en el intervalo [a, b].

Ejercicio: Calcular el volumen de un elipsoide.

4.3.5. Relacién de ejercicios

1.-

Calcular las siguientes areas:

a) Area limitada por las curvas y = 2% y 3> = 8z
b) Area limitada por y = ze
donde a es la abscisa del punto donde la funcién f(z) = xe
mMAaximo.

, el eje x, la recta x = 0 y la la recta x = a,
—2% alcanza el

c) Area de la figura limitada por la curva y = z(x — 1)(x — 2) y el eje z.
d) Area comprendida entre la curva y = tg(z), el eje OX y la recta x = 7/3.
e) Area del recinto limitado por las rectas © =0, z =1, y = 0 y la gréfica de

la funciéon f: R — R definida por f(x) = (1+ 22)?
T

f) Area de la superficie obtenida por la revolucion de la parabola y* = 4z y la
recta x = 5 alrededor del eje z.

g) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de f(x) = coshx y g(z) =
shx, en el primer cuadrante.
ot 4 48
24x

Hallar la longitud de la curva y = en [2,4]

Hallar la longitud de la curva y = log(1 — %) en [1/3,2/3].

Hallar la longitud de la catenaria. Ecuacion :

fil—a,al = R : f(z)= %a(e“"/a + e‘x/“)

Al girar alrededor del eje x, el segmento de curva y = \/x comprendido entre las
abscisas 0 y a, engendra un tronco de paraboloide de revoluciéon cuya superficie

equivale a la de una esfera de radio 1/13/12. Hallese el valor de a.

Calctlese el volumen del s6lido de revolucion generado por la curva y = sen?(z), = €
[0, 7], cuando ésta gira en torno al eje x.

Hallar el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de f(x) =
18z

249
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8.- Calcular el volumen del solido generado al girar la regién limitada por z = 3? e
y=a’
a) alrededor del eje x.
b) alrededor del eje y.

9.- Idéntico ejercicio que el anterior para la region limitada por las rectas y = 1,
r=1ylacurvay = 2>+ 2z + 1.

10.- Calcilese el trabajo necesario para levantar un objeto de masa m desde una altura
h, hasta una altura hy, supuesto que la fuerza debida a la atracciéon que ejerce la
Tierra, cuya masa es M y cuyo radio es R, no es constante.

11.- Calcilese la fuerza de atraccién que ejerce una varilla de longitud 6 unidades y
de masa 18 unidades sobre un punto de masa m situado a 3 unidades de longitud

a) en la prolongacion de la varilla.

b) en la perpendicular al punto medio de la varilla.






4.4. INTEGRAL DE LEBESGUE 39

4.4. Integral de Lebesgue

Sumario

El objetivo de esta leccion es presentar, a vista de pajaro, la integral de Lebesgue. El
contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.4.1 jPor qué una nueva integral?

IV.4.2 Conjuntos medibles.

1V.4.3 Funciones medibles.Integral de Lebesgue.
IV.4.4 Funciones Lebesgue-integrables.

1V.4.5 Propiedades.

IV.4.6 Funciones definidas por integrales.

4.4.1. ;Por qué una nueva integral?

Hacia finales del siglo XIX result6 claro para muchos matemaéaticos que la
integral de Riemann tiene importantes limitaciones, es sabido por ejemplo su mal com-
portamiento con ciertos procesos de convergencia. Esta y otras limitaciones que ahora
veremos, obligaron a realizar nuevos intentos de construccion de otras integrales. Entre
estos intentos destacan los debidos a Jordan, Borel, Young y finalmente el de Lebesgue,
que resulto ser el mas exitoso.

En lo que respecta nosotros, nos interesa destacar las siguientes limitaciones:

1. El conjunto de funciones integrables es relativamente pequeno: Hay funciones sen-
cillas que no son integrables. Recuérdese por ejemplo que la funcién de Dirichlet,
esto es, la funcion, f: [0,1] — R definida por

fx) =

0 st x es racional
1 stz es irracional

no es integrable.

2. Su extension a varias variables tiene algunas dificultades.

Ambos problemas estdn intimamente relacionados con el hecho de ampliar el
concepto de medida a otros conjuntos de niimeros reales no necesariamente intervalos
y por extension a otros subconjuntos de R". Las cuestiones pues a resolver son varias:
Lqué conjuntos se pueden medir?, ;como medirlos? , ;qué funciones se pueden integrar?
y ;como hallar su integral?
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4.4.2. Conjuntos medibles

1.- Conjuntos que se pueden medir.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la
familia de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de R™ diremos que es un intervalo (respectivamante
intervalo acotado), si existen 1, Is, ..., I,, intervalos (respectivamante intervalos
acotados) de ntimeros reales tales que

I:]1X]2X...Xln.
Veamos como anadir a partir de aqui nuevos conjuntos.

Se dice que una familia A de subconjuntos de R" es una o-algebra si
i) R* € A,
ii) Si {A,} es una sucesion en A, entonces UpenA, € A, y
ili) Si A € A entonces R"\ A € A.

Por otra parte, si S es una familia de subconjuntos de R", entonces
existe una menor o-algebra en R™ conteniendo a S , que denominaremos la o-
algebra engendrada por S.

En una primera etapa vamos a considerar la o-algebra engendrada por la
familia de los conjuntos de los intervalos acotados, familia que llamaremos o-algebra
de Borel, B, mientras que a sus elementos los llamaremos borelianos. Para hacernos
idea de lo grande que es esta familia tengamos en cuenta que los todos los conjuntos
abiertos son borelianos.

Nota
Obsérvese que los conjuntos que resultan de la intersecciéon numerable de abiertos
(conjuntos tipo Gy), no necesariamente abiertos, y los conjuntos que resultan de la uniéon
numerable de cerrados, conjuntos tipo Fjs, no necesariamente cerrados, son también conjuntos

borelianos.

., Como medir?

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una
medida.

Es claro que si I es un intervalo acotado, entonces su medida debe coincidir con
su volumen, esto es, medida(I) = V(I), y claro esta

V(I) =U(1)I(1s)...1(1,),
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donde [(I}) = by, — ay, siempre que Ij, = [ay, by].

A partir de aqui, podemos definir, para cada A € B, la medida A\, mediante
AA) = Inf{z v(1,); A € Upenly, I, intervalo acotado, Vn € N}.
n=1

A dicha medida A se le llama medida de Borel-Lebesgue.

Sabemos que existen conjuntos A borelianos de medida cero, A(A) = 0, que
contienen subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente anadir a la o-algebra de
Borel estos subconjuntos.

Consideremos pues M la minima o-algebra que contiene simultaneamente a la o-
algebra de Borel y a todos los subconjuntos de los elementos de ésta que son de medida
nula. Sus elementos se denominan conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente
medibles.

Los conjuntos medibles se pueden representar por F = AU N, donde A es un
boreliano y N es un subconjunto de un boreliano de medida nula.

Podemos ahora definir una nueva medida, que notaremos igualmente por \ y
que llamaremos medida de Lebesgue y que viene dada por

AE) = A(A),
siempre que £ = AU N, y donde A(N) = 0.

Dicha medida posee la propiedad de la aditividad numerable, i.e., para cualquier
familia de conjuntos {A, : n € N} de la o-algebra M, disjuntos dos a dos, se verifica

A A0 =D A,

neN

Como consecuencia de la definicién se pueden obtener las siguientes propiedades:
1. Si A,Be My AC B entonces A\(A) < \(B).

2. AU, A,) < 0% A (A,) VA, € A.

3. X extiende el volumen de un intervalo, esto es, si I = [[,_, Ix es un intervalo
acotado en R", entonces A\(I) = v(I) = [[,_, {({x)).

Se dice que una propiedad P relativa a un punto z € R" se verifica casi por
doquier (c.p.d.), si el conjunto de puntos C' donde dicha propiedad no se verifica es
un conjunto de medida cero, esto es, A(C') = 0.
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4.4.3. Funciones medibles. Integral de Lebesgue

1. Tipos de funciones que se pueden integrar

Una funcién f : R" — R se llama medible si f~!(I) € M para todo
intervalo abierto I.

Como ejemplos de funciones medibles, se pueden mencionar:

- las funciones continuas c.p.d.,
- funciones iguales c¢.p.d. a una funcién continua,

- las funciones caracteristicas de los conjunto medibles.

Recuérdese que si A es un subconjunto de R”, se llama funcién caracteristica de A,
XA, a la funcién x4 : R™ — R, definida por

(z) = 1 sizeA
XA =10 siz g A

2) Coémo hallar su integral

Comencemos ahora con las funciones mas sencillas y veamos cémo asignarle
una integral

Una funcién medible s : R" — R se dice simple si s6lo toma un ntmero
finito de valores.

Toda funcién simple s puede representarse por

n
S = E aiXAm
i=1

donde s(R™) = {ay,...,a,}, A; == {z € R" : s(x) = a;} y xa, es la funcion
caracteristica de A;.

Sia; > 0 Vi, se define la integral de s por :

/ sdXN =" aA(A)).
R™ i=1

El teorema de aproximacion de Lebesgue nos asegura que toda funciéon f
medible positiva (f > 0) es limite de una sucesion creciente 0 < s1 < 55 < ... < f
de funciones simples que converge puntualmente a f (lims,(z) = f(z) Yo € R").
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A partir de aqui definimos la integral de la funciéon f por
/ fdX:=1lim Sg dA

Se puede comprobar que dicha definicién no depende de la sucesion {sy} elegida.

4.4.4. Funciones integrables

Dada una funciéon medible f : R® — R, se dice que f es integrable si

] d\ < oc.

R"

En tal caso se define la integral de f por

d\ = tdX\ - T dA
[rav=[ 1 Fax

R n

donde f* = Max{f,0} v f~ = Max{—f,0} (ndtese que ambas funciones son
medibles positivas).

Notaremos por L al espacio formado por las funciones medibles que son
integrables en R", esto es

L={f:R"— R medible; | |f| d\ < o0}.
R"

Podemos ahora considerar la integrabilidad en conjuntos medibles.
Dado F € M y una funciéon medible f : D — R, (E C D C R"), podemos

considerar la funcién fyg como la extension de f a todo R"™, que se anula fuera
de E.

Se dice que f es integrable en FE| si fxp € L, y en tal caso se define la
integral de f en E por

/ fd\:= fxe dX.
E R™
Dicha integral recibe el nombre integral de Lebesgue de f en E.

Dado F € M, notaremos por L(E) al espacio formado por las funciones
medibles que son integrables en F.
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4.4.5. Propiedades

Comentemos algunas de sus propiedades més interesantes:

1) L(FE) es un espacio vectorial y

/(rf+g)d)\:r/fd/\+/gd/\, (reR, f,ge€ L(E)).
E E E

![Ef aN s/Em i (f € L(E))

3) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces f es integrable en E si, y
solo si, lo es g, y en tal caso

/Efd)\:/Egd)\.

4) Sean E, Ay B tres conjuntos medibles tales que £ = AUB y A\(ANB) = 0.
Entonces f es integrable en F si, y solo si, f es integrable en Ay B. Ademés,

en caso afirmativo
/fd)\:/fd)\—i—/fd)\.
E A B

5) A(E) = [, 1 dA.

Teorema 4.4.1. ( del cambio de variable)

Sean U y V dos conjuntos abiertos de R", y ¢ : U — V una funcion
biyectiva de clase C1(U) cuyo jacobiano es no nulo en todo punto de U. Sea
E un subconjunto medible contenido en U y sea [ : ¢(E) — R una funcion
integrable. Entonces

/M) fdx = fo o B[ Jy|dA.

Veamos finalmente la relacion de ésta nueva integral con la integral de Riemann.

- Las funciones integrables de siempre son también integrables en el
sentido de Lebesgue

Sean =1ysea E = [a,f], con (a, 3 € R). Si f es integrable en el
sentido de Riemann en E entonces f € L(FE) y en tal caso

/Efd)\:/jf(x)dx.
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- Anadimos nuevas funciones

La

funcion de Dirichlet es integrable en el sentido de Lebesgue; de hecho,

dado que Q es de medida nula, se tiene que

/ Fdx=1.
0.1

- También las funciones absolutamente integrables quedan bajo con-
trol

En el caso en que admitamos que « puede ser —oo y § a su vez +00, y que

f sea una funcién continua en I =|a, 3], |f| es "impropiamente"integrable
en el sentido de Riemann en [ si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

[istan= [ s e

- Seguimos teniendo las propiedades mas interesantes de la integral

de
a)

Riemann

Teorema 4.4.2. (Regla de Barrow) Si f € L(I) y admite primitiva
G, entonces existen los limites de G en « y en 3, y ademds se tiene

fdx= h’r%G(a:) — lim G(z).

I

En consecuencia,

Teorema 4.4.3. (de integracion por partes) Sean f,g : [ — R
dos funciones derivables tales que f'g y fg' € L(I). Entonces ezisten los
limites de fg en o y en 3, y ademds se tiene

[ 19 i3 = tim f(@)gle) ~ lim fa)gl) ~ [ £ an

T—Q

Teorema 4.4.4. (del cambio de variable) Si ¢ : I — R es una
funcion derivable, con ¢'(t) #0 y f : (I) — R es una funcion medible,
entonces f € L(p(I)) si, y sdlo si, fop.p € L(I) y

/ fd)\:/focp.gpld)\.
w(l) I



46 §1V.4 Integral de Lebesgue

4.4.6. Funciones definidas por integrales

En esta parte final de la lecciéon vamos a hablar de funciones definidas
por una integral, llamadas también integrales dependientes de un pa-
rametro, esto es, funciones F' : I — R, donde [ es un intervalo de niimeros
reales, y definidas a partir de otra funcion

fiIxE—R,

tal que, para cada t € I, w —— f(t,w) es integrable en F, donde E es
un subconjunto medible de R™. Concretamente la funcién F', viene definida
mediante la formula

F(t):/E f(t,w)dn Vte .

Pues bien se tiene que si

1) a) para cada w € E, la aplicacion t — f(t,w) es continua en I y
b) Existe g integrable en E tal que

|f(t,w)| < gw), Vtel, Ywe E
Entonces F' es continua en .

2) a) para cada w € F, la aplicacion t — f(t,w) es derivable en I y
b) Existe g integrable en E tal que

0
2 (t,w)| < glw), eI Ve B
Entonces F' es derivable en I con
F'(t) = g(t,w)d/\ vt e 1.
g Ot

Ejemplo Pruébese que la funciéon F': R — R definida por

F(t) :/ cos(tx)e ™ Pdx

—0o0

es derivable con F'(t) = —tF(t) Vt € R. Deducir de ello que
F(t)=Ce /% Vit eR,

siendo C' = ffooo e 2y
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4.5. Técnicas de integracion en varias variables

Sumario

En esta leccién vamos a introducir la integracién en varias variables. Entre otros problemas
nos encontramos con el hecho de que no se dispone de ningiin procedimiento elemental com-
parable a la Regla de Barrow. Esta contrariedad se resolverd con una técnica fundamental:
Teorema de Fubini, que relaciona la integral en R™ con integraciones sucesivas en espacios
de menor dimensién. Siguiendo este proceso acabaremos finalmente integrando en una de las
variables. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.5.1 Teorema de Fubini.
IV.5.2 Cambio de coordenadas.

IV.5.3 Relacién de ejercicios.

4.5.1. Teorema de Fubini

Como era de esperar, la definicién de integral no es ttil para el célculo de dicha
integral. Recuérdese que este problema, en el caso de intervalos de ntimeros reales, se
resolvio en R usando la regla de Barrow, pero esta herramienta no esta disponible ni en
R? ni en R3. Nuestro siguiente resultado trata de resolver esta dificultad, relacionando
la integral miltiple con sucesivas integrales en R. Para ello, consideremos las siguientes
observaciones:

Sea E C RPTY notaremos, para cada x € RP, por
E(z)={yeR?: (z,y) € E}.
Anélogamente, notaremos, para cada y € RY, por

E(y) ={z € RP: (z,y) € E}.

Es facil probar que si E es un subconjunto medible de R?*? entonces E(x) y E(y)
son subconjuntos medibles respectivamente de R?P y RY.

Teorema 4.5.1. (Teorema de Fubini.Casop=1,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

[ it = [ ﬂ [, st oiias = [ B [, st
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siendo oy = Inf Ey, 1 = Sup Ei, as = Inf Es, [Py = Sup Es, donde

Ei={zeR; E(z) #0}

Ey={y eR; E(y) # 0}

En particular, cuando E =1 x J, siendo I, J intervalos de R, entonces

/f$y //fxydydx—//fxyda:

Ejemplo: Calcular el area de la elipse de semiejes a y b.

Teorema 4.5.2. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)
Sea E C R? medible y sea f : E — R una funcion integrable, entonces

/f:cy, (2,9, 2 /ﬁg/ f(z,y)d(z,y)]d=

siendo a3 = Inf Es, (3 = Sup E3, donde

Es ={z € R; E[z] # 0}

Y a su vez
Elz] = {(z,y) €R% (z,y,2) € E}.

Anélogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin méas que considerar los
conjuntos Ex] y Ely].

Ejercicio: Calculese el volumen del elipsoide de semiejes a,b y c.

4.5.2. Cambio de coordenadas

Es posible que convenga cambiar la funcién inicial por otra funcién. Este cambio
sera arbitrado por el teorema del cambio de variable, que suele usarse en alguna de las
siguientes formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = Rt x| — 7, 7], V = R*\{(z,0); x <0}, y la aplicacion ¢ : U — V
definida por
¢(p,0) = (pcost), psend).
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En este caso

detJs(p,0) = p >0, ¥(p,0) € U,
y por tanto
/ f(z,y)d(z,y) = / f(pcost, psend)pd(p, 0).
E 6-1(B)

Ejercicio: Sea E = {(z,y) € R?* 2%+ y? <r?}. Calcilese [, 1d(x,y).

Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = R x| — m,w[xR , V = R3\{(z,0,2); = < 0}, y la aplicacién
¢ : U — V definida por

¢(p, 0, 2) = (pcosd, psend, z).

En este caso
detJy(p,0,2z) = p >0, V(p,0,2) € U,

y por tanto
[ 2ien = [ flocost psend, )pd(p.6.2)
E ¢~ H(E)

Ejercicio: Sea E = {(x,y,z) € R* 2?2 +y* <r? 0< 2z <h}, conr,h > 0. Calctlese
Jpld(z,y, 2).

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = RYx] — 7, 7[x] — 7/2,7/2] , V = R3\{(x,0,2); x < 0}, y la
aplicacion ¢ : U — V definida por

o(p, 0, p) = (pcosbcosp, psenbcosyp, pseny).

En este caso
detJs(p, 0, ) = p*cosp >0, V(p,0,0) €U,

y por tanto

/ f(z,y,2)d(z,y, z) = / f(pcostcosp, psenfeose, sen)p®cosed(p, 6, ¢).
E =1(E)

Ejercicio: Sea E = {(r,y,2) € R3 2% + 4> + 22 < r?}, con r > 0. Calciilese
[ ld(z,y,2).
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4.5.3. Relacion de ejercicios

1) Calcilense las siguientes integrales:

a) /senzx sen’y d(z,y), I =[0,7] x [0, 7].
I

tg/lfyaawzzmyxm@.

/ylogacdx y), I =11,e] x[1,¢].
I

/x3y3d ), I =10,1] x [0, 1].

I

/11+x+y d(z,y), 1 =10,1] x [0, 1].

d(xz,y,z), I =10,1] x [0,1] x [0,1].

/ 1+x+y~|—z)
g)ﬂxwmmga@w,fngpan

h) /Iy cos(zy) d(z,y), I =10,1] x [1,2].

2) Sea f: A — R, calctlese su integral en los siguientes casos:
3

a) f(z,y) =1 siendo A la region limitada por y? = 23, y = .

b) f(xz,y) = 2? siendo A la region limitada por zy = 16,y = z,y =
0,x =8.

c) f(xz,y) =z siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f(z,y) = x siendo A la regién limitada por la recta que pasa por
(0,2) y (2,0) y la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

e) f(z,y) = ev siendo A la region limitada por 32 = z,2 = 0,y = 1.

) f(z,y) = 71,7 siendo A la region limitada por y = %2, Y=

g) f(z,y) = xy? siendo A la region limitada por y* = 2z, z = 1.

h) f(x,y) = xy siendo A la region limitada por la semicircunferencia

superior (z —2)? +y? =1y el eje OX.
i) f(z,y) = 4—y? siendo A la region limitada por y? = 2y y? = 8—2x
j) f(z,y) = e siendo el conjunto A el tridngulo formado por las rectas
2u=x,x=2yelejex

3) Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) f(z,y) =1-z—y, A={(z,y) €0, 1] x[0,1]; 2 +y <1}
) =24yt A={(z,y) €[0,1] x [0,1]; 2* +y* < 1}
)=ty A={(z,y) € [0,1] x [0,1]; 2* <y < 227}
)=a22y* A={(r,y) eR% 0<z <1, 0<y <a}
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e) f(z,y) =y* A={(z,y) €R? m2+y2 <r?}

£) fla,y) =1, A={(z,y) eER% L +y> <1, 2? <y}

g) fle,y)=1, A={(z,y) e R%x +y2<1 2 +y? < 27}

h) f(z,y) =1, A:{(x,y)GRQ,a2+ > <1}

i) f(l‘,y):L A:{(:E,y) €R27 x —|—y2§7“2}

i) f(z,y) =cos(a? +y°), A={(z,y) €R% 2% +y* < 7/2}

9 @) = rarms A= (e €BS 4t < L a0}

) flay) =5 A={(e,y) ER% 0<2 <1, 0<y<a)

m) f(ry) = e A= {(2.y) €B% 2* 447 < 1)

Va7

n) fr,y) =2y, A={(r,y) eR* >0, y>0, 1 <a*+y*> <2}

n) f(r,y) =2y, A={(z,y) €R* 1<2”+y* <4, x>0}

o) flz,y) =2, A={(z,y) €R} >0, y>0, 22 +1y> <1, 22 +y*—
2x > 0}

4) Utilicese el cambio a coordenadas polares para el calculo de las integrales
de las siguientes funciones en los recintos que se indican:

y)=+/1—22—y2 A= DB((0,0),1)
b) f(:v y)—y, A={(z,y) € B((3,0),5): y>0}
¢) f(z,y) =2*+y* A= B((1,0),1)
) floy) =2 +y?, A={(r,y) eR?: 4<2?+9y*><9}

o,

5) Calctlense las siguientes integrales dobles:
a) f(z,y) =z, A={(z,y) eR?: 2*+y* <2z}

b) f(z,y) =x/1—22—y2 A={(z,y) eR?: 2?+y* <1, z,y >0}

o) fla,y) =exp(}), A={(z,y) eR?*: y® < <y? 2>0,y>0}

d) flz,y) = Xp<y+§>, A={(r,y) eR®: 2,y >0, z+y <2}

e) fla,y) = (2*+ 4?72, A={(r,y) eR: 2 <y v+y >
1, 2> +y* <1}

f) f(z,y) =2 +y?, A={(z,y) e R*: (®+¢°)* <4(z*—y?), > 0}

g) flz,y) =a*+y* A={(r,y) e R®: 2 4+¢y*> <2y, 2*+3* <
1, x>0}

6) Calculese el volumen de la region A definida por:
a) A= {(:B y,2) ER® 2+ + 22 <r? 2 +y? —ry < 0L
T,y,2) € R 224y? > 1, 2?+y* <2, z(2?+¢*) <1, 2 >0},
T,y,2) € R%: 22 <22 +¢% <z}
T,y,2) ER%:0< 2 <1 — (2% +y?)}.

o
S— N
D>D>
——
N TN N
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7) Calctlense las siguientes integrales triples:

) / 2 e @) 2y, 2) A= {(z,y,2) € RS20 +4?) < 2, 2 >
A
0, z <1}

b) / VPt 2 d(a,y,2) , A= {(r,,2) € RS P F P < 2 <
A
1

0 / (r4y—2:) da,y,2) , A= {(2,9,2) € RE22 > a2 442, 2 >
A
0, z <3}

d)/ (x/x2+y2+22 )n d(z,y,2), A={(r,y,2) € R} 2?+y*+2% <
a?} (n €N, aeRT).

e) f(z,y,2) = (x+y+2? A={(r,y2) e R®: 22 +9>+ 22 <
L2+ y? + 22 <22}

f) flz,y,2) =2, A={(z,y,2) e R3: x2+%+§§1,220}

g) flr,y,2) =2, A={(z,y,2) eR®: 2?2 +¢*<22.0<2<1}

h) f(z,y,2) =2 A={(z,y,2) ER3: z>0, 2¥*+9y°+ (2 —1)* <
1 42% > 8(a® + )}

i) flz,y,2) =2y /a2 +y2 A={(z,y,2) eR3: 0<2<a2?+9% 0<
y <2z — 22}

i) flr,y,2) =2 A={(rv,y,2) eR®: 2?2 + 92+ 22 <2, 22 +y* <z}

k) f(z,y,2) =22 A={(z,y,2) € R®: 2?+y*+2? < R?, r?+y*+2? <
2Rz}

) flz,y,2) = /a2 +y2+ 22, A={(x,y,2) eR3: /a2 +y2 <2z <
3}

8) Demuéstrese que [~ e~*/2dy = \/27/a, donde a > 0.



4.6. ALGUNAS APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL A LA FISICA 53

4.6. Algunas aplicaciones del calculo integral a la Fi-
sica

Sumario

En esta leccién obtenemos nuevas aplicaciones del calculo integral en una y varias variables.
El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.6.1 Volumen de un sélido.
IV.6.2 Medias
IV.6.3 Centros de gravedad.

IV.6.4 Momentos de inercia.

4.6.1. Volumen de un sélido

Principio de Cavalieri
Sea E un subconjunto medible de R3, tal que
E, ={x €R; E(x) # 0} = [a,b].
Segtn hemos visto en la leccion anterior su volumen, A\(E), viene dado por

AME) = /El d(z,y, 2),

por lo que aplicando el teorema de Fubini y la definicion de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Veamos una sencilla aplicacion: Sea F un subconjunto medible de R3, tal que
Ey={z €R; Elz] # 0} = [a,b].

Segtn hemos visto ya, su volumen, A(E), viene dado por

AME) = /El d(z,y, 2),
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por lo que, aplicando el teorema de Fubini y la definiciéon de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

o= [ f vl = [ MEW))de.

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Obsérvese que si F es el solido de revolucion generado por la grafica de una cierta
[ :[a,b] — R{, aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

b
V(E)=n / f2(x)de,

como ya habfamos comentado anteriormente.

Ejemplo:

Un lenador corta una pieza C' con forma de cuna de un arbol cilindrico de radio 50
cm mediante dos cortes de sierra hacia el centro del arbol: uno horizontal y otro con un
angulo /4. Calcilese el volumen de dicha cuna.

La integral en dos variables vista como un cierto volumen

Sea ahora A C R? medible y f : A — R un campo integrable en A tal que, para
cada (z,y) € A, se tiene que f(x,y) > 0. Obsérvese que como consecuencia del teorema
de Fubini, si

Ay ={z e R; A(x) # 0} = [a, ],

entonces

b b
/A f (. y)d(z,y) = / ([, S s = / S(z)da,

donde, para cada = € [a,b], S(z) es el area de la region del plano comprendida entre
el eje x y la grafica de la funcion g : A(x) — R definida para cada y € A(x) por
9(y) = f(x,y). Aplicando finalmente el principio de Cavalieri, la integral

/Af(x, y)d(z,y)

puede interpretarse como el volumen del s6lido comprendido entre el plano z =0
y la grafica del campo escalar f.

Ejemplo:

Calctlese el volumen de madera eliminado al taladrar, hasta el centro, una esfera
de madera de radio 9 con una broca de radio 1.
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4.6.2. Medias

Es sabido que dados 1, o, ..., , n nimeros reales, su media aritmética se define
como r = W% Esto puede entenderse como el valor medio de una funcién cuyos
valores son constantes en intervalos de longitud 1. Esta idea, permite generalizar el
concepto de valor medio para una funcion real f : [a,b] — R como sigue:

= 2D

Sabemos que si f es continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que [f],, = f(c)

Analogamente si f es una funcién de varias variables, se llama valor medio de f
sobre A un subconjunto de R™.

. fA [z, w0, 2p)d(1, 10, ., )
fAd(l'l,iCQ,...,.Z'n '

[f]m

Ejemplo:

Se sabe que la temperatura en cada punto del cubo I = [—1,1] x [—1,1] x [-1,1]
es proporcional al cuadrado de la distancia al origen. ;Cuél es la temperatura media?
JEn qué puntos del cubo es la temperatura igual a la temperatura media?

4.6.3. Centros de gravedad

La ley de Arquimedes del equilibrio para una palanca establece que si se sittan
masas my, m,2, ..., m, en los puntos xy, s, ..., x, del eje x, y T es la posicion del punto
de apoyo o centro de gravedad, entonces

i=1

Y por tanto,
mix1 + Mmoxe + ... + myx,

m1+m2++mn

T =

Si ahora consideremos que la masa se distribuye de forma continua a lo largo de la
palanca, es coherente definir el centro de gravedad mediante la siguiente formula:

T =
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Obsérvese que el denominador nos informa sobre la masa total de la palanca, y el
numerador sobre el momento total.

Si A es una figura plana y f(z,y) es la funcion densidad de masa, el centro de
gravedad tendria como coordenadas (Z,y) donde:

Laxf(z,y)d(z,y)
Ja fz,y)d(z,y)

T =

Sauf(z,y)d(z,y)

Y= ;
Ja f(z.y)d(z,y)
donde el denominador senala la masa total de la figura plana.

Analogamente se harfa para el centro de gravedad de un sélido.
Ejemplo:

Hallese el centro de gravedad de la region semiesférica definida por 2% +y? + 22 < 1
y z > 0, supuesta que la densidad es constantemente igual a uno.

4.6.4. Momentos de inercia

El momento de inercia mide la respuesta de un cuerpo a los esfuerzos para someterlo a
rotaciones, como por ejemplo, cuando se trata de hacer girar un tiovivo. Asi el momento
de inercia I, mide la respuesta del cuerpo a las fuerzas que intentan hacerlo girar
alrededor del eje x.

Si el solido W tiene una densidad uniforme ¢, los momentos de inercia I, I,, I
respecto de los ejes x,y, z, respectivamente, se definen por

I, 2/ (y2 —|—22)(5d(:zc,y, z), 1, :/ (2% + 23)od(x, vy, z),
w W
L= [ &+ Pdley. )
w

El factor y? + 22 mide la distancia al eje # y pondera més las masas alejadas del eje
de rotacion. Analogamente el resto de los factores de las otras integrales

El concepto de momento de inercia es andlogo al de masa, que mide la respuesta de
un cuerpo a los esfuerzos para someterlo a traslaciones. Sin embargo, a diferencia del
movimiento de traslacion, dependen de la forma y no sélo de la masa total. Esto explica
que es mas facil hacer girar una placa grande que una bola compacta de la misma masa.
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Ejemplo:
Calcilese el momento de inercia I, del so6lido comprendido entre el plano z = 0,

el paraboloide z = 22 + y? vy el cilindro 2% 4+ y? = 1, si se supone que la densidad es
constantemente uno.
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4.7. FEcuaciones diferenciales

Sumario

En esta leccion vamos a introducir las ecuaciones diferenciables (e.d.o.). Estas ecuaciones suelen
aparecer en todos los campos de la ciencia y de una forma extaordinariamente prolifica en el
campo de la Fisica. Centraremos nuestra atenciéon en las e.d.o. de primer orden. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.7.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias (e.d.o.)
IV.7.2 Teorema de existencia y unicidad.

IV.7.3 e.d.o. lineal de primer orden.

IV.7.4 e.d.o. de primer orden no lineal.

IV.7.5 Relacién de ejercicios.

4.7.1. FEcuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.) es una ecuacion en la que la incognita
es una una funciéon desconocida y de una sola variable x, y en la que aparecen ligadas
la propia funcién y sus derivadas.

Ejemplos:

El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden contenida
en ella. La ecuacion (1) es de orden uno y la ecuacion (2) es de orden 2.

Se llama solucion de la e.d.o. de orden n en un intervalo I a toda funcion real
f I — R que verifica las siguientes propiedades:

1) f es n-veces derivable en I.

2) Para cada x € I, se verifica la ecuacion cuando se sustituye la incognita
por la funciéon f.
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Con frecuencia a una solucién f de una e.d.o. se le llama una integral o solucién
particular de la ecuacién y a su grafica curva integral ¢ curva soluciéon. Se llama
solucién general al conjunto de todas las soluciones. Al proceso de obtener todas las
soluciones de la e.d.o. se le denomina integracién 6 resolucién de una e.d.o.

Las e.d.o. suelen responder a los planteamientos de algunos problemas fisicos. En
estos casos suelen aparecer algunas condiciones adicionales. Los tipos mas frecuentes de
condiciones adicionales suelen ser condiciones iniciales. El problema de encontrar la so-
lucion de la correspondiente e.d.o. que verifica ciertas condiciones iniciales se denomina
Problema de valores iniciales asociado a dicha e.d.o.

Ejemplos

my" = g(x)
2) y(%) =%
Y'(ro =) =

Cuando se trata de encontrar una soluciéon particular de una e.d.o. o de un problema
de valores iniciales, parece conveniente que, antes de aventurarnos en la biisqueda de
una tal soluciéon, podamos saber si ésta existe, y, una vez garantizada la existencia,
saber si ésta es tnica. Como ejemplo de este tipo de resultados, para la ecuaciones de
primer orden, tenemos el siguiente

Teorema 4.7.1. Seay’ = f(z,y) , y(xo) = yo un problema de valores iniciales. Si existe
un rectdngulo R del plano tal que (xq, o) € R™ y verificando que f, % € C(R), entonces
existe un intervalo I =]xg — §, 29+ 6] con 6 > 0 y una unica funcion y = f(x) definida
en I tal que la solucion de la e.d.o. que verifica la condicion adicional yo = f(xo).

4.7.2. Lineal de primer orden

Una ecuacién diferencial ordinaria se dice lineal de orden 1 si es de la forma:

y' + a(@)y = b(z),
donde b,a : I — R, son dos funciones continuas definidas en un intervalo I de niimeros
reales. Si b(z) =0, Va € I, se dice que dicha ecuacion es homogénea.

Caso homogéneo

Para resolver esta ecuaciéon vamos a comenzar considerando el caso homogéneo. En
tal caso basta escribir y/(x)/y(x) = —a(z), por lo que

logly(x)] = —A(x)
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donde A(x) es una primitiva de la funcién a(x). Y por tanto cualquier funcion
f(z)=Ce™™@ CeR

es solucion de la ecuacion.
Si ahora imponemos alguna condiciéon adicional del tipo y(zg) = yo, la solucion,
quedara determinada de forma tnica al quedar determinada la primitiva (todas las

primitivas se diferencian en una constante).

Ejemplo: Resuélvase el problema de valores iniciales:
v =—ky, y(0)=1.

Caso no homogéneo:

Es facil probar que
f(x) = (C+ B(x))e ",

es una solucion de la ecuacion y' + a(x)y = b(z), donde C' € R, A(z) es cualquier
primitiva de a(z), y B(z) es cualquier primitiva de b(x)eA®.

Analogamente, si fijamos una condicion adicional del tipo y(x¢) = o, la solucion,
quedara determinada de forma tnica.

Ejemplo: Resuélvase el problema de valores iniciales:

v +ky=1, y(0)=1.

4.7.3. e.d.o. de orden uno no lineal

La resolucion de estas e.d.o. esta supeditado a una clasificacion previa en distintos ti-
pos. La experiencia demostrara que muchas veces no sera posible expresar las soluciones
de forma explicita

Tipo I: Ecuaciones diferenciales de variable separadas

Una e.d.o. de primer orden se dice de variables separadas si es de la forma

= G(z,y),

y/
donde G' = P(z)Q(y), donde P(x) y Q(y) son dos funciones continuas en sendos inter-
valos, Iy J, con Q(y) #0, Yy € J.
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Se demuestra que una funciéon f definida en el intervalo I es solucién de la ecuacion
anterior si satisface la siguiente igualdad, que la define implicitamente:

B(f(x)) = A(x),

donde B es una primitiva de la funcion 1/Q(y) y A es una primitiva de P(z)

Ejemplos: Resolver la ecuacion 3y’ = y y el problema de valores iniciales

{2

Tipo II: Ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas

Una e.d.o. de primer orden se dice homogénea si es de la forma
Y = Fly/z),
donde F' es una funcién continua en cierto conjunto D C R?
Una funcion f es solucion si, y soélo si f(z)/x es solucion de la ecuacion de variables
separadas v’ = (F(u) —u)/z.
Ejemplo: Resuélvase la e.d.o.

22y = y? — xy + 22

Tipo III: Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Las ecuaciones diferenciales de la forma

Ax+ By +C
ax + by + ¢ )

donde A, B,C.,a,b,c € R, se pueden reducir a una ecuacién diferencial homogénea

teniendo en cuenta las siguientes observaciones:

Yy =F(

1) Si ambas rectas Axr+ By+C =0y ax+by+c = 0 se cortan en el punto
(¢, d) entonces se hace el cambio X =z —cy Y = y—dy se obtiene que
A By +C
F( T+ by +
ar + by + ¢

y por tanto Y’ = G(Y/X) es una ecuacion diferencial homogénea.

) = G(Y/X),

2) Si ambas rectas son paralelas A/a = B/b, hacemos el cambio z = ax+by

resulta que 2z’ = a + by’ por lo que nos resultard una nueva ecuacion
diferencial de variables separadas:
/
& = Q(Z)P(l’),
con P(x) constante.
: . 2 : oo 3zt2y 1 2z—y+2
Ejemplos: Resuélvanse las ecuaciones: y' = =-=% ey = —- S5
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Tipo IV: Ecuaciones diferenciales exactas

Una e.d.o. de primer orden se dice que es exacta cuando puede escribirse de la forma

Q(z,y)y" + P(x,y) =0,

donde P y (Q son dos funciones definidas en un abierto D C R?, tales que pueden
obtenerse como derivadas parciales de otra funcion G(z,y), es decir tales que

2ot = Plo.y), 2~ Qe Vo) € D

ox oy
Para saber si una ecuacién es 6 no exacta no es necesario construir la funciéon G tal
como veremos en el tema 6.2.

Si la e.d.o. es exacta, se tiene que f es soluciéon de dicha ecuacién si, y sélo si

Gz, f(x))=C,con C € R

Ejemplo: Resolver 3/ = % con y(0) = 2.

4.7.4. Relacién de ejercicios

1) Compruébese que las funciones dadas a continuacion son soluciones de
la ecuacién diferencial ) — 16y = 0.
a)y=3cos[z] b)y=e* c)y=>logr
2) Obténganse las soluciones generales de las siguientes e.d.o.
a) 2x? 4+ 2y + (doy + 3y*)y’ = 0.  b) 3(y — 1)*y = 2 + sen(x).
c) 2+vy)y =2x+ 3y.
d) y =2 o) @ =1zt
f) 2ydx + (x 4+ y)dy =0, y > 0.
g) yetdr + (2y + e*)dy = 0.
3) Resuélvanse los siguientes problemas de valores iniciales.
a) ye™dx + (3 4+ ze™)dy = 0, y(0) = 0.
b) dx — 1dy =0, y(1) = 2.
4) Haéllese la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,3) y cuya pen-
diente es ;.

5) Bajo ciertas condiciones, la cafia de aztcar en agua se convierte en dex-
trosa a un ritmo proporcional a la cantidad que esta en ese momento sin
convertir todavia. Si de 75 gramos en t = 0 se han convertido 8 gramos
en los primeros 30 minutos, hallese la cantidad transformada en hora y
media.
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6)

10)
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La desintegracion radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia
que queda por desintegrar. La constante K de desintegracion coincide
con log(2)/T, donde T es la llamada semivida' de cada elemento radiac-
tivo. Sabiendo que la semivida del is6topo de Plutonio 2°Pu es 24.360
anos, y que estimamos que en el accidente nuclear de Chernobil se libe-
raron 10 gramos del este isdétopo, calcélese el tiempo necesario para que
s6lo quede un gramo.

La ley de enfriamiento de Newton afirma que el ritmo de cambio de
la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia entre su
temperatura y la del aire que le rodea.

a) Supongamos que una habitacion se mantiene a una temperatura cons-
tante de 25° y que un objeto se enfria de 100° a 90° en 5 minutos. {Qué
tiempo se necesitara para enfriar dicho objeto hasta una temperatura de
5007

b) Un objeto a 100° es situado dentro de una habitacién con temperatura
desconocida constante. Sabiendo que después de 10 minutos el cuerpo
estd a 90° y después de 20 minutos a 82°, calctlese la temperatura de

la sala.

(Modelo de poblacion de Malthus, 1798). La tasa de crecimiento
(%) de una poblacion p(t) de moscas de la fruta en un instante dado ¢ es
constante en dicho momento. Si hay 180 moscas después del segundo dia
del experimento y 300 moscas después del cuarto dia, jcuéntas moscas

habfa originalmente?

(Modelo de Verhuslt, 1834). Un pueblo posee una poblacion actual de
1000 habitantes. Suponiendo que la tasa de crecimiento de una poblacion
p(t) esta dada por (2 — p(t)), determinese la poblacion del pueblo en
cualquier instante futuro. Estimar hacia que valor tiende el niimero de
habitantes para valores del tiempo ¢ grandes. Calcilese el instante en el
cual el crecimiento de la poblacion es maximo.

(jRatéon que te pilla el gato!) Un raton se encuentra pacificamente
comiendo su queso en el origen de coordenadas, cuando un gato ham-
briento localizado en el punto (10,0) lo descubre y parte en su persecu-
cion. Instantaneamente, el ratén descubre la presencia de su enemigo y
toma la decision de huir a lo largo del eje y en el sentido positivo con
25 cm/s de velocidad constante. La estrategia del gato es correr siempre
en la direccién que se encuentra el ratéon a una velocidad constante de 1
m/s. ;jCuanto tiempo tarda el gato en cazar al raton?

el ntimero de afios que han de transcurrir para que se desintegren la mitad de los 4tomos iniciales

de una muestra.
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En este capitulo completamos y llevamos a su culmen la teoria del Célculo
mostrando los resultados mas espectaculares: Teoremas de Green, de la divergencia y

de Stokes.
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Capitulo 5

Analisis Vectorial

5.1. Integrales de linea de un campo escalar

Sumario

En esta lecciéon introduciremos el concepto de integral a lo largo de una curva de un
campo escalar, llamada también integral de linea respecto de la longitud de arco. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

V.1.1 Curvas.

V.1.2 Longitud de una curva.

V.1.3 Integral de linea respecto de un campo escalar.
V.1.4 Propiedades de la integral de linea.

V.1.5 Interpretaciones de la integral de linea.

V.1.6 Relacién de ejercicios.
5.1.1. Curvas en R"

Recordemos que una curva en R™ es una funcion continua « : [a,b] — R". se
dice que dicha curva se dice regular si la curva 7 es de clase C' en [a, b].

El ejemplo més sencillo de curva regular es el segmento:
Dados dos puntos z e y de R", se define el segmento de extremos z e y, [z, y],
como la curva
v :[0,1] — R",

definida por v(t) = (1 — t)x + ty.

13
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Llamaremos traza 6 grafica de la curva ~ a la imagen de dicha curva, v* =

v(la, b]).

A los puntos y(a) y v(b) se les llama, respectivamene, origen y extremo de la
curva. Si y(a) = y(b) se dice que la curva ~ es cerrada.

Si 7y es inyectiva se dice que es simple y si 7y es cerrada y 7/]a, b] es inyectiva, se
dice que 7 es una curva cerrada simple.

v se dice regular a trozos si existe una particion P del intervalo [a,b], P =
{z0, 21, ..., 2, }, tal que la curva v/j;, , 5, es regular para k =1,2,...,n.

Nota
A veces, haciendo un abuso del lenguaje, identificamos la curva con su traza.
En tal caso, se dice que la curva v* viene parametrizada por v(t). Es evidente que, en
este sentido, una misma curva puede tener distintas parametrizaciones. Si no se indica
nada acerca de la parametrizacion de la curva, es porque se considera que existe una
parametrizacion predeterminada. Asi, por ejemplo

1. La parametrizacion predeterminada para la elipse de semiejes a y b, viene por
v(t), donde 7 : [0,27] — R?, esta definida por

v(t) = (acos(t), bsen(t)).
La elipse es una curva regular cerrada simple.

2. Las gréficas de cualquier funcion real de variable real continua f : [a,b] — R son
otros ejemplos naturales de curvas C, cuyas parametrizaciones predeterminadas
vienen dadas por y(t) = (¢, f(t)). Si f es de clase C!, entonces su grafica es una
curva regular.

3. Salvo advertencia, la circunferencia de centro (a, b) y radio r se supone parametri-
zada por v : [0, 21] — R?, dada por v(t) = (a+rcos(t),b+rsen(t)),Vt € [0, 27].
La circunferencia es una curva regular cerrada simple

Reparametrizacion de una curva

Sean v : [a,b] — R™ una curva y sea g : [¢,d] — [a, b] una biyeccion tal que
g € CY{[e,d]). A la curva a = v o g se le llama reparametrizacion de 7.
Si g es creciente (¢'(t) > 0) diremos que « es una reparametrizacion que

conserva la orientacién. En caso contrario (¢'(t) < 0) diremos que la repara-
metrizacion « invierte la orientacion.

Se dice que dos curvas son curvas equivalentes si una de las curvas es una
reparametrizacion que conserva la orientacion de la otra.
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Algebra de curvas

Sea 7y : [a,b] — R™ una curva, definimos la curva —v, como la curva definida en
el intervalo [—b, —a|, por

_V(t) = ’7(_t)7 vt e [_b> —CL],

ademés (—v)* = ~*. La curva —v es una reparametrizacion de la curva vy que
invierte la orientacion.

Es claro que si 7 es regular a trozos también lo serd —v, y que la

Sean 7 : [a,b] — R™ y o : [¢,d] — R™ dos curvas tales que v(b) = o(c).
Definimos la curva suma de ambas, v + o, por

() sit e a,bl,
vHolt) = {a(t—b+c) sitebb+d—d.

Claramente

(v+o) =7Jo"

La suma de dos curvas regulares no es necesariamente regular. Sin embargo, es
facil probar que la suma de dos curvas regulares a trozos es regular a trozos. Por
otra parte, la suma de curvas es una operaciéon asociativa. Uno de los ejemplos
més sencillo de curva regular a trozos a considerar es una poligonal.

Sean p; n puntos de R”. Definimos la poligonal de vértices pi,ps, ..., p,
como la curva [py, pa, ..., pn), definida por

[p17p27 7pn] = [plap?] + ...+ [pn—lapn]-

Suma formal de curvas

Dadas m curvas 1, ¥a, ..., vm €n R™ cuyas trazas son disjuntas dos a dos, puede
considerarse 7, la suma formal de dichas curvas

Y=N At E T Ym

entendiendo que para sumarlas debidamente, como funciones que son, habrian de
considerarse convenientes reparametrizaciones de éstas definidas en un intervalo
comin. Este artificio resultara comodo para muchas aplicaciones.
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5.1.2. Longitud de una curva

Dados dos puntos p y ¢, se denomina longitud del segmento [p,q|, a la
distancia entre sus extremos, esto es, ||g—p||. Dados n puntos p; de R", llamaremos
longitud de la poligonal [pi,ps, ..., p,] al namero I([p1, pa, ..., Pn]), que viene
dado por

l([plap2a ,pn]) = Z ||pl _pi—1||-
i=1

Sea ahora 7 : [a,b] — R™ una curva arbitraria. Para definir el concepto de
longitud de dicha curva, seguiremos una vieja estrategia:

Tomemos P = {to,t1,...,t,} una particion del intervalo [a, b] y asociado a esta
particion consideremos la pohgonal de vértices y(to), v(t1), v(t2), ..., Y(tn_1),v(tn)],
que notaremos por 7yp, esto es,

e = [v(to), Y(t1), Y(t2), .-, Y(tn—1), ¥(tn)].

Diremos que la curva « es rectificable si el conjunto
{l(vp); P particion del intervalo [a, b]},

estd mayorado. En tal caso, al supremo de dicho conjunto se le denomina longitud
de la curva v, I(v).

Siguiendo los mismos argumentos de la leccion 5,3 es facil probar que:

Proposicion 5.1.1. Si vy : [a,b] — R™ una curva es regular a trozos, entonces

v es rectificable y
b
= [ Iveliar

Recuérdese que podemos interpretar la curva v como la trayectoria que recorre
un movil cuyo vector de posicion en el instante ¢ viene dado por v(¢). En tal caso,
el vector derivada +/(t) es la velocidad del movil en el instante ¢ y su norma
[|7/(t)]] es la rapidez o celeridad del movil en el instante ¢.
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5.1.3. Integral de linea de un campo escalar

Sean 7 : [a,b] — R™ una curva regular a trozos, U un abierto de R" tal que
~v* C U,y f:U — R un campo escalar continuo. Se define la integral de f a
lo largo de la curva v ( 6 integral de linea respecto de la longitud de
arco de f sobre la curva ), f7 f(s)ds, mediante la siguiente férmula

/f ds—/f I (8)]|dt.

También puede escribirse fv f(xy1, 29, ...,x9)ds en lugar de f7 f(s)ds

Notese que la funcion s : [a,b] — R definida por

= [l

llamada funcién longitud del arco, es derivable en virtud del T.F.C. De hecho

s'(t) =l (@)l

Asi pues la definicién de integral de linea puede considerarse como un simple
cambio de variable.

Si v es cerrada se suele escribir la integral con el simbolo f7 f(s)ds

Obsérvese que, al igual que ocurre con el calculo de la longitud de una curva,
el calculo de estas integrales suele ser bastante complejo.

5.1.4. Propiedades de la integral de linea de un campo
escalar

Vamos ahora a enunciar las propiedades mas notorias de las integrales de linea
de un campo escalar.

Proposicion 5.1.2. Sean 7 : [a,b] — R™ una curva regular a trozos, U un
abierto de R™ que contenga a v* y f,g: U — R dos campos escalares continuos.
Entonces:

a)f (rf+tg)(s S—Tff ds+tf7g(s)ds, vr,t € R.
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b) Si o es una reparametrizacion de vy, entonces

/7 F(s)ds = / F(s)ds,

/7 fopds = [ s(syis

c) La aplicacion f — fy definida en el conjunto C(v*) es un funcional lineal y

en particular,

| / f1 < 1) Maz{|f(2)]; = € '),

d) Sio:[c,dl — R" es otra curva regular a trozos tal que v(b) = o(c), se

pene aue /W f(s)ds = Lf(s)ds+/gf(s)d5~

e) Dadas m curvas v1,¥e, ..., Ym Y ¥ Su suma formal, entonces
/f(s)ds:/ f(s)ds+/ f(s)ds+...+/ f(s)ds.
gl Gl 72 Ym

Ejemplos:

a) Pruébese que, para cada f : [a,b] — R continua, se tiene que

b
f(s)ds = / f(t)dt.
[a,b] a
b) Calctlese la integral de linea

]{ (2° + 2y —y*)ds,
C

siendo C' la circunferencia centrada en el origen y de radio r

En ambos ejemplos, hemos confundido las curvas con sus correspondientes
imégenes. Esto es posible, porque en virtud de la propiedad segunda, la integral
no depende de la parametrizacién. Asi pueden considerarse para su célculo sus
parametrizaciones mas tipicas, a saber

a) [a,b] : [a,b] — R2?, definida por
[a,b](t) = t.
b) v :[0,27] — R?, definida por
v(t) = (a + rcos(t), b+ rcos(t).
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5.1.5. Interpretaciones de la integral.

a) Una interpretacion fisica: La masa total de un alambre

Pensemos en un alambre A C R?, del cual conocemos que su densidad lineal
viene dada, en cada punto, por la funciéon continua f : A — R. Supongamos
que el alambre A es la imagen de una curva simple v : [a,b] — R3, de
clase C!. Se quiere calcular la masa total del alambre A, M4. Es obvio que
si la densidad del alambre fuera constantemente dy, el problema se resuelve
inmediatamente multiplicando dy por la longitud del alambre. Asi tendriamos

My = dol(y) = do / (1)

Pero, ;qué ocurre si la densidad del alambre es variable? Sigamos el
siguiente argumento.

Es claro que, para cada particion del intervalo [a,b], P = {to, 1, ...,t,}, la
imagen de 7/[t;_1,t;] es el arco de curva comprendido entre v(¢;_1) y Y(t;),
Vi=1,2,...n

Tomemos una sucesion de particiones {P,} cuyos didmetros tiendan a
cero y sea, para cada n, 2 un punto del subintervalo [t ,, {]. Naturalmente
v(21) esta en A.

Dado que la sucesion de los didmetros de las particiones tiende a cero,

para n suficientemente grande, se puede considerar que la masa, M, del
alambre entre los puntos (! ;) y v(¢!') es constante y por tanto

M~ f(4(2)) / @

n

Teniendo en cuenta ahora la continuidad de la funcion ||/(¢)]], se tiene

que
M~ f(y(2) (& = )Y (=) ||t

En consecuencia, la masa total del alambre se puede escribir como

MA:ZM" Zf (20)" )Y () (E: = tiea),

por lo que haciendo tender n a infinito,

MA_/f DI (8)]dt = /f
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b) Una interpretacion geométrica: El &rea 6 el volumen de un recinto

Si aplicamos la definicion de integral de linea en el caso n = 1y ~ :
la,b] — R, definida por () = ¢, se tiene que

[res= [ oyt

que, geométricamente, representa el area del recinto comprendido entre la
grafica de f y el eje x.

Anéalogamente, para n = 2, cuando el campo f es positivo el valor
f7 f(s)ds puede interpretarse como el area de una cortina que cuelga de un
alambre cuya forma viene descrita por la curva v y cuya altura viene dada

por f(v(t)).

¢) Otras aplicaciones

La integral de linea de un campo escalar f se utiliza para el calculo del
centro de gravedad de la traza de una curva v, Cy(v) = (7,7, 2), el cual
viene definido por

M, .(7) M, .(7) M, ()

xr = M s y: z =

M M

donde M es la masa total y M, . M, .y M,, son los que llamamos momen-
tos estaticos, esto es,

M,y (v) = /zf(x,y, z)ds,
v

M,.(7) = / yf (2,9, 2)ds,
v

M,.(y) = /xf(:v,y,z)ds,
v

y donde f representa el valor de la densidad en cada punto de la curva ~.

También suele usarse para obtener el valor medio de un campo sobre

una curva, f. como
— 1
[y = W/yﬂS)dS’

y donde el campo escalar f mide la densidad en cada punto.
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5.1.6. Relacién de ejercicios

1. Sea f: R? — R, el campo escalar dado por f(z,y) = x+y. Calctlese la integral
de f alolargo del cuadrado de ecuacion |z|+|y| = 1, recorrido en sentido contrario
a las agujas del reloj y empezando por el vértice (1,0).

2. Calculese f7 f(s)ds en los siguientes casos:
a) f(z,y) =z, 7:[0,2] — R* definida por () = (¢,

t).
b) f(x,y) =zy, v:[0,7/2] — R? definida por y(t) = (cos(t), sen(t).
¢) flx,y) = 2? —Qxy, v : 10, m/2] — R? definida por y(t) = (—sen(t), cos(t)).

3. Supodngase un alambre en forma de hélice H, y que viene dada por
H =0(t) = (cos(t), sen(t),t),Vt € [0, 27],

y cuya funcion de densidad viene dada por p(z,y, 2) = 2% + y? + 22. Calctlese la
longitud del alambre, su masa, su centro de masa y su densidad media.

4. Sean (a,b) € R, 0 <r < Ry f una funcién continua en el disco cerrado
{(z,y9) € R ||(z,y) — (a,b)]| < R}.

Pruébese que si {r,} es una sucesién de nameros reales contenida en [0, R] y
convergente a R, entonces

limy, {/ f(s)ds} = / f(s)ds.
C((a,b),rn) C((ab),R)






5.2. INTEGRALES DE LINEA DE UN CAMPO VECTORIAL 23

5.2. Integrales de linea de un campo vectorial

Sumario

En esta lecciéon introduciremos el concepto de integral de linea de un campo vectorial.
El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

V.2.1 Integrales curvilineas.

V.2.2 Campos conservativos.

V.2.3 Potencial de un campo conservativo.

V.2.4 Distintas interpretaciones de la integral curvilinea.

V.2.5 Relacion de ejercicios.

5.2.1. Integrales curvilineas.

Dado U un abierto de R", una curva regular a trozos v : [a,b] — R™ tal que
v C U, y un campo vectorial continuo F': U — R", se define la integral de F' a lo
largo de la curva 7, f7 F.ds, mediante la expresion

b
/F.ds ::/ < Fory(t),7(t) > dt,
~ a

donde por < .,. > representamos el producto escalar en R" y por tanto

/ﬁ .ds = /ab zn: Fy oy (E)(1))dt.

Teniendo en cuenta que si f : U — R es un campo escalar, se admite la siguiente
expresion

[ran- | FaOr,

podemos también escribir

/F.dS:/Fl d$1+F2d$2+...+Fn dxn
Y

Y

Si v es cerrada se suele escribir la integral con el simbolo ﬁ F.ds.

Veamos ahora algunas de las propiedades mas caracteristicas.
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Proposicion 5.2.1. Sean v : [a,b] — R"™ una curva reqular a trozos, U un abierto
de R™ que contenga a v([a,b]) y F,G : U — R"™ dos campos vectoriales continuos.
Entonces:

1 [(rF+sG).ds=7 [ F.ds+s[ G.ds, VrseR.

2. Si o es una reparametrizacion de vy, entonces

/F.ds::I:/F.ds,
o o

segun que ambas curvas sean 6 no equivalentes, en particular,

/F.ds:—/ F.ds.
¥ -y

3. 8 0 : [c,dl — R" es otra curva regular a trozos tal que v(b) = o(c) y F €
C(y * Uox), se tiene que

/ F.ds=/F.ds+/F.ds.
y+o v o

4. Dadas m curvas vy1,¥2y ooy Ym Y Y Su suma formal, entonces

/F.ds:/F.ds+/ F.ds—l—...+/ F.ds.
¥ 7 Y2 Y

Nota

Notese que la segunda propiedad es algo diferente a la correspondiente integral de
linea de campos escalares. En este caso, la integral depende de la orientacion de la curva.
Por ello, si no se especifica nada, se entiende que la correspondiente parametrizacion
recorre la curva en contra de las agujas del reloj.

Ejemplo:
Calculese la integral curvilinea

f xdy — ydz,
c

siendo C' la circunferencia de centro (0,0) y radio r. (Nétese que si no se indica nada
se entiende recorrida en contra de las agujas del reloj)
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5.2.2. Campos conservativos

Como siempre, con la definiciéon suele ser dificil calcular integrales curvilineas. En
esta seccidon veremos que, bajo ciertas condiciones sobre el integrando, éste calculo es
més facil.

El primer resultado a destacar es la siguiente regla

Teorema 5.2.2. (Regla de Barrow para la integral de linea)
Sean U un abierto de R™ y g : U — R un campo escalar de clase C* y v : [a,b] —
R™ una curva reqular a trozos con yx C U. Entonces

/ Vg.ds = g(v(5)) — g(+(a)),

v

donde Vg, es el campo vectorial que a cada punto x € U, le asocia el vector gradiente
de g en el punto x. En particular, si vy es cerrada

%Vg.dSZO.
-

En vista del resultado, parece natural preguntarnos si, dado un campo vectorial F',
existe un campo escalar, g, de clase C! tal que F' = Vg. Cuando esto ocurra se dice que
g es un potencial de F' (una especie de primitiva)y que F es un campo conservativo.

La conclusion es clara: Si F' es un campo conservativo y conozco un potencial,
entonces el problema del calculo de la integral de F' a lo largo de una curva esté resuelto.

Ejemplo
Hallese la integral del campo F : R® — R? definido por
F(z,y,2) = (3y*2 + ye”, 6ayz + €*, 3wy?),
a lo largo de la curva v : [0,1] — R?, definida por
v(t) = (sen(t/2) + cos(2t) — 1,tcos(t), t*sen(t)).

El siguiente resultado caracteriza aquellos campos que admiten un potencial:

Teorema 5.2.3. Sea U una abierto de R* y F' : U — R™ un campo vectorial de clase
C™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un campo conservativo.

2. F admite un potencial g de clase C™T!.
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3. Sivy:[a,b] — R"™ es cualquier curva reqular a trozos, con vx C U, la integral
f7 F .ds depende sdlo del origen y del extremo de 7.

4. Sty :fa,b] — R™ es cualquier curva cerrada regular a trozos, con vx C U,

entonces
7{ F.ds=0.
y

Pese a lo vistoso del resultado anterior, muy ttil una vez sabido que un campo
es conservativo, éste no es practico para decidir si un campo es 6 no conservativo.
Busquemos pues condiciones sencillas de comprobar que nos permitan asegurar que un
determinado campo es conservativo.

Comencemos suponiendo que F' : U — R™ es un campo conservativo y que g
un potencial de clase C? en U de F. Es claro que

dg
0%

y por tanto, derivando

(x) = Fi(z), YeeU, Vi=1,2,...,n,

0%g _ OFi(x)
Oz; Oz, (z) = 0z

y aplicando el lema de Schwarz, se obtiene que una condicién necesaria para que un
campo vectorial F' de clase C' admita un potencial: F verifica la siguiente condicién

(x), YeeU, Vi, j=1,2,..,n,

D, (x) B (x),, Yz eU, Vi,j )

Esta condicién no es, en general suficiente como muestra el siguiente ejemplo
Ejemplo
Sea F': R*\{(0,0)}, definida por

F(z,y) = (

—y x
$2+y2’ x2+y2)'

Pruébese que si v es la circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1,
entonces

/F.d8:27r7é0.
v

Busquemos ahora alguna condicién adicional. Para ello necesitamos algunas
definiciones:

Sea C' C R” se dice que es convexo si dados dos puntos cualesquiera de C', el
segmento que los une esta contenido en C.
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Teorema 5.2.4. Sean U un abierto convexo de R™ y F': U — R"™ un campo de clase
Cl. Entonces F es conservativo si, y solo s,
8xj 81’,

(x),, VeeU, Vi,j=1,2,..,n.

De hecho, el teorema sigue siendo cierto para una clase més amplia de conjuntos,
los llamados ” simplemente conexos”, esto es, conjuntos del plano que no tienen
"agujeros” .

Una vez comprobado que un campo es conservativo, veamos ahora a cémo desa-
rrollar un método practico para el calculo de un potencial.

Sea I’ un campo conservativo definido en un conjunto abierto y convexo U de R™.
Vamos a calcular un potencial de F'. Sea p un punto del conjunto U y sea 7 el segmento
que une un punto fijo p del conjunto U con otro punto cualquiera x del mismo conjunto
U, esto es, v = [p, x| es inmediato que g : U — R, definido, para cada = € U, por
9(x) = [, . F'+ ds es un potencial de F.

5.2.3. Distintas interpretaciones de la integral curvilinea.

Interpretacion fisica

Justifiquemos, ahora desde la perspectiva de la Fisica, los conceptos que aparecen
en esta leccion.

Consideremos el siguiente problema: Supongamos que en cada punto p = (z,y, 2)
de una regién A del espacio acttia una fuerza F. Tenemos asi un campo vectorial
F: A — R3, al que llamamos campo de fuerzas. Si situamos un objeto ” puntual” en
el punto p € A, y queremos llevarlo a través del campo hasta un punto ¢, a lo largo de
una trayectoria dada +*,esto es, queremos realizar un trabajo a lo largo de la grafica de
la curva 7 : [a,b] — R3, de clase C!, con vx C A, donde y(a) = p y v(b) = ¢. Pues
bien, veamos que dicho trabajo W, se obtiene como

Wy = /F.ds = /b < F(y(t)),~'(t) > dt.

En efecto, baste para ello imaginar una sucesion de poligonales {7p, } inscritas en la
curva, asociadas a una sucesion { P, } de particiones del intervalo [a, b], cuyos didmetros
tienden a cero. Para n suficientemente avanzado, podemos considerar la fuerza constante
F en cada segmento [y(t;—1), v(t;)] de la correspondiente poligonal y por tanto, el trabajo
realizado entre los puntos (t;—1) ¥ (%), Wi, 1~(t:), DO €s otra cosa que

Wattioyw) =< Frd >,

donde d es el vector de origen «y(¢;_1) y extremo v(t;). En particular, existe ¢; € [t;_1, t;],
tal que v(t;) —v(ti—1) = v'(c;))(t; — t;—1). El resto es consecuencia de que la integral es
el paso al limite de la sucesion de sumas correspondiente.



28 §V.2. Integrales de linea de un campo vectorial

Ejemplo

Calcilese el trabajo realizado por un punto material que se desplaza a lo largo de
la mitad superior de la elipse de semiejes a y b entre los puntos (—a,0) y (a,0) sujeto
al campo de fuerzas

Veamos ahora que el trabajo necesario para mover una particula desde un punto
p hasta un punto ¢ a través de un campo de fuerzas, es igual a la diferencia entre la
energia cinética de la particula en el punto ¢ y la correspondiente en el punto p.
En efecto, segin la Segunda Ley de Newton, el valor de la fuerza F' en el punto ()
es igual a la masa m de la particula por su aceleraciéon en ese punto. Esta tltima no es
otra cosa que el vector derivada segunda +"(t). Entonces,

b b
Wy = /F.ds :/ < F(y(@)),7(t) > dt = m/ <A"(t),~'(t) > dt.

Dado que ||/ (¢)||? =< 7/(¢),7(t) >, es claro que (/2)|]7/(¢)||* es una primitiva de
<A"(t),~'(t) >. Asi,

Wag = (1/2)ml|[Y OIP] = (1/2)m(ly' O = |17 (@)[*)-

Obsérvese que ||7/(t)|| es la magnitud del vector velocidad de la particula en el
instante ¢. Escribiendo v(p) = [|¥/(a)|| ¥ v(q) = ||7/(b)|| la formula anterior se puede
Ver como

Wae = (1/2)m(v()* — v(p)?).

Supongamos finalmente que el campo F es conservativo. Sea g : A — R? un
potencial de F'. Como sabemos f7 F.ds = g(v(b))—g(y(a)) y comparando esta expresion
con la integral obtenida anteriormente para W,, en términos de la energia cinética de
la particula, se obtiene:

g(y(b)) — g(v(a)) = 1/2m((v(g)* — v(p)?).
O bien
(1/2)mu(p)® — g(p) = (1/2)m(v(q)* — g(q).

Al escalar —g(x) se la llama, en fisica, energia potencial de la particula en el
punto r € R? (Esto justifica el nombre de potencial para la funcion g).

La formula anterior establece entonces, que la suma de la energia cinética y
la energia potencial de la particula en los puntos inicial y final de la trayectoria, es
la misma, es decir, se conserva. (De hecho, esta suma es la misma en cualquier punto
de la trayectoria). Este es el conocido "Principio de la Conservacion de la Energia", y
por esta razon, a los campos para los que es vélido este principio se les llama campos
conservativos.
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Relacion con la integral a lo largo de una curva de un campo escalar

Sean U un abierto de R"™, v una curva regular a trozos tal que v+ C U y

F : U — R"™ un campo vectorial continuo. Si notamos por T'(t) = %, esto es, el

vector tangente unitario a la curva vy en el punto 7(t), se tiene, para cada t, que

< F(y(1)),7'(t) >=< F(y(1)), T(t) > [ @I,

/VF ds — Lg(s)ds,

donde g : U — R es el campo escalar tal que, para cada t,

g(y(t) =< F(y(1)),T(t) > .

Este hecho, abusando del lenguaje, se suele escribir

/F.ds:/F.Tds.
¥ v

Por otra parte, obsérvese que F'.T no es otra cosa que la componente tangencial
de F' a lo largo de la curva ~, baste recordar para ello que

y por tanto

| <@y > | = |[lzllllyllcoser,

siendo « el valor del 4ngulo que forman los vectores x e y.

5.2.4. Relacion de ejercicios
1. Calcilese la integral curvilinea
/xdx —ydy + zdz,
”

siendo v : [0,1] — R3 la curva definida por () = (¢, ¢?,1?)

2. Calcilense la integral de F' a lo largo de la curva v en cada uno de los siguientes

Ccasos
a) F(z,y,2) = (yz,xz,2y) y v : [0, 7/4] — R3 definida por v(t) = (sen(t), sen(t),t).
b) F(x,y,2) = (yz,xz,2y) y 7 : [0,1] — R3 definida por y(t) = (v/2t/2,V/2t/2, wt/4).
¢) F(z,y,z) = (3y*z + ye, 6zyz + ", 3xy?) y v : [0,7] — R3 definida por

v(t) = (sen(t/2) + cos(2t) — 1, tcos(t), t*sen(t)).
3. Compruébese si el campo F' es conservativo en cada uno de los siguientes casos:

a) F:R* — R? definido por F(z,y) = (z + 4,4z + y)
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b) F:R? — R3, definido por F(z,y,2) = (3y°z + ye®, 6xyz + €%, 3zy?).

/F.ds,
.

donde 7y es la curva v = 1 + 72 + 73 con 71 : [0, 27] — R? definida por 7, (t) =
(4cos(t), 4sen(t)), 2 : [0,27] — R? definida porye(t) = (cos(t) + 2, —sen(t)),
vz @ [0,27] — R? definida porys(t) = (cos(t) — 2, —sen(t)) y F es el campo
F : R? — R? definido por F(z,y) = (—y,z),V(z,y) € R%

4. Calctlese
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5.3. Los teoremas de Green y de la divergencia en el
plano

Sumario

En esta leccion presentamos el teorema de Green el cual establece una conexién entre
la integral de linea extendida a una curva cerrada y la integral doble extendida a la regién
que encierra la curva, bajo determinadas condiciones de regularidad sobre el campo vectorial
a integrar y sobre la region de integracién. Veremos como aplicacion el calculo de integrales de
linea mediante integrales dobles y viceversa. El contenido completo de esta lecciéon se articula
de la siguiente manera:

V.3.1 Regiones compactas del plano.

V.3.2 Teorema de Green.

V.3.3 Teorema de la divergencia en el plano.
V.3.4 Rotacién de un campo vectorial en R2.

V.3.5 Relaciéon de ejercicios.
5.3.1. Regiones compactas del plano

El objetivo de esta seccion es relacionar integrales de linea a lo largo de curvas
cerradas simples, con integrales dobles sobre ciertas regiones del plano que llamaremos
” compactas 7. Para ello necesitamos dar unos conceptos previos.

Se demuestra (Teorema de la curva de Jordan), que toda curva v : [a,b] — R?
cerrada simple determina dos regiones del plano: Una acotada, A, llamada regiéon

interior a v, y otra no acotada, B, llamada region exterior a 7. Es claro que Fr(A) =
Fr(B) =~

Intuitivamente, diremos que una curva cerrada simple vy estd orientada positi-
vamente cuando al recorrerla, la regién interior se mantiene siempre a la izquierda. A la
curva asf orientada, la notaremos y*. En caso contrario, diremos que 7 est4 orientada
negativamente y la notaremos por y~.

Sean 7, V1,72, ..., Yo 1 + 1 curvas cerradas simples en R? tales que:
1. Para cada¢=1,2,...,n, 7/ se encuentra en la region interior de v
2. Para cada i # j, v v} = 0.

3. Para cada 7 # j, 7, se encuentra en la regién exterior de ;.
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Llamaremos regién compacta en R? determinada por v, v1, 92, ..., V» al conjunto
de los puntos que se encuentran en la region interior de v y en la region exterior de cada
una de las v;, junto con la frontera . Es claro que la frontera de la region compacta A
es el conjunto v* U~ U~3 U...U~" y la notaremos F'r(A).

Diremos que la frontera de A esta positivamente orientada, y lo notaremos
Fr(A)*, cuando al recorrer las curvas 7,1, 72, ...7, la region S se mantiene siempre a
la izquierda.

Ejemplos

Los ejemplos més sencillos de regiones compactas A son las llamadas regiones
elementales que son de tres tipos:

1. Regiones y-simple o de tipo 1, esto es, regiones de la forma

A={(z,y) e R%z € [a,b], p1(z) <y < po(2)},

donde todas las funciones que aparecen son continuas en el intervalo [a, b]. Es claro
que su frontera F'r(A) lo componen las gréficas de esas funciones y dos segmentos
rectilineos.

2. Regiones x-simple o de tipo 2, esto es, regiones de la forma
A={(z.y) e R%y € [e,d], o1(y) < v < d2(y)},

donde todas las funciones que aparecen son continuas en el intervalo [c, d]. Es claro
que su frontera Fr(A) lo componen las gréaficas de esas funciones y dos segmentos
rectilineos.

3. Regiones simples, esto es, regiones que son simultdneamente x-simples e y-simples.

Ejemplos: circunferencias, cuadrados, y, en general, regiones encerradas por curvas
cerradas simples.

5.3.2. Teorema de Green
Ya podemos enunciar el primer resultado importante de esta leccion

Teorema 5.3.1. (Teorema de Green)
Sea U un abierto en R? y F': U — R? un campo vectorial de clase C*. Sea A C U
una region compacta. Entonces:

oF, oF,
F.ds:/—x, — —(z,y))d(z,y).
Lo (G ) = Gty

El Teorema de Green nos permite calcular integrales de linea mediante el célculo
de una integral doble o viceversa.
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Ejemplos:

1. Sean F : R? — R? definida por F(z,y) = (32%y,—2%) y A la region de R?
definida por
A={(r,y) eR?*: 2> <y <1}

Calctlese fFT(A)Jr F.ds.

2. Calcilese el area del recinto A = {(z,y) € R? : 2%/a® + y?/b* < 1}.

Para resolver el segundo ejemplo, aplicaremos el Teorema de Green, para lo que
basta entonces encontrar un campo F' definido en un abierto que contenga a S y tal
que

OF, oF,
%(x,y) - a—y(fﬂ,y) =L

Toémese, por ejemplo, F : R? — R? definido por F(z,y) = (y,2x). A este respecto
notese que Fr(A)* es la elipse de ecuacion z?/a® + y?/b* = 1 parametrizada por 7 :
[0,27] — R?, definida por v(t) = (acos(t), bsen(t)).

5.3.3. Teorema de la divergencia en el plano

Veamos ahora la consecuencia mas relevante del teorema de Green.

Sean U un abierto de R™, F' : U — R™ un campo diferenciable y P € U. Se
llama divergencia de F en p a

_OF . OF

or,
= o, D F 5,

e+
ox,,

divF (P) (P) + (P).

El teorema de la divergencia permite ver a ésta como una medida del flujo del
campo por unidad de area en cada punto p de U.

Teorema 5.3.2. (Teorema de la divergencia en el plano)
Sean U un abierto de R?, F : U — R? de clase C* y A C U una region compacta

de R?, tal que DA™ sea la imagen de una curva 7y : [a,b] — R? regular a trozos. Sea
G = (—F,, I1) entonces

/ G.ds:/divF/d(x,y).
Fr(A)* A
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El resultado es obvio a partir del Teorema de Green.

Un campo vectorial F' de clase C' se dice libre de divergencia si div(F) = 0.

Notemos ahora por N(t) = (Ty(t) —Ti(t)), al vector unitario normal exterior
a A, el cual es ortogonal a T'(t). Es claro que si G es un campo ortogonal a F', entonces

G.T=F.N,

por lo que, abusando del lenguaje, se tiene

/ G.ds:/ G.Tds:/ F.N,
Fr(A)t+ Fr(A)t+ Fr(A)t+

y por tanto el teorema de la divergencia se puede escribir

/dsz/ F.Nds. (1)
A Fr(A)+

La divergencia tiene una importante interpretacion fisica.

Podemos imaginar que F' es el campo de velocidades de un fluido. La divergencia
representa la razon de expansion por una unidad de superficie bajo el flujo de un fluido.

En efecto, sea By el disco cerrado centrado en un punto P y radio . Por el teorema
de la divergencia y del teorema del valor medio para integrales, existe un punto ) € B
tal que

/ F.Nds = / divF = divF(Q).Area(B;) = divF(Q). 76,
Fr(Bs)*t Bs
y por tanto,

1
divF(P) = lims_odivF(Q) = lims_o— F . Nds.
o Fr(Bs)t

Asi, si divF'(P) > 0, consideraremos P como una fuente, porque hay un flujo
neto hacia el exterior de en entorno de P; si divF(P) < 0, se denomina un sumidero
para F'.

Se dice que una curva o es una linea de flujo para un campo vectorial I si, para
cada t, F'(o(t)) = o'(t). En tal caso F recibe el nombre de campo de velocidades de
la curva o.

Por otra parte, teniendo en cuenta (1), se puede demostrar que si F' es el campo
de velocidades de un fluido, éste es libre de divergencia si, y solo si, la cantidad neta de
fluido que fluye hacia fuera de cualquier region es cero. Un fluido con esta propiedad se
denomina incompresible.
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5.3.4. Rotacién de un campo vectorial en R?

Sean U un abierto de R? | F' : U — R? un campo continuo y v : [a,b] — R?
una curva cerrada simple de clase C, tal que v+ C U.

Se llama circulacién del campo F' alrededor de v a

C:% F.ds.
/Y+

Sea A la region interior de 7. Se llama rotacién del campo F' alrededor de
v a

1 C
(F(Y) = ——— ¢ Fds=—"—
0 (’Y) " area (A) ,%WL S " area” (A)

Vamos ahora a ”localizar” el concepto de rotacion de un campo. Sea P = (g, yo)
un punto de U y consideremos la curva 75 cuya traza es la circunferencia de centro P
y radio o. Parece razonable definir la rotacién de F' en el punto P como el limite,
cuando ¢ tiende a cero, de la rotacion de F' alrededor de s, esto es,

1
rotF(P) = lims_orotF(vs) = lims—o— | F .ds
m0% )+

Se puede demostrar, aplicando el teorema de Green, el teorema del cambio de
variable y el teorema fundamental del calculo que, si F es un campo de clase C! en U,
entonces

or,
ox

0F,

(fl?,y) - —<$C,y>, V(l’,y) ceU.

rotF(x,y) = 5
Y

Se dice que un campo es irrotacional en U cuando rotF(x,y) =0, V(z,y) € U.
Por tanto, si I es de clase C!,

OF. OF
F  es irrotacional si, y solo si, a—Q(x,y) = 8—1(1:, y), Y(z,y)eU.
z Y

Asi pues, por el Teorema de Green, es claro que, si el campo es irrotacional, la
circulacion de F' a lo largo de cualquier curva contenida en U es cero.

De hecho, el Teorema de Green se puede escribir

/rotF —/ F.ds (2)
A Fr(A)*

Es obvio que si F' es conservativo, es irrotacional, pero el reciproco no es cierto
como vimos en un ejemplo de la leccion anterior. De hecho vimos que el reciproco si es
cierto si el abierto, en el que esta definido F', es convexo.
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Veamos ahora una interpretacion fisica de la rotacion, que, por otra parte, no es
otra que su base histoérica.

Supongamos que F' es el campo de velocidades de la curva v = (Fr(A)7,
esto es, F'(x,y) nos da el vector velocidad del flujo en el punto (z,y) € v+ C U. Si
ahora imaginamos un corcho circular flotando en la corriente liquida cuyo campo de
velocidades esta descrito por F, ademéas del movimiento de ” arrastre ”, puede darse
un movimiento de ” rotacién 7 del corcho alrededor de su eje. El signo de la circulacion
C nos dice si el campo F' hace girar el corcho en sentido antihorario, si es positivo, en
sentido horario, si es negativo, o no lo hace girar si C' es cero. El concepto de "rotacion”
nos va a dar una estimacion de la velocidad angular con que gira el corcho.

Se prueba que, en en el caso comentado, rotF(y) es el doble de la velocidad
angular del corcho. (En un campo irrotacional el corcho no gira sobre su eje).

Ejemplo

Sea F': R? — R? definida por F(z,y) = (1,x) y sea 7 la circunferencia de
centro (a, b) y radio r recorrida en sentido positivo. Pruébese que la circulacion C' de F'
alrededor de v es C' = 7r? y por tanto que rotF(y) = 1.

Obsérvese que el valor de C' no depende del centro (a,b) de la circunferencia ”
sobre ” la que circula el campo F'. Esto significaria que el efecto de la corriente cuyo
campo de velocidades esta descrito por F', no depende del lugar donde se coloque el
corcho.

Como ya vimos, también en la leccion anterior,

/ F.ds= / F.Tds,
Fr(A)* Fr(A)*

donde T'(t) = Hz:% es el vector unitario tangente a v = Fr(A)"™ en ~(t). Por tanto, el
teorema de Green, nos afirma que

/ArotF(:c,y)d(SC,y) :/ F.Tds 2).

Fr(A)*

Las notaciones vistas en (1) y en (2) tienen como objeto mostrar la simetria
existente entre las expresiones del teorema de la divergencia y del teorema de Green.
Asi pues el teorema de Green se puede interpretar como que la integral de la
componente tangencial del campo a lo largo de la curva es igual a la 7 suma de
los efectos rotacionales” del campo en el interior, y el teorema de la divergencia
se puede leer como que la integral de la componente normal del campo sobre la
curva es igual a la 7 suma de los efectos divergentes ” del campo en el interior.
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5.3.5. Relaciéon de Ejercicios

1. Calctlese la circulacion del campo vectorial F' : R? — R?, definido por F(z,y) =
(1,x) alo largo de v : [0, 27] — R?, definida a su vez por y(t) = (a + tcos(t), b+
sen(t).

2. Calcilese la circulacion de F = (y—sen(z),x?) alo largo del triangulo de vértices
(0,0), (7/2,0) y (7/2,1) recorrido en sentido positivo.

3. Calcilese el area encerrada por del cardiode v, donde ~ : [0,27] — R?, esta
definida por

v(t) = (2a(1 4 cos(t))cos(t), 2a(1 + cos(t))sen(t)).
4. Calctlese el area encerrada por el arco del cicloide 7 definido en [0, 27] y el eje z,
donde v : R — R2, esta definida por
v(t) = r(t — sen(t), 1 — cos(t)).
5. Calculese el area encerrada por la lemniscata de Geromo ~, donde 7 : [0, 27] —
R2, esta definida por
~(t) = (asen(t), asen(t)cos(t)).
6. Calciilese la integral de F : R? — R?) definido por F(z,y) = (32%y, —z®) en la

frontera de la region A = {z,y) e R*: 2? <y < 1}.

7. Cilf:ﬁlense las lineas de flujo del campo vectorial definido en R2, por F = y? —

] .
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5.4. Integrales de Superficie

Sumario

En esta leccion introduciremos el concepto de parametrizaciéon de una superficie,
producto vectorial y el calculo de areas de superficie, para, posteriormente, definir las integrales
de superficie y los flujos, que son las extensiones a las integrales de linea de un campo escalar
y de un campo vectorial. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente
manera;

V.4.1 Parametrizacion de superficies en R3.

V.4.2 Espacio tangente y plano tangente.

V.4.3 Orientacion de una superficie.

V.4.4 Area de una superficie

V.4.5 Integrales de superficie de un campo escalar.
V.4.6 Integrales de superficie de un campo vectorial.

V.4.7 Relacion de ejercicios.

5.4.1. Parametrizaciéon de superficies en R?

Sea U un conjunto abierto de R3. Una superficie S es un conjunto del tipo

para algin campo escalar f : U — R continuo. Dicha superficie se dice determinada
por f.

Nuestro objetivo es considerar las posibles representaciones paramétricas de una
superficie S.

Sean A un subconjunto de R? g : A — R3 tales que S = g(A). El campo
vectorial g se dice que es una parametrizacion de la superficie S. De hecho, las
coordenadas de los puntos de S las representaremos como

r=g1(u,v), y=ga(u,v), z=gs(u,v).

Si g es de clase Ct, g/A es inyectiva y rango J,(u,v) = 2, V(u,v) € A, diremos
que S es una superficie simple.
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Se dice que S es una superficie localmente simple si, para cada punto () € S,
existe un entorno V' tal que SNV es una superficie simple. En tal caso existe un conjunto
Ay de R? y una funcioén g : Ag — R3 tal que V(.S = go(Ap) y se dice que gy es una
parametrizacion local de S.

Sea S = g(A) una superficie simple, entonces se llama borde de S, 95,
0S :=g(Fr(A)) = g(0A).
Se llama interior de S, Int(S) := g(int(A))
Nota

Notemos que los conjuntos recién definidos no tienen ninguna relaciéon con los
conceptos topoldgicos de frontera e interior de S.

Ejemplo

Considérese un tronco de paraboloide parametrizado por ¢ : B — R3, definida por
g(u,v) = (u,v,u® +v?) y donde B es el circulo de centro (0,0) y radio 1. Es claro que
g(C), donde C' es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, es el borde de S, esto es,
la circunferencia de radio uno contenida en el plano z = 1 y centrada en (0,0,1). Por
otra parte,

Int(S) = {(z,y,2) e R*: 2 =2+, 2° +y* <1},

esto es, el resto del tronco del paraboloide. Evidentemente este conjunto tiene interior
vacio desde el punto de vista topologico.

Veamos ahora algunos ejemplos de superficies parametrizadas

Ejemplos de superficies parametrizadas

1. Sea A un subconjunto de R? y A : A — R? un campo escalar. La grafica de dicho
campo escalar es una superficie S

S={(x,y,2) € U; (z,y) € A,z = h(z,y)},

donde g(z,y) = (x,y, f(z,y)) es la parametrizacién trivial de la superficie
S = g(A). S es uns superficie simple siempre que h € C1(U).

Asi, por ejemplo, el paraboloide P,
P ={(z,y,2) € R 2= a(a® +¢*)},
es una superficie simple, ya que h(x,y) = a(x? + y?) es de clase C* en R2.

2. Sean U un abierto de R® y h : U — R, una funcién de clase C! y sin puntos
criticos; entonces, para cada ¢ € R, la superficie

S=A{(z,y,2) € U: h(x,y,z) =c},

se denomina superficie de nivel de valor c. Se puede probar que S es una
superficie de nivel si, y sélo si, S es una superficie localmente simple.
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Veamos ahora algunos ejemplos de superficies localmente simples.

1. El cilindro.

En efecto, sea 7 > 0. Los campos vectoriales g, gs : [0,7] x R — R? definidas

por gi(z,y) = (V1> —vy%y,2) v g(r,y) = (—/1* —y*y,2) son dos parame-
trizaciones locales del cilindro r* = 22 + y? (2 > 0 y < 0 respectivamente

).

2. La esfera.

En efecto, sean r > 0y A = {(u,v) € R*: u? +v? < 1}. Los campos vectoriales

91,92 + A — R? definidas por gi(z,y) = (,y,/1* =22 = y?) vy ga(2,y) =
(2,9, —+/r? — 22 — y?) son dos parametrizaciones locales de la esfera 22 +1y?+2% =
r? (z > 0y z < 0 respectivamente ).

3. El elipsoide.

De hecho, los campos vectoriales g, g, : E — R? definidos por ¢i(z,y) =

(2, y,e/1 = (x/a)? = (y/b)?) ¥ ga(a,y) = (x,y,—c\/1 = (x/a)? — (y/b)?) (don-
de E es la elipse de semiejes a y b) son dos parametrizaciones locales del elipsoide
de semiejes a , by ¢) (2 > 0y z <0 respectivamente ).

4. FEl cono.

Sea A =]0,27r[xR". Los campos vectoriales g1,g92 : A — R3 definidas por

gi(z,y) = (., Va2 +y?) vy g2(2,y) = (2,9, —/2® +y?) son dos parametriza-

ciones locales del cono (z > 0y z < 0 respectivamente ).

JExisten parametrizaciones globales para los cilindros, esferas y conos? La
respuesta es afirmativa en algunos casos. De hecho, usando las cambios de coordenadas
esféricas, cilindricas 6 elipticas, se obtienen nuevas parametrizaciones:

Ejemplos
- Para la esfera basta considerar ¢ : [0, 27] X [—7/2,7/2] — R?® definida por

g(0,¢) = (acos(0)cos(p), asen(f)cos(p), asen(p)).

- Para el cilindro basta considerar g : [0, 27] x R — R3? definida por

9(0, z) = (acos(0),asen(h), z)).
- Para el paraboloide basta considerar g : Ry x [0, 27] — R? definida por
9(p,0) = (apacos(), apsen(8), ap®).

- No para el cono, si para el semicono, basta considerar g : Ry x [0,27] — R3?
definida por

9(p,0) = (apcos(8), apsen(8), ap).
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Sea S = g(A) una superficie simple en R3, g : A — R3 una parametrizacion de
Sy B C R? una region del plano. Si ¢ : B — A es una funcién biyectiva de clase C!
y tal que
detJy(s,t) #0, V(s,t) € B.

Entonces la funcién h = go ¢ : B — R3 se dice que es una reparametrizacién de S.

5.4.2. Espacio tangente y Plano tangente.

Sea S una superficie simple y g : A — R3 una parametrizacion de S = g(A).

Sean P = (ug,vy) € int(A) y Q@ = g(P) € Int(S). Podemos considerar las curvas

( ) = g(u,vo) y B(v) = g(uo,v), las cuales estan contenidas en S y pasan por el punto
g(P). Los vectores tangentes a dichas curvas en ) vienen dados por

o) = (P) v () = SU(P).

Se dice que un vector u € R? es un vector tangente a una superficie S en Q,
si existe una curva contenida en S que pasa por el punto ) y que tiene tangente en
dicho punto, esto es, existe v : [—0,d] — R? continua tal que v* C S con v(0) = Q y
7'(0) = u. Asi pues, los vectores g—Z(P) y %(P) son vectores tangentes a S en Q.
De hecho, se demuestra que todo vector tangente se puede escribir como combinacion
lineal de dichos vectores. La condiciéon sobre el rango, Jy(u,v) = 2, V(u,v) € A, en la
definicién asegura que dichos vectores son linealmente independientes.

Se define el espacio tangente a S en @), T(S), como el subespacio vectorial

de todos los vectores tangentes en (). Como ya hemos visto, el cojunto de los vectores

g og dga dg3

%(P) = (%(P),%(P),%(P))
y

dg

Og1 g2 dgs3
%(P) = (%(P),%(P),%(P))

forman una base de dicho espacio tangente.

Se define el plano tangente a S en el punto () = g(P) como el plano
T que pasa por el punto Q y cuyos vectores directores son 24(P) y %(P), esto es,

ou
T=Q+ Tp(9).
En consecuencia, el plano tangente tiene las ecuaciones paramétricas siguientes:

ag( P +t29(p) vsteRr

(z,y,2) =Q +s o
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La condicién sobre el rango, J,(u,v) = 2, V(u,v) € A, asegura que existe el
plano tangente a S en el punto @), lo que se traduce en que la superficie no tiene vértices
0 aristas.

Recordemos que dados u = (uy,us, u3) e v = (vi, v, v3) dos vectores de R3, se
define su producto vectorial, u x v como

U Xv= (Mlla M127M13)?

siendo M;; el adjunto del elemento a;; de cualquier matriz cuadrada de orden 3, cu-
yas segunda y tercera filas sean las coordenadas de u y v respectivamente. Sabemos
que dicho vector es perpendicular a los vectores u y v y su sentido sigue la regla del
sacacorchos.

Asi pues, en nuestro caso, el vector, 22(P) x 22(P). es un vector perpendicular al
? ’ ? Ou v

plano tangente. Dicho vector se denomina vector normal a S en el punto @, N,(P),

N,(P) = %(P) X %(P).

Si S es una superficie localmente simple pueden existir aristas.

5.4.3. Orientaciéon de una superficie.

En esta seccion abordamos el problema de asignar una orientaciéon a una superficie.
De manera intuitiva, una superficie en R? se dird orientable si es posible decidir, sin
ambigiiedad, cual es cada uno de los lados de la superficie. La herramienta con la que
se puede precisar esta idea es el concepto de vector normal a la superficie: Su misiéon
sera la de ” apuntar ” en la direccion de uno de los lados de la superficie

Se dice que una superficie S es orientable cuando existe un campo continuo
N : S — R3 que asocia a cada punto ) € S un vector unitario N(Q) normal a S
(vector perpendicular al plano tangente). La continuidad nos asegura que los vectores

normales no cambian ” repentinamente ” de sentido.

Si S es una superficie orientable, el campo N le asigna a S una orientacion.
Asi, la superficie S junto con el campo N determinan una superficie orientada.

Proposicion 5.4.1. Toda superficie simple es orientable

Sig: A CR?* — R® es una parametrizacion de S, recordemos que N,(P) es un
vector ortogonal al plano tangente a S en @) = g(P)
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Asi pues, en el caso de una superficie simple, podemos considerar el siguiente
campo de vectores normales a S, N : S — R3, definida por

Ny (P)

M@=, @)1

Se suele decir que la parametrizacion g determina una orientaciéon en la superficie

S =g(A).

Como ejemplo, consideramos el tronco del paraboloide z = 22 + y? por debajo
del plano z = 1, esto es, S = g(D), donde D es el disco de centro (0,0) y radio 1 y
g(u,v) = (u,v,u? + v?). Es facil ver que

(—2u, —2v,1)
VA + 402+ 1’
es un vector normal a S en el punto @ = g(u,v)

Es claro que el vector (0,0,1), que apunta hacia el interior del paraboloide es un
vector del campo, ya que

N(Q) = N(g(u,v)) =

(0,0,1) = N(9(0,0)),

luego la orientacién que proporciona N es hacia el interior de S.

De manera anéloga a las curvas, una reparametrizacion puede invertir 6 no la
orientacién de una superficie. Esto cocurre segiin que det.Jy(s,t) sea negativo 6 positivo,
respectivamente.

5.4.4. Area de una superficie

Sea S = g(A) una superficie simple en R?, parametrizada por la funcién g : A C
R? — R3. Se define el area de S, Area(9),

Area(S) = /A N, (u, v)]|d(u, 0).

Como era de esperar, se demuestra que el area de una superficie no depende de
la parametrizacion de S.

En el caso particular en que S sea la grafica de una funcién h: A C R? — R de
clase C, es facil ver que el vector

Ng(“ﬂ”) = (—%(U,U), —%(U,U), 1)

y por tanto



Analisis Mateméatico 45

Area(S /\/1+ (1, v))? (gZ( 0)2d(u, ).

En el caso del ejemplo anterior

Area(S / V 1+ 4u? + 4v2d(u,v) / / V14 4p2pdpdt = 7/6(5%2 — 1).

5.4.5. Integrales de superficie de campos escalares

Sea S = g(A) una superficie simple en R?, parametrizada por la funcién g :
A C R? — R? (basta que g sea de C', inyectiva y rango (J,(u,v)) sea igual 2, salvo
en un conjunto de medida nula) y f : S — R un campo escalar continuo. Se define la
integral de superficie del campo f sobre S,

/ fds = / F (9w, 0)) 1N (1, 0)] | d(u, v).
S A

En particular,

/S 1dS = Ar(S).

Sea S una superficie simple en y f : S — R un campo escalar continuo. Se
define el valor medio de f sobre S como

—  Jgfds
= AE)

Si la superficie S es union finita de superficies simples = | J S;, cuyas intersecciones
sean de medida cero (esfera, tronco de cono, ortoedro, etc,) entonces podemos definir

/Sde:Z/Side.

Veamos ahora algunas de las propiedades mas caracteristicas.

Proposicion 5.4.2. Sean S una superficie simple parametrizada por un campo vectorial
g, U un abierto de R™ que contenga a S y f,g : U — R dos campos escalares continuos.
Entonces:

1. [y(rf+sg9)dS =r [; fdS+s [;gdS, Vr,seR.



46 §V.4. Integrales de superficie

2. Si h es una reparametrizacion de S, entonces

fdS = [ fds.

S, Sh

( El valor de la integral fs fdS no depende de la parametrizacion que se considere

en S.)

3. Si T es otra superficie simple parametrizada por h tal que medida(SNT) =0y
SUT CU, se tiene que

s = /S FdS + /T fds.

Ejemplo
Un helicoide es una superficie S parametrizada por g : A — R3, definida por
g(r, ) = (rcosd, rsend, ),

y donde A = [0,1] x [0,2n]. Calctlese su area y [¢ fdS, donde f es el campo escalar

definido por f(z,y,2) = /2?2 +y> + L.

5.4.6. Integrales de superficie de un campo vectorial

Supongamos que F : R? — R? es un campo continuo que representa el campo
de velocidades de un fluido y sea S una superficie simple. Se trata de ver cual es la
cantidad de flujo que pasa a través de la superficie S, ademés del sentido en que lo
hace.

Sean S = g(A) una superficie simple en R? parametrizada por g : A C R?* — R3,
(basta que g sea de C', inyectiva y rango (J,(u,v)) sea igual 2, salvo en un conjunto de
medida nula), U un abierto de R® que contenga a S'y F': U — R3 un campo vectorial
continuo. Se define la integral de superficie de F' sobre S, llamada flujo de F' a
través de S como

/SQF'dS: /A < F(g(u,v)), Ny(u,v) > d(u,v).

Ny (u,v)
[[Ng(u,v)]]

Notese que N(g(u,v)) = y por tanto
F.N =< F(Q(”?”))vN(g(u7v)) >=< F(g(uav))7Ng(uav> > ||Ng(u7v)||a

esto es, ngF.dS: Jg F.NdS.
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Asi pues, si al calcular |, ¢ F - dS nos sale positiva, fisicamente significa que el
g
flujo del campo atraviesa la superficie S en el mismo sentido que NN,. Por el contrario,
si sale negativa, el flujo del campo atraviesa .S en el sentido opuesto a Nj.

Si la superficie S es union finita de superficies simples = | J S;, cuyas intersecciones
sean de medida cero (esfera, tronco de cono, ortoedro, etc,) entonces podemos definir

/SF.dS:zi:/SiF.dS.

En superficies concretas, como el paraboloide 6 la esfera, se puede ver si la
orientacion dada hace que los vectores normales apunten hacia el ” interior ” de S 6 el
7 exterior 7 de S, con lo cual sabremos si el flujo atraviesa la superficie hacia el interior
o el exterior. En cualquier caso, la cantidad de flujo que atraviesa la superficie es la
misma e igual al valor absoluto de la integral.

Ejemplo

Sea S la porcion del paraboloide de ecuacion z = u?+v? que intersecta al cilindro
centrado en el origen de coordenadas y de radio 1 (u? + v? < 1). Consideremos el
campo F : R3 — R? definido por F(x,y,z2) = (x,y,2 — 1), V(x,y, z) € R®. Se obtiene
facilmente que

/F.dS = —3rm/2.
s

El resultado indica que el flujo atraviesa a S en sentido contrario al vector N.
Evaluando éste en un punto concreto, por ejemplo el (0,0), se tiene N(0,0) = (0,0, 1);
esto es, N apunta hacia el interior de S, por tanto el flujo atraviesa el paraboloide hacia
el exterior.

Veamos ahora algunas de las propiedades mas caracteristicas.

Proposicion 5.4.3. Sean S una superficie simple parametrizada por un campo vectorial
g, U un abierto de R™ que contenga a S y F,G : U — R™ dos campos vectoriales
continuos. Entonces:

1. fsg(rF+sG).dS:rngF.dS+8ngG.dS, Vr,s € R.

2. 8t h es una reparametrizacion de S, entonces

J

segun que la reparametrizacion conserve o no la orientacion.(Esta integral es in-
variante por reparametrizaciones que no cambien la orientacion de la superficie).

F.dS::I:/ F.dsS,
Sh

g
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. Si T es otra superficie simple parametrizada por h tal que medida(SNT) =0y
SUT CU, se tiene que

/ F.dS:/F.dS+/F.dS.
SuT S T

Nota

de s

vect

5.4

10.

Notese que la segunda propiedad es algo diferente a la correspondiente integral
uperficie de campos escalares en analogia con las integrales de linea para campos
oriales.

.7. Relacién de ejercicios
. Calculese la superficie de un toro T'(R, ), sabiendo que su parametrizacion viene
dada por g : [0, 27| x [0, 27] — R3 definida por

g(z,y) = ((R+ reos(y))cosx, (R + rcos(y))senx, rsen(y)).
Calcilese el area del tronco de paraboloide z = 22 + y? situado entre el plano
z =10y el plano z = 1.

Calctlese el area del tronco de cono z? = 3(z? + y?) comprendido entre los planos
z=0y z=3.

Calctlese la integral de superficie del campo escalar f(z,y, 2) = x* +y* + 2% sobre
el tronco de cono del ejercicio anterior.

Calculense las integrales de superficie de los campos escalares f(z,y,z) = azx +
by + 2y f(z,y,z) = zy + 2* sobre el toro T(R, 7).

Calculese la integral de superficie del campo vectorial F(z,y,z) = (azx + by +
z,xy + 2%, z) sobre el toro T(R, 7).

Calculese el valor medio de la suma de tres niimeros no negativos, tales que la
suma de sus cuadrados es siempre igual a la unidad. (Sol.: 3/2)

Calctlese el valor medio del producto de tres nimeros no negativos cuando su
suma es siempre igual a la unidad. (Sol.: 1/60)

Calctlese el flujo del campo F : R? — R3, definido por F(x,y,2) = (x,9,2) a
través de la esfera centrada en el origen de coordenadas y radio r

Sea F : R® — R3 definido por F(z,y,2) = (32 —27,0,2z —x) y S = {(x,y,2) €
R*: z4+y+z=1, z,y,2 > 0}. Calcilese [, F.dS.
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5.5. Teoremas de Stokes y de la divergencia

Sumario

En esta leccion presentaremos los teoremas de Stokes y de la divergencia en el espacio
o de Gauss. El primero nos relaciona las integrales de superficie con las integrales de linea y
con las triples el teorema de la divergencia. El contenido completo de esta leccién se articula
de la siguiente manera:

V.5.1 Teorema de Stokes.
V.5.2 Teorema de la divergencia en el espacio.
V.5.3 Identidades de operadores.

V.5.4 Relaciéon de ejercicios.

5.5.1. Teorema de Stokes

En un primer momento abordamos el teorema de Stokes, generalizacion a R3
del teorema de Green. Este establecia la relacién entre la integral de linea del campo
a lo largo de una curva cerrada simple, frontera de una regiéon compacta A C R?, y
una integral doble sobre la region A de cierta funcién (obviamente relacionada con el
campo).

El teorema de Stokes generalizara esta situacion en el sentido siguiente: sea la re-
gion A de R? y sea g : A — R? una parametrizacion de una superficie simple S = g(A)
orientada. El teorema establece la relacion entre la integral de linea a lo largo del borde
positivamente orientado y la integral de superficie del campo rotacional sobre la su-
perficie S. Pero jqué se entiende por borde positivamente orientado? Intuitivamente, si
consideramos un observador que camina a lo largo del borde de una superficie, de ma-
nera que el vector normal senala desde sus pies hacia la cabeza, entonces la orientacion
es positiva si la superficie queda a la izquierda.

Consideremos por ejemplo el tronco de paraboloide S z = 22 + y? entre z =
0 y z = 1. Sabemos que el borde del paraboloide es g(C((0,0),1), donde g(z,y) =

(z,y, /22 + y2). Como ya hemos visto
Ng(xvy) = (—2x,-2y,1),

en particular apunta hacia el interior del paraboloide. Asi pues la orientaciéon positiva
del borde coincide con g(7), donde 7 : [0, 27] — R? definida por y(t) = (cost, sent).
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En general la orientacion positiva del borde 9S™ es la imagen de la frontera
del conjunto A recorrida en sentido positivo. Esta orientacion se llama frecuentemente
orientacién inducida.

Sea U un abierto de R3 y F': U — R3 un campo diferenciable. Se define el
rotacional de F' en un punto P € U por

rotF(P) = (%”(P) — %(P), %(P) - %(P), %(P) - %(P))

Obsérvese que si U es un abierto sin agujeros, entonces F' es conservativo si, y
solo si, rotF = 0.

Teorema 5.5.1. (Teorema de Stokes)

Sean S una superficie simple y g : A C R? — R3 de clase C* una parametrizacion
que determina una orientacion en S, U un abierto de R® que contenga a S y F : U —
R3 un campo de clase C'. Entonces

/ F.ds:/rotF.dS.
a8+ S

Si S no tiene frontera, como es el caso de la esfera, entonces la integral de la
derecha es cero.

Con una técnica similar a la que hicimos en la leccién 5,3 con el teorema de la
divergencia, usando el teorema de Stokes podemos comprobar que

1
rotF(g(u,v))« N(g(u,v) = limgﬂo—/ F.ds.
7T(52 aB;

Este resultado se puede interpretar afirmando que la componente normal de un
campo vectorial (rotF') sobre una superficie orientada S es igual a la integral de linea
de la componente tangencial de F' sobre la frontera de F'. Esto nos permite comprender
el significado preciso de rotF' respecto del movimiento de un fluido en el que F' es su
campo de velocidades: La circulacion f B F'.ds es la velocidad neta del fluido alrededor

de 0Bjs, de modo que rotF . N representa el efecto de giro o rotacion del fluido alredor
del eje N.

Ejemplo

Usese el teorema de Stokes para evaluar la integral fc —y3dx + 23dy — 23dz,
donde C' es la interseccion del cilindro 22 +y? =l yelplanor =z +y+2 =1,y la
orientacion en C' corresponde a un movimiento en sentido contrario al de las agujas del
reloj en el plano z = 0.



Analisis Mateméatico 51

5.5.2. Teorema de la divergencia en el espacio

Sea U un conjunto abierto. Se dice que U es un dominio si es arcoconexo, esto
es, si dados dos puntos cualesquiera P y @), existe una curva 7, tal que P,Q) € v* C
U. Diremos que un dominio acotado D es un dominio regular cuando su frontera
sea una superficie localmente simple. Toda superficie que es frontera de un dominio
acotado se dice que es una superficie cerrada. Diremos que la superficie esta orientada
positivamente si, a cada ) € S le asocia un vector normal que apunta hacia el exterior
del dominio.

Recordemos que si U es un abierto de R3, ' = U — R3 un campo vectorial
diferenciable y P un punto de U, se define la divergencia del campo F' en el punto P
como

OF,
dy

OF,
0z

O

(P)+ —=(P)+ ==(P).

Como ejemplo de dominios regulares D de R3, consideramos aquellos que sean
de alguno de uno de los tres tipos siguientes;
Tipo I, esto,es, de la forma

{(z,y.2) €R’;(z,y) € A, p1(z,y) < 2 < pa(w,y)}.

Tipo II esto es, de la forma

{(ZL‘,y,Z) € R3; (l‘, Z) € A27 ¢1($’ Z) < Yy < gb2<$,y)}

Tipo III esto es, de la forma

{(l’,y, Z) € Rg; (y,Z) S A3,¢1<y,2) <z < ¢2(y,Z>}

Donde A;, Ay, A3 son regiones y-simple, x-simple, y todas las funciones que aparecen
son de clase C!. Por ejemplo, la bola unidad, B, es un dominio regular, basta observar
que B no es otro que el conjunto

{(z,y,2); x€[0,1],y € [-V1 —22, V1 -2,z € [—\/1—x2—y2,\/1—x2—y2]}.

Los conjuntos del tipo {z,y,2) € R?; (z,y € A1) 2 = ;(z,y)} (andlogamente
con y = ¢;(x,z),x = Y¥;(y, 2)) reciben el nombre de caras. Estos ejemplos elementales
de dominios regulares tienen como minimo dos caras (por ejemplo en el conjunto B
anterior, las caras son los dos hemisferios) y como maximo seis (por ejemplo el ortoedro)

El teorema de la divergencia para campos en R3 va a relacionar la integral
de un campo F' sobre un determinado tipo de superficie S con la integral triple de la
divergencia de F' sobre un dominio D determinado por S.
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Teorema 5.5.2. (Teorema de Gauss o la divergencia en el espacio)

Sea D un dominio reqular, S la frontera de dicho dominio reqular, superfice orien-
tada positivamente. Entonces, si U es un abierto de R® que contenga a D y a S y
F : U — R? un campo vectorial de clase C', se tiene

/F.dS:/ divF d(z,y, z).
S D

Este teorema nos permite calcular el flujo de un campo a través de una superficie,
sin conocer una parametrizaciéon concreta, ya que, segtn el teorema, calculando
la integral triple, el resultado sera siempre el flujo que atraviesa la superficie hacia el
exterior.

Si F' es un campo de velocidades de un fluido, la divergencia del campo F
representa una medida del flujo del campo por unidad de volumen, en cada punto P de

U.
Ejemplo

Considerése el campo vectorial F(z,y,2) = (2z,y? 2%) y sea S la esfera unidad.

Calculese fS F.dS.

5.5.3. Identidades de operadores

Para finalizar el capitulo, vamos a recapitular algunos resultados en términos de
algunos operadores.

Llamaremos operador gradiente a la aplicacion V : f —— V f para cada
campo escalar f. Sus propiedades mas elementales son:

L V(f+9)=V(f)+ V(g

rf)=rV(f) (r €R).

fg) = fV(g) +gV(f).

f/9) = (gV(f) = fV(9))/g? siempre que g(x) # 0.

e
<

Llamaremos operador divergencia a la aplicacion div : F' —— divF para cada
campo vectorial F. Sus propiedades mas elementales son:

1. divF =V .F.
2. div(F + G) = div(F) + div(G).
3. div(fF) = fdiv(F)+ Vf .
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4. div(Vf x Vg)=0.

Llamaremos operador laplaciano o de Laplace a la aplicacion V? : f —
div(V f) para cada campo escalar f. Sus propiedades méas elementales son:

1. V2(fg) = fV?g+gV*f+Vf.Vg.
2. div(fVg —gVf) = fVig—gV>*f.

Llamaremos operador rotacional a la aplicaciéon rot : F' —— rotF para cada
campo vectorial F'. Sus propiedades mas elementales son:

1. rotF'=V x F.

2. rot(F + G) = rot(F) + rot(G).

3. div(F x G) = G .rotF — F .rotG.
4. div rot(F) = 0.

5. rot(fF) = frot(F)+ Vf x F.

6. rot(Vf) = 0.

Por otra parte, en términos de operadores, puede escribirse,
rotk' =V x F,

y por tanto la tesis del teorema de Stokes, queda

/ F.ds:/VxF.dS.
as+ S

5.5.4. Relacién de ejercicios

1. Compruébese el teorema de Stokes en los siguientes casos:

a) Sea F : R* — R? definida por F(z,y,2) = (zy,222,3yz) y S = {(z,y,2) €
R: z4+y+z=1, z,9,2 > 0}.

b) Sea F : R® — R3 definida por F(z,y, z) = (2%y,32%2,y2%) vy S = {(z,y,2) €
R3: 22+ =1, —-1<2<1}.

2. Sea S el tronco del cilindro z? + y? = 1 acotado por los planos z = -1y 2z =1
incluyendo las bases y sea F(x,y,2) = zyi + r?yj + yk. Calctlese fs F.dS

3. Sea S la esfera unidad. Usese el teorema de la divergencia para calcular

/a:2+y—|—zd5.
S
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4. Calcilese el flujo del campo F' : R® — R3, definido por F(z,y,2) = (0, e*"** +
tgz,y?) a través del elipsoide superior 222 + 3y? + 22 = 6, 2z > 0 con su normal
dirigida hacia arriba.

5. Calcilese el flujo del campo F(z,y, z) = zyi+ (y® + e**°j + sen(xy)k a través de
la superficie frontera de la region acotada por el cilindro parabolico z =1 — 22 y
los planos z =0,y =0,y + = = 2.



