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1. (Valor total del ejercicio: 5 puntos)

(a) (1 punto) Escribase de manera precisa la formulacién de problema de Cauchy
para la ecuacién del calor n—dimensional, asi como el concepto de solucién del
mismo.

(b) (1 punto) Entnciese un teorema de existencia y unicidad de soluciones del problema
de Cauchy anterior, proporcionando ademés la formula que da la tnica solucion.

(¢) (3 puntos) Calcilese la tinica solucién acotada del problema de Cauchy

ug(,t) = ugy(z,t), x € R, t >0, (1)
u(zr,0) = exp(—32?), =z € R.

2. (Valor total del ejercicio: 5 puntos)

(a) (1 punto) Escribase de manera precisa la formulacién del primer problema de
tipo mixto para la ecuacién de ondas unidimensional, asi como el concepto
de solucién del mismo.

(b) (1 punto) Entnciese un teorema de existencia y unicidad de soluciones del problema
de tipo mixto anterior, proporcionando ademas la férmula que da la tinica solucién .

(c¢) (3 puntos) Calcilese la tinica solucién del problema

O*u(x,t)  O%u(w,t)
ox2  Of?

,0<ax<m t>0

donde
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1. (Valor total del ejercicio: 3 puntos) Calcilese la tnica solucién de

2 t t
Bg(;;) _ 8U(83;7)7 OS$§W70<t§T7

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t<T,
u(r,0) = sen’z, 0<z<m,

2. (Valor total del ejercicio: 3 puntos) Calcilese la tnica solucién de

Ou(z,t) 0?u(z,t)
- = 7 <z<
952 52 cosx, 0<z<mt>0
u(z,0) = senzx, 0<z<m
(1)
ot
u(0,t) = wu(m,t)=0, t>0.

Sugerencia: busquese la solucién u de (1) de la forma u(x,t) = v(z,t) + s(x).
3. (Valor total del ejercicio: 4 puntos)
(a) (1 punto) Considérese la ecuacién de Laplace n-dimensional
Au(x) =0 (2)

Demuéstrese que si u € C2(R™\ {0}) es solucién de (2) de la forma u(z) = v(||z]|),
con v : (0,4+00) — R una funcién de clase C?(0, +00), entonces v verifica la e.d.o.

-1
’U”(T) + n

. v'(r) =0, Vr e (0,+00). (3)

Reciprocamente, si v verifica (3) entonces u(z) = v(||x||) verifica (2) en R™ \ {0}.

(b) (3 puntos) Teniendo en cuenta el apartado anterior, calcilese la tinica solucién del
problema
Au(z,y) =1, b® < 2?2 + 9% < a?,

u(z,y) =0, si 22 +9y2=0> 6 22 +9y%=ad>
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1. (2 puntos) Considérese el problema de Dirichlet

62 82
5+ o =0, (1,y) €Q={(z,y) eRZ:a? + 42 < 1}, (1)

oz " By2
u(z,y) = f(z,y), (z,y) € 0.

Demuéstrese que mediante un cambio a coordenadas polares z = pcos¢, y = pseng, el
problema anterior se transforma en

1 9(p3) 1 9%
— —_—— = 1
> op 2 952 0, 0<p<l, ¢€R, 2

u(l’d)) = g(qb), ¢» €R,
donde g : R — R esta definida como g(¢) = f(cos¢, send).
2. (3 puntos) Calcilese la tinica solucién del problema

Pu(z,t)  u(z,t)
ox2  Ot?

,0<z < t>0

ou(z,0)
ot

u(x,0) = senz, =sen’z, 0<z <7

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,
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1. (Valor total del ejercicio 2.5 puntos)

(a) (0.5 puntos) Entnciese el principio del méximo-minimo para la ecuacién del calor.

(b) (2 puntos) Calcular la tinica solucién del problema de tipo mixto

2
Fut) _ Q@b g gcr<T,

Ox2 ot ’

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) = f(z), 0<z<m,
donde -
0,si0 <2< -
f(z) = w2
sen(4x), si 5 <z<mw

2. (2.5 puntos) Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema

de contorno
Upr +Uyy =0, 0 <2 <1, O<y <,

u(07y) =0, u(lvy) = f(y)v u('T’O) =0, u(ﬁ,ﬂ') =0
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1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1 punto) Si f € C'(IR? IR), demuéstrese que la funcién

v(x,t) = ;/Ot (/:i::s f(y,s) dy) ds

v (2, t) — Ve, t) = fa,t) , V(x,t) € R
v(z,0) =0 VzeR; v(r,00=0 VrelR

verifica

o ([l H(x,t,s)ds t OH (.1
(Sugerencia: recuérdese que ( 0 ) = H(z,t,1) +/ st).
0

ot

(b) (2 puntos) Encuéntrese la tnica solucién del problema de Cauchy

U — Uge = sen(x) , x €IR ,t>0
u(z,0) =22 Vo € R; w(z,0) =2> VzeR

(c) (0.5 puntos) Si u es la funcién obtenida en el apartado anterior, jcudnto vale
lim w(z,t)?
t——+o00

2. (Valor total del ejercicio 3 puntos)

(a) (1 punto) Entinciese de manera precisa el segundo problema de tipo mixto asociado
a la ecuacion del calor, asi como la férmula que proporciona la tinica solucién del
mismo.

(b) (2 puntos) Célculese la tinica solucién del problema

O*u(x,t)  Ou(w,t)
ox2 ot

0<z<m 0<t<T

ou(0,t)  Ou(m,t)
or Ox

=0; 0<t<LT

u(z,0) =sen®(x); 0<z <7

3 1
(Sugerencia: demuéstrese previamente que sen®(z) = Zsen(x) - Zsen(Sx) ,Vz € R).
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3. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)
(a) (0.5 puntos) Entnciese de manera precisa el Principio del Maximo-Minimo para
funciones arménicas (o para la ecuacién de Laplace).

(b) (1.5 puntos) Demuéstrese que si Q@ C IRY es un dominio acotado y las funciones
uy,uz € C?2(Q)NC(Q) satisfacen

)

entonces se verifica uy (z) < ug(z), Vr €

(c) (1.5 puntos) Sea € el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Usando el apartado
anterior, demuéstrese que

xyf’ + 27 +y <2Py+yP+a, Vizy e
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1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

Considérese el problema de tipo mixto

0u(z,t) 0?u(z,t)
L = 7 <z<
952 92 0<z<m t>0
u(z,0) = f(x), 0<z<nm
(1)
Ju(z,0)
u(0,t) = w(mt)=0, t>0,

(a) (0.5 puntos) Interprétese (1) desde el punto de vista de la Fisica.

(b) (1 punto) Demuéstrese que (1) tiene, a lo sumo, una solucién. (Sugerencia: método
de la energia).

(c¢) (1 punto) Si f y g son funciones de la forma

f(:r;):Zaisen(ix), g(m):ijsen(jm),
=1 =1

siendo a;, 1 <7 <myb;, 1 <j < p, nimeros reales dados, jcudl es la inica solucién
de (1)?

(d) (1 punto) Sig=0y f € C30,n], f(0) = f(x) = f"(0F) = f"(7~) =0, jcudl es la
tnica solucién de (1)7

2. (Valor total del ejercicio 3 puntos)

(a) (1 punto) Entinciese de manera precisa el primer problema de tipo mixto asociado
a la ecuacion del calor, asi como la férmula que proporciona la tinica solucién del
mismo.

(b) (2 puntos) Calculese la tinica solucién del siguiente segundo problema de tipo mixto
asociado a la ecuacién del calor:



O*u(z,t)  Ou(w,t)

0<ax<m 0<t<T

ox2 ot
0
u(0,t) _ ou(m,t) _0. 0<t<T
ox ox
0, si0<zx< :
u(x,()): e LT <2
x—i, Sl§<$_7r.
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3. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Apliquese el método de separaciéon de variables
para resolver el problema de contorno

Ugz +Uyy =0, 0 <2 <1, O<y <,
uy(x70) =0, Uy(.%'ﬂr) =0, U(O,y) = Cosy, U(l,y) = Sen2y'

1 — cos(2y)

(Sugerencia: Puede ser util la identidad sen’y = 5

).
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1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1.5 punto) Entnciese un teorema de existencia y unicidad de solucién para el
primer problema mixto (tipo 1) asociado a la ecuacién de ondas unidimensional
sobre el conjunto de puntos (z,t) € (0,7) x (0,00). Dar la férmula explicita de dicha
solucién como serie de Fourier.

(b) (2 puntos) Sean ¢ > 0y u(z,t) la solucién del problema

Utt — Ugpye = 0, O<SC<£, t>0,
(Py) = u(z,0) = f(z), 0<x</,
0)= w(z,0) = g(x), 0<z<{,
u(0,t) =u(l,t) = 0, t>0,

donde se suponen f y ¢ en las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad.
Escribase la férmula que da la unica solucién de (Fy) como serie de Fourier.

2. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (2 puntos) Entnciese de manera precisa el principio del méximo-minimo para la
ecuacion del calor. Apliquese dicho principio para demostrar el siguiente resultado:
Sea f € C'[0,7] verificando f(0) = f(7) = 0. Sea u(z,t) la tinica solucién del
problema

O*u(x,t)  Ou(w,t)

- L 0<az<m 0<t<T
D22 ot =T=7

u(@,0) = f(z); 0<a<nm
Entonces se verifica

t) = i t) = mi
@@ﬁﬁﬁmﬂu@’) £ﬁ%f@) Y @@Jﬁimﬂu@’) i%%f@)

(b) (1.5 puntos) Célculese la tinica solucién del problema

O*u(x,t)  Ou(w,t)
ox2 ot

0<z<m 0<t<T
w0,6)=0; 0<t<T
u(mt)=7% 0<t<T

uw(z,0)=2% 0<z<r7

(Sugerencia: hagase un cambio de variable v(z,t) = u(z,t)+h(z) para una adecuada
funcién h).
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3. (Valor total del ejercicio 3 puntos)
(a) (1 punto) Considérese la ecuacién de Laplace n-dimensional
Au(xz) =0 (1)

Demuéstrese que si u € C2(IR™\ {0}) es solucién de (1) de la forma u(x) = v(||z|]),
con v : (0,4+00) — IR una funcién de clase C?(0, +00), entonces v verifica la e.d.o.

n—1

V" (r) + V'(r) =0, Vre(0,+0). (2)

r

(b) (2 puntos) Calciilese la tinica solucién del problema

Au(z,y) = 2% + 92, (z,y) € Q= Bp2(0;a), a > 0.
u(z,y) =5, (z,y) € 092
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1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos)

(a) (1.5 puntos) Formuiilese el primer problema de tipo mixto asociado a la ecuacién de
ondas unidimensional sobre el conjunto de puntos (z,t) € (0,7) x (0,00) y entinciese
un teorema de existencia y unicidad de solucién para dicho problema. Dar la férmula
explicita de dicha soluciéon como serie de Fourier.

(b) (1 punto) Calctilese la tinica solucién del problema
Uy —Uge =0, O<ax<m, >0,
(Py) =4 u(z,0) = f(z), uz,0)=0, 0<z<m,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,

_ x, si0<ax<m7/2,
f(m)_{ﬂ'—l', sim/2<x<m.

(¢) (1 punto) Calctilese la tinica solucién del problema de Cauchy

Ut — Uge = 0, x €IR, t >0,
u(z,0) =sen’x, w(z,0) =0, z¢€lR.

2. (Valor total del ejercicio 3 puntos) Sean cj,c2 € IR dos constantes. Considérese el

problema

2
0%u(x,t) _ 8u(:n,t)’ O<w<m 0<t<T,
0z2 ot

u(0,t) = c1, u(m,t) =co, 0 <t <T, (1)
u(z,0) = f(z), 0 <z <.

(a) (0.5 puntos) Entunciese el principio del maximo-minimo para la ecuacién del calor
y usando dicho principio pruébese que si ¢; = ca2 =0y f =0, entonces (1) sélo tiene
la solucién u = 0.

(b) (0.5 puntos) Sic; = co = 0y f € C*[0,7]) satisface f(0) = f(x) = 0, dar la
férmula explicita de la dinica solucién de (1) como serie de Fourier.

(c) (1.5 puntos) Demuéstrese que si f € C([0,7]) satisface f(0) = c1, f(7) = co,
entonces (1) tiene una tnica solucién. Dar una férmula (en términos de la funcién
f v de las constantes ¢y, c2) que proporcione dicha solucién. Indicacion: Hacer un
cambio de variable v(z,t) = u(x,t) + Mz + N para unas adecuadas constantes M y

N.

(d) (0.5 puntos) En el caso particular de que ¢; = c2 y la funcién f sea la constante ¢y
(es decir f(z) = ¢1,Vx € [0,7]), ;Cudl es la solucién u(zx,t) del anterior apartado?
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1. (Valor total del ejercicio 3.5 puntos) Considérese el problema

Au(z,y) =0, (z,y) € Q= {(z,y) € R?: 2% + 4% < 1}, (1)
u(xay) = f(z,y), (xay) € 0Q.

(a) (1.5 puntos) Demuéstrese que, mediante un cambio a coordenadas polares (p, @),
el problema (1) se transforma en

1 9(p3) 1 0%

- + 5 2==0,0<p<1, ¢eR,

p Op p? 0¢? P ¢ 2)
u(17¢) = g((b), ¢ € R,

donde g : IR — IR es la funcién continua y 27-periédica definida por g(¢) =
f(cos ¢, sen ¢).

(b) (1 punto) Demuéstrese que las funciones constantes y, para cada nimero natural
n, las funciones

un(p; ) = p"(Ancos (nd) + Bpsen (ng)),

donde A,, B, son numeros reales arbitrarios, son soluciones de la ecuacién que
aparece en (2).

(c) (1 punto) Usando el apartado anterior, escribase la férmula (dada por una serie
infinita) que resuelve (2).



