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Tema 1. Espacios Vectoriales.

Notaremos porR al cuerpo de los ńumeros reales.

Definición 1.1. SeaE un conjunto no vaćıo en el que se tiene definida una ley de com-

posicíon interna (llamada suma):

E×E
+−→ E

(α,β) 7−→ α+β

que verifica las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (α+β)+ γ = α+(β+ γ) para cualesquieraα,β,γ ∈ E.

2. Conmutativa: α+β = β+α para cualesquieraα,β ∈ E.

3. Existencia de elemento neutro:Existe un elemento enE, llamémoslo 0, tal que

α+0 = α para todoα ∈ E.

4. Elemento opuesto:Para todoα ∈ E, existe un elemento enE, llamémoslo−α, tal

queα+(−α) = 0.

Se dice entonces que(E,+) es ungrupo aditivo conmutativo o abeliano.

Definición 1.2. DadoE un conjunto no vaćıo, E es unespacio vectorialsobreR si existe

una ley de composición interna+ respecto de la cual(E,+) es un grupo conmutativo, y

existe una ley de composición externa

R×E −→ E
(α,x) 7−→ αx

verificando las siguientes propiedades:

1. α(x+y) = αx+αy, ∀α ∈ R, x,y∈ E.

2. (α+β)x = αx+βx, ∀α,β ∈ R, x∈ E.

3. α(βx) = (αβ)x, ∀α,β ∈ R, x∈ E.

4. 1x = x, ∀x∈ E.

A los elementos deE se les llamaŕavectoresy a los elementos deR escalares.
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4 Caṕıtulo I. Álgebra Lineal.

Ejemplos 1.3.

1. E = R.

2. E = Rn, con la siguientes operaciones:

Para cadax = (x1, . . . ,xn), y = (y1, . . . ,yn) ∈ Rn, α ∈ R,

x+y = (x1 +y1, . . . ,xn +yn), αx = (αx1, . . . ,αxn).

El siguiente resultado se deduce de manera inmediata de la definición de espacio vec-

torial.

Proposición 1.4. (Propiedades elementales).SeaE un e.v. Entonces:

1. 0x = 0 para todox∈ E.

2. α0 = 0 para todoα ∈ R.

3. Si αx = 0, entoncesα = 0 ó x = 0.

4. (−α)x =−(αx) = α(−x) para cualesquieraα ∈ R, x∈ E.

Definición 1.5. SeaE un e.v. yF ⊂ E. Se dice queF es unsubespacio vectorialde E

si, con las operaciones suma y producto (por escalar) heredadas deE, F es un espacio

vectorial, esto es, para cualesquierax,y∈ F , α ∈ R, se tiene quex+y∈ F , αx∈ F .

La siguiente caracterización de subespacio vectorial es inmediata.

Proposición 1.6. DadoE un e.v. yF ⊂ E, F es un subespacio vectorial deE si, y śolo si,

αx+βy∈ F , para cualesquieraα,β ∈ R, x,y∈ F .
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Definición 1.7. SeaE un e.v.,{x1, . . . ,xn} una familia finita de vectores deE y x∈ E. Se

dice quex es unacombinación lineal de la familia anterior si existenλ1, . . . ,λn ∈R tales

que

x = λ1x1 + · · ·+λnxn.

Ejemplos 1.8.

1. El 0 de un e.v. es siempre combinación lineal de cualquier familia de vectores.

2. EnR2 cualquier vector es combinación lineal de los vectores(1,0),(0,1):

(a,b) = a(1,0)+b(0,1).

Definición 1.9. SeaE un e.v. y{e1, . . . ,en} una familia finita de vectores deE. Conside-

remos el siguiente subconjunto deE:

F := {x∈ E : x es combinacíon lineal de{e1, . . . ,en}}.

F es un subespacio vectorial deE, y se le llamasubespacio (vectorial) engendrado o
generadopor{e1, . . . ,en}. Se nota aśı:

F = 〈e1, . . . ,en〉 ó F = lin{e1, . . . ,en}.

A la familia {e1, . . . ,en} se le llamasistema de generadoresdeF .

Definición 1.10. SeaE un e.v. y{e1, . . . ,en} una familia de vectores deE. Se dice que los

vectorese1, . . . ,en sonlinealmente independientes(l.i.) si

λ1e1 + · · ·+λnen = 0⇒ λi = 0, i = 1, . . . ,n.

Se dice quee1, . . . ,en son linealmente dependientes(l.d.) si no son linealmente

independientes, es decir, existenλ1, . . . ,λn ∈ R, con alguno distinto de cero, tales que

λ1e1 + · · ·+λnen = 0.

Presentamos a continuación una sencilla caracterización de la dependencia lineal.
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Proposición 1.11. SeaE un e.v. y{e1, . . . ,en} una familia de vectores deE. Los vec-

torese1, . . . ,en son l.d. si, y śolo si, existei ∈ 1, . . . ,n tal quexi es combinacíon lineal de

{e1, . . . ,ei−1,ei+1, . . .en}.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos quee1, . . . ,en son l.d. Seanλ1, . . . ,λn ∈ R, conλi 6= 0,

tal queλ1e1 + · · ·+λnen = 0. Entonces, se tiene que

ei =− 1
λi

(λ1e1 + · · ·+λi−1ei−1 +λi+1ei+1 + · · ·+λnen).

Rećıprocamente, supongamos queei = λ1e1+ · · ·+λi−1ei−1+λi+1ei+1+ · · ·+λnen. En-

tonces,

λ1e1 + · · ·+λi−1ei−1 +λi+1ei+1 + · · ·+λnen−ei = 0.

Ejemplos 1.12.

1. EnR3, los vectores(1,0,0),(0,1,0) son l.i.

2. EnR3, los vectores(1,0,0),(0,1,0),(2,2,0) son l.d.

Definición 1.13. Sea E un e.v. UnabasedeE es un sistema de generadores deE cuyos

vectores son l.i.

Teorema 1.14. SeaE un e.v. yB= {e1, . . . ,en} una base deE. Entonces, para cadax∈E,

existenx1, . . . ,xn ∈ R, únicos, tales quex = x1e1 + · · ·+xnen.

DEMOSTRACIÓN. Dichos escalares existen, por serB un sistema de generadores deE.

Veamos ahora la unicidad. En efecto, seany1, . . . ,yn ∈ R tales quex = y1e1 + · · ·+ynen.

Entonces,(x1− y1)e1 + · · ·+(xn− yn)en = 0. Luego, por sere1, . . . ,en l.i., se tiene que

xi = yi , i = 1, . . .n.
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Definición 1.15. SeaE un e.v. yB una base deE. Para cadax ∈ E, a los coeficientes

(únicos) que se obtienen del teorema anterior se les llamacoordenadasdex respecto de

la baseB.

Ejemplo 1.16. En R2, los vectores(1,0),(0,1) forman una base deR2. Aśı mismo,

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base deR3. En general, la familia de vectores

{e1, . . . ,en}, conei = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
i−1

,1,0, . . .0), i = 1, . . . ,n, constituye una base deRn. A estas

bases se les llamabases cańonicas.

Teorema 1.17. SeaE un e.v. yB una base deE formada por un ńumero finito de vectores.

Entonces todas las bases deE tienen el mismo cardinal, esto es, el mismo número de

vectores. A ese cardinal se le llamadimensión deE, y se notadim(E).

Como consecuencia, se tiene que, para cadan∈ N, dim(Rn) = n.

Teorema 1.18. Sea E un e.v. y F un subespacio vectorial de E. Entoncesdim(F) ≤
dim(E).

DadosU, V subespacios vectoriales de un e.v.E, es inmediato comprobar que los

conjuntos

U ∩V = {x∈ E : x∈U, x∈V}, U +V = {u+v : u∈U, v∈V}
son subespacios vectoriales deE. El siguiente resultado nos muestra la relación existente

entre las dimensiones de dichos subespacios.

Teorema 1.19. SeanU, V subespacios vectoriales de un e.v.E. Entonces:

dim(U +V) = dim(U)+dim(V)−dim(U ∩V).

Definición 1.20. DadoE un e.v. yU, V dos subespacios vectoriales suyos, se dice queE

essuma directadeU y V, y se notaE = U⊕V, si E = U +V y U ∩V = {0}. Equivalen-

temente, si para cadax∈ E existenu∈U, v∈V, determinados de formáunica, tales que

x = u+v.





Tema 2. Aplicaciones lineales.

Definición 2.1. SeanE,F dos e.v. y f : E −→ F una aplicacíon. Se dice quef es una

aplicación lineal si:

1. f (x+y) = f (x)+ f (y) para cualesquierax,y∈ E.

2. f (λx) = λ f (x) para cualesquieraλ ∈ R, x∈ E.

A las aplicaciones lineales se les llama tambiénhomomorfismos.Una aplicacíon lineal e

inyectiva recibe el nombre demonomorfismo.Un epimorfismo es una aplicación lineal

y sobreyectiva. Toda biyección lineal se llamaisomorfismo.Dos espacios vectoriales E,

V se dicenisomorfossi existe un isomorfismo entre ambos, y se notaE ∼= V.

Ejemplos 2.2. SeaE un e.v. Las siguientes aplicacionesf : E −→ E son lineales:

1. f (x) = 0, ∀x∈ E.

2. f (x) = λx, ∀x∈ E (λ es un ńumero real fijo).

Los resultados que siguen nos muestran propiedades elementales de las aplicaciones

lineales.

Proposición 2.3. SeanE,F e.v. y f : E −→ F .

1. f es lineal si, y śolo si, f (λx+ µy) = λ f (x) + µ f(y) para cualesquieraλ,µ ∈ R,

x,y∈ E.

2. Si f es lineal, entonces:

a) f (0) = 0.

b) f (−x) =− f (x) para todox∈ E.

c) f (x−y) = f (x)− f (y) para cualesquierax,y∈ E.

d) f transforma vectores l.d. deE en vectores l.d. deF .

9



10 Caṕıtulo I. Álgebra Lineal.

Proposición 2.4. SeanE,F e.v., f ,g : E −→ F aplicaciones lineales yλ ∈ R. Entonces

las aplicacionesf +g,λ f : E −→ F definidas por:

( f +g)(x) := f (x)+g(x), (λ f )(x) := λ f (x), ∀x∈ E,

son tambíen lineales. Adeḿas, con estas operaciones, el conjuntoL(E,F) de aplicaciones

lineales deE enF es un e.v.

Proposición 2.5. SeanE,F,G e.v. y f : E −→ F,g : F −→ G aplicaciones lineales. En-

tonces la aplicacióng◦ f : E −→G definida por:

(g◦ f )(x) := g( f (x)), ∀x∈ E,

es tambíen lineal.

Proposición 2.6. Sean E, F e.v. yf : E −→ F una aplicacíon biyectiva y lineal. Entonces

f−1 tambíen es lineal.

El resultado anterior nos dice que la aplicación inversa de un isomorfismo es tam-

bién un isomorfismo. Asociados a una aplicación lineal existen subespacios vectoriales

espaciales, que presentamos a continuación.

Definición 2.7. Sean E, F, e.v. yf : E −→ F un aplicacíon lineal. Se define elnúcleode

f como

Ker( f ) := {x∈ E : f (x) = 0}.
La imagende f se define:

Im( f ) := {y∈ F : ∃x∈ E, y = f (x)}.

Es trivial demostrar queKer( f ) es un subespacio vectorial de E y queIm( f ) es un

subespacio vectorial de F.
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Teorema 2.8. Sean E, F e.v. yf : E −→ F una aplicacíon lineal. Entonces:

1. f es inyectiva si, y śolo si,Ker( f ) = {0}.

2. f es sobreyectiva si, y sólo si, Im( f ) = F .

DEMOSTRACIÓN. 1. Supongamos quef es inyectiva. Seax∈ Ker( f ). Entonces,f (x) =
0 = f (0). Luego, por serf inyectiva,x = 0.

Rećıprocamente, supongamos queKer( f ) = {0} y seanx,y ∈ E con f (x) = f (y).
Entonces,f (x−y) = 0. Luego,x−y = 0.

2. Se deduce de la definición de aplicacíon sobreyectiva.

Teorema 2.9. Sean E, F e.v. yf : E −→ F una aplicacíon lineal. Entonces:

1. f transforma subespacios vectoriales de E en subespacios vectoriales de F, esto es,

si U es un subespacio vectorial de E, entoncesf (U) es un subespacio vectorial de

F.

2. f transforma sistemas de generadores de E en sistemas de generadores deIm( f ).
En particular,f es sobreyectiva (epimorfismo) si, y sólo si, transforma sistemas de

generadores de E en sistemas de generadores de F.

3. f es inyectiva (monomorfismo) si, y sólo si, f transforma vectores l.i. de E en

vectores l.i de F.

4. Si f es inyectiva, entoncesf transforma bases de E en bases deIm( f ). En particular,

si f es biyectiva, entoncesf transforma bases de E en bases de F.

DEMOSTRACIÓN. 1. Es inmediato.

2. Sea{e1, . . . ,en} un sistema de generadores deE. Dadoy∈ Im( f ), existex∈ E tal

que f (x) = y. Por otra parte, existenλ1, . . . ,λn ∈ R tales quex =
n

∑
i=1

λiei . Luego, por ser

f lineal,y =
n

∑
i=1

λ1 f (ei).
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3. Supongamos quef es inyectiva, y consideremos una familia de vectores l.i.{e1, . . . ,en}.
Seanλ1, . . . ,λn ∈ R tales que

n

∑
i=1

λi f (ei) = 0. Entonces
n

∑
i=1

λiei ∈ Ker( f ). Por el Teorema

2.8,∑n
i=1λiei = 0. Por ser los vectorese1, . . . ,en l.i., se tiene queλi = 0, i = 1, . . . ,n.

Rećıprocamente, Por el Teorema 2.8, hay que probar queKer( f ) = 0. En efecto, sea

x∈ Ker( f ) ( f (x) = 0). Ya que{0} es l.d., se tiene que{x} es tambíen l.d., luego se ha de

cumplir quex = 0.

4. Es consecuencia inmediata de los apartados 2 y 3.

Observacíon. Como consecuencia del apartado 2 del teorema anterior, tenemos que toda

aplicacíon lineal queda determinada cuando se conocen las imágenes de los vectores de

una base del dominio.

Teorema 2.10. Sea E un e.v. Entoncesdim(E) = n si, y śolo si, E es isomorfo aRn

(E ∼= Rn).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos quedim(E) = n y sea{u1, . . . ,un} una base deE. Defi-

nimos f : E −→ Rn de la siguiente manera:

f (x) = (x1, . . . ,xn)

(
=

n

∑
i=1

xiei

)
,

dondex =
n

∑
i=1

xiui y {e1, . . . ,en} es la base canónica deRn. (Obśervese quef est́a bien

definida, por la unicidad de las coordenadas dex). Es trivial demostrar quef es lineal.

Veamos quef es inyectiva. En efecto, seax∈ Ker( f ). Entonces, por la definición de f ,

xi = 0, i = 1, . . . ,n. Luego,x = 0 y f es inyectiva por el Teorema 2.8. Para demostrar

la sobreyectividad, dado(x1, . . . ,xn) ∈ Rn, basta tomarx =
n

∑
i=1

xiui y tener en cuenta la

definición de f .

Rećıprocamente, seaf : Rn −→ E un isomorfismo. Ya quedim(Rn) = n y f lleva

bases deRn a bases deE (Teorema 2.9), se tiene quedim(E) = n.
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Teorema 2.11. Sean E, F e.v. yf : E −→ F una aplicacíon lineal. Entonces

dim(E) = dim((Ker( f ))+dim((Im( f )).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos quedim(E) = n. Sea{e1, . . . ,em} una base deKer( f )
(es claro quem≤ n) y sea{y1, . . . ,yp} una base deIm( f ). Por la Proposicíon 2.9,n≥
p. Sean ahorax1, . . . ,xp ∈ E tales quef (xi) = yi , i = 1, . . . , p. Vamos a demostrar que

{e1, . . . ,em,x1, . . . ,xp} es una base deE. En efecto, veamos primero que dichos vectores

son l.i.: supongamos que
m

∑
i=1

λiei +
p

∑
j=1

µjx j = 0.

Entonces,

0 = f

(
m

∑
i=1

λiei +
p

∑
j=1

µjx j

)
=

p

∑
j=1

µjy j .

Ya quey1, . . . ,yp son l.i., se tiene queµi = 0, i = 1, . . . p. Por tanto,

m

∑
i=1

λiei = 0.

Luego, por la independencia lineal dee1, . . . ,em, obtenemos queλi = 0, i = 1, . . . ,m.

Finalmente, veamos que{e1, . . . ,em,x1, . . . ,xp} es un sistema de generadores deE. En

efecto, seax∈ E. Entonces, existenµ1, . . . ,µp ∈ R tales que

f (x) =
p

∑
j=1

µjy j = f

(
p

∑
j=1

µjx j

)
.

Por tanto,x−
p

∑
j=1

µjx j ∈ Ker( f ). Por consiguiente, existenλ1, . . .λm∈ R tales que

x−
p

∑
j=1

µjx j =
m

∑
i=1

λiei ,

como queŕıamos demostrar.





Tema 3. Matrices.

Definición 3.1. Llamaremosmatriz A de m filas y n columnas:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 = (ai j )

A m×n se le llamaorden de la matriz. NotaremosMm×n(R) al conjunto de todas las

matrices de ordenm×n de ńumeros reales.

A continuacíon establecemos las operaciones que se pueden realizar con matrices:

1. Suma:DadasA = (ai j ),B = (bi j ) ∈Mm×n(R), se define

A+B = (ai j +bi j ).

2. Producto por escalar:DadaA = (ai j ) ∈Mm×n(R) y λ ∈ R, se define

λA = (λai j ).

3. Producto: DadasA∈Mm×n(R), B∈Mn×p(R), se defineA·B= (ci j )∈Mm×p(R)
aśı:

ci j =
n

∑
k=1

aikbk j, i = 1, . . .m, j = 1, . . . p.

Observacíon: En general, el producto de matrices no es conmutativo. Basta considerar,

por ejemplo:

A =
(

1 0
1 1

)
, B =

(
2 1 0
−1 3 2

)

A toda aplicacíon lineal se le puede asociar una matriz. En efecto, seanE,F e.v.,B =
{e1, . . . ,en} una base deE, B′ = {e′1, . . . ,e′m} una base deF y f : E −→ F una aplicacíon

lineal. Supongamos que

f (e1) = a11e′1 +a21e′2 + · · ·+am1e′m
f (e2) = a12e′1 +a22e′2 + · · ·+am2e′m

...
f (en) = a1ne′1 +a2ne′2 + · · ·+amne′m

15
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Dadox∈ E, x =
n

∑
i=1

xiei , f (x) =
m

∑
j=1

y je
′
j . Por otra parte, se tiene

f (x) =
n

∑
i=1

xi f (ei) =
n

∑
i=1

xi

(
m

∑
j=1

ai j e
′
j

)
=

m

∑
j=1

(
n

∑
i=1

ai j xi

)
e′j

Por tanto,
y1 = a11x1 +a12x2 + · · ·a1nxn

y2 = a21x1 +a22x2 + · · ·a2nxn
...

ym = am1x1 +am2x2 + · · ·amnxn

Llamaremos matriz def asociada a las basesB y B′,

M( f ,B,B′) =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


 .

Entonces, la expresión matricial def queda aśı:

Y = M( f ,B,B′)X,

donde

X =




x1

x2
...

xn


 , Y =




y1

y2
...

ym


 .

La demostracíon de los dos siguientes resultados la omitimos por trivial.

Proposición 3.2. Sean E, F e.v., B, B’ bases de E y F, respectivamente, yf ,g : E −→ F

aplicaciones lineales. Entonces:

M( f +g,B,B′) = M( f ,B,B′)+M(g,B,B′).
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Proposición 3.3. Sean E, F, G e.v., B, B’, B” bases de E, F, G, respectivamente, y

f : E −→ F , g : F −→G aplicaciones lineales. Entonces:

M(g◦ f ,B,B′′) = M(g,B′,B′′) ·M( f ,B,B′).

Presentamos en el siguiente listado algunos tipos de matrices importantes:

Ejemplos 3.4.

1. Matriz cuadrada: m= n (el mismo ńumero de filas que de columnas). Se llaman

al orden de la matriz y se notaMn(R) al conjunto de matrices cuadradas de orden

n.

2. Matriz unidad: Dadon, se define

In =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1




En otras palabras,In = (ai j ) ∈Mn(R), donde

ai j =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

3. Matriz escalar: Es de la formaaIn, es decir,



a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
...

0 0 . . . a




dondea∈ R.

4. Matriz diagonal: Es de la forma



a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . an




dondea1,α2, . . . ,an ∈ R.
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5. Matriz triangular.

a) Superior: 


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

0 0 . . . a3n
...

...
...

0 0 . . . ann




Esto es,ai j = 0, parai > j.

b) Inferior: 


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
...

an1 an2 . . . ann




Es decir,ai j = 0, parai < j.

6. Matriz inversible o regular: A ∈ Mn(R) es inversible o regular si existeB ∈
Mn(R) tal queA ·B = B ·A = In. La matrizB esúnica y se llamamatriz inver-
sadeA, y se notaB = A−1.

SeanE un e.v. yB = {e1, . . . ,en} y B′ = {e′1, . . . ,e′n} dos bases deE. Dadox ∈ E,

supongamos conocidas las coordenadasx1, . . . ,xn de x respecto de la baseB. Nos pre-

guntamos entonces cuáles seŕan las coordenadas dex respecto de la baseB′. Notemos

x′1, . . . ,x
′
n a esas coordenadas y supongamos que conocemos las coordenadas de cadaei

respecto de la baseB′:
e1 = a11e′1 +a21e′2 + · · ·+an1e′n
e2 = a12e′1 +a22e′2 + · · ·+an2e′n

...
en = a1ne′1 +a2ne′2 + · · ·+anne′n

En tal caso,

x =
n

∑
j=1

x jej =
n

∑
j=1

x j

(
n

∑
i=1

ai j e
′
i

)
=

n

∑
i=1

(
n

∑
j=1

ai j x j

)
e′i .

Por lo tanto, se tiene

x′i =
n

∑
j=1

ai j x j , i = 1, . . .n.
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Si llamamosP = (ai j ), matricialmente nos quedarı́a lo siguiente:

X′ = P·X,

donde

X =




x1

x2
...

xn


 , X′ =




x′1
x′2
...

x′n


 .

La matrizP se llamamatriz de cambio de basedeB aB′.

El cambio de base también se puede tratar desde el punto de vista de aplicaciones

lineales. En efecto, seaI : E −→ E la aplicacíon identidad, esto es,I(x) = x, para todo

x∈ E. Entonces se tiene que

P = M(I ,B,B′).

Para calcular ahora la matrizQ de cambio de base deB′ aB, basta tener en cuenta que

la matrizP es inversible, por serI una aplicacíon biyectiva, y tendŕıamos que

Q = P−1 = M(I ,B′,B).

Tratamos a continuación el cambio de base para aplicaciones lineales.

SeanE,F e.v.,B,B′ bases deE, C,C′ bases deF y f : E −→ F una aplicacíon lineal.

Queremos saber la relación entreM = M( f ,B,C) y M′ = M( f ,B′,C′). Para ello, notemos

P y Q a las matrices de cambio de base deB a B′ y deC aC′, respectivamente. Tenemos

el siguiente diagrama conmutativo:

(E,B)
f−→ (F,C)

IE ↑ ↓ IF

(E,B′) f−→ (F,C′)

Entonces, por la Proposición 3.3,

M′ = Q·M ·P−1.

Definición 3.5. DadaA = (ai j ) ∈Mm×n(R), se llamamatriz traspuestadeA a la matriz

At = (bi j ) ∈Mn×m(R), dondebi j = a ji . Obśervese que se trata simplemente de cambiar

filas por columnas.
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Proposición 3.6.

1. (A+B)t = At +Bt , para cualesquieraA,B∈Mm×n(R).

2. (A·B)t = Bt ·At , para cualesquieraA∈Mm×n(R), B∈Mn×p(R).

3. Si A∈Mn(R) es inversible, entoncesAt tambíen es inversible con(At)−1 = (A−1)t .

Definición 3.7. SeaA = (ai j ) ∈Mn(R). Se define eldeterminante deA, y se nota|A|,
como sigue:

1. n = 2: |A|= a11a22−a12a21.

2. n = 3 (regla de Sarrus): |A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13− a13a22a31−
a12a21a33−a11a23a32.

3. n cualquiera: LLamemosAi j a la matriz de ordenn−1 que se obtiene deA elim-

inando la fila i y la columna j. Se define elcofactor del elementoai j como∆i j =
(−1)i+ j |Ai j |. Entonces,

|A|=
n

∑
j=1

ai j ∆i j .

Enumeramos a continuación las propiedades de los determinantes.

Proposición 3.8. SeanA,B∈Mn(R).

1. El determinante de A no depende de la fila respecto a la que se desarrolle, esto es,

|A|=
n

∑
j=1

ai j ∆i j , ∀i = 1, . . . ,n.

2. El determinante de A se puede calcular desarrollando por columnas, es decir,

|A|=
n

∑
i=1

ai j ∆i j , ∀ j = 1, . . . ,n.

3. |A|= |At |.

4. |A·B|= |A| · |B|.
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5. Si A tiene una fila o una columna de ceros, entonces|A|= 0.

6. Si en A se multiplica una fila o una columna por un escalar, entonces el determinante

obtenido es el siguiente:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
λai1 . . . λain

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ|A|.

7. Si A tiene dos filas o dos columnas iguales o proporcionales, entonces|A|= 0.

8. Si en una fila o en una columna de A aparece la suma de dos términos, entonces se

obtiene el siguiente determinante:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
bi1 +ci1 . . . bin +cin

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
bi1 . . . bin
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
ci1 . . . cin
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9. Si la matriz B se obtiene de A sumando a una fila (o columna) deésta los elementos

de otra fila (o columna) multiplicados por un escalar, entonces|B|= |A|.

Definición 3.9. DadaA∈Mn(R), se llamamatriz adjunta de A, y se notaA∗, a la matriz

de cofactores deA.

Teorema 3.10. DadaA∈Mn(R), A es inversible si, y śolo si, |A| 6= 0. En caso afirmativo,

A−1 =
1
|A|(A

∗)t .
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos queA es inversible. Entonces,A·A−1 = In. Luego,|A| ·
|A−1|= 1. Por lo tanto,|A| 6= 0.

Rećıprocamente, supongamos que|A| 6= 0. Es f́acil comprobar que

A· (A∗)t =




a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann


 ·




∆11 . . . ∆n1
...

...
∆1n . . . ∆nn


 =

=




|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
...

0 0 . . . |A|


 = |A| · In.
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Definición 4.1. DadaA ∈ Mm×n(R), un menor de orden k (1≤ k ≤ mı́n{m,n}) de A

es el determinante de una matriz cuadrada (de orden k) construida intersecando k filas y

columnas de A. Al mayor de lośordenes de los menores no nulos se le llamarango de la

matriz A, y se notar(A).

Teorema 4.2. El rango de una matriz coincide con el número de filas (o columnas) lineal-

mente independientes.

Definición 4.3. Un sistema de ecuaciones lineales se define ası́:

a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + · · ·+a2nxn = b2
...

am1x1 +am2x2 + · · ·+amnxn = bm





(1)

La nomenclatura usada es la siguiente:

xi , i = 1, . . . ,n, se llamanincógnitasdel sistema.

ai j , 1≤ i ≤m, 1≤ j ≤ n, son loscoeficientesdel sistema.

b j , j = 1, . . . ,m, son lostérminos independientesdel sistema.

23
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Definición 4.4. Unasolución del sistema (1) es un vector(x1, . . . ,xn) ∈ Rn que verifique

las m ecuaciones. Resolver el sistema (1) es encontrar el conjunto S de todas las solu-

ciones de dicho sistema. Puede ocurrir varias cosas:

1. S= /0. En tal caso, el sistema se diceincompatible (SI).

2. S 6= /0. Entonces el sistema se llamacompatible. En esta situación existen dos al-

ternativas:

a) S es un conjunto unitario (el sistema tiene unaúnica solucíon). Entonces ten-

emos unsistema compatible determinado (SCD).

b) S tiene ḿas de un elemento (el sistema tiene más de una solución). Entonces

se tiene unsistema compatible indeterminado (SCI).

Presentamos ahora la interpretación matricial de un sistema de ecuaciones lineales.

Para ello, dado el sistema (1), se llamamatriz asociadaa este sistema a la matriz de

coeficientesA = (ai j ). Si ahora notamos

X =




x1
...

xn


 , B =




b1
...

bm




el sistema (1) quedarı́a aśı:

A·X = B.

A continuacíon damos la interpretación vectorial de un sistema de ecuaciones lineales.

SeanE,F e.v., condim(E) = n y dim(F) = m, B y B′ bases deE y F , respectivamente,

y f : E−→ F una aplicacíon lineal. NotemosA= M( f ,B,B′). Dadox∈E, seanx1, . . . ,xn

sus coordenadas respecto de la baseB, y dadob ∈ F , seanb1, . . . ,bm sus coordenadas

respecto de la baseB′. Entonces, resolver el sistema (1) es encontrarx∈ E tal que f (x) =
b. Pueden ocurrir las siguientes cosas:

1. b /∈ Im( f ). Entonces tenemos un SI.

2. b∈ Im( f ). Entonces se tiene un sistema compatible.

Observaciones:
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1. Si f es sobreyectiva, entonces el sistema es compatible, ya queIm( f ) = F .

2. Si f es inyectiva, tenemos dos casos:

a) Si b∈ Im( f ), entonces se tiene un SCD.

b) Si b /∈ Im( f ), entonces tenemos un SI.

3. Si f es biyectiva, entonces estamos ante un SCD.

Definición 4.5. El sistema (1) es llamado unsistema de Cramersi m= n (mismo ńumero

de ecuaciones que de incógnitas) y|A| 6= 0.

Damos ahora un ḿetodo para resolver un sistema de Cramer.

Proposición 4.6. (Regla de Cramer).Supongamos que (1) es un sistema de Cramer.

Entonces, (1) es un SCD y su solución es:

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 . . . a1n
...

...
...

bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
|A| , x2 =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13 . . . a1n
...

...
...

...
an1 bn an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
|A| , . . . ,xn =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n−1 b1
...

...
...

an1 . . . ann−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣
|A|

DEMOSTRACIÓN. SeaA·X = B la expresíon matricial de(1). Entonces, por el Teorema

3.10 se tiene que

X = A−1 ·B =
1
|A|(A

∗)t ·B.

Ahora, unos sencillos cálculos nos permiten obtener el resultado deseado.

Estudiamos ahora la resolución de un sistema de ecuaciones lineales en general. En el

sistema (1), llamamosmatriz ampliada a la matriz

Ã =




a11 . . . a1n b1
...

...
...

am1 . . . amn bm




Esto es, ãnadimos a la matrizA la columna de t́erminos independientes.
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Teorema 4.7. (Teorema de Rouch́e-Frobenius).El sistema (1) es compatible si, y sólo

si, r(A) = r(Ã) = r. En tal caso, pueden ocurrir dos cosas:

1. Si r < n, entonces estamos ante un SCI.

2. Si r = n, entonces se tiene un SCD.

Pasamos a continuación a la resolucíon de un sistema compatible. Para facilitar la

notacíon, suponemos que lasr primeras filas y lasr primeras columnas de la matrizA son

linealmente independientes (estamos teniendo en cuenta el Teorema 4.2), esto es,
∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r
...

...
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Pueden ocurrir dos cosas:

1. r = m (recordemos quem es el ńumero de ecuaciones del sistema (1)).

1.1 r = m= n. Tenemos un sistema de Cramer.

1.2 r = m < n. Las inćognitas x1, . . . ,xr se llamanincógnitas principales y

xr+1, . . . ,xn se llamanincógnitas dependientes(paŕametros). Ahora el sis-

tema (1) queda convertido en el siguiente Sistema de Cramer:

a11x1 + · · ·+a1rxr = b1− (a1r+1xr+1 + · · ·+a1nxn)
...

ar1x1 + · · ·+arr xr = br − (arr+1xr+1 + · · ·+arnxn)

La solucíon queda en función den− r paŕametros.

2. r < m. Ya que lasr primeras filas son linealmente independientes, entonces el sis-

tema (1) queda reducido al sistema formado por las llamadasecuaciones princi-
pales:

a11x1 + · · ·+a1nxn = b1
...

ar1x1 + · · ·+arnxn = br

Con lo cual estamos en el caso anterior.

Pasamos a estudiar un caso particular de sistemas de ecuaciones lineales: los sistemas

homoǵeneos.
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Definición 4.8. Un sistema de ecuaciones lineales se dicehomoǵeneosi todos los t́ermi-

nos independientes son nulos:

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0
...

am1x1 + · · ·+amnxn = 0





(∗)

Al ser nulos los t́erminos independientes, es claro quer(A) = r(Ã), con lo cual todo

sistema homoǵeneo es compatible. Además, es claro que(0, . . . ,0) es una solución de

dicho sistema, llamadasolución trivial. Llamandor = r(A), se tiene:

1. Si r = n, entonces(∗) es un SCD y láunica solucíon es la trivial.

2. Si r < n, entonces(∗) es un SCI.

Pasamos a la resolución de sistemas compatibles. La idea es transformar el sistema

dado en otro sistema equivalente (esto es, un sistema con las mismas soluciones) más

sencillo de resolver. El ḿetodo ḿas cĺasico es el llamadométodo de Gauss, que con-

siste en pasar de un sistema a otro cuya matriz de coeficientes sea una matriz triangular

superior. Véamoslo con varios ejemplos:

Ejemplos 4.9.

1. Discutir y resolver el siguiente sistema:

x+y+z = 11
2x−y+z = 5

3x+2y+z = 24

SeaA la matriz de coeficientes. Entonces,|A|= 5 6= 0. Luego, tenemos un sistema

de Cramer (SCD). El sistema en coeficientes quedarı́a aśı:



1 1 1
2 −1 1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣

11
5
24




Multiplicamos la1a fila por−2 y la sumamos a la2a fila. Aśı mismo, multiplicamos

la 1a fila por−3 y la sumamos a la3a fila, qued́andonos lo siguiente:



1 1 1
0 −3 −1
0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣

11
−17
−9



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Ahora intercambiamos la2a y la 3a fila:



1 1 1
0 −1 −2
0 −3 −1

∣∣∣∣∣∣

11
−9
−17




Si multiplicamos la2a fila por−3 y la sumamos a la3a fila, nos queda:



1 1 1
0 −1 −2
0 0 5

∣∣∣∣∣∣

11
−9
10




Por lo tanto, el sistema resultante es el siguiente:

x+y+z = 11
−y−2z = −9

5z = 10

Luego,

5z= 10⇒ z = 2 ,

−y−4 =−9⇒ y = 5 ,

x+5+2 = 11⇒ x = 4 .

2. Discutir y resolver el siguiente sistema:

2x−4y+6z = 2
y+2z = −3

x+3y+z = 4

SeaA la matriz de coeficientes ỹA la matriz ampliada. Es fácil comprobar que

r(A) = r(Ã) = 2< 3, luego tenemos un SCI con3−2= 1 paŕametro. El sistema en

coeficientes es el siguiente:



2 −4 6
0 1 2
1 −3 1

∣∣∣∣∣∣

2
−3
4




Dividimos por2 la 1a: 


1 −2 3
0 1 2
1 −3 1

∣∣∣∣∣∣

1
−3
4



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Ahora multiplicamos por -1 la1a y la sumamos a la3a:


1 −2 3
0 1 2
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣

1
−3
3




Observemos que la3a se obtiene simplemente cambiando de signo la2a fila. Por

tanto, nos queda el siguiente sistema:

x−2y+3z = 1
y+2z = −3

Entonces, llamandoz= λ , tenemos:

y =−3−2λ ,

x−2(−3−2λ)+3λ⇒ x =−7λ−5 .

SeanE un e.v. condim(E) = n, F un subespacio suyo condim(F) = r, B una base de

E y {u1, . . . ,ur} una base deF . Para cadai = 1, . . . , r, sean(a1i , . . . ,ani) las coordenadas

de ui respecto de la baseB. Dadox ∈ F , notemos(x1, . . . ,xn) a las coordenadas dex

respecto de la baseB, y (λ1, . . . ,λr) a sus coordenadas respecto de la base{u1, . . . ,ur}.
Entonces,

x1 = a11λ1 +a12λ2 + · · ·+a1rλr

x2 = a21λ1 +a22λ2 + · · ·+a2rλr
...

xn = an1λ1 +an2λ2 + · · ·+anrλr

Las ecuaciones anteriores reciben el nombre deecuaciones paraḿetricas deF . Lla-

memosA = (ai j ). Observamos quer(A) = r (u1, . . . ,ur son l.i.). Por otra parte, por el

Teorema de Rouché-Frobenius,x∈ F si, y śolo si, r(A) = r(Ã). Supongamos quer(A) =
r(Ã) = r y que lasr primeras columnas deA son linealmente independientes, esto es,∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r
...

...
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Entonces, todos los menores de ordenr + 1 de la matrizÃ son nulos. En particular,

tenemos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r x1
...

...
...

ar1 . . . arr xr

ar+11 . . . ar+1r xr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r x1
...

...
...

ar1 . . . arr xr

ar+21 . . . ar+2r xr+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r x1
...

...
...

ar1 . . . arr xr

an1 . . . anr xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Aparecen entoncesn− r ecuaciones, llamadasecuaciones caracteŕısticas o impĺıci-
tasdeF . Para calcular las ecuaciones paramétricas a partir de las ecuaciones caracterı́sti-

cas, śolo hay que resolver el sistema homogéneo formado por estasúltimas ecuaciones.

Ejemplos 4.10.

1. Calcular las ecuaciones cartesianas del subespacio deR4 generado por los sigu-

ientes vectores:

(1,−1,0,0), (0,1,1,0), (2,−1,1,0), (3,−3,0,0).

Consideremos la matriz 


1 0 2 3
−1 1 1 −3
0 1 1 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

A

x1

x2

x3

x4




︸ ︷︷ ︸
Ã

Se comprueba de manera inmediata quer(A) = 3. Luego,
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 x1

−1 1 1 x2

0 1 1 x3

0 0 0 x4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Calculando el determinante anterior, la ecuación caracteŕıstica es:

x4 = 0.

2. Calcular las ecuaciones paramétricas y una base del subespacio deR5 de ecuaciones

cartesianas:
x1 +x2−x3 = 0

x3 +x5 = 0
x4−2x1 = 0

LLamandox1 = λ y x3 = µ, obtenemos las siguientes ecuaciones paramétricas:

x1 = λ
x2 =−λ+µ
x3 = µ
x4 = 2λ
x5 =−µ
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Ahora, tomandoλ = 1, µ= 0, obtenemos el vector(1,−1,0,2,0) y paraλ = 0, µ=
1, (0,1,1,0,−1). Dichos vectores forman una base del subespacio.





Tema 5. Espacios vectoriales euclı́deos.

Definición 5.1. Un producto escalaren un espacio vectorial E es una aplicación 〈 , 〉 :

E×E −→ R que verifica las siguientes propiedades:

1. 〈x,y〉 ≥ 0 para cualesquierax,y∈ E.

2. 〈x,x〉= 0 si, y śolo si,x = 0.

3. 〈x,y〉= 〈y,x〉 para cualesquierax,y∈ E.

4. 〈x,y+z〉= 〈x,y〉+ 〈x,z〉 para cualesquierax,y,z∈ E.

5. 〈x,λy〉= λ〈x,y〉, para todoλ ∈ R, para cualesquierax,y∈ E.

Al par (E,〈 , 〉) se le llamaespacio vectorial eucĺıdeo.

De la anterior definicíon se deducen las siguientes propiedades inmediatas:

Proposición 5.2. Sea(E,〈 , 〉) un espacio vectorial euclı́deo. Entonces:

1. 〈0,x〉= 0 para todox∈ E.

2. Dadox∈ E, si 〈x,y〉= 0 para todoy∈ E, entoncesx = 0.

Ejemplo 5.3. La aplicacíon 〈 , 〉 : Rn×Rn−→ R definida por

〈x,y〉=
n

∑
i=1

xiyi ∀x,y∈ Rn,

dondex = (x1, . . . ,xn),y = (y1, . . . ,yn), es un producto escalar enRn, llamadoproduc-
to escalar usual.(Nótese que paran = 1, este producto escalar no es otra cosa que el

producto de ńumeros reales).

33
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Sea(E,〈 , 〉) un espacio vectorial euclı́deo condim(E) = n y seaB= {e1, . . . ,en) una

base deE. Dadosx,y∈ E, si x = ∑n
i=1xiei , y = ∑n

j=1y jej , entonces tenemos

〈x,y〉= 〈
n

∑
i=1

xiei ,
n

∑
j=1

y jej〉
n

∑
i=1

xi〈ei ,
n

∑
j=1

y jej〉=
n

∑
i=1

xi

(
n

∑
j=1

y j〈ei ,ej〉
)

=
n

∑
i, j=1

xiy j〈ei ,ej〉.

Si ahora consideramos la matriz de ordenn, A = (ai j ), dondeai j = 〈ei ,ej〉 parai, j =
1, . . .n, entonces tenemos queaii > 0, i = 1, . . . ,n y queai j = a ji , i, j = 1, . . . ,n (esto es,

la matrizA es siḿetrica) y el producto escalar quedarı́a:

〈x,y〉= (x1, . . . ,xn) A




y1
...

yn


 .

Añadiendo una pequeña hiṕotesis a la matrizA, el rećıproco tambíen es cierto, como

vemos a continuación.

Teorema 5.4. Sean E un espacio vectorial n-dimensional,B = {e1, . . . ,en} una base de E

y A = (ai j ) ∈Mn(R) verificando las siguientes propiedades:

1. aii > 0, i = 1, . . . ,n.

2. A es siḿetrica.

3. |Ai |> 0, i = 1, . . . ,ndonde, para cadai ∈{1, . . . ,n}, Ai es la submatriz de A formada

por las i primeras filas y columnas.

Entonces la aplicación 〈 , 〉 : E×E −→ R definida por

〈x,y〉= (x1, . . . ,xn) A




y1
...

yn


 ∀x,y∈ E,

dondex = ∑n
i=1xiei , y = ∑n

j=1y jej , es un producto escalar en E.
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Ejemplo 5.5. Si consideramosR3 con la base cańonica, comprobar que la matriz

A =




2 1 1
1 2 1
1 1 2




define un producto escalar y dar su expresión.

Definición 5.6. Sea(E,〈, 〉) un espacio espacio vectorial euclı́deo. Se define lanorma de

un vectorx∈ E, ‖x‖ :=
√
〈x,x〉.

Ejemplo 5.7. EnRn con el producto escalar usual, la norma de un vectorx = (x1, . . . ,xn)

seŕıa‖x‖=
√

?‘x2
1 + · · ·x2

n.

Recogemos en el siguiente resultado algunas propiedades de la norma.

Proposición 5.8. Sea(E,〈, 〉) un espacio vectorial euclı́deo. Se verifican las siguientes

afirmaciones:

1. ‖x‖ ≥ 0 para todox∈ E.

2. ‖x‖= 0 si, y śolo si x = 0.

3. ‖λx‖= |λ|‖x‖ para todoλ ∈ R, para todox∈ E.

4. Desigualdad de Schwarz:|〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ para cualesquierax,y∈ E.

5. Desigualdad triangular:‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ para cualesquierax,y∈ E.

En lo que sigue,E denotaŕa un espacio vectorial euclı́deo.

Definición 5.9. Un vectorx∈ E se diceunitario si ‖x‖= 1.

Definición 5.10. Dos vectoresx,y∈ E se dicenortogonalessi 〈x,y〉= 0, y se notaŕax⊥y.
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Ejemplo 5.11. EnRn, los vectores de la base canónica son unitarios y ortogonales entre

śı.

Teorema 5.12. (Teorema de Pit́agoras).Seanx,y∈ E conx⊥y. Entonces

‖x+y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.

DEMOSTRACIÓN.

‖x+y‖2 = 〈x+y,x+y〉= 〈x,x〉+2〈x,y〉+ 〈y,y〉= ‖x‖2 +‖y‖2.

Definición 5.13. Supongamos quedim(E) = n y seaB = {e1, . . . ,en} una base de E.

Se dice que B es una base ortogonal siei⊥ej para i 6= j. Si adeḿasei es unitario,i ∈
{1, . . . ,n}, se dice que la base B es ortonormal.

Si tenemos una base ortogonal, podemos conseguir de manera trivial un base ortonor-

mal, sin ḿas que dividir cada vector por su norma. Vamos a ver que también podemos

conseguir una base ortonormal a partir de una base cualquiera dada.

Proposición 5.14. Si {e1, . . . ,en} es una familia de vectores ortogonales no nulos de E,

entoncese1, . . . ,en son linealmente independientes.

DEMOSTRACIÓN. Seaλ1e1 + · · ·+λnen = 0. Entonces, dadoi ∈ {1, . . . ,n}, se tiene

0 = 〈λ1e1 + · · ·+λnen,ei〉= λi‖ei‖2.

Por tanto,λi = 0 para todoi ∈ {1, . . . ,n}.



Tema 5. Espacios vectoriales eucĺıdeos. 37

Teorema 5.15. (Método de ortogonalizacíon de Gramm-Schmidt).Supongamos que

dim(E) = n y seaB= {e1, . . . ,en} una de E. Se construye una base ortogonal{u1, . . . ,un}
de manera recurrente como sigue:

1. Definimosu1 = e1.

2. Definimosu2 = e2 +λ12u1. Calculamosλ12 imponiendo queu1⊥u2. Entonces

0 = 〈u1,u2〉= 〈u1,e2〉+λ12〈u1,u1〉.

Despejando, obtenemos queλ12 =− 〈u1,e2〉
〈u1,u1〉 .

3. Definimosu3 = e3 +λ13u1 +λ23u2 e imponemos queu1⊥u3 y u2⊥u3. Entonces se

tiene queλ13 =− 〈u1,e3〉
〈u1,u1〉 , λ23 =− 〈u2,e3〉

〈u2,u2〉 .

4. Aśı sucesivamente seguimos hasta obteneru1, . . . ,un−1 ortogonales. Entonces defin-

imos un = en + ∑n−1
i=1 λ1nui . Imponiendo queu1⊥un parai ∈ {1, . . . ,n−1}, se tiene que

λin =− 〈ui ,en〉
〈ui ,ui〉 .

Definición 5.16. Sea U un subconjunto de E. Se llamaortogonal de U al conjunto

U⊥ = {x∈ E : x⊥y ∀y∈U},

esto es, al conjunto formado por los vectores ortogonales a todos los vectores de U.

Proposición 5.17. Sea U un subconjunto de E.

1. U⊥ es un subespacio vectorial de E.

2. Si U es un subespacio vectorial de E y{u1, . . . ,um} es una base de U, entonces,

dadox∈ E, x∈U⊥ si, y śolo si,x⊥ui , para todoi ∈ {1, . . .m}.

Teorema 5.18. Supongamos que E es de dimensión finita y sea U un subespacio vectorial

de E. Entonces

dim(E) = dim(U)+dim(U⊥).


