CAPITULO |

ALGEBRA LINEAL.






Tema 1. Espacios Vectoriales.

Notaremos poR al cuerpo de losimeros reales.
Definicion 1.1 SeaE un conjunto no vao en el que se tiene definida una ley de com-
posicbn interna (llamada suma):

ExE —— E
(a,B) — a+B

que verifica las siguientes propiedades:
1. Asociativa: (a + ) +y=a+ (B+Y) para cualesquiema, 3,y € E.
2. Conmutativa: a+ 3 = 3+ a para cualesquiema, 3 € E.

3. Existencia de elemento neutroExiste un elemento eB, llamémoslo 0, tal que
0 +0=a paratodax € E.

4. Elemento opuesto:Para todax € E, existe un elemento dn, llamémoslo—a, tal
quea + (—a) =0.

Se dice entonces qUE, +) es ungrupo aditivo conmutativo o abeliano.

Definicion 1.2 DadoE un conjunto no vao, E es urespacio vectorialsobreR si existe
una ley de composion interna+ respecto de la cugE,+) es un grupo conmutativo, y
existe una ley de composii externa

RxE — E
(a,X) — ox

verificando las siguientes propiedades:
1. a(x+y) =ax+ay, Ya € R, x,y € E.
2. (a+B)x=ax+pBx va,peR, xe E.
3. a(Bx) = (aB)x, Ya,B e R, xe E.
4. Ix=x, Vxe E.

A los elementos dE se les llamaxvectoresy a los elementos dR escalares
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Ejemplos 1.3
1. E=R.

2. E=TR", con la siguientes operaciones:

Para cada = (Xg,...,%n), Y= (Y1,---,¥n) € R", a € R,
X+Y=(X1+Y1,---,Xn+Yn), aAX= (0Xg,...,0Xn).

El siguiente resultado se deduce de manera inmediata de la defideiespacio vec-
torial.
Proposicion 1.4 (Propiedades elementalesSeaE un e.v. Entonces:

1. Ox=0paratodx € E.

2. a0 =0 para todax € R.

3. Siax=0, entoncest =06x=0.

4. (—a)x= —(0x) = a(—x) para cualesquiemc R, x € E.

Definicion 1.5. SeaE un e.v. yF C E. Se dice qué es unsubespacio vectorialde E
Si, con las operaciones suma y producto (por escalar) hereda@igddes un espacio
vectorial, esto es, para cualesquienac F, a € R, se tiene qua+yc F,axe F.

La siguiente caracterizam de subespacio vectorial es inmediata.

Proposicion 1.6 DadoE un e.v. yF C E, F es un subespacio vectorial Besi, y Dlo si,
ax+ By € F, para cualesquied,3 € R, x,y € F.
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Definicion 1.7. SeakE un e.v.{x,...,%n} una familia finita de vectores dey x € E. Se
dice quex es unaombinacion lineal de la familia anterior si existex, ..., A € R tales
que

X=A1X1+ -+ AnXn.

Ejemplos 1.8
1. EI 0 de un e.v. es siempre combinaeilineal de cualquier familia de vectores.
2. EnR? cualquier vector es combinaxi lineal de los vectored., 0), (0,1):

(a,b) = a(1,0) + b(0,1).

Definicion 1.9 SeaE un e.v. y{ey,...,ey} una familia finita de vectores de Conside-
remos el siguiente subconjunto @e

F :={x€ E: xescombinadn lineal de{ey,...,en}}.

F es un subespacio vectorial Be y se le llamasubespacio (vectorial) engendrado o
generadopor{ey,...,en}. Se nota ds

F=/{(ep...,en) 0 F=lin{ey,...,en}.

A la familia {e1, ..., ey} se le llamasistema de generadoredeF.

Definicion 1.1Q SeakE un e.v. y{ey,...,en} una familia de vectores de Se dice que los
vectoregy,. .., e, sonlinealmente independientegl.i.) si

AMer+--+Aen=0=Ai=0,i=1,...,n

Se dice quesy,...,ey sonlinealmente dependienteg(l.d.) si no son linealmente
independientes, es decir, existen...,A\n € R, con alguno distinto de cero, tales que
A1€1+ -+ Anen=0.

Presentamos a continuaniuna sencilla caracterizaci de la dependencia lineal.
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Proposicibn 1.11 SeaE un e.v. y{ey,...,en} una familia de vectores deé. Los vec-
toresey,...,ey son l.d. si, y 8lo si, exista € 1,...,n tal quex; es combinadn lineal de

{er,....a_1,841,...en}.

DEMOSTRACION. Supongamos que,...,e, son l.d. Seaiy,..., A, € R, conA; # 0,
tal queAier + - - -+ Anen = 0. Entonces, se tiene que
1

6 =—3 M€+ +Ai-16-1+ 11641+ + Ankn).
|

Redprocamente, supongamos ggle- A1e1+---+Aji_16_1+Ai11€611+ - +An€n. En-
tonces,

A€t +Ai18-1+Air181+ -+ Anen — & =0.

Ejemplos 1.12
1. EnR3, los vectoreg1,0,0), (0,1,0) son L.i.

2. EnR3, los vectoreg1,0,0), (0,1,0),(2,2,0) son l.d.

Definicion 1.13 Sea E un e.v. UnhasedeE es un sistema de generadoresdeuyos
vectores son I.i.

Teorema 1.14 SeaE une.v. yB={ey,...,en} una base dE. Entonces, para cada E,
existenxy, ..., xn € R, Unicos, tales que= x1e1 + - - - + Xp€n.

DEMOSTRACION. Dichos escalares existen, por 8un sistema de generadoreskle
Veamos ahora la unicidad. En efecto, sgan..,y, € R tales quex = y1€1 + - - - + Yn€n.
Entonces(x; —yi1)e1+ -+ (Xn — Yn)&n = 0. Luego, por seey, ..., e, l.i., se tiene que
=V, =1...n1
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Definicion 1.15. SeaE un e.v. yB una base d&. Para cadx € E, a los coeficientes
(Gnicos) que se obtienen del teorema anterior se les kamaenadasdex respecto de
la baseB.

Ejemplo 1.16. En R?, los vectores(1,0),(0,1) forman una base dB&?. Asi mismo,

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base d®3. En general, la familia de vectores

{e1,...,en}, cong =(0,...,0,1,0,...0),i =1,...,n, constituye una base @&'. A estas
———

i—1
bases se les llantzases cannicas

Teorema 1.17 SeaE un e.v. yB una base dE formada por un amero finito de vectores.
Entonces todas las bases Edienen el mismo cardinal, esto es, el mismionero de
vectores. A ese cardinal se le llantinension deE, y se notalim(E).

Como consecuencia, se tiene que, para cadd, dim(R") = n.

Teorema 1.18 Sea E un e.v. y F un subespacio vectorial de E. Entodoa&~) <
dim(E).

DadosU, V subespacios vectoriales de un é&y.es inmediato comprobar que los
conjuntos
UnV={xeE: xeU,xeV}, U+V ={u+v:ueU,veV}
son subespacios vectorialeskEeEl siguiente resultado nos muestra la réacexistente
entre las dimensiones de dichos subespacios.
Teorema 1.19 SearlJ, V subespacios vectoriales de un &vEntonces:

dimU +V) =dim(U) +dim(V) —dim(U NV).

Definicion 1.2Q DadoE un e.v. YU, V dos subespacios vectoriales suyos, se dicdeque
essuma directadeU yV, y se not&e =U @V, siE =U +V yUnV = {0}. Equivalen-
temente, si para cada E existenu € U, v €V, determinados de formaica, tales que
X=U+V.






Tema 2. Aplicaciones lineales.

Definicion 2.1. SeankE,F dos e.v. yf : E — F una aplicadn. Se dice qud es una
aplicacion lineal si:

1. f(x+y) = f(x)+ f(y) para cualesquiergy € E.
2. f(Ax) = A f(X) para cualesquienrac R, x € E.

A las aplicaciones lineales se les llama taaminomomorfismos.Una aplicaabn lineal e
inyectiva recibe el nombre daonomorfismo. Un epimorfismo es una aplicabin lineal
y sobreyectiva. Toda biyeam lineal se llamaomorfismo. Dos espacios vectoriales E,
V se dicerisomorfos si existe un isomorfismo entre ambos, y se oV .

Ejemplos 2.2 SeaE un e.v. Las siguientes aplicacionesE — E son lineales:

1. f(x)=0, VxeE.

2. f(X) =Ax, ¥x € E (A es un iamero real fijo).

Los resultados que siguen nos muestran propiedades elementales de las aplicaciones
lineales.

Proposicion 2.3 SearE,F e.v. yf :E — F.

1. f es lineal si, y 8lo si, f(Ax+ py) = Af(X) + uf(y) para cualesquieri,p € R,
X,y € E.

2. Sif eslineal, entonces:
a) f(0)=0.
b) f(—x) = —f(x) para todo € E.
c) f(x—y) = f(x)— f(y) para cualesquiergy < E.

d) f transforma vectores l.d. deen vectores Il.d. dE.
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Proposicion 2.4. SeankE,F e.v., f,g: E — F aplicaciones lineales ¥ € R. Entonces
las aplicacione$ + g,\ f : E — F definidas por:

(f+09)(x) :=f(X)+9(x), (Af)(X):=Af(x), VXEE,

son tambén lineales. Adeids, con estas operaciones, el conjulitg, F) de aplicaciones
lineales d&E enF es un e.v.

Proposicion 2.5. SeanE,F,G e.v. yf : E — F,g: F — G aplicaciones lineales. En-
tonces la aplicabingo f : E — G definida por:

(go f)(x) :=9(f(x)), ¥x€ E,

es tambén lineal.

Proposicion 2.6 Sean E, F e.v. ¥ : E — F una aplicadn biyectiva y lineal. Entonces
f~1 tambén es lineal.

El resultado anterior nos dice que la apliéacinversa de un isomorfismo es tam-
bién un isomorfismo. Asociados a una apliéaclineal existen subespacios vectoriales
espaciales, que presentamos a contiramaci

Definicion 2.7. Sean E, F, e.v. ¥ : E — F un aplicacdn lineal. Se define elicleo de
f como
Ker(f):={xeE: f(x) =0}.

Laimagendef se define:
Im(f):={yeF: IxeE, y=f(x)}.

Es trivial demostrar quBer(f) es un subespacio vectorial de E y qog f) es un
subespacio vectorial de F.
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Teorema 2.8 Sean E, Fe.v. ¥ : E — F una aplicadn lineal. Entonces:
1. f esinyectiva si, y8lo si,Ker(f) = {0}.

2. f es sobreyectiva si, yoto si,Im(f) =F.

DEMOSTRACION. 1. Supongamos qukes inyectiva. Seac Ker(f). Entoncesf (x) =
0= f(0). Luego, por sef inyectiva,x = 0.

Redprocamente, supongamos gker(f) = {0} y seanx,y € E con f(x) = f(y).
Entoncesf(x—y) =0. Luego,x—y=0.

2. Se deduce de la definizi de aplicadn sobreyectivall

Teorema 2.9 Sean E, Fe.v. ¥ : E — F una aplicadn lineal. Entonces:

1. f transforma subespacios vectoriales de E en subespacios vectoriales de F, esto es,
si U es un subespacio vectorial de E, entorfdés) es un subespacio vectorial de
F.

2. f transforma sistemas de generadores de E en sistemas de generadiorels de
En particular,f es sobreyectiva (epimorfismo) si, §I8 si, transforma sistemas de
generadores de E en sistemas de generadores de F.

3. f es inyectiva (monomorfismo) si, Yol si, f transforma vectores li. de E en
vectores l.i de F.

4. Sif esinyectiva, entoncdstransforma bases de E en basebwld ). En particular,
si f es biyectiva, entoncestransforma bases de E en bases de F.

DEMOSTRACION. 1. Esinmediato.

2. Sea{ey,...,en} un sistema de generadoreskleDadoy € Im(f), existex € E tal
n

que f(x) =y. Por otra parte, existexy,...,An € R tales quex = Zl)\ia. Luego, por ser
i=

n
f lineal,y="$ A1f(g).
2
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3. Supongamos qukees |nyect|va y consideremos una familia de vectorefdi... ., en}.

Seamy,...,An € R tales que) Aif(e)=0. Entonces Aie € Ker(f). Por el Teorema

1=
2.8,51 1Aie = 0. Por ser los vectores, ..., e li., se tiene qua;=0,i=1...,n

Redprocamente, Por el Teorema 2.8, hay que proba<guief ) = 0. En efecto, sea
x € Ker(f) (f(x) =0). Ya que{0} es |.d., se tiene quix} es tambén |.d., luego se ha de
cumplir quex = 0.

4. Es consecuencia inmediata de los apartados Ay 3.

Observacibn. Como consecuencia del apartado 2 del teorema anterior, tenemos que toda
aplicacbn lineal queda determinada cuando se conocen lagenes de los vectores de
una base del dominio.

Teorema 2.1Q Sea E un e.v. Entoncem(E) = n si, y Dlo si, E es isomorfo &"

(E=R").

DEMOSTRACION. Supongamos quaéim(E) = ny sea{uy,...,un} una base d&. Defi-
nimosf : E — R" de la siguiente manera:

f(X) = (X1,-.-,%n) <: ix.a) ,

dondex = le.u| y {e1,...,en} es la base camica deR". (Obsrvese que esh bien

definida, por la unicidad de las coordenadaxddes trivial demostrar qué es lineal.

Veamos que es inyectiva. En efecto, seas Ker(f). Entonces, por la definioh def,

x=0,1i=1,...,n Luego,x=0y f es inyectiva por el Teorema 2.8. Para demostrar
n

la sobreyectividad, dad(xs,...,x,) € R", basta tomax = inui y tener en cuenta la

definicion def. .

Redprocamente, seé : R" — E un isomorfismo. Ya queim(R") =ny f lleva
bases d®" a bases d& (Teorema 2.9), se tiene qden(E) =n. 1
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Teorema 2.11Sean E, Fe.v. ¥ : E — F una aplicadn lineal. Entonces

dim(E) = dim((Ker(f)) -+dim((Im(f)).

DEMOSTRACION. Supongamos queéim(E) = n. Sea{ey,...,en} una base d&er(f)

(es claro quan < n) y sea{ys,...,yp} una base dém(f). Por la Proposién 2.9,n >

p. Sean ahoray, ..., X, € E tales quef(x) =yi, i =1,...,p. Vamos a demostrar que
{e1,...,em,x1,...,Xp} €s una base de. En efecto, veamos primero que dichos vectores
son Li.: supongamos que

m p
Zl)\ia + z HjXj = 0.
i= =1
Entonces,
0= &+ > HjXj | = HjYj-
i; i jzl i jzl iY]

Ya queys,...,yp son li, se tiene qug = 0,i=1,... p. Por tanto,

m
i;)\ia =0.

Luego, por la independencia lineal ég. .., ey, obtenemos qug; =0,i=1,...,m.

Finalmente, veamos qyey, . .. ,em, X1, ..., Xp} €S un sistema de generadore€d&n
efecto, sex € E. Entonces, existem, ..., lp € R tales que

p p
FO) = myj=f (2 qu1> :
=1 =1
p

Por tantox — Z Hjx; € Ker(f). Por consiguiente, existen,...Am € R tales que
j=1

P m
o Sy — A :
X glujxj i; i

como queramos demostrail






Tema 3. Matrices.

Definicion 3.1 Llamaremosnatriz A de m filas y n columnas:

a1 a2 ... n
dp1 aAg2 ... QA2n

A: . o0 ) ) ) :<a‘J)
9ml am2 ... 8mn

A mx n se le llamaorden de la matriz. Notaremd®n«n(R) al conjunto de todas las
matrices de ordem x n de rimeros reales.

A continuacon establecemos las operaciones que se pueden realizar con matrices:
1. Suma: DadasA = (&jj),B = (bjj) € Mmxn(R), se define

A+B= (aij +byj).
2. Producto por escalar:DadaA = (&j) € Mmxn(R) y A € R, se define

AA = (Aaij).

3. Producto: DadasA € Mmxn(R), B € Mnxp(R), se definéd- B = (Gij) € Mmxp(R)
ag:

n
Cij = Zaikbkj, i=1..m j=1...p.
k=1

Observacbn: En general, el producto de matrices no es conmutativo. Basta considerar,

por ejemplo:
10 2 10
A:(l 1>’B:(-4.3 2)

A toda aplicaddn lineal se le puede asociar una matriz. En efecto, Eere.v.,B =

{e1,...,en} unabase d&, B' = {€},...,€,} unabase dé y f : E — F una aplicadn
lineal. Supongamos que

fer) =an€)+ane+-- +ame,
f(ex) = a1 +ape,+ - +amey,

f(en) =ain€)+ame+-- +amneh

15
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m
Dadoxc E, x= le.a f(x) = Z e’ Por otra parte, se tiene

f(x) = _iXaf(a) =ixa (iaﬁﬁ) = i (iam) €
i= i= i= =1 \i=

Y1 = aiXg+a1oXo+ - ainXn
Yo = api1X1+apoXp+---8nXn

Por tanto,

Ym = QmiX1+ ameX2 + - - - 8mnXn

Llamaremos matriz dé asociada a las basBs/ B/,

a1 a2 ... ain

A1 A2 ... A
M(f.BB)=| " N

adnl 9m2 ... mn

Entonces, la expre®n matricial def queda ais

= M(f,B,B)X
donde
X1 Y1
X
x=| 2| v=| "
Xn Ym

La demostradn de los dos siguientes resultados la omitimos por trivial.

Proposicion 3.2 Sean E, F e.v., B, B’ bases de E y F, respectivamentegyE — F
aplicaciones lineales. Entonces:

M(f+g,B,B') =M(f,B,B)+M(g,B,B).
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Proposicion 3.3. Sean E, F, G e.v,, B, B, B” bases de E, F, G, respectivamente, y
f:E—F,g:F — G aplicaciones lineales. Entonces:

M(go f,B,B”) = M(g,B',B")-M(f,B,B).
Presentamos en el siguiente listado algunos tipos de matrices importantes:

Ejemplos 3.4

1. Matriz cuadrada: m= n (el mismo rumero de filas que de columnas). Se llama
al orden de la matriz y se nofi&,(IR) al conjunto de matrices cuadradas de orden
n.

2. Matriz unidad: Dadon, se define

10 ...0
01..0
lh=1] . . :
00 ..1

En otras palabras, = (aj) € 9t(R), donde

(1 sii=]
=10 si i#]

3. Matriz escalar: Es de la formal,, es decir,

ao .. o0
0 a... o0
0 0 .. a
dondea € R.
4. Matriz diagonal: Es de la forma
a 0 ... O
0 a ... O
0O O an

dondeay,ao,...,a, € R.



18 Capitulo I. Algebra Lineal.

5. Matriz triangular.

a) Superior:
A1 A12 ... dAin
0 ap ... an
0 O azn
0O O . @nn

Esto esgjj =0, parai > |.

b) Inferior:
a1 O 0
a1 a2 0
anl an2 ann

Es decirgj =0, parai < j.

6. Matriz inversible o regular: A € MM, (R) es inversible o regular si exist €
Mn(R) tal queA-B=B-A= I, La matrizB esUnica y se llamanatriz inver-
sadeA, y se notdB=A"1.

SeanE un e.v. yB = {ey,...,en} y B' = {€},...,€,} dos bases dE. Dadox € E,
supongamos conocidas las coordenadas ., X, de x respecto de la bad® Nos pre-
guntamos entonces ales sefin las coordenadas derespecto de la bad®. Notemos
Xq,...,X, a esas coordenadas y supongamos que conocemos las coordenadasede cada
respecto de la bad:

e = a11€] + a6, +--- +ame,
€ = a12€] +ae, + - - - + ane,

€ = ain€) + an€ + - +ann€y
En tal caso,

X = jixjej = jixj (ia;d) - i_i (jiaijx,) €.

Por lo tanto, se tiene
n
Xi=Y ajXj, i=1,...n.
2,
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SillamamosP = (g;j ), matricialmente nos quedarlo siguiente:

X'=P-X,
donde
/
X2 X
X=| 7T [, x=|"7?
Xn X

La matrizP se llamamatriz de cambio de baseleB aB'.

El cambio de base tan#m se puede tratar desde el punto de vista de aplicaciones
lineales. En efecto, sda E — E la aplicacon identidad, esto e$(x) = x, para todo
x € E. Entonces se tiene que
P=M(,B,B).

Para calcular ahora la mati@zde cambio de base d& aB, basta tener en cuenta que
la matrizP es inversible, por sdruna aplicadn biyectiva, y tendamos que

Q=P 1=M(,B,B).
Tratamos a continua@n el cambio de base para aplicaciones lineales.

SearE,F e.v.,B,B' bases dé&, C,C' bases d& y f : E — F una aplicadin lineal.
Queremos saber la relaci entreM = M(f,B,C) y M’ = M(f,B',C’). Para ello, notemos
Py Q a las matrices de cambio de baseBd@B’ y deC aC/, respectivamente. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

(E,B) —~ (F.,C)

le T L IE

(E,B) —— (F.C)

Entonces, por la Proposan 3.3,

M =Q-M-P 1

Definicion 3.5 DadaA = (ajj) € Mmxn(R), se llamamatriz traspuesta deA a la matriz
Al = (b i) € Maxm(R), dondebi; = aji. Obgrvese que se trata simplemente de cambiar
filas por columnas.
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Proposicion 3.6
1. (A+B)t = A' + B!, para cualesquiers B € Mmyn(R).
2. (A-B)! =B'- A, para cualesquier € Mmxn(R), B € Mnyp(R).

3. SiAc My (R) es inversible, entoncés$ también es inversible co(®) ! = (A~1)t.

Definicion 3.7. SeaA = (ajj) € Mn(R). Se define efleterminante deA, y se notdA|,
como sigue:

l1.n=2: |A| = dj1dgp2 — Ad12a21.

2. n= 3 (regla de Sarrug): |A| = ai1az2833 + a12823831 + a21832813 — 13822831 —
djodpia33 — a11a23a32.

3. n cualquiera: LLamemo&ij a la matriz de orden — 1 que se obtiene d& elim-
inando la fila i y la columna j. Se define @dfactor del element@;j comoAij =
(—1)"J|Aj|. Entonces,

n
A= aijdij.
=1
Enumeramos a continudci las propiedades de los determinantes.

Proposicion 3.8 SearA,B € My(R).

1. El determinante de A no depende de la fila respecto a la que se desarrolle, esto es,

n
|Al = Zaiinj, Vi=1,...,n.
=i

2. El determinante de A se puede calcular desarrollando por columnas, es decir,
n
Al = Zaiinh Vi=1,...,n
i=

3. A = |AY.

4.|A-B| = |A-|B.
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5. Si A tiene una fila o una columna de ceros, entonégs- 0.

6. Sien A se multiplica una fila o una columna por un escalar, entonces el determinante
obtenido es el siguiente:

a1 ... din

Aai1 ... Aan |=AJA.

a1 ... ann
7. Si A tiene dos filas o dos columnas iguales o proporcionales, entgkices).

8. Si en una fila o en una columna de A aparece la suma deédwogbs, entonces se
obtiene el siguiente determinante:

arl o ain arl ... n a1 ... an
bii+C1 ... Bn+Cn|=|Db1 ... bn |+]| C1 ... Cn
an1 ann anl ... ann anl --- ann

9. Sila matriz B se obtiene de A sumando a una fila (o columna&ytielos elementos
de otra fila (o columna) multiplicados por un escalar, entofidles |A|.

Definicion 3.9 DadaA € M, (R), se llamanatriz adjunta de A, y se notd\*, a la matriz
de cofactores da.

Teorema 3.10 DadaA € My (R), A es inversible si, y&lo si,|A| # 0. En caso afirmativo,

1

Al —
Al

AN,
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DEMOSTRACION. Supongamos qu& es inversible. Entonces,- A1 = I,. Luego,|A| -
|A=1| = 1. Por lo tanto/A| # 0.

Redprocamente, supongamos déé+ 0. Es facil comprobar que

a1 ... ain A YA |
an1 ... ann Ain ... Dnn
Al 0 ... 0
0 |A
— . - ‘Al . In.
0 0 Al
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Definicion 4.1. DadaA € 9Mmx«n(R), unmenor de orden kI < k < min{m,n}) de A

es el determinante de una matriz cuadrada (de orden k) construida intersecando k filas y
columnas de A. Al mayor de lad&denes de los menores no nulos se le llaamgo de la

matriz A, y se nota(A).

Teorema 4.2 El rango de una matriz coincide con éimero de filas (o columnas) lineal-
mente independientes.

Definicion 4.3 Un sistema de ecuaciones lineales se define as

ayiXy +agXe+ - +anXn = by
ap1Xy+apoXo+ -+ - +agnXn = bo

: (1)
am1X1 + ampX2 + - -+ + amrXn = bm

La nomenclatura usada es la siguiente:

= X, i =1,...,n, se llamarnncoégnitas del sistema.
» gj, 1<i<m, 1< j<n, sonloscoeficientesdel sistema.

» bj, j=1,...,m, son logérminos independientesiel sistema.

23
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Definicion 4.4 Unasolucion del sistema (1) es un vectot, ..., %,) € R" que verifique
las m ecuaciones. Resolver el sistema (1) es encontrar el conjunto S de todas las solu-
ciones de dicho sistema. Puede ocurrir varias cosas:

1. S=0. Ental caso, el sistema se dioeompatible (SI).

2. S# 0. Entonces el sistema se llarmampatible. En esta situaéin existen dos al-
ternativas:

a) S es un conjunto unitario (el sistema tiene dnica soluabn). Entonces ten-
emos ursistema compatible determinado (SCD).

b) S tiene nas de un elemento (el sistema tienaswle una soluén). Entonces
se tiene ursistema compatible indeterminado (SCI).

Presentamos ahora la interpretacimatricial de un sistema de ecuaciones lineales.
Para ello, dado el sistema (1), se llamatriz asociadaa este sistema a la matriz de
coeficientesA = (& ). Si ahora notamos

X1 b1
X = , B= :
Xn bm
el sistema (1) quedsr as:
A-X =B.

A continuacdn damos la interpretamn vectorial de un sistema de ecuaciones lineales.

SearE,F e.v., condim(E) =nydim(F) =m, By B’ bases d& y F, respectivamente,
y f : E— F una aplicadn lineal. Notemo#&\ = M(f,B,B’). Dadox € E, searx, ..., X,
sus coordenadas respecto de la sg dadob € F, seanby,...,by sus coordenadas
respecto de la bad¥. Entonces, resolver el sistema (1) es encoxtraE tal quef (x) =
b. Pueden ocurrir las siguientes cosas:

1. b¢ Im(f). Entonces tenemos un SI.
2. b e Im(f). Entonces se tiene un sistema compatible.

Observaciones:
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1. Si f es sobreyectiva, entonces el sistema es compatible, yiaqde = F.
2. Si f es inyectiva, tenemos dos casos:

a) Sibe Im(f), entonces se tiene un SCD.

b) Sib ¢ Im(f), entonces tenemos un Sl.

3. Si f es biyectiva, entonces estamos ante un SCD.

Definicion 4.5 El sistema (1) es llamado @istema de Cramersim= n (mismo rimero
de ecuaciones que de ognitas) y|A| # 0.

Damos ahora un &todo para resolver un sistema de Cramer.

Proposicion 4.6. (Regla de Cramer). Supongamos que (1) es un sistema de Cramer.
Entonces, (1) es un SCD y su solbmies:

b]_ a2 ... in all b]_ a3 ... QIn a1 ... An-1 b1
. bn an2 ... ann o | b ang ... @nn w3 oo B bn
1= |A| sy R2 = |A| PRGN RS | e |A|

DEMOSTRACION. SeaA- X = Bla expresbn matricial dg1). Entonces, por el Teorema

3.10 se tiene que
1
X=A1lB=_(A).B.
Al

Ahora, unos sencillosatculos nos permiten obtener el resultado deselldo.

Estudiamos ahora la resolfaide un sistema de ecuaciones lineales en general. En el
sistema (1), llamamamatriz ampliada a la matriz

a1 ... In bl
A= L
ami ... @mn bm

Esto es, Aadimos a la matriA la columna deé@rminos independientes.
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Teorema 4.7 (Teorema de Roucle-Frobenius).El sistema (1) es compatible si, §le

si,r(A) =r(A) =r. En tal caso, pueden ocurrir dos cosas:
1. Sir < n, entonces estamos ante un SCI.

2. Sir =n, entonces se tiene un SCD.

Pasamos a continu@ci a la resoluén de un sistema compatible. Para facilitar la
notacbn, suponemos que lagprimeras filas y las primeras columnas de la matézson
linealmente independientes (estamos teniendo en cuenta el Teorema 4.2), esto es,

a1 ... aAir

1 |zo
o1 ... Qr

Pueden ocurrir dos cosas:

1. r = m(recordemos qum es el umero de ecuaciones del sistema (1)).

1.1 r = m=n. Tenemos un sistema de Cramer.

1.2 r = m< n. Las indgnitasxy,...,X se llamanincognitas principalesy
Xri1,-..,Xn Se llamanincognitas dependientegpaametros). Ahora el sis-
tema (1) queda convertido en el siguiente Sistema de Cramer:

arXa+--+anX = b1—(agrs1X+1+ - +ainXn)

arXi+--F+arX = by —(arsaX+1+ -+ amXn)

La solucbn queda en funbn den—r paametros.

2. r <m. Ya que lag primeras filas son linealmente independientes, entonces el sis-
tema (1) queda reducido al sistema formado por las llamadaaciones princi-
pales

agX1+---+amXn =bs
X1+ +amxn =by
Con lo cual estamos en el caso anterior.

Pasamos a estudiar un caso particular de sistemas de ecuaciones lineales: los sistemas
homogeneos.
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Definicion 4.8 Un sistema de ecuaciones lineales se bmmogeneosi todos los érmi-
nos independientes son nulos:

a11Xqy+---+amnXn =0
: (%)
amiX1 + -+ a8mXn =0
Al ser nulos los érminos independientes, es claro g@&) = r(A), con lo cual todo
sistema homogneo es compatible. Adeés, es claro quéo,...,0) es una soluéin de
dicho sistema, llamadsolucion trivial. Llamandor =r(A), se tiene:

1. Sir =n, entonceg*) es un SCD y lainica soluddn es la trivial.
2. Sir < n, entoncegx) es un SCI.

Pasamos a la resoldri de sistemas compatibles. La idea es transformar el sistema
dado en otro sistema equivalente (esto es, un sistema con las mismas soluciésmes) m
sencillo de resolver. El todo nas chsico es el llamadmétodo de Gaussque con-
siste en pasar de un sistema a otro cuya matriz de coeficientes sea una matriz triangular
superior. V&moslo con varios ejemplos:

Ejemplos 4.9

1. Discutir y resolver el siguiente sistema:

X+y+z = 11
2X—y+z = 5
X+2y+z = 24

SeaA la matriz de coeficientes. Entoncéa| = 5 # 0. Luego, tenemos un sistema
de Cramer (SCD). El sistema en coeficientes quadsr.

1 1 111
2 -1 1 5
3 2 1|24

Multiplicamos lal2 fila por —2 y la sumamos a 122 fila. Asi mismo, multiplicamos
la 12 fila por —3y la sumamos a 182 fila, quedndonos lo siguiente:

1 1 1 11
0O -3 -1/ —-17
0O -1 -2 -9
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Ahora intercambiamos 122 y la 32 fila:

1 1 1 11
o -1 -2| -9
0O -3 -1| -17

Si multiplicamos 1222 fila por —3 'y la sumamos a 182 fila, nos queda:

1 1 1|11
0O -1 -2| -9
0O 0 5|10

Por lo tanto, el sistema resultante es el siguiente:

X+y+z = 11
-y—2z = -9
5z = 10

Luego,

52=10=[z=2|
y-4=-9=[y=5]
X+5+2=11=[x=4]|

. Discutir y resolver el siguiente sistema:

2X—4y+6z = 2
y+2z = -3
X+3y+z = 4

SeaA la matriz de coeficientes 4 la matriz ampliada. Esatil comprobar que

r(A) =r(A) =2 < 3, luego tenemos un SCI c@+ 2 = 1 pa@metro. El sistema en
coeficientes es el siguiente:

2 -4 6| 2

0O 1 2| -3

1 -3 1| 4
Dividimos por2 la 12

1 -2 3| 1

0O 1 2| -3

1 -3 1| 4
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Ahora multiplicamos por -1 142 y la sumamos a 18%;

1 -2 3 1
O 1 2| -3
O 1 -2 3

Observemos que I8 se obtiene simplemente cambiando de sign2?léila. Por
tanto, nos queda el siguiente sistema:

X—2y+3z = 1
y+2z = -3

Entonces, llamandoz = A |, tenemos:
ly=-3-2\|
X—2(=3—2\)+3\=| x=—-7A-5]

SearE un e.v. cordim(E) = n, F un subespacio suyo catim(F) =r, B una base de
Evy{ui,...,u} unabase dé. Para cada=1,...,r, sean(ay;,...,an) las coordenadas
de u; respecto de la bad®. Dadox € F, notemos(xy,...,Xn) a las coordenadas de
respecto de la ba€® y (A1,...,Ar) a sus coordenadas respecto de la Hase .., u }.

Entonces,
X1 =apA1+appho+ - +ar
Xo =agiA1+agho+ - +axA

Xn = amA1+anA2+ - +anrAr
Las ecuaciones anteriores reciben el nombrealmciones parargtricas deF. Lla-
memosA = (&;). Observamos que(A) =r (uy,...,ur son Li.). Por otra parte, por el
Teorema de RouéhFrobeniusx € F si, y 9lo si,r(A) = r(A). Supongamos qugA) =

~

r(A) =ry que lasr primeras columnas d& son linealmente independientes, esto es,

a1 ... Air

: 7 0.
a1 ... an

Entonces, todos los menores de ordenl de la matrizA son nulos. En particular,
tenemos que

a1 ... Air X1 a1 ... Air X1 a1 ... ary X1

a1 ... G X 91 ... G Xy a1 ... ar X
411 .- Sr41r X4 Ar421 ... Qq4r X2 an1 ... anr Xn
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Aparecen entoncas—r ecuaciones, llamad&suaciones caractésticas o impici-
tasdeF. Para calcular las ecuaciones pagameas a partir de las ecuaciones carastier
cas, $lo hay que resolver el sistema hondéogo formado por estéastimas ecuaciones.

Ejemplos 4.10

1. Calcular las ecuaciones cartesianas del subespadis dgnerado por los sigu-
ientes vectores:

(1,-1,0,0), (0,1,1,0), (2,—1,1,0), (3,—3,0,0).

Consideremos la matriz

1 02 3| x

-1 11-3| x

0O 11 O X3

O 00 O | x4
A

-~

A

Se comprueba de manera inmediata qée = 3. Luego,

1 0 2x
11 1x|_,
011X3 '
0 0 0 x4

Calculando el determinante anterior, la ecoaataractdstica es:
X4 = 0.

2. Calcular las ecuaciones paratricas y una base del subespaci®dele ecuaciones
cartesianas:

X1+X—X%x3 = 0
X3+ X5 =0
X4—2x¢ = 0

LLamandox; = A y X3 = |4, obtenemos las siguientes ecuaciones patacas:

Xlz)\
Xo=—-A+H
X3=H
X4 = 2\

X5 = —H
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Ahora, tomandad =1, u= 0, obtenemos el vectdd, —1,0,2,0) y paraA =0, p=
1, (0,1,1,0,—1). Dichos vectores forman una base del subespacio.






Tema 5. Espacios vectoriales elicleos.

Definicion 5.1 Un producto escalaren un espacio vectorial E es una apliéex| , ) :
E x E — R que verifica las siguientes propiedades:

1. (x,y) > 0 para cualesquieray € E.

2. (x,X) =0si, y Dlo si,x=0.

3. (x,¥) = (y,x) para cualesquieray € E.

4. (x,y+12) = (X,y) + (X,2) para cualesquiergy,z < E.

5. (x,Ay) = A(x,y), para todo\ € R, para cualesquiergy € E.

Al par (E,( , )) se le llamaspacio vectorial euddeo.
De la anterior definiéin se deducen las siguientes propiedades inmediatas:

Proposicion 5.2 Sea(E, ( , )) un espacio vectorial elideo. Entonces:
1. (0,x) = 0 para todo € E.

2. Dadox € E, si(x,y) = 0 para todg € E, entoncex = 0.

Ejemplo 5.3 La aplicacon (, ) : R" x R" — R definida por

n

(xy) = leiyi vx,y € R",

dondex = (Xq,...,%1),Y = (Y1,---,Yn), €S un producto escalar &', llamadoproduc-
to escalar usual.(Notese que para = 1, este producto escalar no es otra cosa que el
producto de imeros reales).

33
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Sea(E, (, )) un espacio vectorial elideo cordim(E) =ny seaB= {ey,...,&,) una
base dét. Dadosx,y € E, six= YL %6, Y= y|_;Yj€j, entonces tenemos

(xy) = gma,j;yjeﬁi;Xi(a,glyj'ej) :i;Xi (J_;Yj (a,eJ-)) = D Xvjlee).

ih1=1

Si ahora consideramos la matriz de oreeA = (&), dondea;; = (g, €;) parai, j =
1,...n, entonces tenemos gqag > 0, i =1,...,ny quegj = ajj,i,j = 1,...,n (esto es,
la matrizA es singtrica) y el producto escalar queaar
Y1
XY) = (X1,..., %) A|
Yn

Afadiendo una peqgtia hipotesis a la matria, el redproco tamben es cierto, como
vemos a continuaén.

Teorema 5.4 Sean E un espacio vectorial n-dimensioBak: {e1, ..., ey} una base de E
yA=(aj) € Mn(R) verificando las siguientes propiedades:

1. >0i=1,...,n
2. A es sinetrica.

3. |A|>0,i=1,...,ndonde, paracade {1,...,n}, A es la submatriz de A formada
por las i primeras filas y columnas.

Entonces la aplicaén ( , ) : E x E — R definida por

Y1
(Xy) = (X1,...., %) A : vx,y € E,

Yn

dondex =y %8, y=3'_1Yj€, es un producto escalar en E.
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Ejemplo 5.5. Si consideramo®&2 con la base cdmica, comprobar que la matriz
2 11

A= 1 2 1

112

define un producto escalar y dar su expyasi

Definicion 5.6 Sea(E, (, )) un espacio espacio vectorial etago. Se define laorma de

un vectorx € E, [|X|| := v/ (X,X).

Ejemplo 5.7. EnR" con el producto escalar usual, la norma de un vector(xy, ..., Xn)
, _ ‘ 2
sefia|[x|| = y/?'X§+ - X3.

Recogemos en el siguiente resultado algunas propiedades de la norma.

Proposicion 5.8 Sea(E, (, )) un espacio vectorial eudeo. Se verifican las siguientes

afirmaciones:
1. ||X|| > O para todo € E.
2. ||x|| = 0si, y 9lo six=0.
3. ||Ax]| = |A|||X|| para todo\ € R, para todo € E.
4. Desigualdad de SchwarZx,y)| < ||X|||ly|| para cualesquieray € E.

5. Desigualdad triangulaix+y|| < ||x|| +[|y|| para cualesquiergy € E.
En lo que siguek denotaa un espacio vectorial eadeo.

Definicion 5.9 Un vectorx € E se diceunitario si||x|| = 1.

Definicion 5.1Q Dos vectores,y € E se dicerprtogonalessi (x,y) =0, y se notaax ly.
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Ejemplo 5.11 EnR", los vectores de la base énrica son unitarios y ortogonales entre
sl.

Teorema 5.12 (Teorema de Pifigoras).Searx,y € E conx_Ly. Entonces

Ix+y12 = 112+ Iyl

DEMOSTRACION.

IX+Y[2 = X+ Y, X4+Y) = (X,X) +2(%,Y) + (y,Y) = X2+ V]I

Definicion 5.13. Supongamos quedim(E) = n y seaB = {ey,...,en} una base de E.
Se dice que B es una base ortogonad siej parai # j. Si adenase es unitario,i €
{1,...,n}, se dice que la base B es ortonormal.

Sitenemos una base ortogonal, podemos conseguir de manera trivial un base ortonor-
mal, sin mas que dividir cada vector por su norma. Vamos a ver que tangmdemos
conseguir una base ortonormal a partir de una base cualquiera dada.

Proposicion 5.14 Si{ey,...,en} es una familia de vectores ortogonales no nulos de E,
entonces,...,e, son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Seah1€; + -+ Anéy = 0. Entonces, dadbe {1,...,n}, se tiene

0= (A& +---+Anen, &) = Aillei |2

Por tantoA; = O paratodd € {1,...,n}. 1
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Teorema 5.15 (Método de ortogonalizadbn de Gramm-Schmidt). Supongamos que
dim(E) =nyseaB={e,...,en} unade E. Se construye una base ortogduagl. . . ,un}
de manera recurrente como sigue:

1. Definimosu; = ey.
2. Definimosuy = e+ A12U1. Calculamosd\12 imponiendo que; L up. Entonces

0= (ug,u2) = (ug, ) +A12(U1,uy).

(us,e2)
{ug,ug)

Despejando, obtenemos gy = —

3. Definimosuz = e3+ A13u1 + A23uUp € imponemos quey_Luz y Uy Lus. Entonces se
tiene que\ g = — L&) oo —  (U2e)

(upur)’ 23~ T lupup)

4. Ad sucesivamente seguimos hasta obtaper . ,u,_1 ortogonales. Entonces defin-

imosu, = en+ z{‘;ll)\lnui. Imponiendo quen Lup parai € {1,...,n—1}, se tiene que

o {ui.en)
Ain = — 5o

Definicion 5.16 Sea U un subconjunto de E. Se llaotéogonal de U al conjunto
Ul ={xeE: xly VyeU},

esto es, al conjunto formado por los vectores ortogonales a todos los vectores de U.

Proposicion 5.17 Sea U un subconjunto de E.
1. U+ es un subespacio vectorial de E.

2. Si U es un subespacio vectorial de Ew,...,un} es una base de U, entonces,
dadox € E, x € U~ si, y 9Dlo si,xLu;, para toda € {1,...m},

Teorema 5.18 Supongamos que E es de dimémsiinita y sea U un subespacio vectorial
de E. Entonces
dim(E) = dim(U) +dim(U™).



